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1 Διάλεξη 01

1.1 Τανυστές

Ορισμός 1. ΄Εστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης και ω1, . . . , ωk ∈ V ∗
.

Τότε ορίζεται πλειογραμμική απεικόνιση

ω1⊗· · ·⊗ωk : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k φορές

→ R, ω1⊗· · ·⊗ωk(v1, . . . , vk) = ω1(v1) ·ω2(v2) · · ·ωk(vk).

η οποία καλείται τανυστικό γινόμενο των ω1, . . . , ωk ∈ V ∗
.

Παρατήρηση 1. Ο παραπάνω συμβολισμός δεν είναι τυχαίος ! Αν V διανυσματικός χώρος
πεπερασμένης διάστασης, τότε αποδεικνύεται ότι V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸

k φορές

(σύνηθες τανυστικό γινόμενο)

είναι ένας R - δ.χ. ισόμορφος με αυτόν των πλειογραμμικών απεικονίσεων L
(
V k;R

)
Απόδειξη. Θεωρήστε την ψ : V ∗ × · · · × V ∗ → L

(
V k;R

)
με (ω1, . . . , ωk) 7→

∏k
i=1 ωi και

δείξτε ότι είναι πλείογραμμική. Χρησημοποιήστε την χαρακτηριστική ιδιότητα των τανυστικών

γινομένων για να δείξετε το ζητούμενο.

Ορισμός 2. Θα συμβολίζουμε με T k (V ∗) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k φορές

. Ανάλογα την περίσταση με τον

συμβολισμό ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk θα συμβολίζουμε είτε τον αντίστοιχο στοιχειώδη τανυστή είτε την
ταύτισή στον L

(
V k;R

)
που δίνεται μέσω του Ορισμού 1. Σε κάθε περίπτωση τα στοιχεία του

T k (V ∗) θα λέγονται k - τανυστές.

Παρατήρηση 2. ΄Εστω V ένας δ.χ. και {v1, . . . , vn} μια βάση του και
{
v1, . . . , vn

}
η

αντίστοιχη βάση του δυϊκού V ∗
που ικανοποιεί τις σχέσεις vi(vi) = δij . Αν T ∈ L

(
V k;R

)
και W1, . . . ,Wk με Wi =W j

i vj , τότε έχουμε ότι

T (W1, . . . ,Wk) =W j1
1 W

j2
2 · · ·W jk

k T (vj1 , . . . , vjk)

Ορίζοντας Tj1,...,jk = T (vj1 , . . . , vjk), αφού W
jℓ
ℓ = vjℓ(Wℓ), συμπεραίνουμε ότι

T (W1, . . . ,Wk) = Tj1,...,jkv
j1(W1) · · · vjk(Wk) = Tj1,...,jkv

j1(W1)⊗ · · · ⊗ vjk(Wk).
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Πρόταση 1. ΄Εστω V δ.χ. και {v1, . . . , vn} μια βάση του. Αν
{
v1, . . . , vn

}
η αντίστοιχη

δϋική βάση του V ∗
, τότε μια βάση του T k (V ∗) είναι η

B =
{
vj1 ⊗ · · · ⊗ vjk | 1 ≤ ji ≤ n, 1 ≤ i ≤ k

}
(1)

Ειδικότερα dimR T
k (V ∗) = nk.

Απόδειξη. Μέσω της Παρατήρησης 2 προκύπτει ότι B παράγει τον T k (V ∗). Δείξτε ότι B
είναι γραμμικά ανεξάρτητο.

Ορισμός 3. ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα. Η δέσμη των k - τανυστών της
M ορίζεται ως

T k (T ∗M) =
⊔
p∈M

T k
(
T ∗
pM

)
.

Παρατήρηση 3. Θεωρούμε την συνήθη προβολή π : T k (T ∗M) →M . Δείξτε ότι μέσω της
π η T k (T ∗M) εφοδιάζεται με δομή διανυσματικής δέσμης. Ποιες είναι οι τετριμμενοποιήσεις
της ;

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Παρατήρηση 4. Αφού T k (T ∗M) είναι μια διανυσματική δέσμη, τότε μπορούμε να ορίσουμε
το σύνολο των ομαλών τομών της T k (T ∗M), δηλαδή το

T k(M) = Γ
(
T k (T ∗M)

)
=
{
A : M → T k (T ∗M) | π ◦A = idM και A είναι C

∞
}
.

Τα στοιχεία του T k(M) θα λέγονται k - τανυστικά πεδία. ΄Εστω (U,φ) ένας ομαλός χάρ-
της της M με

(
xi
)
αντίστοιχες συναρτήσεις συντεταγμένων. Τότε, κάθε A : M → T k (T ∗M)

με π ◦A = idM (όχι απαραίτητα C∞
), στο U γράφεται ως εξής :

A = Aj1,...,jkdx
j1 ⊗ · · · ⊗ dxjk (2)

όπου

Aj1,...,jk = A

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
: U → R

Οι απεικονίσεις Aj1,...,jk λέγονται συνιστώσες της A. Σκοπός είναι να βρούμε ένα κριτήριο,
με το οποίο να μπορούμε να εξετάζουμε αν μια τομή A είναι ομαλή ή όχι.
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Πρόταση 2. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και A : M → T k (T ∗M) με π ◦ A = idM
(όχι απαραίτητα C∞

). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(α) Το A είναι ομαλό.

(β) Για κάθε ομαλό χάρτη (U,φ) οι αντίστοιχες συνιστώσες Aj1,...,jk είναι λείες συναρτήσεις
στο U .

(γ) Για κάθε p ∈ M , υπάρχει ομαλός χάρτης (U,φ), γύρω από το p, ώστε οι αντίστοιχες
συνιστώσες Aj1,...,jk είναι λείες συναρτήσεις στο U .

(δ) Για κάθε X1, . . . , Xk ∈ X (M), η συνάρτηση

A(X1, . . . , Xn) : M → R, A(X1, . . . , Xn)(p) = Ap (X1|p, . . . , Xn|p)

είναι λεία.

(ε) Για κάθε U ⊆M ανοικτό και για κάθε X1, . . . , Xk ∈ X (U) η συνάρτηση

A(X1, . . . , Xn) : U → R, A(X1, . . . , Xn)(p) = Ap (X1|p, . . . , Xn|p)

είναι λεία.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

1.2 Μετρικές Riemann

Ορισμός 4. ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα διάστασης n. Μια μετρική Riemann
στην M είναι g : M → T 2 (T ∗M) ένα συμμετρικό 2 - τανυστικό πεδίο, το οποίο είναι θετικά
ορισμένο σε κάθε σημείο. Δηλαδή, για κάθε p ∈M υπάρχει gp : TpM ×TpM → R εσωτερικό
γινόμενο, δηλαδή

• gp είναι μια διγραμμική απεικόνιση

• gp είναι συμμετρική, δηλαδή gp(v, w) = gp(w, v), για κάθε v, w ∈ TpM .

• gp θετικά ορισμένη, δηλαδή gp(v, v) ≥ 0 και gp(v, v) = 0 αν και μόνο αν v = 0, για κάθε
v ∈ TpM .

Επίσης g είναι C∞
, δηλαδή για κάθε V,W ∈ X (M), τότε η συνάρτηση g(V,W ) είναι λεία.

Το ζεύγος (M, g) ονομάζεται πολλαπλότητα Riemann.

Παρατήρηση 5. • Για κάθε p ∈ M και v ∈ TpM ορίζεται το μήκος του v ως |v| =√
gp(v, v).
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• ΄Εστω γ : [a, b] →M μια C∞
καμπύλη. Ορίζεται το μήκος της γ ως εξής

ℓ(γ) =

∫ b

a

∣∣γ′(t)∣∣ dt (3)

• Αν (M, g) συνεκτική πολλαπλότητα Riemann, τότε αυτή επιδέχεται δομή μετρικού χώρου
(M,dg), όπου dg : M ×M → R με

dg(p, q) = inf {ℓ(γ) | γ : [0, 1] →M, γ(0) = p, γ(1) = q} (4)

Από την σχέση 2, για δεδομένο ομαλό χάρτη (U,φ) της M έχουμε ότι η g γράφεται ως
g = gi,jdx

idxj με i, j ∈ {1, . . . , n} και (gij)i,j συμμετρικός πίνακας (αφού g είναι συμμετρικό).

1.3 Γραμμικό ισομορφισμός επαγόμενος από εσωτερικό γινόμενο

΄Εστω (V, ⟨, ⟩) χώρος με (μη εκφυλισμένο) εσωτερικό γινόμενο με dimV = n.

• Η ⟨, ⟩ : V × V → R ορίζει γραμμική L : V → V ∗
με L(v)(w) = ⟨v, w⟩. Αφού ⟨, ⟩ είναι

μη εκφυλισμένο, τότε kerL = {0}, άρα L είναι ισομορφισμός.

• ΄Εστω {v1, . . . , vn} μια βάση του V και {v1, . . . , vn} η δυίκή βάση του V ∗
. Τότε, έχουμε

ότι [
L
(
aivi

)] (
bjvj

)
=
〈
aivi, b

jvj
)
= aibjgij

όπου gij = ⟨vi, vj⟩. Τότε, έχουμε ότι L
(
aivi

)
= aigijv

j
. Αντιστροφα, έστω a = ajv

j ∈
V ∗
. Από το επί της L έχουμε ότι L

(
ξivi

)
= ξigijv

j = ajv
j
, συνεπώς ξigij = aj .

• Συμβολίζοντας με
(
gij
)
το αντίστροφο πίνακα του (gij) έχουμε ότι gijg

jk = δki . Παρα-
τηρήστε ότι L−1

(
ajv

j
)
= ajg

kjvk.

• Τα παραπάνω μπορούν να συμβολιστούν ως εξής : για X ∈ V έχουμε ότι L(X) = X♭ ∈
V ∗
και για a ∈ V ∗

έχουμε ότι a♯ = L−1(a) ∈ V . Οι προηγούμενες δύο απεικονίσεις
λέγονται μουσική ισομορφισμοί.

2 Διάλεξη 02

2.1 Επέκταση εσωτερικού γινομένου σε δέσμες τανυστών

΄Οπως, πριν έστω (V, ⟨, ⟩) χώρος με (μη εκφυλισμένο) εσωτερικό γινόμενο με dimV = n και
θεωρούμε την L : V → V ∗

.

• Ορίζουμε εσωτερικό γινόμενο ⟨, ⟩ στον V ∗
ώστε η L να καθίσταται γραμμική ισομετρία,

δηλαδή

⟨ω1, ω2⟩ =
〈
ω♯1, ω

♯
2

〉
, για κάθε ω1, ω2 ∈ V ∗.
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Ως προς την δυϊκή βάση
{
v1, . . . , vn

}
έχουμε ότι

L−1
(
vi
)
= δijg

jmvm = gimvm

Συνεπώς, προκύπτει ότι
〈
vi, vj

〉
= gij . ΄Αρα, ο αντίστροφος πίνακας

(
gij
)
ορίζει εσωτε-

ρικό γινόμενο στον V ∗
.

• Σε πλήρη αντιστοιχεία θεωρούμε T = Ti1,...,ikv
i1 ⊗ · ⊗ vik και S = Sj1,...,jkv

j1 ⊗ · ⊗ vjk

στην T k (V ∗) και ορίζουμε

⟨T, S⟩ =
〈
Ti1,...,ikv

i1 ⊗ · · · ⊗ vik , Sj1,...,jkv
j1 ⊗ · · · ⊗ vjk

〉
= Ti1,...,ikSj1,...,jk

〈
vi1 ⊗ · · · ⊗ vik , vj1 ⊗ · · · ⊗ vjk

〉
= Ti1,...,ikSj1,...,jk

〈
vi1 , vj1

〉
· · ·
〈
vik , vjk

〉
= Ti1,...,ikSj1,...,jkg

i1j1 · · · gikjk

΄Αρα, τελικά ορίζουμε

⟨T, S⟩ = Ti1,...,ikSj1,...,jkg
i1j1 · · · gikjk (5)

Παρατήρηση 6. Παρόλα αυτά μπορεί να ορισθεί εσωτερικό γινόμενο στην T k (V ∗), ο οποίος
να είναι ανεξάρτητος από την επιλογή βάση του V ως εξής : για ω1⊗· · ·⊗ωk και η1⊗· · ·⊗ηk
ορίζουμε

⟨ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk, η1 ⊗ · · · ⊗ ηk⟩ =
k∏
i=1

⟨ωi, ηi⟩ (6)

Αφήνεται ως άσκηση να δειχθεί ότι οι ορισμοί 5 και 6 είναι ισοδύναμοι.

Πρόταση 3. ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann διάσταση n. Αν συμβολίσουμε gp =
⟨, ⟩p, τότε ισχύουν τα ακόλουθα :

(α) Για κάθε X ∈ X (M) υπάρχει μοναδική 1 - μορφή X♭ ώστε X♭(V ) = ⟨X,V ⟩, για κάθε
V ∈ X (M).

(β) Για κάθε 1 - μορφή ω στην M υπάρχει μοναδικό ω♯ ώστε ω(V ) =
〈
ω♯, V

〉
για κάθε

V ∈ X (M).

(γ) Η T ∗M γίνεται δέσμη με C∞
εσωτερικό γινόμενο.

(δ) Η T k(T ∗M) γίνεται δέσμη με C∞
εσωτερικό γινόμενο.
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Απόδειξη. (α) Για κάθε p ∈ M , τότε L(Xp) = Xp,♭ ∈ T ∗
pM , με Xp,♭(v) = ⟨Xp, v⟩. Συνε-

πώς, ορίζεται X♭ 1- μορφή, όπου για κάθε V ∈ X (M) έχουμε ότι X♭(V )p = ⟨Xp, Vp⟩.

(β) ΄Εστω ω 1 - μορφή. Τότε, για κάθε p ∈ M ορίζεται ω♯p = L−1(ωp) ∈ TpM . Για p ∈ M
έχουμε ότι

ω(V )p = ωp(Vp) = L
(
ω♯p

)
(Vp) =

〈
ω♯p, Vp

〉
για κάθε V ∈ X (M). Συνεπώς, έχουμε ότι ω(V ) =

〈
ω♯, V

〉
.

(γ) ΄Εστω ω1, ω2 δύο 1- μορφές. Τότε για κάθε p ∈M ορίζουμε

⟨ω1, ω2⟩p =
〈
ω♯1, ω

♯
2

〉
p
.

Ουσιαστικά ορίζεται C∞(M) - εσωτερικό γινόμενο ⟨, ⟩ : T ∗M × T ∗M → C∞(M).

(δ) Βλέπε Παρατήρηση 6.

2.2 ΄Υπαρξη Μετρικής Riemann σε Διαφορική Πολλαπλότητα

Παράδειγμα 1. ΄Εστω Rn η διαφορική πολλαπλότητα με τη συνήθη διαφορική δομή που
προκύπτει από τον ολικό χάρτη idRn . Η συνήθης μετρική Riemann είναι η μετρική gRn ως

προς τις συνήθεις συντεταγμένες

gRn = δijdx
i ⊗ dxj .

Ισοδύναμα, αν X = ai ∂
∂xi

|p και Y = bj ∂
∂xj

|p, τότε

gRn(X,Y ) = δijdx
i ⊗ dxj(X,Y ) = aibi

δηλαδή το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο του Rn.

Πρόταση 4. Κάθε διαφορική πολλαπλότητα δέχεται τουλάχιστον μία μετρική Riemann.

Απόδειξη. • Για κάθε p ∈ M , θεωρούμε χάρτη (Up, φp) με φp : U → φ(U) ⊆ Rn με
συναρτήσεις συντεταγμένων

(
xi
)
. Τότε ορίζεται μετρική Riemann gUp στο U που δίνεται

από τον πίνακα (δij).

• Αφού (Up)p∈M είναι ανοικτό κάλυμμα της M , τότε υπάρχει διαμέριση της μονάδας
{ψp}p∈M με ψp ∈ C∞(M), 0 ≤ ψp ≤ 1, suppψp ⊆ Up και

∑
p∈M ψp = 1.

• Ορίζουμε g : M → T 2 (T ∗M) ∈ T 2(M) με gx =
∑

p∈M ψp(x)gUp(x).
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• Δείξτε ότι g ορίζει πράγματι μετρική Riemann.

Παρατήρηση 7. Μια διαφορική πολλαπλότητα επιδέχεται άπειρες μετρικές Riemann. Για
παράδειγμα αν (M, g) πολλαπλότητα Riemann, τότε ga = ag είναι μετρική Riemann της M ,
για κάθε a > 0. Γενικότερα, αν f ∈ C∞(M) με f > 0, τότε g̃ = fg επίσης μετρική Riemann.
Τότε λέμε ότι η g̃ είναι σύμμορφη της g.

2.3 Pullback Τανυστών

΄Εστω F : M → N μια C∞
απεικόνιση μεταξύ δύο διαφορικών πολλαπλοτήτων και T ∈ T k(N)

ένας k - τανυστικό πεδίο. Ορίζουμε το k - τανυστικό πεδίο F ∗T ∈ T k(M) ως εξής : αν p ∈M
και v1, . . . , vk ∈ TpM , τότε

F ∗Tp (v1, . . . , vk) = TF (p) (dpF (v1), . . . , dpF (vk)) (7)

όπου dpF : TpM → TF (p)N το διαφορικό (ή pushforward) της F στο p.

Παρατήρηση 8. Το F ∗T είναι πράγματι C∞
. ΄Εστω p ∈M και

(
yi
)
συντεταγμένες της N

σε ένα ανοικτό V που περιέχει το F (p). Τότε, αν T = Ti1,...,ikdy
i1 ⊗ ·⊗ dyik , τότε έχουμε ότι

F ∗T = (Ti1,...,ik ◦ F ) d
(
yi1 ◦ F

)
⊗ · · · ⊗ d

(
yik ◦ F

)
η οποία είναι C∞

στο F−1(V ) ∋ p.

2.4 Pullback Μετρική Riemann

΄Εστω F : M → N smooth immersion και g μια μετρική Riemann στην N . Για κάθε
p ∈ M , dpF : TpM → TF (p) είναι μονομορφισμός, άρα ορίζεται ισομορφισμός dpF : TpM →
dpF (TpM). Συνεπώς, ορίζεται μετρική Riemann F ∗g με τον εξής τρόπο : αν p ∈ M και

v, w ∈ TpM τότε
F ∗g(v, w) = g (dpF (v), dpF (w)) .

Μάλιστα, η τελευταία σχέση καθιστά την απεικόνιση dpF : TpM → dpF (TpM) γραμμική ισο-
μετρία.

3 Διάλεξη 03

Ορισμός 5. ΄Εστω (M, g), (M̃, g̃) δύο πολλαπλότητες Riemann.

(α) Μια αμφιδιαφόριση F : M → M̃ θα λέγεται ισομετρία μεταξύ των (M, g) και (M̃, g̃)
αν F ∗g̃ = g.
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(β) Οι (M, g), (M̃, g̃) θα λέγονται ισομετρικές αν υπάρχει ισομετρία F : M → M̃ .

(γ) Μια F : M → M̃ θα λέγεται τοπική ισομετρία, αν για κάθε p ∈M , υπάρχει U ⊆M
ανοικτή περιοχή του p, τέτοια ώστε F |U να είναι ισομετρία ανάμεσα στις (ανοικτές)
υποπολλαπλότητες (U, g|U ) και (F (U), g̃|F (U)).

(δ) Η (M, g) (με dimM = n) λέγεται επίπεδη αν είναι τοπικά ισομετρική με την (Rn, gRn).

3.1 Υποποπλλαπλότητες Riemann

• ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann και S ⊆M μια εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα

τηςM . Τότε, η συνήθης ένθεση S
i−→M είναι ομαλή εμφύτευση, ειδικότερα είναι smooth

immersion.

• Τότε, ορίζεται i∗g η pullback μετρική στην S με τον εξής τρόπο : για κάθε p ∈ S και
v, w ∈ TpS έχουμε ότι

(i∗g)p (v, w) = gp (dpi(v), dp(i)(w)) = gp(v, w) (8)

όπου στην τελευταία ισότητα έχουμε κάνει την συνήθη ταύτιση dpi(v) ≡ v, αφού dpi
είναι μονομορφισμός. Η παραπάνω μετρική καλείται επαγόμενη μετρική στην S. Με
την επαγόμενη μετρική (S, i∗g) η S καλείται υποπολλαπλότητα Riemann της M .

Παράδειγμα 2. Γνωρίζουμε ότι Sn είναι εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα του Rn+1
, συνεπώς

ορίζεται η επαγόμενη μετρική g̊ = i∗g, η οποία καλείται συνηθισμένη μετρική της Sn.

Παρατήρηση 9. ΄Ενας εύκολο τρόπος να υπολογίζουμε επαγόμενες μετρικές σε συντεταγ-

μένες είναι χρησιμοποιώντας την έννοια της τοπικής παραμέτρησης.

• Αν S ⊆ M εμφυτευμένη υποποπολλαπλότητα διάστασης k, τότε μια ομαλή τοπική
παραμέτρηση της S είναι ομαλή X : U → M , όπου U ⊆ Rk ανοικτό, τέτοια ώστε
X(U) ⊆ S ανοικτό (στο S) και X : U → X(U) να είναι αμφιαδιαφόριση.

• Παρατηρήστε ότι X−1 : X(U) → U αποτελεί ένα ομαλό χάρτη της S. Αφού i ◦X = X,
παρατηρήστε ότι μέσω της σχέση X∗g = X∗ (i∗g), επάγεται μια τοπική μορφή της
επαγόμενης μετρικής.

Παράδειγμα 3. ΄Εστω f : U → R ∈ C∞(U), όπου U ⊆ Rn ανοικτό.

• Θεωρούμε το γράφημα της f

Grf =
{(
u1, . . . , un, f

(
u1, . . . , un

))
|
(
u1, . . . , un

)
∈ U

}
⊆ Rn+1.
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• Τότε, Grf είναι ομαλή εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα του Rn+1
διάστασης n. Αυτό

προκύπτει, αφού η F : U → Rn+1
με F (p) = (p, f(p)) είναι ομαλή εμφύτευση με F (U) =

Grf .

• Παρατηρούμε ότι η F είναι ομαλή τοπική παραμέτρηση του Grf με αντίστροφη απεικόνιση
F−1 : Grf → U , όπου F−1(p, f(p)) = p. Θα γράψουμε την τοπική μορφή της επαγόμε-
νες μετρικής ως προς τον χάρτη φ = F−1

με συναρτήσεις συντεταγμένων
(
u1, . . . , un

)
.

• ΄Εχουμε ότι
gRn+1 = dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn

Συνεπώς προκύπτει ότι

F ∗gRn+1 =

n+1∑
i=1

F ∗dxi⊗F ∗dxi =

n∑
i=1

d
(
xi ◦ F

)
= du1⊗du1+ · · ·+dun⊗dun+df⊗df.

Παράδειγμα 4. Θεωρούμε την τοπική παραμέτρηση X : B2 → R3
της S2 στον R3

με

X(u, v) =
(
u, v,

√
1− u2 − v2

)
. Από την παραπάνω γενικότερη περίπτωση, η επαγόμενη

μετρική g̊ μπορεί να γραφτεί σε συντεταγμένες με τον εξής τρόπο

g̊ =

(
1− v2

)
du2 +

(
1− u2

)
dv2 + 2uvdudv

1− u2 − v2
.

3.2 Γινόμενα Πολλαπλοτήτων Riemann

΄Εστω (M1, g1), (M2, g2) πολλαπλότητα Riemann διάστασης n1 και n2 αντίστοιχα.

• Το γινόμενο M1 ×M2 αποκτά δομή διαφορικής πολλαπλότητας διάστασης n1 + n2 και
μάλιστα είναι γνωστό ότι, για κάθε p1 ∈M1 και p2 ∈M2, η απεικόνιση

α : T(p1,p2)(M1 ×M2) → Tp1M1 ⊕ Tp2M2, α(v) =
(
d(p1,p2)π1(v), d(p1,p2)π2(v)

)
είναι ισομορφισμός διανυσματικών χώρων. Συνεπώς μπορούμε να κάνουμε την τάυτιση

T(p1,p2)(M1 ×M2) ≡ Tp1M1 ⊕ Tp2M2.

• Επομένως, με φυσιολογικό τρόπο ορίζεται μετρική Riemann g = g1⊕ g2 στην M1×M2

με τον εξής τρόπο :

g ((v, w), (ṽ, w̃)) = g1(v, ṽ) + g2(w, w̃).

Αν

(
g1i,j

)
και

(
g2i,j

)
οι αντίστοιχοι πίνακες των g1, g2 (ως προς κάποιο σύστημα συντε-

ταγμένων των M1 και M2), τότε ο αντίστοιχος πίνακας της g είναι ο

gi,j

(g1i,j) 0

0
(
g2i,j

) .
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3.3 Ορθοκανονικά Πλαίσια

Υπενθύμιση 1. ΄ΕστωM διαφορική πολλαπλότητα διάστασης n. Μια συλλογή (E1, . . . , En)
με Ei : U → TM ομαλές, όπου U ⊆M ανοικτό, λέγεται πλαίσιο της TM αν (E1|p, . . . , En|p)
είναι βάση του TpM , για κάθε p ∈ U

Ορισμός 6. ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann διάστασης n. ΄Ενα τοπικό, ομαλό
πλαίσιο (E1, . . . , En) της TM με Ei : U → TM , όπου U ⊆M ανοικτό, θα λέγεται ορθοκα-
νονικό αν

gp(Ei|p, Ej |p) = δij για κάθε p ∈ U.

Πρόταση 5. ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann. Τότε, για κάθε p ∈ M , υπάρχει
U ⊆M γειτονιά του p και (E1, . . . , En) ορθοκανονικό πλαίσιο στο U .

Απόδειξη. ΄Εστω (U,φ) χάρτης γύρω από το p με x1, . . . , xn αντίστοιχες συναρτήσεις συντε-
ταγμένων. Τότε, το

(
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
είναι τοπικό πλαίσιο της TM στο U . Αν Xj =

∂
∂xj
τότε,

με την μέθοδο Gram - Schmidt, επαγωγικά ορίζουμε

Ej =
Xj −

∑j−1
i=1 g(Ei, Xj)∣∣∣Xj −

∑j−1
i=1 g(Ei, Xj)

∣∣∣ .
Παρατηρήστε ότι (E1, . . . , En) είναι πράγματι ορθοκανονικό πλαίσιο της TM στο U .

3.4 Riemannian Submersions

΄Εστω p : (M̃, g̃) → (M, g) ένα επί, ομαλό submersion, όπου M̃,M διαφορικές πολλαπλότητες
διάστασης m,n αντίστοιχα.

• Για κάθε y ∈M , έχουμε ότι M̃y = p−1(y) είναι κλειστή, εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα
του M̃ . Αυτό προκύπτει, αφού κάθε M̃y είναι κανονικό σύνολο στάθμης.

• Για κάθε x ∈ M̃ ορίζουμε Vx = ker (dxp) και αποδεικνύεται ότι Vx = ker (dxp) =
TxM̃p(x). Το Vx θα καλείται κάθετος χώρος.

• Από το θεώρημα σταθερής απεικόνισης, για x ∈ M̃ , μπορούμε να βρούμε
(
U,
(
xi
))
και(

V,
(
yj
))
ομαλούς χάρτες των M̃,M αντίστοιχα, με κέντρο το x και p(x) αντίστοιχα,

ώστε

p̂
(
x1, . . . , xm

)
=
(
x1, . . . , xn

)
.

Από την τελευταία σχέση συμπεραίνουμε ότι
(

∂
∂xn+1 , . . . ,

∂
∂xm

)
είναι μια συλλογή από

ομαλές, τοπικές τομές της TM̃ , όπου
(

∂
∂xn+1 |z, . . . , ∂

∂xm |z
)
είναι βάση του Vz, για κάθε

z ∈ U ∩ p−1(V ). ΄Αρα, V =
⊔
x∈M̃ Vx ορίζει μια m − n κατανομή στην M̃ , δηλαδή μια

υποδέσμη της TM̃ .
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• Για κάθε x ∈ M̃ , ορίζουμε Hx = V ⊥
x που λέγεται οριζόντιος υπόχωρος. Τότε,

έχουμε ότι TxM̃ = Vx ⊕Hx, για κάθε x ∈ M̃ .

• Από την παραπάνω κατασκευή, για x ∈ M̃ , μπορούμε να εφαρμόσουμε Gram - Schmidt
στο τοπικό πλαίσιο (

∂

∂xn+1
, . . . ,

∂

∂xm
,
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
και προκύπτει ορθοκανονικό, ομαλό, τοπικό πλαίσιο, σε ανοικτό που περιέχει το x,
(Ei)

m
i=1 με

span {E1|z, . . . , Em−n|z} = span

{
∂

∂xn+1
|z, . . . ,

∂

∂xm
|z
}

και Em−n+1|z, . . . , Em|z βάση του Hz (γιατί ;), για κάθε z ∈ U ∩ F−1(V ). Συνεπώς,
ορίζεται επίσης H = V ⊥ =

⊔
x∈M̃ Hx υποδέσμη του TM̃ με τάξη n.

Ορισμός 7. ΄Εστω p : (M̃, g̃) → (M, g) ένα επί, ομαλό submersion μεταξύ πολλαπλοτήτων
Riemann. Η p θα λέγεται Riemannian submersion αν g̃(X,Y ) = g (p∗X, p∗Y ), οποτεδη-
ποτε X,Y είναι οριζόντια.

Παράδειγμα 5. Αν (M1, g1) και (M2, g2) δύο πολλαπλότητες Riemann, τότε οι προβολές
π1 : (M1×M2, g1⊕ g2) → (M1, g1) και π2 : (M1×M2, g1⊕ g2) → (M2, g2) είναι Riemannian
submersions.

Πρόταση 6. ΄Εστω p : (M̃, g̃) → (M, g) ένα επί, ομαλό submersion μεταξύ πολλαπλοτήτων
Riemann.

(α) Για κάθε ομαλό διανυσματικό πεδίοW ∈ X (M̃) υπάρχουν μοναδικά διανυσματικά πεδία
WH .W V

, όπου WH
οριζόντιο και W V

κάθετο, ώστε W =WH +W V

(β) Για κάθε X ∈ X (M) υπάρχει μοναδικό οριζόντιο X̃ ∈ X (M̃) το οποίο να είναι p -
συσχετισμένο με το X. Το X̃ καλείται οριζόντια ανύψωση του X.

Απόδειξη. (α) Από την παραπάνω διαδικασία, για x ∈ M̃ , υπάρχει Ux ανοικτή περιοχή του
x, ώστε το W γράφεται ως

W =
m∑

i=m−n+1

λiE
x
i +

m−n∑
j=1

λjE
x
j
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με λi = g̃ (W,Exi ) ∈ C∞(Ux). Αφού το (Ux)x∈M είναι ανοικτό κάλυμμα της M̃ , υπάρχει
διαμέριση της μονάδας {ψx}x∈M̃ . Παρατηρήστε ότι W =WH +W V

, όπου

WH =
∑
x∈M̃

ψx ·

(
m∑

i=m−n+1

λiE
x
i

)
και WH =

∑
x∈M̃

ψx ·

(
m−n∑
i=1

λjE
x
j

)

όπου WH
είναι οριζόντιο και W V

είναι κάθετο και η γραφή αυτή είναι μοναδική.

(β) Παρατηρήστε ότι για κάθε x ∈ M̃ , η dxp|Hx : Hx → Tp(x)M είναι ισομορφισμός. ΄Αρα,

επάγεται ισομορφισμός διανυσματικών δεσμών dp|H που κάνει το ακόλουθο διάγραμμα
μεταθετικό

H TN

M̃ M

dp|H

πM̃ πM

p

΄Αρα, κάθε X ∈ X (M), επάγει ένα μοναδικά p - συσχετισμένη X̂ τομή της H. Αν
ορίσουμε

X̃ := i ◦ (dp)−1 ◦X ◦ p

όπου i : H ↪→ TM̃ (ομαλή, αφού H είναι εμφυτευμένη υποπολλαπλοτητα της TM̃),
έχουμε το ζητούμενο.

Θέωρημα 1. ΄Εστω p : (M̃, g̃) → M ένα επί, ομαλό submersion και G ομάδα Lie τέτοια
ώστε

• η G να δρα ομαλά με ισομετρίες στην M̃ . Δηλαδή, υπάρχει ϑ : G × M̃ → M̃ , ώστε
ϑη : M̃ → M̃ ισομετρία, για κάθε η ∈ G.

• Η G δρα μεταβατικά στα νήματα της p, δηλαδή για κάθε y ∈M και x1, x2 ∈ M̃y, υπάρχει

η ∈ G ώστε ϑη(x1) = x2.

• Για κάθε η ∈ G, έχουμε ότι p = p ◦ ϑη.

Τότε, υπάρχει μοναδική μετρική Riemann g στηνM , ώστε p να είναι Riemannian submersion.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ M̃ έχουμε ότι dxp : Hx → Tp(x)M είναι ισομορφισμός.

• ΄Εστω y ∈ M . Θέλουμε να ορίσουμε gy : TyM × TyM εσωτερικό γινόμενο, ώστε g ≡
(gy)y∈M να ορίζει κατάλληλη μετρική Riemann στην M ώστε p να είναι Riemannian
submersion.
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• Αν x ∈ M̃y, θα μπορούσαμε να ορίσουμε

gy(v, w) := g̃x

(dxp)
−1 (v)︸ ︷︷ ︸

∈Hx

, (dxp)
−1 (w)︸ ︷︷ ︸

∈Hx

 .

• Αν δείξουμε ότι ο παραπάνω ορισμός είναι καλά δοσμένος, τότε θα έχουμε το ζητούμενο.
΄Εστω x1, x2 ∈ M̃y. Τότε, υπάρχει ϑη ισομετρία τέτοια ώστε ϑη(x1) = x2. Επίσης, από
την αρχική υπόθεση p = p ◦ ϑη.

• ΄Εχουμε λοιπόν ότι dx1p = dx2p ◦ dx1ϑη. Αν καταφέρναμε να δείξουμε ότι

dx1p|Hx1
= dx2p|Hx2

◦ dx1ϑη|Hx1

θα είχαμε το ζητούμενο. Δείχνοντας ότι dx1ϑη (Vx1) = Vx2 , τότε έχουμε το παραπάνω
αποτέλεσμα.

• Από τις παραπάνω σχέσεις, για v, w ∈ TyM έχουμε ότι

g̃x1

(
(dx1p)

−1 (v), (dx1p)
−1 (w)

)
= g̃x1

(
(dx1p ◦ ϑη)

−1 (v), (dx1p ◦ ϑη)
−1 (w)

)
= g̃x1

(
(dx1ϑη)

−1 ◦ (dx2p)
−1 (v), (dx1ϑη)

−1 ◦ (dx2p)
−1 (w)

)
= g̃x2

(
(dx2p)

−1 (v), (dx2p)
−1 (w)

)
όπου η τελευταία σχέση προκύπτει γιατί ϑη είναι ισομετρία.

Αφήνεται να δειχθεί ότι g είναι πράγματι μετρική Riemann στην M .

Εφαρμογή 1 (Μετρική Fubini - Study). Θεωρούμε στον Cn+1 \ {0} την σχέση

x ∼ y ⇔ ∃ z ∈ C \ {0} : x = z · y.

Ορίζουμε τον n - μιγαδικό προβολικό χώρο CPn = Cn+1 \ {0}/ ∼.

• Ο CPn εφοδιάζεται με την τοπολογία πηλίκο που προκύπτει μέσω της κανονικής προβολής
π : Cn+1 \ {0} → CPn.

• Αν Ui =
{[
z1, . . . , zn

]
| zi ̸= 0

}
ορίζονται φυσιολογικά χάρτες

φi : Ui → R2n, φi
([
z1, . . . , zn+1

])
=
(
z1, . . . , ẑi, . . . , zn+1

)
που καθιστούν τον CPn μια (πραγματική) διαφορική πολλαπλότητα διάστασης 2n.
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• Αφού S2n+1 ⊆ Cn+1\{0} ≡ R2n+2\{0} είναι εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα της R2n+2
,

τότε ο περιορισμός p = π|S2n+1 είναι ομαλή απεικόνιση, συνεπώς CPn είναι μια συμπαγής,
διαφορική πολλαπλότητα διάστασης 2n.

• Αν θεωρήσουμε την U(n+1) = {A ∈ GL(n+ 1,C) | AA∗ = A∗A = In} την ομάδα Lie
των unitary πινάκων, τότε αυτή δρα μεταβατικά στον CPn με τον φυσιολογικό τρόπο :

A ·
[
z1, . . . , zn+1

]
:=
[
A ·
[
z1, . . . , zn+1

]t]
.

• Αφού η U(n+ 1) δρα στην S2n+1
μεταβατικά με τον φυσιολογικό τρόπο (γιατί ;), τότε

έχουμε ότι για κάθε A ∈ U(n+ 1) το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό

S2n+1 CPn

S2n+1 CPn

p

A· A·
p

Από το Equivariant Rank Theorem, η p έχει σταθερή τάξη και αφού είναι επί, τότε είναι
ομαλό submersion.

• Θεωρούμε την δράση της S1 (ομάδα Lie) στην S2n+1
με τον εξής τρόπο :

eiϑ ·
(
z1, . . . , zn+1

)
:=
(
eiϑ · z1, . . . , eiϑ · zn+1

)
Για κάθε φ ∈ S1, τότε p ◦ φ = p και επίσης είναι σαφές ότι δρα μεταβατικά στα νήματα
της p.

• Από το Θεώρημα 1, θεωρώντας την S2n+1
με την επαγόμενη μετρική g̊, επάγεται μοναδική

μετρική gFS στον CPn, που καθιστά την p ένα Riemannian submersion. Η μετρική αυτή
λέγεται μετρική Fubini - Study.

4 Διάλεξη 04

4.1 Μήκη Καμπυλών

Ορισμός 8. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα. Μια ομαλή απεικόνιση γ : I → M θα

λέγεται C∞
- καμπύλη στην M , όπου I ⊆ R διάστημα.

Παρατήρηση 10. Το I ενδέχεται μην είναι ανοικτό, για παράδειγμα I = [a, b). Στην
περίπτωση αυτή, όταν λέμε ότι γ είναι ομαλή, εννοούμε ότι υπάρχει ανοικτή περιοχή U του a
και ομαλή γ̃ : U →M , ώστε

γ

∣∣∣∣
[a,b)∩U

= γ̃

∣∣∣∣
[a,b)∩U

.
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Επίσης, στην περίπτωση αυτή ορίζουμε γ̇(a) = ˙̃γ(a). Προφανώς, ο ορισμός αυτός του γ̇ είναι
καλά δοσμένος και ανεξάρτητος της επιλογής γ̃.

Ορισμός 9. Μια καμπύλη γ : [a, b] →M θα καλείται κατά τμήματα C∞
καμπύλη στην

M αν υπάρχει διαμέριση a0 = a < a1 < · · · < an−1 < an = b, ώστε γ|[ai,ai+1] να είναι C
∞

καμπύλη, για κάθε i = 0, . . . , n− 1.

Παράδειγμα κατά τμήματα C∞
καμπύλης

Ορισμός 10. Μια C∞
καμπύλη γ : I → M θα λέγεται κανονική αν γ̇(t) ̸= 0, για κάθε

t ∈ [a, b].

Ορισμός 11. Μια καμπύλη γ : [a, b] →M θα λέγεται κατά τμήματα κανονική καμπύλη,
αν υπάρχει διαμέριση a0 = a < a1 < · · · < an−1 < an = b, ώστε γ|[ai,ai+1] να είναι κανονική,

για κάθε i = 0, . . . , n− 1.

Ορισμός 12 (μήκος C∞
καμπύλης). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →

M μια C∞
καμπύλη στην M . Ορίζουμε ως μήκος της γ να είναι

Lg(γ) =

∫ b

a
|γ̇(t)|g dt =

∫ b

a

[
gγ(t) (γ̇(t), γ̇(t))

]1/2
dt (9)

Ορισμός 13. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M μια C∞
καμπύλη

στην M . Δηλαδή υπάρχει διαμέριση a0 = a < a1 < · · · < an−1 < an = b, ώστε γ|[ai,ai+1] να

είναι C∞
καμπύλη, για κάθε i = 0, . . . , n− 1. Ορίζουμε ως μήκος της γ να είναι

Lg(γ) =
n−1∑
i=0

Lg
(
γ|[ai,ai+1]

)
.
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Παρατήρηση 11. Αν γ : [a, b] → (M, g) κατά τμήματα C∞
καμπύλη και a < c < b, τότε

ισχύει ότι

Lg(γ) = Lg
(
γ|[a,c]

)
+ Lg

(
γ|[c,d]

)
.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Παρατήρηση 12. ΄Εστω F : (M, g) →
(
M̃, g̃

)
ισομετρία μεταξύ δύο πολλαπλοτήτων Rie-

mann και γ : [a, b] → M μια κατα τμήματα C∞
καμπύλη στην M . Τότε ισχύει ότι Lg(γ) =

Lg̃(F ◦ γ).

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ [a, b], γνωρίζουμε ότι (F ◦ γ)′(t) = dγ(t) ◦ γ′(t). Από την σχέση και
από το γεγονός ότι F ΄είναι ισομετρία, το ζητούμενο έπεται άμεσα.

Ορισμός 14. ΄Εστω γ : [a, b] →M μια C∞
καμπύλη στηνM . Μια γ̃ : [c, d] →M θα λέγεται

αναπαραμέτρηση της γ αν υπάρχει φ : [c, d] → [a, b] αμφιδιαφόριση ώστε γ̃ = γ ◦ φ.

Παρατήρηση 13. Αναπαραμέτρηση κανονικής καμπύλης είναι κανονική.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Ορισμός 15. ΄Εστω γ : [a, b] →M μια κατά τμήματα C∞
καμπύλη στηνM . Μια γ̃ : [c, d] →

M θα λέγεται αναπαραμέτρηση της γ αν υπάρχει φ : [c, d] → [a, b] αμφιδιαφόριση ώστε
γ̃ = γ ◦ φ.

Πόρισμα 1. Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι η γ̃ θα πρέπει να είναι επίσης μια κατά
τμήματα C∞

καμπύλη στην M .

Απόδειξη. Υπάρχει διαμέριση a0 = a < a1 < · · · < an−1 < an = b, ώστε γ|[ai,ai+1] να

είναι C∞
καμπύλη, για κάθε i = 0, . . . , n − 1. Τότε, αν ci = φ−1(ai), τότε παρατηρούμε ότι

γ̃|[ci, ci+1] είναι C
∞
καμπύλη, για κάθε i = 0, . . . , n− 1.

Πρόταση 7. Αν γ : [a, b] → M μια κατά τμήματα C∞
καμπύλη στην M και γ̃ : [c, d] → M

μια αναπαραμέτρησή της γ, τότε ισχύει ότι Lg(γ) = Lg(γ̃).

19



Απόδειξη. Θα δείξουμε το ζητούμενο στην περίπτωση που γ είναι C∞
και έπειτα το ζητούμενο

έπεται άμεσα εφαρμόζοντας την αρχική περίπτωση στα υποδιαστήματα της διαμέρισης όπου γ
είναι ομαλή.

• Αφού γ̃ είναι αναπαραμέτρηση της γ, τότε υπάρχει φ : [c, d] → [a, b] αμφιαδιαφόριση
τέτοια ώστε γ̃ = γ ◦ φ.

• Αφού φ είναι αμφιαδιαφόριση, τότε φ′ ̸= 0 στο [c, d] και λόγω της συνέχειας έχουμε ότι
φ′ > 0 ή φ′ < 0 στο [c, d]. Διακρίνουμε περιπτώσεις :

– Αν φ′ > 0, περνόντας για κάθε t ∈ [c, d] περνόντας σε διαφορικά έχουμε ότι

γ̃′(t) = γ′(φ(t)) · φ′(t).

Από την παραπάνω σχέση έχουμε ότι

Lg(γ̃) =

∫ d

c

∣∣γ̃′(t)∣∣
g
dt =

∫ d

c

∣∣γ′(φ(t))∣∣
g
· φ′(t)dt =

∫ b

a

∣∣γ′(t)∣∣
g
dt = Lg(γ).

– Αν φ′ > 0, περνόντας για κάθε t ∈ [c, d] περνόντας σε διαφορικά έχουμε ότι

γ̃′(t) = γ′(φ(t)) · φ′(t).

Από την παραπάνω σχέση έχουμε ότι

Lg(γ̃) =

∫ d

c

∣∣γ̃′(t)∣∣
g
dt =

∫ d

c
−
∣∣γ′(φ(t))∣∣

g
· φ′(t)dt =

∫ a

b
−
∣∣γ′(t)∣∣

g
dt = Lg(γ).

Λήμμα 1. ΄Εστω M συνεκτική, διαφορική πολλαπλότητα. Για κάθε p, q ∈ M , υπάρχει
γ : [0, 1] →M κατά τμήματα κανονική καμπύλη στην M ώστε γ(0) = p και γ(1) = q.

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈M . Θεωρούμε το σύνολο

X = {q ∈M | ∃ γ : [0, 1] →M κατά τμήματα κανονική τ.ω. γ(0) = p γ(1) = q} .

(α) ΄Εχουμε ότι X ̸= ∅. Θεωρούμε ομαλό χάρτη (U,φ) με κέντρο το p (δηλαδή φ(p) = 0)
και B(0, ε) ⊆ φ(U). Τότε, για κάθε x ∈ B(0, ε) \ {0} μπορούμε να θεωρήσουμε το
ευθύγραμμο τμήμα tx με t ∈ [0, 1] από το 0 στο x. Αν γ : [0, 1] →M με γ(t) = φ−1(tx),
τότε αυτή είναι μια κανονική καμπύλη από το p στο φ−1(x). Συνεπώς, φ−1(x) ∈ X .
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M

Up

(β) Το X είναι ανοικτό. ΄Εστω q ∈ X . Τότε υπάρχει γ1 : [0, 1] → M κατά τμήματα

κανονική από το p στο q.

(γ) ΄Οπως παραπάνω, θεωρουμε (U,φ) με κέντρο το q (δηλαδή φ(p) = 0) και B(0, ε) ⊆ φ(U).
Τότε, για κάθε x ∈ B(0, ε) \ {0} μπορούμε να θεωρήσουμε το ευθύγραμμο τμήμα tx με
t ∈ [0, 1] από το 0 στο x. Αν γ2 : [0, 1] → M με γ(t) = φ−1(tx), τότε αυτή είναι μια
κανονική καμπύλη από το q στο φ−1(x).

(δ) Θεωρώντας την καμπύλη

γ(t) = γ1 · γ2(t) =

{
γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

γ2(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

τότε αυτή είναι μια κατα τμήματα κανονική καμπύλη από το p στο φ−1(x). ΄Αρα, έχουμε
ότι φ−1 (B(0, ε)) ⊆ X . ΄Αρα, X είναι ανοικτό.

M

Uq

p

(ε) Με αντίστοιχα επιχειρήματα δείξτε ότι X είναι κλειστό και από την συνεκτικότητα της

M συμπεράνετε ότι X =M .
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Ορισμός 16. ΄Εστω (M, g) συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. Η απόσταση δύο σημείων
p, q ∈M είναι η ποσότητα

dg(p, q) = inf {Lg(γ) | γ : [a, b] →M κατά τμήματα C∞
τέτοια ώστε γ(a) = p και γ(b) = q}

(10)

Παρατήρηση 14. Από το Λήμμα 1, κάθε δύο σημεία ενώνονται με μια κατά τμήμα C∞

καμπύλη, συνεπώς η απόσταση είναι καλά ορισμένη.

Παρατήρηση 15. ΄Εστω F : (M, g) → (M̃, g̃) ισομετρία μεταξύ δύο συνεκτικών πολλαπλο-
τήτων Riemann. Για κάθε p, q ∈M ισχύει ότι dg(p, q) = dg̃ (F (p), F (q)).

Απόδειξη. Χρησιμοποιήστε την Παρατήρηση 12.

4.2 Πολλαπλότητες Riemann ως Μετρικοί Χώροι

Κίνητρο 1. Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να δείξουμε ότι κάθε συνεκτική πολλαπλότητα

Riemann (M, g) εφοφιασμένη με την παραπάνω απόσταση dg ορίζει μετρικό χώρο. Μάλιστα
θα δείξουμε ότι η προκείπτουσα μετρική τοπολογία μέσω της dg, ταυτίζεται με την δοσμένη
τοπολογία της M .

Λήμμα 2. ΄Εστω U ⊆ Rn ανοικτό και g μετρική Riemann στο U . Αν K ⊆ U συμπαγές,
τότε υπάρχουν σταθερές c, C > 0 τέτοιες ώστε για κάθε x ∈ K να ισχύει

c|v|gnR ≤ |v|g ≤ C|v|gnR (11)

Απόδειξη. • Θεωρούμε το σύνολο L =
{
(x, v) ∈ TRn | |v|gnR = 1

}
≡ K × Sn−1

, το οποίο

είναι συμπαγές.

• Θεωρούμε την απεικόνιση φ : L → R, όπου φ(x, v) = |v|g. Είναι άμεσο ότι φ είναι
συνεχής, άρα φ επιδέχεται μέγιστη και ελάχιστη τιμή.

• Για κάθε (x, v) ∈ L έχουμε ότι |v|gRn = 1, συνεπώς v ̸= 0 και άρα φ(x, v) > 0. ΄Αρα, αν
c, C η μέγιστη και ελάχιστη τιμή της φ, προκύπτει ότι c, C είναι θετικές σταθερές. ΄Αρα,
για κάθε (x, v) ∈ L ισχύει ότι

c ≤ |v|g ≤ C

• Τώρα, για κάθε v ∈ TxK με v ̸= 0 έχουμε ότι |v|gRn ̸= 0, συνεπώς v/|v|gRn ∈ L, άρα
εφαρμόζοντας την παραπάνω σχέση για το v/|v|gRn παίρνουμε το ζητούμενο.
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Θέωρημα 2. Μια συνεκτική πολλαπλότητα Riemann (M, g) εφοδιασμένη με την απόσταση
dg που ορίζεται από την 10 αποκτά δομή μετρικού χώρου.

Απόδειξη. (α) Είναι σαφές ότι για κάθε p, q ∈M ότι dg(p, q) = dg(q, p). Επίσης, dg(p, p) =
0, αφού μπορούμε να θεωρήσουμε το σταθερό μονοπάτι γ ≡ p το οποίο έχει μήκος ίσο
με το 0.

(β) Θα αποδείξουμε την τριγωνική ανισότητα. ΄Εστω p, q, r ∈M . Θα δείξουμε ότι

dg(p, r) ≤ dg(p, q) + dg(q, r).

΄Εστω ε > 0. Από τον χαρακτηρισμό του inf, υπάρχουν κατά τμήματα C∞
καμπύλες

γ1 : [0, 1] →M και γ2 : [0, 1] →M από το p στο q και από το q στο r αντίστοιχα τέτοιες
ώστε

Lg(γ1) < dg(p, q) + ε/2 και Lg(γ2) < dg(q, r) + ε/2

Θεωρώντας το γινόμενό τους

γ(t) = γ1 · γ2(t) =

{
γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2

γ2(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1

έχουμε ότι

dg(p, r) ≤ Lg(γ) = Lg(γ1) + Lg(γ2) < dg(p, q) + dg(q, r) + ε

και έχουμε το ζητούμενο.

(γ) Θα αποδείξουμε ότι αν p ̸= q, τότε dg(p, q) > 0. Το αντίστροφο είναι σαφές από το (α).
΄Ετσι θα έχουμε το ζητούμενο.

• ΄Εστω p ̸= q στην M . Αφού M είναι Hausdorff, τότε μπορούμε να βρούμε ομαλό
χάρτη (U,φ) με κέντρο το p ώστε q /∈ U . Αφού φ(p) = 0, τότε υπάρχει B(0, ε) ⊆
φ(U) και ορίζουμε V = φ−1 (B(0, ε)).

• ΄Εχουμε ότι φ
(
V
)

= B(0, ε) ⊆ φ(U) συμπαγές, άρα μπορούμε για την g =(
φ−1

)∗
g να εφαρμόσουμε το Λήμμα 2.

• Συνεπώς, υπάρχουν σταθερές c, C > 0, ώστε για κάθε x ∈ B(0, ε) και v ∈ TxRn
να ισχύει ότι

c|v|gnR ≤ |v|g ≤ C|v|gnR .

• Από την τελευταία σχέση, για κάθε κατα τμήματα C∞
καμπύλη τηςM που βρίσκεται

στο V ισχύει η σχέση

cLgRn (φ ◦ γ) ≤ Lg (γ) ≤ LgRn (φ ◦ γ)
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• Τα σημεία p, q μπορούν να ενωθούν με μια γ : [a, b] → M κατά τμήματα, κανονική

C∞
καμπύλη. Θεωρούμε t0 = sup

{
t ∈ [a, b] | γ(t) ∈ V

}
. Λόγω συνέχειας, έχουμε

ότι γ(t0) ∈ V .

• Εφόσον η γ|[a,t0] βρίσκεται στο V έχουμε ότι

Lg(γ) ≥ Lg
(
γ|[a,t0]

)
≥ cLgRn

(
φ ◦ γ|[a,t0]

)
≥ εc > 0

Περνόντας σε inf προκύπτει ότι dg(p, q) > εc > 0 και έχουμε το ζητούμενο.

M

U

V
q

p

φU ϕ(U)

Rn

0

γ(t0)

Πόρισμα 2. ΄Εστω (M, g) συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. Η μετρική τοπολογία του
(M,dg) ταυτίζεται με την τοπολογία της M ως διαφορική πολλαπλότητα.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω U ⊆M ανοικτό με την τοπολογία της πολλαπλότητας και p ∈ U . Από
την απόδειξη του Θεωρήματος 2 είδαμε ότι για κάθε q /∈ U προκύπτει ότι dg(p, q) ≥ εc.
΄Αρα, για κάθε q ∈ M που ικανοποιεί την σχέση dg(p, q) < εc έχουμε ότι q ∈ U . ΄Αρα,
Bg(p, εc) ⊆ U . Επομένως U είναι ανοικτό ως προς την μετρική τοπολογία.

(β) ΄Εστω W ⊆M ανοικτό ως προς την μετρική τοπολογία και p ∈W .

• Ομοίως με την απόδειξη του Θεωρήματος 2 μπορούμε να βρούμε (U,φ) χάρτη με
κέντρο το p και V ⊆ U ώστε φ

(
V
)
= B(0, r). ΄Αρα, ομοίως μπορούμε να βρούμε

σταθερές c, C > 0 ώστε να ικανοποιείται η σχέση

c|v|gnR ≤ |v|g ≤ C|v|gnR

για κάθε q ∈ V και v ∈ TqM .

• Αφού το W είναι ανοικτό (με την μετρική τοπολογία) υπάρχει αρκούντος μικρό

ε > 0 ώστε Bg(p, εC) ⊆W .
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• Θεωρώντας το Vε =
{
q ∈ V | dgRn (p, q) < ε

}
, δείξτε ότι Vε ⊆ Bg(p, εC), από

την παραπάνω σχέση. Αφού Vε ανοικτή περιοχή του p (με την τοπολογία της
πολλαπλότητας) έχουμε το ζητούμενο.

Ορισμός 17. ΄Εστω (M, g) μια συνεκτική πολλαπλότητα Riemann.

• Η M θα λέγεται πλήρης αν (M,dg) είναι πλήρης μετρικός χώρος.

• ΄Ενα B ⊆ M θα λέγεται φραγμένο αν υπάρχει K > 0 τέτοια ώστε dg(x, y) ≤ K, για
κάθε x, y ∈ B.

• Η διάμετρος της M είναι η ποσότητα

diam(M, g) = diam(M,dg) = sup {dg(p, q) | p, q ∈M} .

Πόρισμα 3. Κάθε συμπαγής πολλαπλότητα Riemann έχει πεπερασμένη διάμετρο.

5 Διάλεξη 05

5.1 Το πρόβλημα της δεύτερης παραγώγου.

Κίνητρο 2. Σκοπός μας είναι να γενικεύσουμε την έννοια του ευθύγραμμου τμήματος όπως

ήδη την γνωρίζουμε στους ευκλείδειους χώρους. Γνωρίζουμε στους ευκλείδειους χώρους (με

τη συνήθη μετρική), ότι η καμπύλη ελάχιστου μήκους που ενώνει δύο σημεία είναι το ευθύγραμ-

μο τμήμα που τα ενώνει. ΄Ομως, σε επιφάνειες, ενέχεται ο κίνδυνος το ευθύγραμμο τμήμα δύο

σημεία της επιφάνειας να μην βρίσκεται εξ΄ ολοκλήρου μέσα στην επιφάνεια. Συνεπώς, για

να λυθεί αυτό το πρόβλημα, γνωρίζοντας ότι κάθε δύο σημεία μιας επιφάνειας ενώνονται με

μια κανονική καμπύλη (μάλιστα μπορούμε να την επιλέξουμε και μοναδιαίας ταχύτητας με κα-

τάλληλη αναπαραμέτρηση), θα θέλαμε να εξασφαλίσουμε, για δύο τυχαία σημεία μιας ομαλής

επιφάνειας, την ύπαρξη μιας καμπύλης που τα ενώνει ΄΄ όσο πιο ευθύγραμμης ΄΄ κατά το δυνατό

γίνεται.

Για αυτή την ζητούμενη καμπύλη γ, από την συνήθη μελέτη μας στην θεωρία καμπυλών και
επιφανειών του R3

, ο τρόπος μας να μετράμε την καμπυλότητα της είναι μέσω της ευκλείδειας

επιτάχυνσης γ̈. Για ένα δεδομένο σημείο γ(t), η γ̈(t) έχει μια αντίστοιχη προβολή γ̈(t)T

στο εφαπτόμενο επίπεδο της επιφάνειας στο γ(t), της οποία το μέτρο μας δίνει τη λεγόμενη
γεωδαισιακή καμπυλότητα κg. Για να ικανοποιεί η γ την παραπάνω συνθήκη ΄΄ ευθύτητας ΄΄ θα
θέλαμε κg = 0.
΄Ομως, εδώ προκύπτει εξής πρόβλημα αν προσπαθήσουμε να γενικεύσουμε τα παραπάνω

ζητούμενα ! ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα και γ : I → M καμπύλη στην M . Ενώ
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γνωρίζουμε ότι ο ορισμός της γ̇ είναι ανεξάρτητος συντεταγμένων, δεν έχουμε κάποιον φυσικό
τρόπο να ορίσουμε την έννοια της δευτερης παραγώγου για την γ ! Αν προσπαθήσουμε να
παραγωγίσουμε το διανυσματικό πεδίο γ̇(t) με τον φυσιολογικό τρόπο

γ̈(t0) =
dγ̇

dt

∣∣∣∣
t=t0

= lim
t→t0

γ̇(t)− γ̇(t0)

t

τότε ο παραπάνω κλάσμα δεν είναι καλά ορισμένο αφού γ̇(t) ∈ Tγ(t)M , ενώ γ̇(t0) ∈ Tγ(t0)M .
Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι ένας ενδεχομένος ορισμός μέσω χαρτών δεν θα μπο-

ρούσε να είναι ανεξάρτητος του αντίστοιχου χάρτη θεωρώντας την καμπύλη γ(t) = (cos t, sin t)
και υπολογίζοντας το γ̈ στις συνήθεις αλλά και πολικές συντεταγμένες αντίστοιχα.

5.2 Συνοχές σε Διανυσματικές Δέσμες

Ορισμός 18. ΄Εστω π : E → M μια ομαλή διανυσματική δέσμη πάνω από μια διαφορική

πολλαπλότητα M . Μια συνοχή στην E είναι μια απεικόνιση

∇ : X (M)× Γ(E) → Γ(E), (X,σ) 7→ ∇Xσ ,

όπου Γ(E) είναι η C∞(M) - άλγεβρα των ομαλών τομών της E, με τις ακόλουθες ιδιότητες :

(α) Η ∇ είναι C∞(M) - γραμμική ως προς X, δηλαδή

∇fX+gY σ = f · ∇Xσ + g · ∇Y σ, για κάθε f, g ∈ C∞(M) (12)

(β) Η ∇ είναι R - γραμμική ως προς σ, δηλαδή

∇X (aσ + bσ̃) = a · ∇Xσ + b · ∇X σ̃, για κάθε a, b ∈ R (13)

(γ) Η ∇ ικανοποιεί τον κανόνα του γινομένου, δηλαδή

∇X (f · σ) = f · ∇Xσ +X(f) · σ, για κάθε f ∈ C∞(M) (14)

Η ποσότητα ∇Xσ λέγεται συναλλοίωτη παράγωγος της σ στην κατεύθυνση του X.

Παρατήρηση 16. Παρότι ο ορισμός της συνοχής ορίζεται στις ολικές τομές της E, μέσω

των επόμενων λημμάτων, θα αποδείξουμε ότι η ποσότητα ∇Xσ

∣∣∣∣
p

εξαρτάται μόνο από το Xp

καθώς και από την τοπική συμπεριφορά του σ σε μια ανοικτή περιοχή του p.
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Πρόταση 8. ΄Εστω ∇ συνοχή σε μια δ.δ. π : E →M και p ∈M . ΄Εστω X, X̃ ∈ X (M) και
σ, σ̃ ∈ Γ(E) για τα οποία υπάρχει ανοικτή περιοχή U του p, τέτοια ώστε X = X̃ και σ = σ̃
στο U . Τότε, ισχύει ότι

∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇X̃ σ̃

∣∣∣∣
p

Απόδειξη. Θα χωρίσουμε την απόδειξη σε δύο σκέλη.

(α) Αρχικά θα δείξουμε ότι ∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇X̃σ

∣∣∣∣
p

. Από την σχέση 12, αρκεί να δείξουμε ότι αν

X ≡ 0 στο U , τότε ∇Xσ

∣∣∣∣
p

= 0.

• Μπορούμε να θεωρήσουμε ψ ∈ C∞(M) μια bump function, όπου ψ(p) = 1 και
suppψ ⊆ U . Τότε, ψ ·X ∈ X (M).

• Από τον παραπάνω ορισμό της ψ έχουμε ότι ψ · X = 0 στην M , συνεπώς ισχύει
ότι

0 = ∇ψ·Xσ

∣∣∣∣
p

= ψ(p) · ∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇Xσ

∣∣∣∣
p

.

(β) Για το δεύτερο σκέλος θα δείξουμε ότι αν σ = σ̃ στο U , τότε ∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇X σ̃

∣∣∣∣
p

. Για

το δείξουμε αυτό αρκεί, από την σχέση 13, αρκεί να δείξουμε ότι αν σ = 0 στο U , τότε

∇Xσ

∣∣∣∣
p

= 0.

• Θεωρούμε την ψ που ορίσθηκε παραπάνω. Τότε, έχουμε ότι f · σ = 0 στην M .
Από την σχέση 14 υπολογίζουμε ως εξής :

0 = ∇Xψ · σ
∣∣∣∣
p

= ψ(p) · ∇Xσ

∣∣∣∣
p

+Xp(ψ) · σp = ∇Xσ

∣∣∣∣
p

Συνδυάζοντας τα (α) και (β) έχουμε άμεσα το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Πρόταση 9 (Περιορισμός Συνοχής). ΄Εστω U ⊆ M ανοικτό. Τότε, υπάρχει μοναδική

συνοχή ∇U
στην διανυσματική δέσμη πU : π−1(U) → U , ώστε για κάθε X̃ ∈ X (M) και

σ̃ ∈ Γ(E) να ισχύει ότι

∇U
X̃|U

σ̃|U = ∇X̃ σ̃

∣∣∣∣
U

(15)
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Απόδειξη. • ΄Εστω X ∈ X (U) και σ ∈ Γ(EU ). Αφού U ⊆ U ⊆ M μπορούμε να βρούμε

ψ ∈ C∞(M) μια bump function τέτοια ώστε ψ|U ≡ 1.

• Αν ορίσουμε X̃ = ψ · X και σ̃ = ψ · σ, τότε ορίζουμε ∇U
Xσ = ∇X̃ σ̃

∣∣∣∣
U

Από την

Πρόταση 8 παρατηρούμε ότι η παραπάνω σχέση είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη

της επέκτασης X̃, σ̃. Αφήνεται ως άσκηση να δειχθεί ότι η ∇U
είναι πράγματι συνοχή

και μάλιστα ότι ικανοποιεί την ζητούμενη σχέση.

Πρόταση 10. ΄Εστω ∇ συνοχή σε μια δ.δ. π : E → M , X, X̃ ∈ X (M), σ ∈ Γ(E) και
p ∈M τέτοιο ώστε Xp = X̃p. Τότε, ισχύει ότι

∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇X̃σ

∣∣∣∣
p

.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι αν Xp = 0, τότε ∇Xσ

∣∣∣∣
p

= 0. ΄Εστω
(
U,
(
xi
))
ομαλός χάρτης

της M γύρω από το p. Τότε, μπορούμε να γράψουμε το X στις τοπικές συντεταγμένες του U
ως εξής :

X = Xi · ∂

∂xi

Συνεπώς, αφού Xp = 0, τότε έχουμε ότι Xi(p) = 0. Από την σχέση 12 και από την παραπάνω
πρόταση έχουμε τους ακόλουθους υπολογισμούς :

∇Xσ

∣∣∣∣
p

= ∇U
X|Uσ|U

∣∣∣∣
p

= ∇U
Xi· ∂

∂xi
σ|U
∣∣∣∣
p

= Xi(p) · ∇U
∂

∂xi
σ|U
∣∣∣∣
p

= 0.

Παρατήρηση 17. Αν ∇ μια συνοχή στην π : E →M , για v ∈ TpM μπορούμε να ορίσουμε
διανυσματικό πεδίο X ∈ X (M) με v = Xp. Συνεπώς, από την παραπάνω πρόταση ορίζεται

απεικόνιση

∇ : TpM × Γ(E) → Ep, ∇vσ = ∇Xσ|p
η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις 12,13,14.
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5.3 Αφφινικές Συνοχές

Ορισμός 19. Μια συνοχή ∇ : X (M)×X (M) → X (M) στην εφαπτόμενη δέσμη TM θα
καλείται αφφινική συνοχή.

Παρατήρηση 18. ΄Εστω ∇ αφφινική συνοχή σε μια διαφορική πολλαπλότητα M . ΄Εστω
X,Y ∈ X (M) και {E1, . . . , En} τοπικό πλαίσιο της TM σε ένα ανοικτό U της M . Τότε τα
X,Y μπορούν να γραφτούν σε τοπικές συντεταγμένες ως εξής :

X = Xi · Ei και Y = Y j · Ej

Θα γράψουμε την ∇XY τοπικά, συναρτήσει του παραπάνω πλαισίου . ΄Εχουμε ότι στο U ισχύει
το εξής :

∇XY |U = ∇U
Xi·Ei

Y j · Ej = Xi · ∇U
Ei

(
Y j · Ej

)
= Xi · Y j · ∇U

Ei
Ej +X

(
Y j
)
Ej

Αφού ∇U
Ei
Ej ∈ X (U), για κάθε i, j, τότε ισχύει ότι

∇U
Ei
Ej = Γki,jEk (16)

όπου Γki,j : U → R λείες. Συνεπώς, η παραπάνω μορφή μπορεί να γραφτεί ως εξής :

∇XY =
[
X
(
Y k
)
+Xi · Y j · Γki,j

]
Ek (17)

Ορισμός 20. Οι n3 σε πλήθος συναρτήσεις Γki,j : U → R που ορίσθηκαν από την σχέση 16
λέγονται σύμβολα Christoffel της ∇ ως προς το τοπικό πλαίσιο {E1, . . . , En}.

Παράδειγμα 6. Αν X = Xi · ∂
∂xi
και Y = Y j · ∂

∂xi
δύο διανυσματικά πεδία του Rn,

παρατηρήστε ότι η σχέση

∇XY = Xi∂Y
j

∂xi
· ∂

∂xj

ορίζεται αφφινική συνοχή στον Rn. Παρατηρήστε ότι Γki,j ≡ 0 στον Rn. Στην περίπτωση αυτή
ισχύει ότι

∇XY −∇YX = [X,Y ] = LXY.

όπου LXY η παράγωγος Lie του Y στην κατεύθυνση του X.
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5.4 Επαγόμενες Συνοχές σε Υποπολλαπλότητες

Λήμμα 3. ΄Εστω M μια διαφορική πολλαπλότητα, A ένα κλειστό υποσύνολο της M και

A ⊆ U ανοικτό υποσύνολο της M . Αν X ομαλό διανυσματικό πεδίο στο A, τότε υπάρχει
X̃ ∈ X (X) τέτοιο ώστε X̃|A = X και suppX̃ ⊆ U .

Απόδειξη. • Για κάθε p ∈ A υπάρχει Up ⊆ M ανοικτό και Xp ομαλό διανυσματικό πεδίο

στο Up ώστε Xp|Up∩A = X|Up∩A.

• Το X̃ = {Up | p ∈ A} ∪ {X \A} αποτελεί ανοικτό κάλυμμα της M , άρα υπάρχει ομαλή
διαμέριση της μονάδας {fp | p ∈ A} ∪ {f0} με suppfp ⊆ Up, suppf0 ⊆ X \ A και∑

p∈A fp + f0 = 1.

• Θεωρήστε το διανυσματικό πεδίο X̃ =
∑

p∈A fpXp και δείξτε ότι ικανοποιεί τις ζητο-

ύμενες ιδιότητες.

Λήμμα 4 (Λήμμα επέκτασης διανυσματικών πεδίων σε υποπολλαπλότητες). ΄ΕστωM διαφο-
ρική πολλαπλότητα και S ⊆M εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα. Δοσμένου X ∈ X (S), δείξτε
ότι υπάρχει διανυσματικό πεδίο Y σε γειτονιά του S ώστε X = Y |S . Επιπλέον, δείξτε ότι
κάθε τέτοιο διανυσματικό πεδίο μπορεί να επεκταθεί σε όλο το M αν υποθέσουμε ότι S είναι
properly εμφυτευμένη.

Απόδειξη. • ΄Εστω p ∈ S. Τότε, υπάρχει ομαλός χάρτης (Up, φp) ώστε S ∩Up να είναι k-
slice του Up. Ειδικότερα, S ∩Up είναι κλειστό υποσύνολο του Up , συνεπώς Up \S είναι
ανοικτό υποσύνολο του Up (άρα και του M).

• ΄Εστω U =
⋃
p∈S Up και από το Λήμμα 3 , αρκεί να δείξουμε ότι S είναι κλειστό υπο-

σύνολο του U .

• Πράγματι, U \ S =
⋃
p∈S Up \ S ανοικτό υποσύνολο του U , άρα έχουμε το ζητούμενο.

Αν S είναι properly εμφυτευμένη, τότε είναι και κλειστό υποσύνολο του M , άρα από το
Λήμμα 3 έχουμε άμεσα το ζητούμενο.

΄ΕστωM ⊆ Rn μια εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα. Δεδομένης της συνοχής που ορίσθηκε
στο Παράδειγμα 6 θα ορίσουμε μια επαγόμενη συνοχή στην TM .
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• ΄Εστω p ∈M . Από το θεώρημα σταθερής τάξης μπορούμε να βρούμε (U,φ) και (V, idV )
ομαλούς χάρτες με κέντρο το p στις M και Rn αντίστοιχα με F (U) ⊆ V ώστε η
φυσιολογική ένθεση i να έχει την παρακάτω αναπαράσταση

î
(
x1, . . . , xk

)
=
(
x1, . . . , xk, 0, . . . , 0

)
.

Θεωρώντας TqM ≤ TqRn έχουμε ότι
(
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xk

)
τοπικό πλαίσιο της TM . Τότε,

έχουμε ότι TqRn = TqM ⊕ TqM
⊥
.

• Θεωρήστε την προβολή πq : TqRn → TqM , με πq(v) ∈ TqM να είναι η αντίστοιχη

συνιστώσα του v στον TqM .

• ΄Εστω X,Y ∈ X (M). Από το Λήμμα 3 και από τον συλλογισμό της αποδείξης της
Πρότασης 9 υπάρχουν επεκτάσεις X̃, Ỹ ∈ X (Rn) ώστε X̃|M = X και Ỹ |M = Y .

• Ορίζουμε ∇

⊥

: X (M)× X (M) → X (M) ως εξής :

∇

⊥

XY |p = πp

(
∇X̃ Ỹ

∣∣∣∣
p

)
. (18)

Θα δείξουμε ότι ∇

⊥

είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη επεκτάσεων, και μάλιστα

ορίζει μια αφφινική συνοχή στην M . Τότε, η ∇

⊥

λέγεται εφαπτομενική συνοχή.

Λήμμα 5. Ο τελεστής ∇
⊥

: X (M)×X (M) → X (M) που δίνεται από την σχέση 18 είναι
καλά ορισμένος και ορίζει αφφινική συνοχή στην M .

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

6 Διάλεξη 06

6.1 Αφηρημένα Τανυστικά Γινόμενα

Κίνητρο 3. Στις πρώτες διαλέξεις ορίσαμε την έννοια του τανυστικού γινομένου μεταξύ

πλειογραμμικών συναρτήσεων καθώς και δέσμες k - τανυστών. Σκοπός μας είναι να γενικε-
ύσουμε την έννοια της δέσμης k - τανυστών μιας διαφορικής πολλαπλότητας και ο καταλλη-
λότερος τρόπος να γίνει αυτό είναι δίνοντας μια ΄΄ δεύτερη ΄΄ οπτική στο ζήτημα αυτό.

• ΄Εστω V1, . . . , Vk πραγματικοί διανυσματικοί. Για το σύνολο V1 × · · · × Vk μπορούμε να
ορίσουμε τον αντίστοιχο ελεύθερο διανυσματικό χώρο

F (V1 × · · · × Vk) =
⊕

(v1,...,vk)∈V1×···×Vk

R(v1,...,vk)
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όπου R(v1,...,vk) είναι ένα αντίτυπο του R. Μέσω της εμφύτευσης V1 × · · · × Vk ↪→
F (V1 × · · · × Vk) κάθε στοιχείο του F (V1 × · · · × Vk) μπορεί να γραφτεί στην μορφή

x = a1x1 + · · ·+ amxm, a1, . . . , am ∈ R, x1, . . . , xm ∈ V1 × · · · × Vk.

• Θεωρούμε W τον υπόχωρο του F (V1 × · · · × Vk) που παράγεται από τα στοιχεία :

a(v1, . . . , vk)− (v1, . . . , avi, . . . , vk), i = 1, . . . , k

(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vk)− (v1, . . . , vi, . . . , vk)− (v1, . . . , v
′
i, . . . , vk), i = 1, . . . , k

Ορισμός 21. Το τανυστικό γινόμενο των V1, . . . , Vk ορίζεται να είναι ο χώρος πηλίκο

V1 ⊗ · · · ⊗ Vk = F (V1 × · · · × Vk)/W.

Παρατήρηση 19. Συμβολίζουμε με v1⊗· · ·⊗vk = [(v1, . . . , vk)] τα οποία στοιχεία καλούνται
στοιχειώδεις τανυστές. Από τον τρόπο ορισμού τους είναι σαφές ότι

a(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = (v1 ⊗ · · · ⊗ avi ⊗ · · · ⊗ vk), i = 1, . . . , k

v1 ⊗ · · · ⊗ vi + v′i ⊗ · · · ⊗ vk = v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vk − v1 ⊗ · · · ⊗ v′i ⊗ · · · ⊗ vk, i = 1, . . . , k

Πρόταση 11 (Βάση του V1 ⊗ · · · ⊗ Vk). ΄Εστω V1, . . . , Vk δ.χ. διάστασης n1, . . . , nk α-

ντίστοιχα. ΄Εστω

{
Eij

}
βάσεις των V1, . . . , Vk με i = 1, . . . , k και j = 1, . . . , ni. Τότε, μια

βάση του V1 ⊗ · · · ⊗ Vk είναι

B =
{
E1
i1 ⊗ · · · ⊗ Ekik | ij ∈ {1, . . . , nj}, j ∈ {1, . . . , k}

}
(19)

Απόδειξη. ΄Ασκηση

Θέωρημα 3. ΄Εστω L (V1, . . . , Vk;R) ο διανυσματικός χώρος των R - πλειογραμμικών συ-
ναρτήσεων. Τότε, ισχύει ότι

L (V1, . . . , Vk;R) ∼= V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

k .
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Απόδειξη. Αν

{
Eij

}
βάσεις των V1, . . . , Vk με i = 1, . . . , k και j = 1, . . . , ni, τότε έστω

{
εji

}
i = 1, . . . , k και j = 1, . . . , ni οι δϋικές βάσεις των V

∗
1 , . . . , V

∗
k αντίστοιχα. Θεωρούμε την

απεικόνιση

Φ: V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

k → L (V1, . . . , Vk;R) , Φ
(
ei11 ⊗ · · · ⊗ Eikk

)
=

n∏
j=1

ε
ij
j .

Δείξτε ότι η Φ είναι γραμμικός ισομορφισμός.

Παρατήρηση 20. Για κάθε διανυσματικό χώρο V ισχύει ότι υπάρχει φυσικός ισομορφισμός
V ∼= V ∗∗

. Μέσω αυτής της παρατήρησης και από το Θεώρημα 3, για κάθε V1, . . . , Vk δ.χ.
πεπερασμένης διάστασης ισχύει ότι

L (V ∗
1 , . . . , V

∗
k ;R) ∼= V1 ⊗ · · · ⊗ Vk

Σημείωση 1. Για λόγους απλότητας, ΄΄ παραβιάζοντας ΄΄ τους συμβολισμούς της Διάλεξης

01, θα συμβολίζουμε για δοθέν διανυσματικό χώρο V με

T k(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k φορές

≡ L (V, . . . , V ;R)

και με

Tℓ(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
ℓ φορές

≡ L (V ∗, . . . , V ∗;R)

Τα στοιχεία του T k(V ) λέγονται k - συναλλοίωτοι τανυστές, ενώ τα στοιχεία του Tℓ(V )
λέγονται ℓ - ανταλλοίωτοι τανυστές.

6.2 (k, ℓ) - Τανυστές

Ορισμός 22. ΄Εστω V διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης. Συμβολίζουμε με

T kℓ (V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
ℓ−φορές

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
k−φορές

τα στοιχεία του οποίου καλούνται (k, ℓ) - τανυστές.

Παρατήρηση 21. Από τις προηγούμενες παρατηρήσεις και θεωρήματα είναι σαφές ότι ο δ.χ.

T kℓ (V ) είναι ισόμορφος με τον δ.χ. το πλειογραμμικών απεικονίσεων

T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
ℓ φορές

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k φορές

→ R.
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Παρατήρηση 22. Παρατηρήστε ότι T 0
0 (V ) = R, T 1

0 (V ) = V ∗
, T 0

1 (V ) = V , T 1
1 (V ) =

V ⊗ V ∗
και T 2

1 (V ) = V ⊗ V ⊗ V ∗
.

Πρόταση 12 (Βάση του T kℓ (V )). ΄Εστω V διανυσματικός χώρος, E1, . . . , En βάση του V
και ε1, . . . , εn η αντίστοιχη δϋική βάση του V ∗

. Τότε κάθε στοιχείο T ∈ T kℓ (V ) γράφεται
μοναδική στην εξής μορφή

T = T j1,...,jℓi1,...,ik
Ej1 ⊗ · · · ⊗ Ejℓ ⊗ εi1 ⊗ · · · ⊗ εik

όπου

T j1,...,jℓi1,...,ik
= T

(
εj1 , . . . , εjℓ , Ei1 , . . . , Eik

)
.

Ορισμός 23. ΄Εστω V διανυσματικός χώρος. Αν T ∈ T kℓ (V ) και G ∈ T pq (V ), τότε το
τανυστικό γινόμενο των F,G ορίζεται να είναι ο (k + p, ℓ+ q) - τανυστής

F ⊗G
(
ω1, . . . , ωℓ+q, X1, . . . , Xk+p

)
= F

(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

)
·G
(
ωℓ+1, . . . , ωℓ+q, Xk+1, . . . , Xk+p

)

Παρατήρηση 23 (Εσωτερικό γινόμενο στο T kℓ (V )). ΄Εστω (V, g) χώρος με εσωτερικό
γινόμενο. Τότε, έχουμε δει ότι επάγονται μουσικοί ισομορφισμοί

g♭ : V → V ∗
και g♯ : V ∗ → V

Συνεπώς, επάγεται εσωτερικό γινόμενο στον V ∗
με το εξής τρόπος : για κάθε ω, η ∈ V ∗

ορίζουμε

⟨ω, η⟩ =
〈
ω♯, η♯

〉
.

Από τα παραπάνω ορίζεται με φυσιολογικό τρόπο εσωτερικό γινόμενο στο T kℓ (V ) ως εξής〈
X1 ⊗ · · · ⊗Xℓ ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk, Y1 ⊗ · · · ⊗ Yℓ ⊗ η1 ⊗ · · · ⊗ ηk

〉
=

ℓ∏
j=1

⟨Xj , Yj⟩ ·
k∏
j=1

〈
ωj , ηj

〉
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6.3 Contractions

Ορισμός 24 (Contraction). ΄Εστω V διανυσματικός χώρος, k, ℓ ≥ 0 και 0 ≤ a ≤ ℓ και
0 ≤ b ≤ k. ΄Ενα contraction ως προς a, b είναι μια απεικόνιση cab : T

k
ℓ (V ) → T k−1

ℓ−1 (V ) με

cab

(
X1 ⊗ · · · ⊗Xℓ ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωk

)
= ωb(Xa)·X1⊗· · ·⊗X̂a⊗· · ·⊗Xℓ⊗ω1⊗· · ·⊗ω̂b⊗· · ·⊗ωk.

Πρόταση 13. ΄Εστω V διανυσματικός χώρος, E1, . . . , En βάση του V και ε
1, . . . , εn η

αντίστοιχη δϋική βάση του V ∗
. Τότε, το παραπάνω contraction γράφεται ως εξής :

cab

(
T j1,...,jℓi1,...,ik

Ej1 ⊗ · · · ⊗ Ejℓ ⊗ εi1 ⊗ · · · ⊗ εik
)

= T
j1,...,ja−1,m,ja+1,...,jℓ
i1,...,ib−1,m,ib+1,...,ik

Ej1 ⊗ · · · ⊗ Êja ⊗ · · · ⊗ Ejℓ ⊗ εi1 ⊗ · · · ⊗ ε̂ib ⊗ · · · ⊗ εik .

όπου με τον τελευταίο συμβολισμό εννοούμε άθροιση ως προς m = 1, . . . , n.

Παράδειγμα 7. ΄Εστω T ∈ T 2
0 (V ) = T 2(V ) και X,Y ∈ T 0

1 (V ) = V , τότε δείξτε ότι
(χρησιμοποιώντας κάποια βάση του V ) ότι c11 ◦ c11 (T ⊗X ⊗ Y ) = T (X,Y ).

6.4 Δέσμες (k, ℓ) - τανυστών

Ορισμός 25. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα. Η δέσμη των (k, ℓ) τανυστών είναι το
σύνολο

T kℓ (M) =
⊔
p∈M

T kℓ (Tp(M)).

Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι μέσω της προβολής π : T kℓ (M) → M , το σύνολο
T kℓ (M) αποκτά δομή ομαλής διανυσματικής δέσμης.

Παρατήρηση 24 (Τομές (k, ℓ) τανυστικών δεσμών). ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα

διάστασης n. Για κάθε (U,φ) ομαλό χάρτη της M με x1, . . . , xn συναρτήσεις συντεταγμένων
κάθε F ∈ Γ

(
T kℓ (M)

)
γράφεται στην μορφή

F = F j1,...,jℓi1,...,ik

∂

∂xj1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xjℓ
⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxik .

όπου F j1,...,jℓi1,...,ik
: U → R ∈ C∞(U) με

F j1,...,jℓi1,...,ik
= F

(
dxj1 , . . . , dxjℓ ,

∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
.

Θα δούμε ότι κάθε F ∈ Γ
(
T kℓ (M)

)
μπορεί να ταυτιστεί με μια C∞(M) - πλειογραμμική

απεικόνιση

F : X ∗(M)× · · ·X ∗(M)× X (M)× · · ·X (M) → C∞(M).
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7 Διάλεξη 07

7.1 Τομές (k, ℓ) τανυστικών δεσμών

Παρατήρηση 25. ΄Εστω F ∈ Γ
(
T kℓ (M)

)
. Τότε μπορούμε να ορίσουμε απεικόνιση

F̃ : X ∗(M)× · · ·X ∗(M)︸ ︷︷ ︸
ℓ−φορές

×X (M)× · · ·X (M)︸ ︷︷ ︸
k−φορές

→ C∞(M)

με τον εξής τρόπο :

F̃
(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

) ∣∣∣∣
p

:= Fp

(
ω1|p, . . . , ωℓ|p, X1|p, . . . , Xk|p

)
∈ R

η οποία είναι C∞(M) - πλειογραμμική. Εδω προκύπτει προκύπτει το εξής ερώτημα. Ισχύει το
αντίστροφο ; Δηλαδή, αν T : X ∗(M)× · · ·X ∗(M)︸ ︷︷ ︸

ℓ−φορές

×X (M)× · · ·X (M)︸ ︷︷ ︸
k−φορές

→ C∞(M) είναι

μια C∞(M) - πλειογραμμική απεικόνιση, επάγεται F ∈ Γ
(
T kℓ (M)

)
τέτοια ώστε F̃ = T ;

Πρόταση 14. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και

T : X ∗(M)× · · ·X ∗(M)︸ ︷︷ ︸
ℓ−φορές

×X (M)× · · ·X (M)︸ ︷︷ ︸
k−φορές

→ C∞(M)

είναι μια C∞(M) - πλειογραμμική απεικόνιση. Τότε, με τους παραπάνω συμβολισμούς, υπάρχει
F ∈ Γ

(
T kℓ (M)

)
τέτοια ώστε F̃ = T .

Απόδειξη. • Για κάθε p ∈M ορίζουμε R - πλειογραμμική Fp με τον εξής τρόπο :

Fp : T
∗
pM × · · · × T ∗

pM × TpM · · · × TpM → R

με

Fp

(
η1, . . . , ηℓ, v1, . . . , vk

)
= T

(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

) ∣∣∣∣
p

όπου ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk επεκτάσεις των η
1, . . . , ηℓ, v1, . . . , vk.

• Αν δείξουμε ότι η F είναι καλά ορισμένη έχουμε το ζητούμενο. Θέλουμε να δείξουμε ότι
είναι ανεξάρτητη επεκτάσεων. Αρχικά θα δείξουμε το εξής : αν ωi = ω̃i και Xj = X̃j

σε κάποιο ανοικτό γύρω από το p, τότε έχουμε ότι

T
(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

) ∣∣∣∣
p

= T
(
ω̃1, . . . , ω̃ℓ, X̃1, . . . , X̃k

) ∣∣∣∣
p

.
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• Αρκεί να δείξουμε ότι αν ωi = 0 Xj = 0 στο U , τότε

T
(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

) ∣∣∣∣
p

= 0.

Αυτό επιγχάνεται με παραπλήσιο τρόπο, όπως στην Πρόταση 8.

• ΄Οπως, στην απόδειξη της Πρότασης 10 δείξτε ότι αν ωi|p = ω̃i|p και Xj |p = X̃j |p, τότε
ισχύει ότι

T
(
ω1, . . . , ωℓ, X1, . . . , Xk

) ∣∣∣∣
p

= T
(
ω̃1, . . . , ω̃ℓ, X̃1, . . . , X̃k

) ∣∣∣∣
p

.

Πρόταση 15. Κάθε διαφορική πολλαπλότητα δέχεται αφφινική συνοχή.

Απόδειξη. • ΄Εστω {Ua, φa}a∈A ένας ομαλός άτλας μιας διαφορικής πολλαπλότητας M .
Από το Παράδειγμα 6, για κάθε a ∈ A , ορίζεται συνοχή∇a : X (Ua)×X (Ua) → X (U).

• Υπάρχει διαμέριση της μονάδας {ψa}a∈A συμβατή με το κάλυμμα {Ua}a∈A . Θεωρούμε

την

∇ : X (M)× X (M) → X (M), ∇XY =
∑
a∈A

ψa · ∇a
X|Ua

Y |Ua .

• Αφήνεται σαν άσκηση στο αναγνώστη να δείξει ότι η ∇ ορίζει αφφινική συνοχή στηνM .

Παρατήρηση 26. Μια αφφινική συνοχή ∇ : X (M) × X (M) → X (M) 1 δεν μπορεί εν
γένει να είναι μια τομή της T 2

1 (M), αφού ενδέχεται να μην είναι γραμμική ως προς την δεύτερη
μεταβλητή.

Πρόταση 16. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇1,∇2
αφφινικές συνοχές στην M .

Ορίζουμε

D : X (M)× X (M) → X (M), D(X,Y ) = ∇1
XY −∇2

XY

Τότε, ισχύει ότι D ∈ Γ
(
T 2
1 (M)

)
.

1
Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι μια διγραμμική απεικόνιση V ×V → V είναι μια απεικόνιση V ∗×V ×V → R

ταυτίζοντας V ∼= V ∗∗
.
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Απόδειξη. ΄Ασκηση για τον αναγνώστη.

Πρόταση 17. ΄Εστω ∇ μια αφφινική συνοχή στην M . Αν A (TM) είναι το σύνολο των
αφφινικών συνοχών της M τότε

A (TM) =
{
∇+D | D ∈ Γ

(
T 2
1 (M)

)}
.

Απόδειξη. • Η μια σχέση περιέχεσθαι είναι άμεση από την Πρόταση 16, αφού κάθε ∇̃
αφφινική συνοχή γράφεται ∇̃ =

(
∇̃ − ∇

)
+∇.

• Για την αντίστροφη σχέση περιέχεσθαι έστω D ∈ Γ
(
T 2
1 (M)

)
. Είναι άμεσο ότι ∇ +D

είναι C∞(M) - γραμμική ως προς X και R - γραμμική ως προς Y .

• ΄Εστω f ∈ C∞(M), τότε ισχύει ότι

D(X, fY )+∇X(fY ) = fD(X,Y )+X(f)Y +f∇XY = X(f)Y +f ·(D(X,Y ) +∇XY )

άρα ικανοποιεί τον κανόνα του Leibniz.

7.2 Επέκταση αφφινικής συνοχής σε κάθε δέσμη T k
ℓ (M)

Πρόταση 18. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇ αφφινική συνοχή. Η ∇ καθορίζει
μονοσήμαντα οικογένεια συνοχών ∇ : X (M) × Γ

(
T kℓ (M)

)
→ Γ

(
T kℓ (M)

)
σε κάθε δέσμη

T kℓ (M) τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες.

(α) Η επαγόμενη ∇ : X (M) × Γ
(
T 0
1 (M)

)
→ Γ

(
T 0
1 (M)

)
(όπου Γ

(
T 0
1 (M)

)
= X (M)) να

ταυτίζεται με την αρχική ∇.

(β) Για κάθε f ∈ C∞(M), ικανοποιείται η σχέση ∇X(f) = X(f). 2

(γ) Ικανοποιείται ο κανόνας του Leibniz ως προς τανυστικό γινόμενο :

∇X (T ⊗ S) = (∇XT )⊗ S + T ⊗ (∇XS)

(δ) Η ∇ μετατίθεται με τα contractions, δηλαδή για κάθε c : Γ
(
T kℓ (M)

)
→ Γ

(
T k−1
ℓ−1 (M)

)
contraction ισχύει η σχέση

∇X ◦ c(T ) = c ◦ ∇XT.

2
΄Εχουμε ότι T 0

0 (M) = M × Rn
. Μπορεί να δείξει κανείς ότι Γ

(
T 0
0 (M)

)
= C ∞(M), συνεπώς η έκφραση

∇X(f) ∈ C ∞
έχει νόημα.
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Επιπλεόν,

i. Για κάθε ω ∈ X ∗(M) και X,V ∈ X (M) ικανοποιείται η σχέση

∇X [ω(V )] = (∇Xω) (V ) + ω (∇XV ) .

ii. Για κάθε T ∈ Γ
(
T kℓ (M)

)
, ω1, . . . , ωℓ ∈ X ∗(M) και V1, . . . , Vk ∈ X (M), τότε

∇X

[
T
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)]
= (∇XT )

(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)
+

ℓ∑
i=1

T
(
ω1, . . . ,∇Xω

i, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)
+

ℓ∑
i=1

T
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . ,∇XV

i, . . . , Vk

)

Απόδειξη. • Αρχικά θα δείξουμε ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες i. και ii. αν υποθέσουμε
την ύπαρξη της οικογένεια συνοχών που ικανοποιούν τα (α) - (δ).

i. ΄Εστω ω ∈ X ∗(M) καιX,V ∈ X (M) . Η ω(V ) μπορεί να γραφτεί ως c11(ω⊗V ) =
ω(V ), για το contraction c11. Τότε, από τις (γ) και (δ) έχουμε ότι

∇X [ω(V )] = ∇X ◦ c11(ω ⊗ V ) = c11 ◦ ∇X (ω ⊗ V )

= c11 ◦ [∇X (ω)⊗ V + ω ⊗∇XV ]

= (∇Xω) (V ) + ω (∇XV )

ii. Θα δείξουμε το ζητούμενο στην περίπτωση που T ∈ Γ
(
T 1
1 (M)

)
και οι υπόλοιπες

σχέσεις προκύπτουν με ανάλογο τρόπο. ΄Εστω T = Y ⊗ η ∈ Γ
(
T 1
1 (M)

)
απλός

τανυστής και ω ∈ X ∗(M) και X,V ∈ X (M). Τότε, έχουμε ότι

T (ω, V ) = c ◦ c (V ⊗ Y ⊗ η ⊗ ω)

Συνεπώς, έχουμε ότι

∇X (T (ω, V )) = c ◦ ◦∇X (V ⊗ T ⊗ ω)

= c ◦ c [∇XV ⊗ T ⊗⊗+ V ⊗∇XT ⊗ ω + V ⊗ T ⊗∇Xω]

= T (ω,∇XV ) + (∇XT ) (ω, V ) + T (∇Xω, V )

• Μέσω των ιδιοτήτων i.,ii. θα δείξουμε την ύπαρξη και την μοναδικότητα των ζητούμενων
συνοχών.
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• ΄Εστω f ∈ C∞(M). Για X ∈ X (M) ορίζουμε ∇Xf = X(f). Δείξτε ότι ορίζεται
συνοχή στην T 0

0 (M) =M × Rn.

• ΄Εστω ω ∈ X ∗(M). Για κάθε V ∈ X (M) ορίζουμε

[∇Xω] (V ) := ∇X (ω(V ))− ω (∇XV ) = X (ω(V ))− ω (∇XV ) .

Δείξτε ότι ορίζεται συνοχή στην T 1
0 (M) = T ∗M .

• ΄Εστω T ∈ Γ
(
T kℓ (M)

)
, ω1, . . . , ωℓ ∈ X ∗(M) και V1, . . . , Vk ∈ X (M). Ορίζουμε

(∇XT )
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)
:= ∇X

[
T
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)]
−

ℓ∑
i=1

T
(
ω1, . . . ,∇Xω

i, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)
−

ℓ∑
i=1

T
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . ,∇XV

i, . . . , Vk

)

• Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι ο παραπάνω τύπος ορίζει συνοχής στην T kℓ (M)
και ότι ικανοποιούνται τα (α) - (δ).

7.3 Ολική Συναλλοίωτη Παράγωγος

Πρόταση 19. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇ αφφινική συνοχή στην TM . Αν
T ∈ T kℓ (M) ορίζουμε

∇T : X ∗(M)× · · ·X ∗(M)︸ ︷︷ ︸
ℓ−φορές

×X (M)× · · ·X (M)︸ ︷︷ ︸
(k+1)−φορές

→ C∞(M)

που ορίζεται με τον εξής τρόπο : αν ω1, . . . , ωℓ ∈ X ∗(M) και V1, . . . , Vk, X ∈ X (M) ορίζουμε

∇T
(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk, X

)
= ∇XT

(
ω1, . . . , ωℓ, V1, . . . , Vk

)
Τότε, ισχύει ότι ∇T ∈ Γ

(
T
(k+1)
ℓ (M)

)
. Η ∇T καλείται ολική συναλλοίωτη παράγω-

γος της T .

Απόδειξη. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
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Σημείωση 2. ΄Εστω f ∈ C∞(M). Τότε, έχουμε ότι ∇f ∈ X ∗(M). Επομένως, ∇2f ∈
Γ
(
T 2
0 (M)

)
. ΄Αρα, έχουμε ότι

∇kf = ∇ (∇ (· · · (∇f) · · · ))︸ ︷︷ ︸
k

∈ Γ
(
T k0 (M)

)

8 Διάλεξη 08

8.1 Διανυσματικά Πεδία Κατά Μήκος Καμπύλης

Ορισμός 26. ΄Εστω γ : I →M μια C∞
- καμπύλη. Μια C∞

- απεικόνιση V : I → TM θα

λέγεται διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της γ, αν V (t) ∈ Tγ(t)M , για κάθε t ∈ I.
Συμβολίζουμε με

X (γ) = {V : I → TM | V διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της γ}

Αντίστοιχα, έχουμε (k, ℓ) - τανυστές κατά μήκος της γ T : I → T kℓ (M) με T (t) ∈ T kℓ (Tγ(t)M).

Παράδειγμα 8. Αν γ : I →M μια C∞
- καμπύλη, τότε προφανώς γ̇ είναι ένα διανυσματικό

πεδίο κατά μήκος της γ, αφού γ̇(t) ∈ Tγ(t).

Παράδειγμα 9. ΄Εστω Ṽ ∈ X (M). Τότε, το V = Ṽ ◦ γ είναι ένα διανυσματικό πεδίο
κατά μήκος της γ. Κάθε τέτοιο θα ανήκει σε μια ειδική κατηγορία δ.π. κατά μήκος της γ που
λέγονται επεκτάσιμα.

Ορισμός 27. ΄Εστω γ : I → M μια C∞
- καμπύλη και V ∈ X (γ). Το V θα λέγεται

επεκτάσιμο αν υπάρχει U ⊆M ανοικτή περιοχή της γ(I) και Ṽ ∈ X (U) τ.ω. V = Ṽ ◦ γ.

I U

TM

γ

V Ṽ

Παράδειγμα 10. Υπάρχουν V ∈ X (γ) που δεν είναι επεκτάσιμα. Για παράδειγμα, αν
θεωρήσουμε την γ : R → R2

την καμπύλη ΄΄οκτάρι΄΄ (figure eight curve), με γ(t) = (sin t, sin 2t),
τότε γ(0) = γ(π) = (0, 0), ενώ γ̇(0) = (1, 2) ̸= (−1, 2) = γ̇(π). Αν υπήρχε Ṽ ∈ X (U) τ.ω.
Ṽ ◦ γ = γ̇, τότε από τις προηγούμενες παρατηρήσεις θα καταλήξουμε σε άτοπο.
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˙γ(0)

˙γ(π)

x

y

8.2 Συνναλοίωτη Παράγωγος Κατά Μήκος Καμπύλης

Θέωρημα 4. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα, ∇ αφφινική συνοχή της M και γ : I →M
μια C∞

- καμπύλη. Τότε, υπάρχει μοναδικός τελεστής

Dt : X (γ) → X (γ)

με τις ακόλουθες ιδιότητες :

(α) Γραμμικότητα: Για κάθε V,W ∈ X (γ) και a, b ∈ R ισχύει ότι

Dt(aV + bW ) = aDt(V ) + bDt(W )

(β) Leibniz : Για κάθε V ∈ X (γ) και f ∈ C∞(M) ισχύει ότι

Dt(fV ) = f ′ · V + f ·Dt(V )

(γ) Αν V ∈ X (γ) είναι επεκτάσιμο, για κάθε επέκταση Ṽ του V ισχύει ότι

Dt(V )(t) = ∇γ̇(t)Ṽ .

Το διανυσματικό πεδίο DtV λέγεται συναλλοίωτη παράγωγος του V κατά μήκος της
γ. Σημειώνουμε ότι Dt μπορεί να επεκταθεί και σε δέσμες τανυστών κάθε τάξη με ανάλογο

τρόπο.

Απόδειξη. • Αρχικά θα δείξουμε την μοναδικότητα. Υποθέτουμε ότι υπάρχειDt : X (γ) →
X (γ), ο οποίος να ικανοποιεί τα (α),(β),(γ).

• ΄Εστω V ∈ X (γ). Το DtV εξαρτάται μόνο από την τοπική συμπεριφορά του V . Πράγ-
ματι, έστω t0 ∈ I και υποθέτουμε ότι V ≡ 0, σε ένα διάστημα (t0 − ε, t0 + ε).
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• Θεωρούμε f ∈ C∞(M) τ.ω. f(t) > 0 στο (t0 − ε, t0 + ε) και f(t) = 0 αλλιώς. Αφού
f · V = 0, από το (α), ισχύει ότι Dt(f · V ) = 0. Τώρα, από την ιδιότητα (β), ισχύει ότι

0 = Dt(f · V )(t) = ḟ(t)V (t0) + f(t)DtV (t)

΄Αρα, έχουμε ότι Dt(V )(t) στο (t0 − ε, t0 + ε).

• Για να ολοκληρώσουμε το σκέλος της μοναδικότητας θα δείξουμε ότι τοπικά, δεδομένου
V ∈ X (γ), ο DtV (t) εκφράζεται μέσω ενός κλειστού τύπου που εξαρτάται μόνο από V
και την γ.

• ΄Εστω t0 ∈ I και (U,φ) χάρτης τ.ω. γ(t0) ∈ U . ΄Εστω ε > 0 τ.ω. γ(t0 − ε, t0 + ε) ⊆ U .
Τότε, έχουμε ότι

V (t) = V i(t)∂i|γ(t) και γ(t) = γj(t)∂j |γ(t)

Συνδυάζοντας το πρώτο σκέλος, καθώς και τις ιδιότητες (α),(β),(γ), έχουμε ότι

DtV (t) =
[
V̇ k(t) + V i(t)γ̇j(t)Γki,j(γ(t))

]
∂k|γ(t). (20)

• Για το υπαρξιακό σκέλος, αν η γ(I) μπορεί να καλυφθεί από χάρτη (U,φ), τότε ορίζουμε
DtV με βάση την σχέση 20 και αφήνεται ως άσκηση να δειχθεί ότι ικανοποιεί τις ιδιότητα
(α) - (γ).

• Στην περίπτωση που γ(I) καλύπτεται από πολλαπλούς χάρτες ορίζουμε τοπικά την DtV
με βάση τον τύπο 20 και λόγω της τοπικής μοναδικότητας οι ορισμοί συμπτύπτουν,

οποτεδήποτε οι χάρτες επικαλύπτονται.

Πόρισμα 4. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα, ∇ αφφινική συνοχή, p ∈ M και v ∈ TpM
τ.ω. υπάρχει γ : I →M C∞

- καμπύλη τ.ω. γ(t0) = p και γ̇(t0) = v. Αν Y, Ỹ ∈ X (M) τ.ω.
Y ◦ γ = Ỹ ◦ γ, τότε

∇vY = ∇vỸ

Απόδειξη. ΄Αμεση εφαρμογή του παραπάνω θεωρήματος, θεωρώντας τα επεκτάσιμα δ.π. V (t) =
Y ◦ γ(t) και Ṽ (t) = Ỹ ◦ γ(t).
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8.3 Γεωδαισιακές

Ορισμός 28. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα, ∇ αφφινική συνοχή της M και γ : I →M
μια C∞

- καμπύλη. Η γ θα λέγεται γεωδαισιακή (ως προς την ∇) αν Dtγ̇ ≡ 0.

Παρατήρηση 27. ΄Εστω γ : I → M μια C∞
- καμπύλη. Υποθέτουμε ότι υπάρχει χάρτης

(U,φ) τ.ω. γ(I) ⊆ U , δηλαδή γράφεται στην μορφή

φ ◦ γ =
(
γ1, . . . , γn

)
και γ̇(t)] = γ̇i(t)∂i|γ(t)

Τότε, από το Θεώρημα 4, έχουμε ότι γ είναι γεωδαισιακή αν και μόνο αν

γ̈k(t) + γ̇i(t) · γ̇j(t) · Γki,j(γ(t)) = 0, για κάθε t ∈ I, k = 1, . . . , n (21)

Το παραπάνω σύστημα διαφορικών εξισώσεων λέγεται γεωδαιδιακή εξίσωση

9 Διάλεξη 09

10 Διάλεξη 10

11 Διάλεξη 11

11.1 Pullback Συνοχή

Υπενθύμιση 2. ΄Εστω F : M → N μια ομαλή απεικόνιση μεταξύ δύο διαφορικών πολλα-
πλοτήτων και X ∈ X (M). Εν γένει δεν διασφαλίζεται η ύπαρξη ενός Y ∈ X (N) το οποίο
να είναι F - συσχετισμένο, δηλαδή να ισχύει ότι

YF (p) = dp(Xp), για κάθε p ∈M

Στην περίπτωση που F είναι αμφιαφόριση, για ένα X ∈ X (M) ορίζεται μοναδική F - συσχε-
τισμένο με το X διανυσματικό πεδίο F∗X ∈ X (N), το οποίο ορίζεται με τον εξής τρόπο

F∗Xq = dF−1(q)

(
XF−1(q)

)
∈ TqN, για κάθε q ∈ N.

Λήμμα 6. ΄ΕστωM,N διαφορικές πολλαπλότητες και F : M → N αμφιδιαφόριση. Αν ∇̃ μια
αφφινική συνοχή της N , τότε η απεικόνιση

∇ := F ∗∇̃ : X (M)× X (M) → X (M),
(
F ∗∇̃

)
X
Y =

(
F−1

)
∗

(
∇̃F∗XF∗Y

)
(22)

ορίζει αφφινική συνοχή στην M .
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Απόδειξη. Η C∞
- γραμμικότητα ως προςX και η R - γραμμικότητα ως προς Y αποδεικνύονται

άμεσα. Θα δείξουμε τον κανόνα του Leibniz. ΄Εστω X,Y ∈ X (M) και f ∈ C∞
. Τότε

∇X(fY ) =
(
F−1

)
∗

(
∇̃F∗XF∗(fY )

)
=
(
F−1

)
∗

[
∇̃F∗X

(
f ◦ F−1

)
· F∗Y

]
=

(
F−1

)
∗

[
f ◦ F−1 · ∇̃F∗XF∗Y + F∗(X)

(
f ◦ F−1

)
F∗Y

]
= f ◦ ∇XY +X(f)Y

Πρόταση 20 (Ιδιότητες Pullback Συνοχής). ΄Εστω M,N διαφορικές πολλαπλότητες και
F : M → N αμφιαδιαφόριση,

• γ : I →M ομαλή, γ̃ = F ◦ γ

• V ∈ X (γ) και F∗V ∈ X (γ̃) με F∗V (t) = dγ(t) (V (t)).

• ∇̃ αφφινική συνοχή στην N και ∇ η αντίστοιχη pullback αφφινική συνοχή στην M .

Ισχύουν τα παρακάτω.

(α) F∗ (DtV ) (t) = D̃ (F∗V ) (t), όπου D̃ είναι η συναλλοίωτη παράγωγος της N κατά μήκος
της γ̃.

(β) Αν γ είναι γεωδαισίακή, τότε γ̃ είναι γεωδαιασιακή.

(γ) F∗
(
P γt0,t1(v)

)
= P γ̃t0,t1 (F∗v), για κάθε v ∈ Tγ(t0)M .

Απόδειξη. (α) • Ορίζουμε D̂ : X (N) → X (N) με τον εξής τρόπο :

D̂t(W ) = F∗
(
Dt

[(
F−1

)
∗W

])
• Από την μοναδικότητα της συνναλοίωτης παραγώγου D̃t κατά μήκος της γ̃, από
τον ορισμό της D̂, αρκεί να δείξουμε ότι D̂ ικανοποιεί τις ιδιότητες (α),(β),(γ).

• Τα (α),(β) αφήνονται ως άσκηση. Για την ιδιότητα (γ), αρκεί να δείξουμε ότι
F∗(DtV ) = D̃tF∗V στην περίπτωση, όπου V είναι επεκτάσιμο.

• Υποθέτουμε ότι V επεκτείνεται, την οποία επέκταση καταχρηστικά συμβολίζουμε
επίσης με V . Τότε, έχουμε ότι

F∗ (DtV (t)) = F∗

(
∇γ̇(t)V

∣∣∣∣
γ(t)

)
= F∗

[
(F−1)∗

(
∇̃F∗(γ̇(t))F∗V

∣∣∣∣
F◦γ(t)

)]

= ∇̃γ̃′(t)F∗V

∣∣∣∣
γ̃(t)
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11.2 Μετρικές Συνοχές

Παρατήρηση 28. ΄Εστω M ⊆ Rn εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα. Μέσω της σχέση 18
ορίζεται αφφινική συνοχή στην M . ΄Εστω g = i∗gRn , η επαγόμενη μετρική μέσω της i : M →
Rn την οποία την συμβολίζουμε με g = ⟨, ⟩. Τότε, για κάθε X,Y, Z ∈ X (M), ισχύουν οι
ακόλουθες ιδιότητες :

X (⟨Y, Z⟩) =
〈
∇

⊥

XY, Z
〉
+
〈
Y,∇

⊥

XZ
〉

(23)

και

∇

⊥

XY −∇

⊥

YX = [X,Y ] (24)

Ορισμός 29. ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann και ∇ μια αφφινική συνοχή στην
M . Αν για κάθε X,Y, Z ∈ X (M) ισχύει η σχέση 23, τότε η ∇ λέμε ότι είναι μετρική
συνοχή ή συμβατή με την μετρική g.

Πρόταση 21 (Ιδιότητες Μετρικών Συνοχών). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann.

(α) Η ∇ είναι μετρική συνοχή στην (M, g) αν και μόνο αν ∇g = 0 (ολική παράγωγος της
g ∈ T 2

0 (M)).

(β) ΄Εστω γ : I →M ομαλή καμπύλη, V,W ∈ X (γ) και Dt η συναλλοίωτη παράγωγος της

M κατά μήκος της γ (ως προς την συνοχή ∇). Τότε

d

dt
⟨V,W ⟩

∣∣∣∣
t

= ⟨DtV (t),W (t)⟩+ ⟨V (t), DtW (t)⟩ .

Ειδικότερα, αν V,W είναι παράλληλα κατά μήκος της γ, τότε ⟨V,W ⟩ είναι σταθερή.

(δ) Η παράλληλη μεταφορά P γt0,t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M είναι γραμμική ισομετρία.

(ε) Αν {b1, . . . , bn} ορθοκανονική βάση του Tγ(t0)M , τότε αυτή επεκτείνεται σε ορθοκανο-
νικό πλαίσιο {Ei(t)} κατά μήκος της γ.

Απόδειξη. (α) Το ζητούμενο προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 18.

(β) Αποδείξτε το πρώτα στην περίπτωση όπου V,W είναι επεκτάσιμα.

Τα (γ),(δ),(ε) έπονται άμεσα δεδομένων των (α) και (β).

Πόρισμα 5. ΄Εστω (M, g) μια πολλαπλότητα Riemann, ∇ μετρική συνοχή στην M και

γ : I →M ομαλή καμπύλη.

(α) Η συνάρτηση |γ̇(t)| είναι σταθερή αν και μόνο αν Dtγ̇ ⊥ γ̇, για κάθε t ∈ I.

46



(β) Αν γ̇ είναι γεωδαισιακή, τότε |γ̇(t)| είναι σταθερή.

Ερώτημα 1. ΄Εστω ∇ μετρική συνοχή μιας (M, g) πολλαπλότητας Riemann και A ∈
T 3

1 (M). Αν ∇̃ = ∇ + A, ποια σχέση πρέπει να ικανοποιεί ο A ώστε ∇̃ να είναι μετρική
συνοχή ;

11.3 Στρέψη Συνοχής - Συμμετρικές Συνοχές

Λήμμα 7. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇ αφφινική συνοχή στην M και

T∇ : X (M)× X (M) → X (M), T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Ορισμός 30. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇ αφφινική συνοχή στην M . Η ∇
καλείται συμμετρική αν T∇ = 0.

12 Διάλεξη 12

12.1 Συνοχή Levi - Civita

Κίνητρο 4. Θεωρούμε την πολλαπλότητα Riemann (Rn, gRn). Για λόγους απλότητας συμ-
βολίζουμε gRn = ⟨, ⟩. Για κάθε X,Y ∈ X (Rn) έχουμε ορίσει τη συνήθη συνοχή

∇XY = X
(
Y k
)
∂k = Xi∂i

(
Y k
)
∂k

όπου X = Xi∂i και Y = Y j∂j
3

(α) Η ∇ είναι μετρική. ΄Εστω X,Y, Z ∈ X (M). Πράγματι, έχουμε ότι

X (⟨Y,Z⟩) = X
(
Y kZk

)
= Xi∂i

(
Y k
)
Zk +Xi∂i

(
Zk
)
Y k = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ .

(β) Η ∇ είναι συμμετρική. Ο ισχυρισμός έχει αποδειχθεί στο Παράδειγμα 6.

Εκτός της∇ υπάρχουν άλλες αφφινικής συνοχές στηνM που να είναι μετρικές και συμμετρικές
; Και αν ναι, μπορεί να ισχύει κάτι τέτοιο σε μια τυχαία πολλαπλότητα Riemann ; Δηλαδή, αν
(M, g) πολλαπλότητα Riemann, τότε υπάρχει μοναδική αφφινική συνοχή, συμβατή με το g
και συμμετρική ;

3
Με ∂i συμβολίζουμε τα διανυσματικά πεδία ∂i =

∂
∂xi .
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Θέωρημα 5 (Θεμελιώδες Θεώρημα της Γεωμετρίας Riemann). ΄Εστω (M, g) μια πολλα-
πλότητα Riemann. Υπάρχει μοναδική αφφινική συνοχή στην M , η οποία να είναι μετρική και
συμμετρική. Η συνοχή αυτή λέγεται Levi - Civita συνοχή της M .

Σκιαγράφηση της Απόδειξης. Αρχικά θα σκιαγραφήσουμε την απόδειξη του θεωρήματος.

(α) Θα υποθέσουμε την ύπαρξη μια μετρικής και συμμετρική συνοχής στην TM και θα

δείξουμε ότι πρέπει να ικανοποιείται μια συγκεκριμένη σχέση (Koszul’s formula), από
όπου η μοναδικότητα έπεται άμεσα.

(β) Μέσω του τύπου του Koszul, εφαρμόζοντάς τον σε συντεταγμένες θα δείξουμε ότι τα
σύμβολα Christoffel (ως προς ∂i, για σταθεροποιημένο χάρτη) ικανοποιούν την σχέση

Γki,j = gkℓ [∂i(giℓ) + ∂j(giℓ)− ∂ℓ(gij)]

όπου (gµν) ο αντίστροφος πίνακας του (gµν) (πίνακας της μετρικής ως προς ∂i).

(γ) Για χάρτη (U,φ) και X = Xi∂i και Y = Y j∂j ορίζουμε

∇U
XY =

[
X
(
Y k
)
−XiY jΓki,j

]
∂k

όπου Γki,j ορίζονται μέσω της παραπάνω σχέσης. Αφού έχουμε ορίσει τοπικά συνοχές,
για κάθε p ∈M ορίζουμε

∇XY = ∇U
X|UY |U

όπου (U,φ) είναι χάρτης γύρω από το p. Από την μοναδικότητα, η παραπάνω απεικόνιση
είναι καλά ορισμένη.

(δ) Θα δείξουμε ότι η ∇ είναι πράγματι μετρική και συμμετρική συνοχή.

Απόδειξη του Θεωρήματος. (α) Υποθέτουμε ότι υπάρχει ∇ μετρική και συμμετρική, αφφινι-
κή συνοχή στην M . ΄Εστω X,Y, Z ∈ X (M). Τότε, αφού ∇ είναι μετρική, ικανοποιο-
ύνται οι παρακάτω σχέσεις :

X (⟨Y,Z⟩) = ⟨∇XY,Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩
Y (⟨Z,X⟩) = ⟨∇Y Z,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩
Z (⟨X,Y ⟩) = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩
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Αφού η συνοχή είναι συμμετρική, τότε οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να γραφούν ως

εξής :

X (⟨Y,Z⟩) = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩
Y (⟨Z,X⟩) = ⟨∇Y Z,X⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩
Z (⟨X,Y ⟩) = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇Y Z⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩

Αν (1) + (2)− (3), τότε προκύπτει η ακόλουθη σχέση

⟨∇XY,Z⟩ =
1

2
[X (⟨Y,Z⟩) + Y (⟨Z,X⟩)− Z (⟨X,Y ⟩)

− ⟨Y, [X,Z]⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩]

Ο παραπάνω τύπος καλείται τύπος του Koszul. Αν ∇1,∇2
δύο μετρικές και συμμετρικές

συνοχής στην TM , θα πρέπει να ικανοποιούν τον παραπάνω τύπο, ο οποίος εξαρτάται
μόνο από το ⟨, ⟩. Συνεπώς, για κάθε X,Y ∈ X (M) ισχύει το εξής :〈

∇1
XY −∇2

XY, Z
〉
= 0, για κάθε Z ∈ X (M).

΄Αρα, για Z = ∇1
XY −∇2

XY προκύπτει το ζητούμενο.

(β) ΄Εστω (U,φ) ένας C∞
- χάρτης της M . ΄Εχουμε ότι

⟨∇∂i∂j , ∂ℓ⟩ =
1

2
[∂i (gjℓ) + ∂j (giℓ)− ∂ℓ (gij)]

Αφού ∇∂i∂j = Γmi,j∂m, τότε προκύπτει ότι

Γmi,j · gmℓ =
1

2
[∂i (gjℓ) + ∂j (giℓ)− ∂ℓ (gij)]

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι

Γki,j = Γmi,j · gmℓ · gℓk︸ ︷︷ ︸
δmk

=
gℓk

2
[∂i (gjℓ) + ∂j (giℓ)− ∂ℓ (gij)]

(γ) Για κάθε χάρτη (U,φ) και X = Xi∂i και Y = Y j∂j ορίζουμε

∇U
XY =

[
X
(
Y k
)
−XiY jΓki,j

]
∂k

όπου Γki,j ορίζονται μέσω της παραπάνω σχέσης. Αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι
η παραπάνω σχέση ορίζει μια μετρική και συμμετρική συνοχή στην TU (με την επαγόμενη
μετρική Riemann), χρησιμοποιώντας την σχέση Γki,j = Γkj,i.
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(δ) Για κάθε p ∈M και (U,φ) χάρτη γύρω από το p ορίζουμε

∇XY = ∇U
X|UY |U

Από την μοναδικότητα, στο βήμα (α), η ∇ είναι καλά ορισμένη σε τομές χαρτών που
περιέχουν το p, άρα είναι η ζητούμενη συνοχή.

Πρόταση 22. ΄Εστω F : (M, g) → (N,h) μια ισομετρία μεταξύ πολλαπλοτήτων Riemann.
Αν ∇g,∇h

οι αντίστοιχες Levi - Civita συνοχές των M και N αντίστοιχα. Τότε, ισχύει ότι

F ∗
(
∇h
)
= ∇g.

Απόδειξη. Από την μοναδικότητα του παραπάνω θεωρήματος, αρκεί να δείξουμε ότι F ∗ (∇h
)

είναι μετρική και συμμετρική. Αφού F είναι ισομετρία, για κάθε Y, Z ∈ X (M), ισχύει ότι

⟨Yp, Zp⟩ = ⟨dpF (Yp), dpF (Zp)⟩ =
〈
F∗(Y )F (p), F∗(Z)F (p)

〉
.

(α) Η F ∗ (∇h
)
είναι μετρική. ΄Εστω X,Y, Z ∈ X (M) και p ∈M

X (⟨Y,Z⟩) = X (⟨F∗(Y ), F∗(Z)⟩ ◦ F ) = F∗X (⟨F∗(Y ), F∗(Z)⟩)

=
〈
∇h
F∗XF∗(Y ), F∗(Z)

〉
+
〈
F∗(Y ),∇h

F∗XF∗(Z)
〉

= ⟨F ∗ (∇g)X Y,Z⟩+ ⟨Y, F ∗ (∇g)X Z⟩

(β) Η F ∗ (∇h
)
είναι συμμετρική. X,Y ∈ X (M). ΄Εχουμε ότι

F ∗
(
∇h
)
X
Y − F ∗

(
∇h
)
Y
X =

(
F−1

)
∗

(
∇h
F∗XF∗Y

)
−
(
F−1

)
∗

(
∇h
F∗Y F∗X

)
=

(
F−1

)
∗

(
∇h
F∗XF∗Y −∇h

F∗Y F∗X
)
=
(
F−1

)
∗ ([F∗X,F∗Y ] = [X.Y ]

13 Διάλεξη 13

13.1 Ιδιότητες Levi Civita συνοχής

Πόρισμα 6. ΄Εστω F : (M, g) →
(
M̃, g̃

)
τοπική ισομετρία. Αν γ είναι γεωδαιδιακή της M

(ως προς την L.C. συνοχή), τότε γ̃ = F ◦ γ είναι γεωδαισιακή.
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Απόδειξη. ΄Εστω D̃t η συναλλοίωτη παράγωγος της M̃ κατά μήκος της γ̃, ως προς την ∇̃
(L.C. συνοχή). Θα δείξουμε ότι D̃t

˙̃γ = 0.

΄Εστω t0 ∈ I. Αφού F είναι τοπική ισομετρία, υπάρχουν χάρτες
(
U,
(
xi
))
και (V,

(
yj
)
, ώστε

F : U → V να είναι ισομετρία. Θεωρώντας τους περιορισμούς των συνοχών στο U και V
αντίστοιχα έχουμε ότι

∇U = φ∗
(
∇̃V
)

Από την Πρόταση 20 το ζητούμενο έπεται άμεσα.

Πρόταση 23.

13.2 Εκθετική Απεικόνιση

Υπενθύμιση 3. Αν (M, g) πολλαπλότητα Riemann έχουμε δείξει ότι για κάθε p ∈ M και

v ∈ TpM , υπάρχει μοναδική μεγιστική γεωδαισιακή γv τέτοια ώστε γv(0) = p και ˙γV (0) = v.

Ορισμός 31. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann. Ορίζουμε ως πεδίο ορισμού εκ-
θετικής απεικόνισης το E ⊆ TM που ορίζεται ως εξής

E = {V ∈ TM | γV ορίζεται σε διάστημα που περιέχεται το [0, 1]} (25)

Η εκθετική απεικόνιση είναι η απεικόνιση exp: E →M που ορίζεται ως

exp(V ) = γV (1).

Για κάθε p ∈M , συμβολίζουμε με Ep = E ∩ TpM και με expp το περιορισμό της exp στο Ep.

Λήμμα 8 (Rescaling Lemma). Για κάθε V ∈ TM και c, t ∈ R ισχύει ότι

γcV (t) = γV (ct) (26)

όποτεδήποτε κάποιο από τα δύο μέλη ορίζεται.

Απόδειξη. Αν δείξουμε τη ζητούμενη σχέση οποτεδήποτε το γV (ct) ορίζεται, έχουμε ότι η
ζητούμενη σχέση ισχύει οποτεδήποτε η αρίστερη σχέση ορίζεται αντικαθιστώντας το V με cV ,
το t με ct και το c με 1/c. Προφανώς, για c = 0 η ζητούμενη σχέση ισχύει πάντα, από τον
ορισμό των μεγιστικών γεωδαισιακών.

• ΄Εστω V ∈ TpM . Για λόγους απλότητας συμβολίζουμε γV με γ, όπου γ : I → M . Αν
γ̃ : c−1I → M με γ̃(t) = γ(ct), θα δείξουμε ότι γ̃ είναι γεωδαισιακή με γ̃(0) = p και
˙̃γ(0) = cV . Αφού γεωδαισιακές ταυτίζονται στα κοινά διαστήματα που ορίζονται, θα
έχουμε το ζητούμενο.
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• ΄Εστω t0 ∈ c−1I. Θεωρούμε χάρτη (U,φ) γύρω από το γ(ct0). Τότε, η γ γράφεται σε
συντεταγμένες

φ ◦ γ =
(
γ1, . . . , γn

)
και η γ̃ γράφεται σε συντεγμένες

φ ◦ γ̃(t) =
(
γ̃1, . . . , γ̃n

)
=
(
γ1(ct), . . . , γn(ct)

)
Συνεπώς, ισχύει ότι

γ̇(t) = γ̇i(t)∂i|γ(t) και ˙̃γ = cγ̇i(ct)∂i|γ(ct).

• Αν Dt, D̃t οι συναλλοίωτες παράγωγοι της M κατά μήκος της γ και γ̃ αντίστοιχα, τότε
υπολογίζουμε ως εξής

D̃t

(
˙̃γ
)
(t0) =

[
¨̃γk(t0) + Γki,j (γ̃ (t0)) · ˙̃γi(t0) · ˙̃γj(t0)

]
∂k

=
[
c2γ̈k(ct0) + c2Γki,j (γ (ct0)) · γ̇i(ct0) · γ̇j(ct0)

]
∂k

= c2Dt (γ̇) (ct0) = 0

Δείξαμε ότι γ̃ είναι γεωδαισιακή. Είναι άμεσο ότι γ̃(0) = p και ˙̃γ(0) = cV , άρα έχουμε
το ζητούμενο.

14 Διάλεξη 14

14.1 Ιδιότητες Εκθετικής Απεικόνισης

Πρόταση 24 (Ιδιότητες Εκθετικής Απεικόνισης). (α) Το E είναι ένα ανοικτό υποσύνολο
του TM και Ep είναι αστρόμορφο ως προς το 0.

(β) Για κάθε V ∈ TM έχουμε ότι γV (t) = exp(tV ).

(γ) Η εκθετική απεικόνιση είναι διαφορίσιμη.

(δ) Για κάθε p ∈ M , η απεικόνιση d0
(
expp

)
: T0 (Ep) ∼= TpM → TpM είναι η ταυτοτική

απεικόνιση.

Απόδειξη. (α) Θα δείξουμε ότι E είναι ανοικτό. Για να αποδειχθεί το ζητούμενο αποτέλε-
σμα θα χρειαστεί να επαναφέρουμε στην μνήμη μας το τρόπο απόδειξης ύπαρξης και

μοναδικότητας γεωδαισιακών.
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• Είχαμε δει ότι γύρω από χάρτη (U,φ) η ύπαρξη γεωδαιδιακής γ με γ(0) = p =(
x1(p), . . . , xn(p)

)
και γ̇(0) = V , με V = V i∂i είναι ισοδύναμο με την ύπαρξη

ολοκληρωτικών καμπυλών του διανυσματικού πεδίου

G(x, v) = vk
∂

∂xk
− vivjΓki,j(x)

∂

∂vk

θεωρώντας συντεταγμένες στο π−1(U) ⊆ TM , που προκύπτουν από την χάρτη
(U,φ). Πράγματι, αν γ γεωδαισιακή της M που ικανοποιεί τις ζητούμενες αρχικές
συνθήκες, τότε γ̃ = (γ, γ̇) είναι μια ολοκληρωτική καμπύλη του G με γ̃(0) =
(p, V ). Αντίστροφα, αν (x(t), v(t)) ολοκληρωτική καμπύλη του G, τότε η γ =
π (x(t), v(t)) = x(t) είναι μια γεωδαισιακή της M που ικανοποιεί τις ζητούμενες

αρχικές συνθήκες.

• Για να δείξουμε ότι E είναι ανοικτό θα αναχθούμε στην ροή του G. ΄Ομως, το
πρόβλημα είναι ότι το G έχει ορισθεί τοπικά. Μπορούμε να ορίσουμε το G στο
ολικό χώρο TM ; Ναι ! Θα το ορίζουμε το G με ένα διαφορικό τρόπο, ολικά,
καταλήγοντας ότι τοπικά ικανοποιεί την παραπάνω σχέση. Το G αυτό θα καλείται
γεωδαισιακό διανυσματικό πεδίο.

• Ορίζουμε

G : C∞(TM) → C∞(TM), G(f)(p, V ) =
d

dt

∣∣∣∣
0

f (γV (t), γ̇V ) .

Με χρήση συντεταγμένων δείξτε ότι ικανοποιείται η ζητούμενη εξίσωση.

• Από το θεμελιώδες θεώρημα των ροών, υπάρχει ανοικτή γειτονιά D ⊆ R × TM
του {0}× TM και ομαλή απεικόνιση ϑ : D → TM ώστε κάθε καμπύλη ϑ(p,v)(t) =
ϑ(t, (p, v)) να είμαι μεγιστική ολοκληρωτική καμπύλη του G που ορίζεται σε ένα
ανοικτό δίαστημα D (p,v)

που περιέχει το 0.

• ΄Εστω (p, V ) ∈ E . Τότε, η γV ορίζεται σε διάστημα που περιέχει το [0, 1]. Αφού
γ̃ = (γV , γ̇V ) είναι ολοκληρωτική καμπύλη του G, όπου η γV ορίζεται, τότε ϑ

(p,V ) =
γ̃ στο κοινό πεδίο ορισμού τους. ΄Αρα, έχουμε ότι (p, V ) ∈ D1, με

D1 = {(q, w) ∈ TM | (1, (p, w)) ∈ D} ⊆ TM

το οποίο είναι ανοικτό από το θεμελιώδες θεώρημα των ροών.

• Συνεπώς, υπάρχει ανοικτή γειτονία του (p, V ), ώστε ϑ(q,W )
να ορίζεται στο 1,

επομένως και η αντίστοιχη γW ορίζεται στο 1. ΄Αρα, E είναι ανοικτό.

(β) ΄Εστω V ∈ TpM . Από το Λήμμα 8, προκύπτει ότι

γV (t) = γtV (1) = exp(tV )

Αφού [0, 1] περιέχεται στο πεδίο ορισμού της γV , η δεύτερη ισότητα διασφαλίζει
ότι το 1 ανήκει στο πεδίο ορισμού της γtV , για κάθε t ∈ [0, 1], συνεπώς έχουμε ότι
tV ∈ Ep. Επομένως, το Ep είναι αστρόμορφο ως προς το 0.
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(γ) Από το θεμελιώδες θεώρημα των ροών, γνωρίζουμε ότι η απεικόνιση

φ1 : D1 → D−1, φ1(p, V ) = ϑ(1, (p, V ))

είναι διαφορίσιμη. Για (p, V ) ∈ E , παρατηρούμε ότι

exp(p, V ) = γV (1) = pr1 ◦ ϑ1(p, V ).

΄Αρα, είναι σαφές ότι η exp είναι διαφορίσιμη.

(δ) Θεωρούμε τον περιορισμό expp : Ep → M . Αφού Ep ⊆ TpM ανοικτό, τότε

T0 (Ep) = T0(TpM). ΄Εστω V ∈ T0(TpM) ≡ TpM . Θεωρούμε καμπύλη

τ : (−ε, ε) → TpM, τ(t) = tV.

΄Εχουμε ότι

d0
(
expp

)
(V ) = d0

(
expp

)
(τ̇(0)) =

(
expp ◦τ

)′
(0) = (γV )

′ (0) = V.

Πόρισμα 7. ΄Εστω (p, V ) ∈ E . Τότε, υπάρχει ανοικτή γειτονία V ⊆ TpM το 0 και ανοικτή
περιοχή U ⊆M του p, ώστε η απεικόνιση expp |V : V → U να είναι αμφιαφόριση.

Απόδειξη. Το ζητούμενο είναι άμεσο από το σκέλος (δ) της Πρότασης 24 και το Θεώρημα

Αντίστροφης Απεικόνισης.

Πρόταση 25. ΄Εστω (M, g) και
(
M̃, g̃

)
δύο πολλαπλότητες Riemann και F : M → M̃ μια

τοπική ισομετρία. Για κάθε p ∈M , το ακόλουθο διάγραμμα είναι μεταθετικό

Ep Ẽφ(p)

M M̃

dpF

expp expφ(p)

F

Απόδειξη. Αρχικά θα δείξουμε ότι η dpF : Ep → Ẽφ(p) είναι καλά ορισμένη, δηλαδή ότι για

κάθε V ∈ Ep, τότε dpF (V ) ∈ Ẽφ(p). Αφού V ∈ Ep, τότε γV ορίζεται σε διάστημα που περιέχει
το [0, 1]. Από το Πόρισμα 6, έχουμε ότι γdpF (V ) = F∗(γV ), συνεπώς έχουμε το ζητούμενο.
Για κάθε V ∈ Ep θέλουμε να δείξουμε ότι

expF (p) ◦dpF (V ) = F ◦ expp(V ) ⇔ γdp(V )(1) = F∗(γV )(1)

και οποία ισχύει από την παραπάνω ισότητα.
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Πρόταση 26. ΄Εστω (M, g) και
(
M̃, g̃

)
δύο πολλαπλότητες Riemann, όπου M συνεκτική.

Αν F,G : M → M̃ τοπικές ισομετρίες, για τις οποίες υπάρχει p ∈M τέτοιο ώστε

F (p) = G(p) και dpF = dpG

τότε F ≡ G.

Απόδειξη. Θεωρούμε το σύνολο

A = {q ∈M | F (q) = G(q) και dqF = dqG} ≠ ∅

Για να δείξουμε το ζητούμενο αποτέλεσμα, αρκεί να δείξουμε ότι A είναι clopen.

(α) ΄Εστω q ∈ A . Από την Πρόταση 25 ισχύει ότι

F ◦ expq = expF (q) ◦dqF = expG(q) ◦dqG = G ◦ expq

Από το Πόρισμα 7, υπάρχει U ανοικτή περιοχή του q και V ανοικτή περιοχή του V ώστε
expp |V να είναι αμφιδιαφόριση. Συνεπώς F = G στο U και προφανώς dF = dG στο
TU .

(β) Αφού M είναι συνεκτική και F τοπική ισομετρία, έχουμε ότι και F (M) ανοικτό και
συνεκτικό. Συνεπώς, το F (M) με την επαγόμενη μετρική είναι μια συνεκτική πολλα-
πλότητα Riemann. ΄Εχουμε δείξει ότι οι μετρικές τοπολογίες που επάγονται από τις
μετρικές Riemann ταυτίζονται με τις αρχικές τοπολογίες. Με ακολουθιακό επιχείρημα
είναι άμεσο ότι A είναι κλειστό.

15 Διάλεξη 15

15.1 Κανονικές Περιοχές και Κανονικές Συντεταγμένες

Ορισμός 32. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και p ∈ M . Μια περιοχή U του p
λέγεται κανονική αν είναι αμφιδιαφορική εικόνα μέσω της expp ενός αστρόμορφου ανοικτού
υποσυνόλου του Ep που περιέχει το 0.

Παρατήρηση 29. Το Λήμμα 8 μας εξασφαλίζει την ύπαρξη κανονική περιοχής του p, για
κάθε p ∈M .
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Παρατήρηση 30. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και p ∈M . Θεωρούμε ορθοκανο-
νική βάση {b1, . . . , bn} του TpM ως προς το g. Τότε, υπάρχει αμφιδιαφόριση

L : Rn → TpM, L
(
v1, . . . , vn

)
= vibi

Από το Λήμμα 8, μπορούμε να βρούμε V ⊆ TpM ανοικτή περιοχή του 0 και U ⊆ M ανοικτή

περιοχή του p ώστε expp : V → U να είναι αμφιδιαφόριση. Τότε, επάγεται ομαλός χάρτης

φ : U → Rn, φ = L−1 ◦
(
expp |V

)−1
.

V L−1(V ) ⊆ Rn

U

L−1

(expp |V )
−1

φ

Προφανώς, η παραπάνω διαδικασία μπορεί να πραγματοποιηθεί για οποιαδήποτε κανονική πε-

ριοχή γύρω από το p. Οι συντεταγμένες αυτές θα λέγονται κανονικές γύρω από το p.

Παρατήρηση 31. ΄Εστω
(
U,
(
xi
))
οι κανονικές συντεταγμένες που κατασκεύαστηκαν μέσω

της ορθοκανονική βάσης {b1, . . . , bn} του TpM . Τότε, ισχύει ότι ∂i|p = bi, για κάθε i =
1, . . . , n.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι

∂i|p = d0
(
φ−1

)
(∂i|0) = d0

(
expp

)
◦ (d0L) (∂i|0)

Μέσω του παρακάτω μεταθετικού διαγράμματος

Rn T0Rn

TpM T0 (TpM)

∼=

L d0L

∼=

και από το γεγονός ότι d0
(
expp

)
= idTpM , τότε το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Πρόταση 27 (Ιδιότητες των Κανονικών Συντεταγμένων). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Rie-
mann, (U,φ) κανονικές συνταγμένες γύρω από το p ∈M . Ισχύουν τα ακόλουθα.

(α) φ(p) = 0

(β) Αν A = (gij) ο πίνακας της μετρικής g στο U (ως προς το πλαίσιο {∂i}), τότε gij(p) =
dij .
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(γ) ΄Εστω v = vi∂i|p ∈ TpM και γv μεγιστική γεωδεσιακή με γv(0) = p και γ̇v(0) = v.
Τότε, η γv αναπαρίσταται ως προς τις κανονικές συντεταγμένες

γv(t) =
(
tv1, . . . , tvn

)
για t ∈ I, όπου I είναι κάποιο ανοικτό διάστημα που περιέχει το 0 και γ(I) ⊆ U .

(δ) Γki,j(p) = 0, για κάθε i, j, k = 1, . . . , n

(ε) ∂k|p (gij), για κάθε i, j, k = 1, . . . , n.

Απόδειξη. (α) ΄Αμεσο από τον ορισμό της φ.

(β) ΄Αμεσο μέσω της παρατήρησης 31.

(γ) ΄Αμεσο από τον ορισμός της φ και το Λήμμα 8.

(δ) Για κάθε v = vi∂i|p ∈ TpM , μέσω του (γ), θεωρώντας την γεωδαισιακή εξίσωση για
την γv έχουμε ότι

vivjΓki,j(p) = 0

Θεωρώντας v = ∂ℓ, από την παραπάνω εξίσωση προκύπτει ότι Γ
k
ℓℓ(p) = 0, για κάθε k.

Τώρα, εφαρμόζοντας τα προηγούμενα για v = ∂a + ∂b και v = ∂a − ∂b, οποτεδήποτε
a ̸= b έχουμε ότι Γkab(p) = 0, για κάθε k.

(ε) Το ζητούμενο προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 5 (β).

Ορισμός 33. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann. Η (M, g) λέγεται γεωδαισιακά
πλήρης αν για κάθε p ∈ M η expp ορίζεται σε όλο το TpM . Ισοδύναμα, για κάθε v ∈ TM
η γV ορίζεται σε όλο το R.

Ορισμός 34. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] → M μια κατά τμήματα

C∞
, κανονική καμπύλη. Η γ θα λέγεται ελαχιστοποιούσα αν για κάθε γ̃ : [ã, b̃] →M κατά

τμήματα C∞
, κανονική καμπύλη ισχύει ότι Lg(γ) ≤ Lg (γ̃).
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γ̃

γ

a b

15.2 Μονοπαραμετρικές Οικογένειες Καμπυλών

Ορισμός 35. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και I, J ⊆ R διαστήματα. Κάθε (συ-
νεχής) Γ: J × I →M λέγεται μονοπαραμετρική οικογένεια καμπυλών.

• Για κάθε s ∈ J οι καμπύλες Γs : I →M με Γs(t) = Γ(s, t) λέγονται κύριες.

• Για κάθε t ∈ I οι καμπύλες Γt : J →M με Γt(s) = Γ(s, t) λέγονται εγκάρσιες.

Παρατήρηση 32. Αν μια μονοπαραμετρική οικογένεια καμπυλών Γ: J × I →M είναι C∞

συμβολίζουμε με

∂tΓ(s, t) = (Γs)
′ (t) ∈ TΓ(s,t)M και ∂sΓ(s, t) =

(
Γt
)′
(s) ∈ TΓ(s,t)M

J × I
R2 M

Γ

Γs

Γt
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Ορισμός 36. ΄Εστω Γ: J × I → M μια μονοπαραμετρική οικογένεια καμπυλών. Μια (συ-

νεχής) απεικόνιση V : J → I × TM λέγεται διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της Γ αν
V (s, t) ∈ TΓ(s,t).

Παράδειγμα 11. Τα ∂sΓ και ∂tΓ που ορίσθηκαν παραπάνω είναι διανυσματικά πεδία κατά
μήκος της Γ.

Ορισμός 37. ΄Εστω Γ: J × I → M μια μονοπαραμετρική οικογένεια καμπυλών. Η Γ θα
λέγεται κατά τμήματα C∞

• Αν I = [a, b] και επιδέχεται διαμέριση a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b.

• Ισχύει ότι Γ|J×[ai−1,ai] είναι C
∞
, για κάθε i = 1, . . . , n.

• Για κάθε s ∈ J η καμπύλη Γs είναι κ.τ. κανονική C∞
- καμπύλη.

Παρατήρηση 33. Αν Γ είναι κ.τ. C∞
, τότε οι εγκάρσιες καμπύλες είναι C∞

, ενώ οι κύριες

καμπύλες είναι κ.τ. C∞
καμπύλες. Συνεπώς, τα δ.π. ∂sΓ, ∂tΓ είναι C∞

σε κάθε J× [ai−1, ai],
αλλά ενδεχομένως ασυνεχή στα (s, ai).

Ορισμός 38. • ΄Εστω γ : [a, b] → M μια κ.τ. κανονική C∞
καμπύλη. Μια κ.τ. C∞

- π.ο.κ. Γ: (−ε, ε) × [a, b] λέγεται μεταβολή (variation) της γ αν Γ0(t) = γ(t), για
κάθε t ∈ [a, b].

• Επιπλεόν, η Γ θα λέγεται proper αν σταθεροποιεί τα άκρα, δηλαδή Γ(s, a) = γ(a) και
Γ(s, b) = γ(b), για κάθε s ∈ (−ε, ε).

Ορισμός 39. ΄Εστω γ : [a, b] → M μια κ.τ. κανονική C∞
καμπύλη και Γ: (−ε, ε) × [a, b]

μεταβολή της γ. Το (κ.τ. C∞
) διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της Γ :

V (t) = ∂sΓ(0, t) =
(
Γt
)′
(0)

λέγεται πεδίο μεταβολής της Γ.

Παρατήρηση 34. Αν Γ είναι proper variation της γ, τότε V (a) = 0 και V (b) = 0.

Λήμμα 9. ΄Εστω γ : [a, b] →M μια κ.τ. κανονική C∞
καμπύλη και V : [a, b] →M ένα (κ.τ.)

δ.π. κατά μήκος της γ. Τότε, υπάρχει Γ: (−ε, ε) × [a, b] μεταβολή της γ τ.ω. το V να είναι
πεδίο μεταβολής της Γ.
Επιπλέον, αν V (a) = 0 και V (b) μπορούμε να επιλέξουμε το Γ να είναι proper.
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Απόδειξη. Ορίζουμε

Γ(s, t) = γV (t)(s) = expγ(t) (s · V (t))

Λόγω της συμπάγειας του [a, b], υπάρχει διάστημα (−ε, ε) τ.ω. η παραπάνω έκφραση να έχει
νόημα για κάθε s ∈ (−ε, ε). Τότε, για κάθε t ∈ [a, b] έχουμε ότι

∂sΓ(0, t) =
(
γV (t)

)′
(0) = V (t).

Από την τελευταία σχέση και αφού V (t) είναι (κ.τ.) δ.π. της γ έχουμε το ζητούμενο.

Παρατήρηση 35. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann.

• ΄Εστω Γ: J × [a, b] →M μια κ.τ. C∞
- π.ο.κ. και a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b

μια παραμέτρηση του [a, b] για την οποία ισχύουν οι ιδιότητες του Ορισμού 37.

• Τότε, Γs είναι C∞
στα διαστήματα [ai−1, ai], για κάθε s ∈ J και Γt είναι C

∞
στο J ,

για κάθε t ∈ [a, b]. Συνεπώς, στα προηγούμενα διαστήματα μπορούν να ορισθούν οι
αντίστοιχες συναλλοίωτες παράγωγοι Dt, Ds των Γs και Γt αντίστοιχα.

• Στο J× [ai−1, ai], όπου Γ είναι C∞
, με Dt (∂sΓ) (s0, t0) συμβολίζουμε την συναλλοίωτη

παράγωγο του ∂sΓ(s0, t) =
(
Γ(t)
)′
(s0) κατά μήκος της καμπύλης Γs0 στο t0. Ομοίως,

για το Ds∂tΓ.

Λήμμα 10. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και Γ: J × [a, b] → M μια κ.τ. C∞
-

π.ο.κ. Σε κάθε J × [ai−1, ai], όπου Γ είναι C∞
ισχύει ότι

Dt (∂sΓ) (s, t) = Ds (∂tΓ) (s, t).

Απόδειξη. ΄Εστω (s0, t0) ∈ J×[ai−1, ai] και
(
x1, . . . , xn

)
συντεταγμένες γύρω από το Γ(s0, t0).

Τότε, η Γ σε συνεταγμένες γράφεται

Γ =
(
Γ1, . . . ,Γn

)
• Θεωρούμε V ⊆ J × [ai, ai+1] με (s0, t0) ∈ V τ.ω. Γ(V ) ⊆ U . Τότε, έχουμε ότι

∂sΓ =
∂Γi

∂s

∂

∂xi
και ∂sΓ =

∂Γj

∂s

∂

∂xj

Συνεπώς, έχουμε ότι

Dt∂sΓ =

(
∂2Γk

∂t∂s
+
∂Γi

∂t

∂Γi

∂s
Γki,j

)
∂k και Ds∂tΓ =

(
∂2Γk

∂s∂t
+
∂Γi

∂s

∂Γi

∂t
Γki,j

)
Από το θεώρημα μεικτών παραγώγων και χρησιμοποιώντας ότι η συνοχή Levi - Civita
είναι συμμετρική (δηλαδή Γki,j = Γkj,i) προκύπτει η ζητούμενη ισότητα.
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16 Διάλεξη 16

16.1 Πρώτος Τύπος Μεταβολής Μήκους

Λήμμα 11. ΄Εστω f : (−ε, ε)× [a, b] → R μια C∞
απεικόνιση. Τότε, ισχύει ότι

d

ds

(∫ b

a
f(s, t)dt

) ∣∣∣∣
s=0

=

∫ b

a
∂f(0, t)dt.

Απόδειξη. ΄Εστω F : (−ε, ε) → R με F (s) =
∫ b
a f(s, t)dt. Υποθέτουμε ότι s ∈ (0, ε/2). Τότε,

έχουμε ότι∣∣∣∣F (s)− F (0)

s
−
∫ b

a
∂∂sf(0, t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(
f(s, t)− f(0, t)

s
− ∂sf(0, t)

)
dt

∣∣∣∣
Για κάθε (s, t) ∈ (0, ε/2)× [a, b], από το θεώρημα μέσης τιμής, υπάρχει 0 ≤ st ≤ s ώστε∣∣∣∣F (s)− F (0)

s
−
∫ b

a
∂sf(0, t)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(
f(s, t)− f(0, t)

s
− ∂sf(0, t)

)
dt

∣∣∣∣
=

∫ b

a
(∂f(st, t)− ∂f(0, t)) dt =

∫ b

a

∫ st

0
∂2f(u, t)dudt ≤ (b− a) · st · max

[−ε/2,ε/2]×[a,b]
∂2f(u, t)

≤ ≤ C · s

Θέωρημα 6 (Πρώτος Τύπος Μεταβολής Μήκους). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann
και γ : [a, b] →M μια κ.τ. C∞

καμπύλη μοναδιαίας ταχύτητας.

• ΄Εστω Γ: (−ε, ε)× [a, b] →M μια μεταβολή της Γ και V το αντίστοιχο πεδίο μεταβολής
της.

• Αν a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b μια διαμέριση του [a, b] τ.ω. γ|[ai,ai+1] να είναι

C∞
, τότε συμβολίζουμε ∆γ̇i = γ̇

(
a+i
)
− γ̇

(
a−i
)
.

Τότε, ισχύει ότι

d

ds
(Lg (Γs))

∣∣∣∣
s=0

= −
∫ b

a
⟨V (t), Dtγ̇⟩ dt−

n−1∑
i=1

⟨V (ai),∆γ̇i⟩+ ⟨V (b), γ̇(b)⟩ − ⟨V (a), γ̇(a)⟩
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Απόδειξη. Συμβολίζουμε με T (s, t) = ∂tΓ(s, t) και S(s, t) = ∂sΓ(s, t). Τότε, έχουμε ότι

Lg (Γs) =

n−1∑
i=0

Lg

(
Γs

∣∣∣∣
[ai,ai+1

]

)
=

n−1∑
i=0

∫ ai+1

ai

⟨T (s, t), T (s, t)⟩1/2 dt

Από το παραπάνω λήμμα προκύπτει ότι

d

ds
Lg

(
Γs

∣∣∣∣
[ai,ai+1

]

)
=

∫ ai+1

ai

∂

∂s

(
⟨T (s, t), T (s, t)⟩1/2

) ∣∣∣∣
s=0

dt

=

∫ ai+1

ai

1

|T (0, t)|
⟨DsT (0, t), T (0, t)) dt

Από το Λήμμα 10 και από το γεγονός ότι η γ είναι μοναδιαίας ταχύτητας έχουμε ότι∫ ai+1

ai

1

|T (0, t)|
⟨DsT (0, t), T (0, t)) dt =

∫ ai+1

ai

1

|T (0, t)|
⟨DtS(0, t), γ(t)) dt

=

∫ ai+1

ai

(
d

dt
[⟨V (t), γ̇(t)⟩]− ⟨V (t), Dtγ̇(t)⟩

)
dt

=
〈
V (ai+1), γ̇(a

−
i+1)

〉
−
〈
V (ai+1), γ̇(a

+
i+1)

〉
−
∫ ai+1

ai

⟨V (t), Dtγ̇(t)⟩ dt

Θέωρημα 7. Σε μια πολλαπλότητα Riemann κάθε ελαχιστοποιούσα καμπύλη μοναδιαίας
ταχύτητας είναι γεωδαισιακή.

Απόδειξη. • ΄Εστω γ : [a, b] → M κ.τ. C∞
και ελαχιστοποιούσα. Θεωρούμε διαμέριση

a0 = a < a1 < · · · < an−1 < an = b ώστε γ|[ai,ai+1] να είναι C∞
, για κάθε i =

0, . . . , n− 1.

• Για κάθε Γ: (−ε, ε)× [a, b] →M κ.τ. C∞ proper μεταβολή της γ, από κριτήριο πρώτης
παραγώγου, ισχύει ότι

d

ds
(Lg(Γs)) |s=0 = 0.

• Θα δείξουμε ότι Dtγ̇ = 0 στο [ai, ai+1], για κάθε i = 0, . . . , n − 1, δηλαδή ότι γ είναι
μια ΄΄ σπασμένη ΄΄ γεωδαιασική. ΄Εστω i ∈ {0, . . . , n − 1}. ΄Εστω φ ∈ C∞

μια bump
function για την οποία ισχύει

φ(t) > 0, t ∈ (ai, ai+1) και φ(t) = 0 αλλιώς.
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και θεωρούμε V = φ ·Dtγ̇ ∈ X (γ). Από το Λήμμα 9, έστω proper Γ: (−ε, ε)× [a, b] →
M μεταβολή της γ με αντίστοιχο πεδίο μεταβολής το V . Από το Θεώρημα 6 και την
παραπάνω παρατήρηση ισχύει ότι∫ ai+1

ai

⟨V (t), Dtγ̇(t)⟩ =
∫ ai+1

ai

φ(t) · |Dtγ̇(t)|2 dt = 0

όπου λόγω συνέχειας προκύπτει ότι Dtγ̇ = 0 στο [ai, ai+1].

• Θα δείξουμε ότι ∆γ̇i = 0, για κάθε i = 1, . . . , n − 1, δηλαδή η γ δεν έχει ΄΄ γωνίες΄΄.
Υποθέτουμε ότι γ(ai) ̸= γ(aj), για κάθε i ̸= j (αλλιώς τροποποιούμε κατάλληλα την
αρχική διαμέριση). ΄Εστω i ∈ {0, . . . , n− 1}.

• Αφού M είναι Hausdorff, θεωρούμε χάρτη (U,φ) με γ(ai) ∈ U , αλλά γ(aj) ̸∈ U , για
κάθε j ̸= i. ΄Ετσι θεωρούμε Ṽ ∈ X (M) με V (γ(ai)) = ∆γ̇i και suppṼ ⊆ U . Θεωρούμε
το V = Ṽ ◦ γ.

• Από το Λήμμα 9, έστω proper Γ: (−ε, ε) × [a, b] → M μεταβολή της γ με αντίστοιχο
πεδίο μεταβολής το V . Από το Θεώρημα 6, όπως παραπάνω, προκύπτει ότι

−⟨V (ai),∆γ̇i⟩ = 0 ⇒ |∆γ̇i|2 = 0

συνεπώς ∆γ̇i = 0.

• Μέσω της παραπάνω παρατήρησης δείξαμε ότι γ είναι C 1
. Μέσω της γεωδαισιακής

εξίσωσης

γ̈k = −γ̇i · γ̇j · Γki,j
προκύπτει ότι γ είναι C 2

και συνεχίζοντας κατ΄ αυτό τον τρόπο προκύπτει ότι γ είναι
C∞
και έχουμε δείξει το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Ορισμός 40. ΄Εστω γ : [a, b] →M με p = γ(a) και q = γ(b). ΄Εστω

Lg :
{
γ̃ : [ã, b̃] →M | γ̃ κ.τ. C∞, κανονική, γ̃(ã) = p, γ̃(b̃) = q

}
→ R, γ̃ 7→ Lg (γ̃)

Η γ θα λέγεται κρίσιμο σημείο της Lg αν για κάθε proper μεταβολή Γ της γ ισχύει ότι

d

ds
(Lg(Γs)) |s=0 = 0

Πόρισμα 8. Μια κ.τ. C∞
καμπύλη γ είναι κρίσιμο σημείο της Lg αν και μόνο αν είναι

γεωδαισιακή.

Απόδειξη. Ο ευθύς ισχυρισμός προκύπτει μέσω της παραπάνω απόδειξης χωρίς καμία τροποίη-

ση. Για τον αντίστροφο ισχύει το ζητούμενο προκύπτει άμεσα, αφού Γ είναι proper, Dtγ̇ = 0
και ∆γ̇i = 0, για κάθε i, αφού γ είναι C∞

.
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16.2 Γεωδαισιακές Μπάλες

Ορισμός 41. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann.

(α) Αν για κάποιο ε > 0, ισχύει ότι B(0, ε) ⊆ TpM και η expp : B(0, ε) → expp (B(0, ε))
είναι αμφιδιαφόριση, τότε το expp (B(0, ε)) ⊆ M λέγεται γεωδαισιακή μπάλα του

M .

(β) Υποθέτουμε ότι για κάποιο ε > 0, υπάρχει ανοικτό V ⊆ TpM τ.ω. B(0, ε) ⊆ V

και expp : V → expp(V ) αμφιδιαφόριση. Το σύνολο expp

(
B(0, ε)

)
λέγεται κλειστή

γεωδαισιακή μπάλα και το expp (∂B(0, ε)) λέγεται γεωδαισιακή σφαίρα.

(γ) ΄Εστω U = expp(V ) κανονική περιοχή του p. Ορίζουμε

r : U → R, r(q) =
∣∣exp−1

p (q)
∣∣
gp

Παρατήρηση 36. (α) Η απεικόνιση r : U → R είναι C∞
στο U \ {p}, αφού expp(0) = p.

(β) Αν x1, . . . , xn οι κανονικές συντεταγμένες του U και q ∈ U παρατηρήστε ότι

exp−1
p (q) = xi(q)∂i|p

Τότε, έχουμε ότι

r(q) =

(
n∑
i=1

(
xi(q)

)2)1/2

.

17 Διάλεξη 17

17.1 Ακτινικό Διανυσματικό Πεδίο

Παρατήρηση 37. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M και U = expp(V ) μια
κανονική περιοχή του p. Ορίζουμε στο V \{0} διανυσματικό πεδίο ∂r, όπου για κάθε v ∈ V \{0}
και f ∈ C∞ (V \ {0})

∂r|v(f) =
d

dt
f

(
t · v

∥v∥

) ∣∣∣∣
t=∥v∥

Αν θεωρήσουμε
{
u1, . . . , un

}
συντεταγμένες στο TpM , τότε το ∂r εκφράζεται σε συντεταγ-

μένες ως εξής

∂r =
ui√

(u1)2 + · · ·+ (un)2

∂

∂ui
.

64



Ορισμός 42. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈M και U = expp(V ) μια κανονική
περιοχή του p. Στο U \ {p} ορίζουμε το ακτινικό διανυσματικό πεδίο

∂r = exp∗ (∂r)

όπου ∂r ∈ X (V \ {0}) (στο δεξί μέλος) είναι το αντίστοιχο διανυσματικό πεδίο που ορίσθηκε
στην παραπάνω παρατήρηση.

Παρατήρηση 38. Στις αντίστοιχες κανονικές συντεταγμένες
{
x1, . . . , xn

}
το ακτινικό δια-

νυσματικό πεδίο γράφεται ως εξής :

∂r|q =
xi(q)

r(q)
· ∂

∂xi

17.2 Λήμμα του Gauss

Παρατήρηση 39. • ΄Εστω ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M και U =
expp(V ) κανονική περιοχή. ΄Εστω ∂δ(0) ⊆ V σφαίρα καιW = expp (∂δ(0)) η αντίστοιχη
γεωδαισιακή σφαίρα.

• Αφού ∂δ(0) ⊆ V είναι μια εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα και expp είναι αμφιδιαφόριση,
τότε W είναι επίσης εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα του U (άρα και της M). Συνεπώς,
μπορούμε θα θεωρήσουμε τον TqW ≤ TqM , για κάθε q ∈W .

• Σε κανονικές συντεταγμένες
{
x1, . . . , xn

}
έχουμε ότι

W =
{
q ∈ U |

(
x1(q)

)2
+ · · ·+ (xn(q))2 = δ2

}
= {q ∈ U | r(q) = δ}

Παρατήρηση 40. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈M και U = expp(V ) κανονική
περιοχή. Για κάθε q ∈ U{p}, σε κανονικές συντεταγμένες, αν συμβολίσουμε b = r(q), ισχύει
ότι

∂r|q =
qi

b
· ∂

∂xi

∣∣∣∣
q

΄Εστω v =
(
qi/b

)
· ∂
∂xi

∣∣∣∣
p

∈ TpM και γv η αντίστοιχη μεγιστική γεωδαισιακή, η οποία σε

συντεταγμένες γράφεται

γV (t) =

(
q1t

b
, . . . ,

qnt

b

)
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Παρατηρούμε ότι γV (b) = q και ˙γV (b) = ∂r|q. Η γV έχει σταθερή ταχύτητα, ως γεωδαισιακή,
και μάλιστα

|γ̇V (0)|g = |v|g =
1

b

√
(q1)2 + · · ·+ (qn)2 = 1.

Συνεπώς, έχουμε ότι ∂r|q είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα.

Παρατήρηση 41. Σκοπός μας είναι να αποδείξουμε το Λήμμα τουGauss, δηλαδή να δείξουμε
ότι το ακτινικό διανυσματικό πεδίο ∂r ∈ X (U \ {p}) είναι κάθετο σε οποιαδήποτε γεωδαισιακή
σφαίρα.

• Πιο αυστηρά, έστω W = expp (∂δ) και q ∈W . Θέλουμε να δείξουμε ότι

⟨w, ∂r|q⟩ = 0, για κάθε w ∈ TqW

Από την Παρατήρηση 39, αφού b = r(q) = δ, έχουμε ότι W = expp (∂b). Συνεπώς, για
να δείξουμε τον παραπάνω ισχυρισμό, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε q ∈ U \ {0} ισχύει
ότι

⟨w, ∂r|q⟩ = 0, για κάθε w ∈ Tb
(
expp (∂b(0))

)
Θέωρημα 8 (Λήμμα του Gauss). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M και U μια
γεωδαισιακή μπάλα γύρω από το p. Τότε, το ∂r είναι ένα μοναδιαίο διανυσματικό πεδίο, κάθετο
σε κάθε γεωδαιασιακή σφαίρα.

Απόδειξη. ΄Εστω q ∈ U \ {p}, b, v όπως στην Παρατήρηση 39 και W = expp (∂b(0)).

• ΄Εστω w ∈ TqW . Θα δείξουμε ότι ⟨w, ∂r|q⟩ = 0. ΄Εστω σ : (−ε, ε) → W C∞
τ.ω.

σ(0) = q και σ̇(0) = w, η οποία σε κανονικές συντεταγμένες έχει την μορφή

σ(s) =
(
σ1(s), . . . , σn(s)

)
Αφού σ(−ε, ε) ⊆W έχουμε ότι(

σ1(s)
)2

+ · · ·+ (σn(s))2 = b2.

• Ορίζουμε μεταβολή της γ (σε κανονικές συντεταγμένες) ως εξής :

Γ: (−ε, ε)× [0, b] → U, Γ(s, t) =

(
t

b
· σ1(s), . . . , t

b
· σn(s)

)
Η Γ περιγράφεται μέσω του παρακάτω σχήματος
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t

s

b

0−ε ε

qp

W

w

Γ

Γt

Γs

• Για κάθε s ∈ (−ε, ε), η Γs είναι γεωδαισιακή με (Γs)
′ (0) =

(
σi(s)/b

)
∂i|p και μέσω

των κανονικών συντεγμένων και από το γεγονός ότι η σ βρίσκεται στην W , έχουμε ότι
(Γs)

′ (0) είναι μοναδιαίο. Αφού Γs είναι σταθερού μέτρο, τότε συμπεραίνουμε ότι Γs είναι
μοναδιαίας ταχύτητας.

• ΄Εστω T = ∂tΓ και S = ∂sΓ. Τότε, παρατηρούμε ότι

S(0, 0) =
d

ds
(Γs(0))

∣∣∣∣
s=0

= 0

S(0, b) =
d

ds
(Γs(b))

∣∣∣∣
t=0

=
d

ds
σ(s)

∣∣∣∣
s=0

= w

T (0, 0) =
d

dt

(
Γt(0)

) ∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(γv(t))

∣∣∣∣
t=0

= v

T (0, b) =
d

dt

(
Γt(0)

) ∣∣∣∣
t=b

=
d

dt
(γv(t))

∣∣∣∣
t=b

= ∂r|q

Συνεπώς, ⟨w, ∂r|q⟩ = 0 αν και μόνο αν ⟨T (0, b), S(0, b)⟩ = 0.

• Αν δείξουμε ότι η απεικόνιση h(t) = ⟨T (0, t), S(0, t)⟩ είναι σταθερή, αφού h(0) = 0 από
τις παραπάνω παρατηρήσεις, τότε h(b) = 0 δηλαδή το ζητούμενο.

• Παρατηρήστε ότι

ḣ(t) =
d

dt
⟨T (0, t), S(0, t)⟩ = ⟨DtT (0, t), S(0, t)⟩+ ⟨T (0, t), DtS(0, t)⟩

= ⟨Dtγ̇v(t), S(0, b)⟩︸ ︷︷ ︸
0

+ ⟨γv(t), DsT (0, t)⟩ = ⟨γv(t), Dsγ̇v(t)⟩

=
1

2

∂

∂s
⟨T (s, t), T (s, t)⟩ = 1

2
· ∂
∂s

(1) = 0

67



Ορισμός 43. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και f ∈ C∞(M). Μέσω των μουσικών
ισομορφισμών ορίζουμε ως gradient του f το διανυσματικό πεδίο grad(f) := (df)♯. Το grad(f)
χαρακτηρίζεται από την σχέση

df |p(w) = ⟨grad(f)|p, w⟩ , για κάθε p ∈M w ∈ TpM

Ορισμός 44. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και f ∈ C∞(M). Το p ∈M θα λέγεται
κανονικό σημείο της f αν df |p ̸= 0, ενώ σε διαφορετική περίπτωση λέγεται κρίσιμο
σημείο. ΄Ενα f−1(c) θα λέγεται κανονικό σύνολο στάθμης αν κάθε σημείο του f−1(c)
είναι κανονικό.

Παρατήρηση 42. Αποδεικνύεται ότι κάθε κανονικό σύνολο στάθμης f−1(c) ⊆M είναι μια
ομαλή εμφυτευμένη υπερεπιφάνεια ( εμφυτευμένη υποπολλαπλότητα συνδιάστασης 1).

Λήμμα 12. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και f ∈ C∞(M). Αν R το σύνολο των
κανονικών σημείων της f καιMc = f−1(c)∩R, τότεMc Mc ⊆M είναι μια ομαλή εμφυτευμένη
υπερεπιφάνεια και grad(f) κάθετο στην Mc.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Λήμμα 13. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και f ∈ C∞(M). ΄Εστω X ∈ X (M) ένα
πουθενά μηδενικό διανυσματικό πεδίο. Τότε, X = grad(f) αν και μόνο αν Xf = |X|2g και X
είναι κάθετο στα σύνολα Mc.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Πόρισμα 9. ΄Εστω U γεωδαισιακή μπάλα με κέντρο το p ∈M και r, ∂r η ακτινική συνάρτηση
απόστασης και το ακτινικό διανυσματικό πεδίο αντίστοιχα. Τότε, grad(r) = ∂r στο U \ {p}.

Απόδειξη. Από τα παραπάνω Λήμματα, αρκεί να δείξουμε ότι ∂r είναι κάθετο στα σύνολα
στάθμης του r και ∂r(r) = |∂r|2g. Το πρώτο προκύπτει άμεσα, αφού οι γεωδαισιακές σφαίρες
είναι τα σύνολα στάθμης του r, άρα από το Λήμμα του Gauss έχουμε το ζητούμενο. Για το
δεύτερο σκέλος, υπολογίζοντας σε κανονικές συνταγμένες προκύπτει ότι ∂r(r) = 1 = |∂r|2g,
όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει μέσω της παρατήρησης 40.
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18 Διάλεξη 18

18.1 Οι Γεωδαισιακές Ελαχιστοποιούν Τοπικά το Μήκος

Πρόταση 28. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M , U = expp (Bε(0)) κανονική
περιοχή του p και q ∈ U . Η γεωδαισιακή

γ(t) = expp

(
t ·

exp−1
p (q)

r(q)

)
, t ∈ [0, r(q)]

είναι η μοναδική ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή από το p στο q.

Απόδειξη. ΄Εστω γ(t) = expp(tv) με v = exp−1
p (q)/r(q) και |v| = 1. Θεωρούμε σ : [0, b] →M

με σ(0) = p και σ(b) = q μια κ.τ. C∞
καμπύλη μοναδιαίας ταχύτητας. Θα δείξουμε ότι

L(g) ≤ L(σ).

• Θέτουμε

a0 = max{t ∈ [0, b] | σ(t) = p} και b0 = min{t ∈ [0, b] | r(σ(t)) = r(q)}.

Αν δείξουμε ότι L(γ) ≤ L(σ|[a0,b0]) θα έχουμε το ζητούμενο.

• Παρατηρούμε ότι r ◦ σ είναι συνεχής στο [a0, b0] και κ.τ. C∞
στο (a0, b0). Συνεπώς,

έχουμε ότι

L(γ) = r(q) = r ◦ σ(b0)− r ◦ σ(a0) =
∫ b0

a0

d

dt
(r ◦ σ) dt =

∫ b0

a0

dr(σ̇(t))dt

=

∫ b0

a0

⟨grad(r), σ̇⟩ dt ≤
∫ b0

a0

|grad(r)|︸ ︷︷ ︸
1

· |σ̇| dt = L
(
σ|[a0,b0]

)
όπου η παραπάνω ανισότητα προκύπτει από την ανισότητα Cauchy - Schwartz.

γ

σ

U

r(q)
p

q
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Η καμπύλη σ|[a0,b0] είναι η αντίστοιχη κόκκινη καμπύλη στο παραπάνω σχήμα.

Πόρισμα 10. ΄Εστω (M, g) συνεκτική πολλαπλότητα Riemann, p ∈ M , U = expp (Bε(0))
γεωδαισιακή μπάλα και q ∈ U . Τότε

dg(p, q) = r(q).

Πόρισμα 11. ΄Εστω (M, g) συνεκτική πολλαπλότηταRiemann, p ∈M και V = expp

(
Bε(0)

)
κανονική περιοχή του p. Τότε V = Bε(p) (κλειστή μετρική μπάλα ως προς την dg). Αντίστοιχο
αποτέλεσμα ισχύει για γεωδαισιακές ανοικτές μπάλες και γεωδαισιακές σφαίρες.

Απόδειξη. • ΄Εστω q1 ∈ V . Τότε,

dg(p, q1) = r(q1) ≤ ε

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από το προηγούμενο πόρισμα.

• ΄Εστω q2 ̸∈ V . Θα δείξουμε ότι dg(p, q2) > ε. ΄Εστω σ : [0, b] → M κ.τ. C∞
κανονική

τ.ω. σ(0) = p και σ(b) = q2.

• Τότε, έστω t0 = min{[0, b] | σ(t0) ∈ expp (∂ε(0)). Τότε, έχουμε ότι

L
(
σ|[0,t0]

)
≥ dg(p, σ(t0)) = r (σ(t0)) = ε

Αφού q2 ̸∈ V , τότε L
(
σ|[t0,b]

)
> 0, συνεπώς ισχύει ότι L(σ) > ε.

• Περνόντας σε inf, έχουμε ότι dg(p, q2) ≥ ε. Θα δείξουμε ότι η ανισότητα είναι γνήσια.
΄Εχουμε ότι

L
(
σ|[t0,b]

)
≥ dg(σ(t0, q2) ≥ min

q∈expp(∂ε(0))
dg(q, q2) > 0

όπου dg(q, q2) > 0, αφού q2 ̸∈ V . Μάλιστα αφού το παραπάνω min είναι ομοιόμορφο ως
προς σ έχουμε το ζητούμενο.
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p

q1

q2

σ(t0)

σ

V

Ορισμός 45. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann. ΄ΕναW ⊆M θα λέγεται ομοιόμορ-
φα κανονικό αν υπάρχει δ > 0 ώστε το W να περιέχεται σε μια γεωδαισιακή μπάλα ακτίνας
δ γύρω από κάθε σημείο του.

Λήμμα 14. Για κάθε p ∈M και για κάθε U περιοχή του p υπάρχει μια ομοιομορφα κανονική
περιοχή του p που περιέχεται στο U .

Θέωρημα 9. Κάθε γεωδαισιακή είναι τοπικά ελαχιστοποιούσα.

18.2 Τανυστής Καμπυλότητας

Για κάθε (M, g) πολλαπλότητα Riemann ορίζουμε R : X (M)× X (M)× X (M) → X (M)
ως εξής

R(X,Y )Z = ∇X∇ZZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (27)

Πρόταση 29. Η R που ορίσθηκε παραπάνω είναι ένας (1, 3) τανυστής.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.
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Παρατήρηση 43. ΄Εστω {Ei}ni=1 τοπικό πλαίσιο της TM . Εχόυμε ότι R ∈ T (1, 3)(M) με

R(Ei, Ej)Ek = Rℓi,j,kEℓ

συνεπώς έχουμε ότι

R = Rℓi,j,kε
ℓ ⊗ Ei ⊗ Ej ⊗ Ek (28)

όπου
{
εi
}n
i=1
είναι το δυϊκό πλαίσιο του {Ei}ni=1.

Ορισμός 46. Ο τανυστής καμπυλότητας Riemann είναι ο (0, 4) τανυστής που ο-
ρίζεται ως εξής

Rm : X (M)×X (M)×X (M)×X (M) → C∞(M), Rm(X,Y, Z,W ) = ⟨R(X,Y )Z,W ⟩

Πρόταση 30. ΄Εστω F : (M̃, g̃) → (M, g) τοπική ισομετρία. Τότε

F ∗R̃m = Rm

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈M και u, v, z, w ∈ TpM . Θεωρούμε U γειτονιά του p ώστε F |U να είναι
ισομετρία. Τότε, για τις συνοχές ∇, ∇̃ (για την αρκίβεια τους αντίστοιχους περιορισμούς τους
στο U) ισχύει ότι

F ∗
(
∇̃
)
= ∇

Από τον ορισμό του R έχουμε άμεσα ότι

R = F ∗R̃

Από την παραπάνω σχέση και από το γεγονός ότι F |U είναι ισομετρία έχουμε άμεσα ότι

F ∗R̃(u, v, z, w) = R(u, v, z, w)

18.3 Επίπεδες Πολλαπλότητες

Ορισμός 47. Μια (M, g) πολλαπλότητα Riemann θα καλείται επίπεδη αν είναι τοπικά
ισομετρική με (Rn, gRn). Ισοδύναμα, γύρω από κάθε σημείο της M υπάρχει χάρτης γύρω από
το p ώστε gij = δij .
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Λήμμα 15. ΄Εστω M διαφορική πολλαπλότητα και ∇ μια συνοχή στην TM . Υποθέτουμε
ότι για κάθε X,Y, Z ∈ X (M) ισχύει ότι

∇X∇ZZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Τότε, για κάθε p ∈ M και v ∈ TpM υπάρχει V ∈ X (M) παράλληλο (δηλαδή ∇V ≡ 0) σε
μια γειτονιά του p τ.ω. Vp = v

Θέωρημα 10. Μια (M, g) πολλαπλότητα Riemann είναι επίπεδη αν και μόνο αν R ≡ 0.

Απόδειξη. Η ευθεία κατεύθυνση είναι άμεση. Για την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουμε

ότι R ≡ 0. ΄Εστω p ∈ M και {b1, . . . , bn} ορθοκανονική βάση του TpM . Από το παραπάνω
Λήμμα, υπάρχει παράλληλο πλαίσιο {E1, . . . , En} σε μια γειτονιά του p τ.ω. Ei|p = bi. Α-
φού τα παράλληλα πλαίσια διατηρούν εσωτερικά γινόμενα (η συνοχή είναι μετρική) το πλαίσιο

{E1, . . . , En} είναι ορθοκανονικό. Αφού η συνοχή είναι συμμετρική και τα Ei παράλληλα, τότε

[Ei, Ej ] = ∇EiEj −∇EjEi = 0

Από το Θεώρημα Frobenius έχουμε ότι υπάρχουν τοπικές συντεταγμένες
{
x1, . . . , xn

}
τ.ω.

Ei = ∂i. Συνεπώς, τοπικά έχουμε δείξτε ότι

g(∂i, ∂j) = g(Ei, Ej) = δij

και έχουμε δείξει το ζητούμενο.

19 Διάλεξη 19

19.1 Συμμετρίες του Τανυστή Καμπυλότητας

Πρόταση 31 (Συμμετρίες του τανυστή καμπυλότητας). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Rie-
mann και X,Y, Z,W ∈ X (M). Ισχύουν τα ακόλουθα.

(α) Rm(X,Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W )

(β) Rm(X,Y, Z,W ) = −Rm(X,Y,W,Z)

(γ) Rm(X,Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y )

(δ) (Πρώτη Ταυτότητα Bianchi)

Rm(X,Y, Z,W ) +Rm(Y,Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0
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Απόδειξη. ΄Ασκηση

Πρόταση 32 (Διαφορική Ταυτότητα Bianchi). Η ολική παράγωγος του τανυστή καμπυ-
λότητας ικανοποιεί την παρακάτω σχέση.

∇Rm(X,Y, Z, V,W ) +∇Rm(X,Y, V,W,Z) +∇Rm(X,Y,W,Z, V ) = 0

19.2 Καμπυλότητα Ricci

Ορισμός 48. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και X,Y ∈ X (M). Θεωρούμε τον
(1, 1) τανυστή

L (X,Y ) : X (M) → X (M), Z 7→ R(Z,X)(Y )

Ορίζουμε ως καμπυλότητα Ricci ή τανυστή Ricci την ποσότητα

Ric(X,Y ) = trL (X,Y )|p

Παρατήρηση 44. Για κάθε X,Y ∈ X (M) ισχύει ότι

Ric(X,Y ) = Ric(Y,X)

Ειδικότερα, ο Ric είναι ένας συμμετρικός (0, 2) - τανυστής.

Ορισμός 49 (ScalarΚαμπυλότητα). Σε συντεγμένες
{
x1, . . . , xn

}
εχουμε ότι Ric = Rijdx

i
,

όπου Rij = Rkkij . Η scalar καμπυλότητα είναι μια συνάρτηση S που ορίζεται ως

S = trRic = gijRij

19.3 Sectional Καμπυλότητα

Ορισμός 50. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και p ∈ M . Για κάθε v, w ∈ TpM
γραμμικά ανεξάρτητα, η sectional καμπυλότητά τους ορίζεται να είναι

sec(v, w) =
Rm(v, w,w, v)

⟨v, v⟩ · ⟨w,w⟩ − ⟨v, w⟩2
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20 Διάλεξη 20

20.1 Θεώρημα Hopf - Rinow

Κίνητρο 5. ΄Εστω (M, g) μια συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. ΄Εχοντας δείξει ότι η
συνάρτηση απόστασης dg : M×M → R είναι μετρική στηνM , προσδίδει δηλαδή δομή μετρικού
χώρου, και σέβεται την τοπολογία του, το επόμενο ερώτημα που προκύπτει είναι αν αυτός ο

μετρικός χώρος είναι πλήρης με τη συνήθη έννοια, και αν ναι, τότε τι σημαίνει γεωμετρικά η

πληρότητα. Επίσης, για το υπόλοιπο της διάλεξης θα υποθέτουμε ότι (M, g) είναι μια συνεκτική
πολλαπλότητα Riemann.

Ορισμός 51. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και q ∈ M τυχόν. Αν γ : [0, b] → M
είναι γεωδαισιακή με γ(0) = p, τότε λέμε ότι η γ στοχεύει στο q αν

i. γ είναι ελαχιστοποιούσα και

ii Αν ισχύει η ΄΄ τριγωνική ΄΄ ισότητα για τα σημεία p, γ(b), q, δηλαδή

dg(p, q) = dg(p, γ(b)) + dg(γ(b), q)

Λήμμα 16. ΄Εστω (M, g) συνεκτική πολλαπλότητα Riemann. Υποθέτουμε ότι υπάρχει p ∈
M τέτοιο ώστε η εκθετική απεικόνιση πάνω από το p να ορίζεται σε όλον τον TpM . Τότε
ισχύουν τα παρακάτω.

(α) Για κάθε q ∈M υπάρχει ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή από το p στο q.

(β) M είναι μετρικά πλήρης.

Απόδειξη. (α) • Με βάση τον παραπάνω ορισμό, αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει γ : [0, b] →
M που στοχεύει στο q και Lg(γ) = dg(p, q). Τότε, από το ii. θα ισχύει ότι γ(b) = q.

• Αφού p ̸= q, τότε υπάρχει ε > 0 τ.ω. q /∈ Bε(p), όπου Bε(p) κλειστή γεωδαισιακή
μπάλα.

• Αφού Sε(p) συμπαγές και dg(p, ·) συνεχής, επιλέγουμε x ∈ Sε(p) τ.ω. dg(p, x) η
ελάχιστη δυνατή ως προς τα σημεία της Sε(p).

• ΄Εστω γ : [0, ε] →M η ακτινική γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας με γ|[0,ε]

γ(t) = expp(tv) v =
xi(q)

r(q)
∂i|p

όπου v δίνεται παραπάνω σε κανονικές συντεταγμένες. Από την αρχική υπόθεση,
η γ ορίζεται σε όλο το R. Θα δείξουμε ότι γ στοχεύει στο q.
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• Μέσω της Πρότασης 28 έχουμε ότι γ είναι ελαχιστοποιούσα και μένει να δείξουμε
το ii., δηλαδή θ.δ.ο.

dg(p, q) = dg(p, x) + dg(q, x)

• ΄Εστω σ : [a0, b0] →M με σ(a0) = p και σ(b0) = q. ΄Εστω

t0 = min {t ∈ [a0, b0] | σ(t) ∈ Sε(p)}

και θεωρούμε

σ1 = σ|[a0,t0] και σ2 = σ|[t0,b0]
Τότε, έχουμε ότι

L(σ1) ≥ ε και L(σ2) ≥ dg(σ(t0), q) ≥ dg(x, q)

συνεπώς,

dg(p, x) + dg(q, x) ≤ L(σ)

επειδή η επιλογή της σ είναι τυχαία, περνόντας σε inf έχουμε ότι

dg(p, x) + dg(q, x) ≤ dg(p, q)

Η αντίστροφη ανισοτική σχέση προκύπτει από τριγωνική ανισότητα, άρα έχουμε

την ζητούμενη ισότητα.

ε
γ

p
x

q

σ(t0)

• Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη του (α), μένει να δείξουμε ότι Lg(γ) = dg(p, q).
Αν T = dg(p, q) και

A =
{
t ∈ [0, T ] | γ|[0,t] στοχεύει στο q

}
΄Εστω A = supA , όπου λόγω συνέχειας A ∈ A . Αν δείξουμε ότι A = T , τότε
από τις αρχικές παρατηρήσεις θα έχουμε το ζητούμενο.

• Υποθέτουμε, προς άτοπο, ότι A < T , συνεπώς y = γ(A) ̸= q, επομένως υπάρχει
γεωδαισιακή κλειστή μπάλα Bδ(y), ώστε q /∈ Bδ(y).
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• Αφού A ∈ A , τότε

dg(p, q) = dg(p, y) + dg(y, q) ⇒ dg(y, q) = T −A > 0

• ΄Οπως, πριν θεωρούμε z ∈ Sδ(y), όπου ελαχιστοποιούν την απόσταση dg(z, q) και
ομοίως ακτινική γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας τ : [0, δ] → M , η οποία όπως
πριν στοιχεύει στο q.

• Τότε, έχουμε ότι

dg(z, q) = dg(y, q)− dg(y, z) = d−A− δ.

• Παρατηρήστε ότι η καμπύλη προκύπτει διαδοχικά από τις γ|[0,A] και τ που ενώνει
τα p, z έχει μήκος dg(p, z) συνεπώς είναι ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή και άρα
επεκτείνει την γ. Αφού dg(p, z) = A + δ, τότε το z βρίσκεται στην γ και μάλιστα
γ(A+ δ) = z.

• Τέλος, αφήνεται ως άσκηση να δειχθεί ότι η γ|[0,A+δ] στοχεύει στο q, άρα A+δ ∈ A
και καταλήγουμε σε άτοπο.

ε
γ

p x

y = γ(A)

δ

q

z

τ

(β) Θα δείξουμε ότιM είναι μετρικά πλήρης. ΄Εστω (qn) μια dg - Cauchy ακολουθία τηςM .

• Από την αρχική υπόθεση, έστω γn = expp(tvn) ελαχιστοποιούσες μοναδιαίας τα-
χύτητας που ενώνει τα p και qn με γn(dn) = expp(dnvn), όπου dn = dg(p, qn).

• Αφού η γ είναι μοναδιαίας ταχύτητας, τότε (vn) είναι φραγμένη και dn = dg(p, qn)
είναι φραγμένη (ως Cauchy). Επομένως, (dnvn) είναι μια Cauchy - ακολουθία στον
TpM , άρα και φραγμένη, επομένως έχει συγκλίνουσα υπακολουθία dknvkn → v.
Από την συνέχεια της expp έχουμε ότι

qkn = expp(dknvkn) → expp v.
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Θέωρημα 11 (Hopf - Rinow). Κάθε συνεκτική πολλαπλότητα Riemann είναι γεωδαισιακά
πλήρης αν και μόνο αν είναι μετρικά πλήρης.

Απόδειξη. Ο ευθύς ισχυρισμός έπεται άμεσα άμεσα από το παραπάνω Λήμμα. Υποθέτουμε ότι

M είναι μετρικά πλήρης.

• ΄Εστω, προς άτοπο, ότι υπάρχει μια γεωδαισιακή γ που δεν ορίζεται σε όλο το R. Συ-
νεπώς, μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποια γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας

γ : [0, b) →M που δεν επεκτείνεται σε κάνενα [0, b′) με b < b′.

• ΄Εστω (tn) γνησίως αύξουσα ακολουθία στο [0, b) τ.ω. tn → b. Θέτουμε qn = γ(tn).
Αφού γ είναι μοναδιαίας ταχύτητας έχουμε ότι

dg(qn, qm) ≤ |tn − tm|

συνεπώς η qn είναι Cauchy. Αφού M είναι πλήρης, τότε qn → q ∈M .

• Θεωρούμε μια δ - ομοιόμορφα κανονική W περιοχή του q. Τότε, υπάρχει n0 ∈ N τ.ω.
tn0 − b < δ και qn0 ∈W .

• Συνεπώς, έχουμε ότι W ⊆ Bδ(qn0) (γεωδαισιακή μπάλα). Εφόσον Bδ(qn0) είναι γεω-
δαισιακή μπάλα, τότε κάθε γεωδαισιακή που ξεκινά από το qn0 μοναδιαίας ταχύτητας,

ορίζεται τουλάχιστον στο [0, δ).

• Επομένως, αν θεωρήσουμε γεωδαισιακή σ με σ(0) = qn0 και σ̇(0) = γ̇(tn0). ΄Ετσι
μπορούμε να ορίσουμε την παρακάτω επέκταση της γ

γ̃(t) =

{
γ(t), t ∈ [0, b)

σ(t− tn0), t ∈ (tn0 − δ, tn0 + δ)

qn0

q

W

γ
σ

γ̇(tn0)
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Πόρισμα 12. Αν συνεκτική πολλαπλότητα Riemann και p ∈M για το οποίο η expp ορίζεται
σε όλο το TpM , τότε M είναι γεωδαισιακά πλήρης.

Πόρισμα 13. Αν M είναι πλήρης και συνεκτική πολλαπλότητα, τότε κάθε δύο σημεία μπο-

ρούν να ενωθούν με ένα ελαχιστοποιόν γεωδαισιακό τμήμα.

Πόρισμα 14. Αν M είναι μια συμπαγής πολλαπλότητα Riemann, τότε κάθε μεγιστική γε-
ωδαισιακή στην M ορίζεται στο R.

21 Διάλεξη 21

21.1 Πεδία Jacobi

Ορισμός 52. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M μια γεωδαισιακή. Μια

Γ: K × I → M μεταβολή της γ θα λέγεται μεταβολή μέσω γεωδαισιακών αν κάθε
κύρια καμπύλη Γs είναι γεωδαισιακή.

Κίνητρο 6. • Θα προσπαθήσουμε να παράξουμε μια εξίσωση που θα πρέπει να ικανο-
ποιεί το πεδίο μεταβολής μια μεταβολής μέσω γεωδαισιακών. Παρόλα αυτά θα δούμε ότι

η προκείπτουσα εξίσωση , δοσμένης γεωδαισιακής γ, χαρακτηρίζει μια κλάση διανυσματι-
κών πεδίων κατά μήκος της γ, τα λεγόμενα πεδία Jacobi με τα οποία θα ασχοληθούμε
σε μεγάλο βαθμό κατά τη διάρκεια των κεφαλαίων.

• Με τις παραπάνω υποθέσεις του Ορισμού 52 έστω V (t) = ∂sΓ(0, t) το αντίστοιχο πε-
δίο μεταβολής της Γ. Αφού Γs είναι γεωδαισιακή, για κάθε s ∈ J , τότε DtT = 0.
Χρησιμοποιώντας της τελευταία σχέση θέλουμε να εξάγουμε μια σχέση σχέτική με το

V .

• Αν γνωρίζαμε ότι για κάθε W κατά μήκος της Γ, ισχύει ότι

DsDtW = DtDsW

τότε από γνωστό Λήμμα θα προέκυπτε ότι

0 = DsDtT = DtDsT = DtDtS

όπου υπολογίζοντας στο (0, t) θα είχαμε ότι D2
t V = 0. Παρόλα αυτά η αλήθεια είναι

αρκετά μακριά από αυτό.
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• Στην προκειμένη περίπτωση καθοριστικός είναι ο ρόλος του τανυστή καμπυλότητας Rie-
mann, ο οποίος αποτελεί ένα ‘μέτρο’ του κατά πόσο η διαφορά DsDtW−DtDsW απέχει
από το είναι μηδέν!

Λήμμα 17. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και Γ: J × I → M μια λεία μονο -

παραμετρική οικογένεια καμπυλών. Αν V ένα C∞
διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της Γ, τότε

DsDtV −DtDsV = R(S, T )V

όπου S(s, t) = ∂sΓ(s, t) και T (s, t) = ∂tΓ(s, t).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε την ζητούμενη ισότητα σε ένα τοπικό σύστημα συνταταγμένων.

΄Εστω
(
U,
(
xi
))
χάρτης της M . Τότε σε συντεταγμένες έχουμε ότι

Γ =
(
Γ1, . . . ,Γn

)
και

S(s, t) =
∂Γi

∂s
(s, t)∂i|Γ(s,t), T (s, t) =

∂Γj

∂t
(s, t)∂j |Γ(s,t), V (s, t) = V k(s, t)∂k|Γ(s,t)

΄Εχουμε ότι

DtV = Dt

(
V i∂i

)
=
∂V i

∂t
∂i + V iDt(∂i)

επομένως

DsDtV =
∂2V i

∂s∂t
∂i +

∂V i

∂t
Ds(∂i) +

∂V i

∂s
Dt(∂i) + V iDsDt(∂i) (29)

Λόγω συμμετρικότητας έχουμε ότι

DtDsV =
∂2V i

∂t∂s
∂i +

∂V i

∂s
Dt(∂i) +

∂V i

∂t
Ds(∂i) + V iDtDs(∂i) (30)

Αφαιρώντας από την 29 την 30 προκύπτει ότι

DsDtV −DtDsV = V i [DsDt(∂i)−DtDs(∂i)]

Λόγω επεκτασιμότητας έχουμε ότι

Dt(∂i) = ∇T∂i =
∂Γj

∂t
∇∂j∂i

συνεπώς, αφού και το ∇∂j∂i είναι επεκτάσιμο, έχουμε ότι

DsDt∂i =
∂2Γj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂Γj

∂t

∂Γk

∂s
∇∂k

(
∇∂j∂i

)
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Λόγω συμμετρικότητας (ως προς s, t) και συμμετρικότητας της συνοχής έχουμε ότι έχουμε ότι

DsDt∂i −DtDs∂i =
∂Γj

∂t

∂Γk

∂s

[
∇∂k

(
∇∂j∂i

)
−∇∂j (∇∂k∂i)

]
= R(S, T )∂i

όπου R είναι ο τανυστής καμπυλότητας Riemann και η τελευταία ισότητα προκύπτει από την
C∞
γραμμικότητα του R. Από την τελευταία σχέση προκύπτει άμεσα το ζητούμενο.

Θέωρημα 12 (Εξίσωση Jacobi). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M γεω-

δαισιακή και V ∈ X (γ). Υποθέτουμε ότι το V είναι πεδίο μεταβολής κάποιας μεταβολής της
γ μέσω γεωδαισιακών. Τότε

D2
t V +R (V, γ̇) (γ̇) = 0 (31)

Απόδειξη. ΄Εστω Γ: J × I →M μεταβολή της γ μέσω γεωδαισιακών τέτοιο ώστε

V (t) = ∂sΓ(0, t)

Αφού Γs είναι γεωδαισιακή, για κάθε s ∈ J , τότε έχουμε ότι DtT = 0, συνεπώς

0 = DsDtT = DtDsT = DtDtS +R(S, T )T

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το προηγούμενο λήμμα και η τρίτη από το Λήμμα

Συμμετρίας. Εφαρμόζοντας την τελευταία σχέση στα (0, t), δεδομένου ότι

T (0, t) = γ̇(t) και S(0, t) = ∂sΓ(0, t) = V (t)

προκύπτει η ζητούμενη σχέση.

Ορισμός 53. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ γεωδαισιακή. ΄Ενα V ∈ X (γ)
θα λέγεται πεδίο Jacobi αν ικανοποιεί την εξίσωση 31.

Σημείωση 3. • ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I →M μια γεωδαισιακή της
M και J ∈ X (γ) πεδίο Jacobi. ΄Εστω p = γ(a) με a ∈ I.

• Στην περίπτωση των εξισώσεων παράλληλων διανυσματικών πεδίων κατά μήκος κα-
μπύλης και των γεωδαισιακών εξισώσεων ήταν αρκετά εύχρηστο να μελετήσουμε τις

εξισώσεις γύρω από ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων. Αυτό ήταν μια καθοριστική

κίνηση για να αποδείξουμε θεωρήματα ύπαρξης και μοναδικότητας.
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• Λόγω της εμφάνισης της δεύτερης τάξης συναλλοίωτης παράγωγου στην εξίσωση Jacobi,
θα ήταν βολικότερο, για ένα πεδίο Jacobi J ∈ X (γ) να θεωρήσουμε ένα παράλληλο,
ορθοκανονικό πλαίσιο {Ei} κατά μήκος της γ. Τότε

J(t) = J i(t)Ei(t)

και τότε η εξίσωση 31 μπορεί να αναδιατυπωθεί με τον εξής τρόπο

J̈ i(t) +Rijkℓ ◦ γ(t)J j(t)Jk(t)J ℓ(t) = 0 (32)

όπου

R(Ej , Ek)Eℓ = RijkℓEi

• Μέσω της παραπάνω εξίσωσης και δεδομένων δύο αρχικών συνθηκών θα δείξουμε ότι
δοσμένης γεωδαισιακής υπάρχει μοναδικό πεδίο Jacobi που ικανοποιεί αυτές της αρχικές
συνθήκες.

Θέωρημα 13 (΄Υπαρξη και Μοναδικότητα Πεδίων Jacobi). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα
Riemann, γ : I → M μια γεωδαισιακή της M και a ∈ I. Αν v, w ∈ TpM , όπου p = γ(a),
τότε υπάρχει μοναδικό πεδίο Jacobi J : I → TM τέτοιο ώστε

J(a) = v και DtJ(a) = w.

Απόδειξη. ΄Εστω {Ei}i ένα παράλληλο, ορθοκανονικό πλαίσιο κατά μήκος της γ. Τότε, μέσω
της παρατήρησης αναγόμαστε στην επίλυση του συστήματος διαφορικών εξισώσεων δεύτερης

τάξης

J̈ i(t) +Rijkℓ ◦ γ(t)J j(t)Jk(t)J ℓ(t) = 0

Θέτοντας W i = J̇ i, τότε προκύπτει το γραμμικό σύστημα διαφορικών εξισώσεων πρώτης
τάξης, αλλά με 2n αγνώστους αυτή το φορά

W i = J̇ i

Ẇ i = −
(
Rijkℓ ◦ γ

)
J jJkJ ℓ

Αν v = viEi(a) και w = wiEi(a), τότε οι αρχικές συνθήκες του παραπάνω προβλήματος
αρχικών τιμών είναι(

J1(a), . . . , Jn(a),W 1(a), . . . ,Wn(a)
)
= (v1, . . . , vn, w1, . . . , wn)

Από γνωστό θεώρημα, το παραπάνω σύστημα έχει μοναδική λύση και μάλιστα λόγω των παρα-

πάνω αρχικών συνθηκών έχουμε ότι το J = J iEi ικανοποιεί την εξίσωση Θαςοβι και μάλιστα

J(a) = J i(a)Ei(a) = viEi(a) = v και DtJ(a) = J̇ i(a)Ei(a) = w.
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Σημείωση 4. • ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I →M μια γεωδαισιακή της
M και a ∈ I. Αν p = γ(a), μέσω του προηγούμενου θεωρήματος, δείξαμε ότι υπάρχει
αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση

Φ: J (γ) → TpM ⊕ TpM, Φ(J) = (J(a), DtJ(a))

όπου J (γ) είναι το σύνολο των πεδίων Jacobi κατά μήκος της γ.

• Επίσης, είναι εύκολο να διαπιστωθεί, λόγω της εξίσωσης 31, τότε J (γ) είναι ένας
διανυσματικός υπόχωρος του X (γ)

• Λόγω της γραμμικότητας της εξίσωσης Jacobi, αποδεικνύεται ότι η Φ είναι γραμμική
απεικόνιση και κατ΄ επέκταση γραμμικός ισομορφισμός.

Πόρισμα 15. ΄Εστω (M, g) διάστασης n και γ : I → M μια γεωδαισιακή της M . Τότε
J (γ) είναι διανυσματικός υπόχωρος του X (γ) διάστασης 2n.

Κίνητρο 7. • Μέσω του Θεωρήματος 12 δείξαμε ότι για δοσμένη γεωδαιασιακή και πε-
δίο μεταβολής της μέσω γεωδαισιακών, τότε το αντίστοιχο πεδίο μεταβολής είναι πεδίο

Jacobi.

• Θα μπορούσαμε να ισχυρισμούμε ότι ισχύει το αντίστροφο ; Δηλαδή ότι κάθε πεδίο
Jacobi είναι πεδίο μεταβολής κάποια μεταβολής μέσω γεωδαισιακών ; Η επόμενη πρότα-
ση μας δίνει καταφατική απάντηση στην προηγούμενη ερώτηση, κάτω υπό ορισμένες

προϋποθέσεις!

Πρόταση 33. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M γεωδαιασιακή. Αν M
είναι πλήρης ή I είναι συμπαγές διάστημα, τότε κάθε πεδίο Jacobi κατά μήκος της γ είναι πεδίο
μεταβολής κάποιας μεταβολής της γ μέσω γεωδαισιακών.

Απόδειξη. • Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 0 ∈ I (εφαρμόζοντας κατάλ-
ληλη μεταφορά στο t). Τότε συμβολίζουμε ως εξής γ(0) = p και γ̇(0) = v, δηλαδή
γ(t) = expp(tv).

• Θεωρούμε J ∈ J (γ) και θεωρούμε σ : (−ε, ε) → M τέτοια ώστε σ(0) = p και σ̇(0) =
J(0). Επιπρόσθετα, επιλέγουμε V (s) ∈ X (σ) με V (0) = v και DsV (0) = DtJ(0).

• Ορίζουμε Γ(s, t) = expσ(s) (tV (s)). Χρησιμοποιώντας ότι είτεM είναι πλήρης, μέσω του
Hopf-Rinow, είτε ότι το I είναι συμπαγές, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι Γ: (−δ, δ)×
I → M μεταβολή της γ. Αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη να δείξει ότι Γ είναι
μεταβολή της γ μέσω γεωδαισιακών.
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• Θεωρούμε το πεδίο μεταβολής W (t) της Γ. Παρατηρούμε ότι

W (0) = σ̇(0) = J(0) DtW = DtS(0, 0) = DsT (0, 0) = DsV (0) = DtJ(0)

Μέσω του Θεωρήματος 12 το W είναι πεδίο Jacobi και από την παραπάνω σχέση και
την μοναδικότητα των πεδίων Jacobi προκύπτει ότι W = J .

v = V (0)J(0)

σ(s)

V (s)

Γs

Γ0 = γv
p

σ

Κίνητρο 8. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I → M μια C∞
καμπύλη. Λόγω

της φυσιολογικής συμπεριφοράς που έχει η συνοχή Levi - Civita κάτω από τοπικές ισομετρίες
έχουμε ήδη δει το εξής αποτέλεσμα : Αν F : (M, g) → (M̃, g̃) τοπική ισομετρία και γ̃ =
F ◦ γ, τότε αν γ είναι γεωδαισιακή της M , τότε γ̃ είναι γεωδαισιακή. Μπορεί το προηγούμενο
αποτέλεσμα να εξάγει κάτι αντίστοιχο αποτέλεσμα για δύο J ∈ X (γ) και J̃ ∈ X (γ̃) όταν
αυτά είναι F - συσχετισμένα ;

Πρόταση 34. ΄Εστω F : (M, g) →
(
M̃, g̃

)
μια τοπική ισομετρία μεταξύ δύο πολλαπλοτήτων

Riemann και γ : I → M γεωδαισιακή (συνεπώς και γ̃ = F ◦ γ) γεωδαισιακή). Αν δύο
J ∈ X (γ) και J̃ ∈ X (γ̃) είναι F - συσχετισμένα, δηλαδή

dγ(t)F (J(t)) = J̃(t)

τότε J ∈ J (γ) αν και μόνο αν J̃ ∈ J (γ̃).
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Απόδειξη. Το ζητούμενο προκύπτει τοπικά χρησιμοποιώντας τη φυσικότητα της συναλλοίωτης

παραγώγου και την φυσικότητα του τελεστή καμπυλότητας Riemann.

21.2 Εφαπτομενικά και κάθετα πεδία Jacobi

Κίνητρο 9. • Είναι φυσιολογικό ξεκινώντας να μελετάει κανείς τα πεδία Jacobi να ανα-
ζητά τετριμμένα παραδείγματα και να εξετάσει τί πληροφορίες μπορεί να αποκομίσει από

αυτά.

• Αν (M, g) πολλαπλότητα Ριεμανν και γ : I →M γεωδαισιακή, από την C∞
γραμμικότητα

καθώς και από τις συμμετρίες του τανυστή καμπυλότητας προκύπτει ότι τα J0(t) = γ̇(t)
και J1(t) = tγ̇(t) είναι πεδία Jacobi κατά μήκος της γ.

• Αν υποθέσουμε ότι M είναι πλήρης ή I συμπαγές, αν θεωρήσουμε τις αντίστοιχες μετα-
βολές της απόδειξης της Πρότασης 33 που έχουν ως πεδία μεταβολής τα J0, J1 αντίστοιχα
παρατηρούμε ότι

Γ0(s, t) = γ(s+ t) και Γ1(s, t) = γ((1 + s)t)

Παρατηρούμε λοιπόν ότι η πληροφορία που λαμβάνουμε από τις παραπάνω σχέσεις είναι

μηδαμινή σχετικά με την συμπεριφορά άλλων γεωδαισιακών πέραν της γ.

• Αν θεωρήσουμε μια τυχαία κανονική καμπύλη γ : I →M σε μια πολλαπλότητα Riemann
(M, g), τότε αυτή είναι immersion και για κάθε t ∈ I έχουμε ότι

T

⊥

γ(t)M := ⟨γ̇⟩ ≤ Tγ(t)M

είναι 1-διάστατος υπόχωρος, συνεπώς μπορούμε να θεωρήσουμε τον T⊥
γ(t)M αντίστοιχο

(n− 1) - διάστατο υπόχωρο του T

⊥

γ(t)M .

• ΄Ενα V ∈ X (γ) θα λέγεται εφαπτομενικό αν V (t) ∈ T

⊥

γtM , για κάθε t ∈ I. ΄Ενα

V ∈ X (γ) θα λέγεται κάθετο αν V (t) ∈ T⊥
γ(t)M , για κάθε t ∈ I. Ο χώρος των

εφαπτομενικών και κάθετων διανυσματικών πεδίων κατά μήκος της γ θα συμβολίζεται
με X

⊥

(γ),X ⊥(γ) αντίστοιχα.

Ορισμός 54. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann και γ : I →M γεωδαισιακή. ΄Ενα V ∈
X (γ) θα λέγεται εφαπτομενικό πεδίο Jacobi αν είναι πεδίο Jacobi και V (t) ∈ T

⊥

γtM , για
κάθε t ∈ I. Αναλόγως ορίζονται και τα κάθετα πεδία Jacobi. Ο χώρος των εφαπτομενικών
και κάθετων διανυσματικών πεδίων κατά μήκος της γ θα συμβολίζεται με J

⊥

(γ),J ⊥(γ)
αντίστοιχα.
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Πρόταση 35. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M γεωδαισιακή και J ∈
J (γ). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(α) Το J είναι κάθετο πεδίο Jacobi κατά μήκος της γ.

(β) Το J είναι κάθετο στο γ̇ σε δύο διαφορικά σημεία.

(γ) Τα J,DtJ είναι κάθετα στο γ̇ σε ένα σημείο.

(δ) Τα J,DtJ είναι κάθετα στο γ̇ σε κάθε σημείο.

Απόδειξη. ΄Εστω f : I → R και f(t) = ⟨J(t), γ̇(t)⟩. Αφού η συνοχή Levi - Civita είναι μετρική
έχουμε ότι

ḟ = ⟨DtJ, γ̇⟩+ ⟨J,Dtγ̇⟩ = ⟨DtJ, γ̇⟩

και όμοια

f̈ =
〈
D2
t J, γ̇

〉
= −⟨R(J, γ̇)γ̇, γ̇⟩ = −Rm(J, γ̇, γ̇, γ̇) = 0

όπου η τελευταία σχέση προκύπτει από τις συμμετρίες του τανυστή καμπυλότητας Riemann.
Συνεπώς, έχουμε ότι ḟ είναι σταθερή, από όπου η ισοδυναμίες (α) - (δ) προκύπτουν άμεσα.

Πόρισμα 16. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, γ : I → M γεωδαισιακή μη σταθερή

(δηλαδή κανονική). Τότε J ⊥(γ) είναι ένας 2n − 2 - υπόχωρος του J (γ) και J

⊥

(γ) είναι
ένας 2 - υπόχωρος του J (γ). Συνεπώς

J (γ) = J

⊥

(γ)⊕ J ⊥(γ)

Απόδειξη. • Θεωρούμε την απεικόνιση

Φ: J (γ) → TpM ⊕ TpM, Φ(J) = (J(a), DtJ(a))

η οποία έχουμε δείξει ότι είναι γραμμικός ισομορφισμός. Από το παραπάνω λήμμα είναι

σαφές ότι

Φ
(
J ⊥(γ)

)
= TpM

⊥ ⊕ TpM
⊥

όπου ο τελευταίος χώρος έχει διάσταση 2n− 2.

• Είναι άμεσο ότιJ

⊥

(γ)∩J ⊥(γ) = {0} και αφού τα J0, J1 που ορίσθηκαν στο Κίνητρο
9 ανήκουν στο J

⊥

(γ) και είναι γραμμικά ανεξάρτητα, τότε dimJ

⊥

(γ) = 2.

86



21.3 Πεδία Jacobi που μηδενίζονται σε σημείο

Λήμμα 18. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann I ⊆ R διάστημα που περιέχει το 0, γ : I →
M γεωδαισιακή και J ∈ J (γ) τ.ω. J(0) = 0. Υποθέτουμε ότι M είναι πλήρης ή I είναι
συμπαγές. Τότε το J είναι πεδίο μεταβολής της μεταβολής της γ

Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

όπου γ(0) = p, γ̇(0) = v και DtJ(0) = w.

Απόδειξη. Ακολουθώντας τα βήματα της απόδειξης της Πρότασης 33, επιλέγουμε για σ ≡ p
και W (s) = v + sw. Τότε, η ζητούμενη μεταβολή είναι η

Γ(s, t) = expσ(s) (tW (s)) = Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

Πρόταση 36. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann I ⊆ R διάστημα που περιέχει το 0,
γ : I → M γεωδαισιακή με γ(0) = p και γ̇(0) = v. Για κάθε w ∈ TpM , το J ∈ J (γ) το
οποίο ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες

J(0) = 0 και DtJ(0) = w

δίνεται από τον τύπο

J(t) = dtv(expp)(tw) (33)

κάνοντας την ταύτιση Ttv(TpM) ≡ TpM .

Απόδειξη. Αφού κάθε t ∈ I ανήκει σε ένα 0 ∈ I0 ⊆ I συμπαγές. ΄Αρα, για κάθε τέτοιο
συμπαγές διάστημα I0, το J από το Λήμμα 18, είναι πεδίο μεταβολής της μεταβολής

Γ(s, t) = expp(t(v + sw))

Υπολογίζουμε ως εξής

J(t) = ∂sΓ(0, t) = d(0,t)
(
expp(t(v + sw))

)
(∂s)

= dtv(expp) ◦ d(0,t)(t(v + sw))(∂s) = dtv(expp)(tw)
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Σημείωση 5. Με τις υποθέσεις τις προηγούμενης πρότασης, υποθέτουμε ότι
(
U,
(
xi
))
είναι

κανονική περιοχή και κανονικές συντεταγμένες γύρω από το p τ.ω. γ(I) ⊆ U με

v = vi∂i|p και w = wi∂i|p

Τότε η αντίστοιχη αναπαράσταση της Γ είναι η

Γ(s, t) =
(
t
(
v1 + sw1

)
, . . . , (t (vn + swn)

)
συνεπώς αφού J είναι το πεδίο μεταβολής της Γ γράφεται σε κανονικές συντεταγμένες στην
μορφή

J(t) = twi∂i|γ(t) (34)

γ

v

w

Σημείωση 6. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈M και U κανονική περιοχή του p.
΄Εστω q ∈ U \ {p}. Θεωρούμε την ακτινική γεωδαισιακή

γ(t) = expp(tv)

όπου v = exp−1
p (q). Τότε, έχουμε ότι γ(1) = q. ΄Εστω w ∈ TqM , το οποίο σε κανονικές

συντεταγμένες γράφεται ως

w = wi∂i|γ(t)
Θεωρώντας το v′ = wi∂i|p και εφαρμόζοντας την παραπάνω παρατήρηση έχουμε ότι το πεδίο
Θαςοβι J ∈ J (γ) που μηδενίζεται στο 0 ικανοποιεί την σχέση

J(1) = wi∂i|γ(1) = wi∂i|q = w
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Πόρισμα 17. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann, p ∈M και U κανονική περιοχή του p.
΄Εστω q ∈ U \ {p}. Θεωρούμε την ακτινική γεωδαισιακή

γ(t) = expp(tv)

όπου v = exp−1
p (q). Τότε, έχουμε ότι γ(1) = q. Για κάθε w ∈ TqM είναι τιμή ενός J ∈ J (γ)

που μηδενίζεται για t = 0.

21.4 Πεδία Jacobi σε χώρους σταθερής καμπυλότητας

Κίνητρο 10. Σε μια πολλαπλότητα Riemann (M, g) μπορούμε για οποιαδήποτε γραμμικά
ανεξάρτητα v, w ∈ TpM και Π τον χώρο που παράγεται από τα v, w να ορίσουμε την sectional
καμπυλότητα του Π ως

K(Π) =
Rm(v, w,w, v)

|u ∧ w|2

όπου

|u ∧ w| = (⟨v, v⟩ · ⟨w,w⟩ − ⟨v, w⟩)1/2

Αρκετό ενδιαφέρον, παρότι δεν φαίνεται εκ πρώτης όψεως, έχουν χώροι με σταθερή τμηματική

καμπυλότητα, με αποτελέσματα τα οποία έρχονται σε άμεση επαφή με τα πεδία Jacobi. Για να
δώσουμε μια πρώτη γεύση στον αναγνώστη, θυμίζουμε ότι κάθε συνεκτική πολλαπλότητα Rie-
mann επιδέχεται απλά συνεκτική καθολική επικάλυψη, για την οποία εν γένει δεν γνωρίζουμε
την φύση της ως πολλαπλότητα. Στην περίπτωση όμως που η M έχει σταθερή τμηματική

καμπυλότητα −1, 0, 1, δεν έχουμε αρκετές επιλογές για αυτή την επικάλυψη. Πρέπει να είναι
μια εκ των παρακάτω !

Hn, Rn, Sn

Λήμμα 19. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann με σταθερή sectional καμπυλότητα c.
Τότε για κάθε v, w, x ∈ TpM ισχύει ότι

Rm(v, w)(x) = c (⟨w, x⟩v + ⟨v, x⟩w)

όπου Rm είναι η προκείπτουσα απεικόνιση Rm : TpM×TpM×TpM → TpM , από τον τανυστή
καμπυλότητας Riemann.

Ορισμός 55. ΄Εστω c ∈ R. Με sc : R → R θα συμβολίζουμε την συνάρτηση

sc(t) =


t, c = 0

R sin(t/R), c = 1/R2 > 0

R sinh(t/R), c = −1/R2 < 0
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Πρόταση 37. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann σταθερής sectional καμπυλότητα c και
γ : I → M γεωδαισιακή της M μοναδιαίας ταχύτητας. Αν J ∈ J (γ)⊥ με J(0) = 0, τότε το
J είναι της μορφής

J(t) = ksc(t)E(t)

όπου sc είναι η συνάρτηση που ορίσθηκε παραπάνω και E(t) είναι ένα παράλληλο, κάθετο και
δ.π. κατά μήκος της γ.

Απόδειξη. • ΄Εστω E(t) ένα παράλληλο, κάθετο και μοναδιαίο δ.π. κατά μήκος της γ και
J ∈ J (γ)⊥ με J(0) = 0, το οποίο γράφεται στην μορφή

J(t) = u(t)E(t)

Τότε, έχουμε ότι

D2
t J +R (J, γ̇) (γ̇) = ü+ cu = 0

όπου η ισότητα προκύπτει άμεσα από το προηγούμενο Λήμμα, από το γεγονός ότι J είναι
κάθετο και γ̇ είναι μοναδιαίας ταχύτητας.

• Η τελευταία εξίσωση είναι μια συνήθης διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης με σταθερούς
συντελεστές, όπου οι λύσεις που ικανοποιούν την συνθήκη u(0) = 0 είναι ακριβώς τα
σταθερά πολλαπλάσια ksc.

• Με επιχείρημα διαστάσεων προκύπτει ότι τα κάθετα πεδία Jacobi που μηδενίζονται για
t = 0 είναι ακριβώς αυτά της μορφής

J(t) = ksc(t)E(t)

Σημείωση 7. Θεωρούμε την απεικόνιση π : Rn+1 \ {0} → Sn με π(x) = x/∥x∥. Αν g◦ ∈
T (0,2)(M) η επαγόμενη μετρική Riemann της σφαίρας από την συνήθη μετρική Ριεμανν του
Rn, τότε θεωρούμε τον pullback τανυστή

ĝ = π∗g◦ ∈ T 0,2
(
Rn+1 \ {0}

)
Πως μπορούμε να συνδέσουμε όμως την συνήθη ευκλείδεια μετρική με τον παραπάνω τανυστή

ĝ ;

Λήμμα 20. Στον Rn \ {0}, η συνήθης ευκλείδεια μετρική g γράφεται ως

g = dr ⊗ dr + r2ĝ

όπου r η συνήθης ευκλείδεια απόσταση r(x) = ∥x∥.
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Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση Φ: R+×Sn−1 → Rn\{0} με Φ(ρ, x) = ρx. Εφοδιάζοντας
το R+ × Sn−1

με την ωαρπεδ προδυςτ μετρική dρ⊗ dρ+ ρ2g◦ έχουμε ότι

g =
(
Φ−1

)
(dρ⊗ dρ+ ρ2g◦) = dr ⊗ dr + r2ĝ

Θέωρημα 14. ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann με σταθερή sectional καμπυλότητα c.
΄Εστω p ∈M και (U,

(
xi
)
) κανονικές συντεταγμένες γύρω από το p. Αν r η ακτίνική απόσταση

που ορίζεται στο U \ {p} και ĝ ∈ T 0,2(U \ {p}) που ορίζεται σε x - συνταγμένες όπως πριν,
τότε έχουμε ότι

g = dr ⊗ dr + sc(r)
2ĝ.

Απόδειξη. • Για πρακτικούς λόγους θα συμβολίζουμε με g το ευκλείδειο εσωτερικό γι-
νόμενο (σε κανονικές συνταγμένες) και με gc το δεξί μέλος της παραπάνω ισότητας.
΄Εστω q ∈ U \ {p}. Αν b = r(q), από το Λήμμα του Gauss, έχουμε ότι κάθε v ∈ TqM
επιδέχεται (ορθογώνια) ανάλυση της μορφής

v = V ⊥ + V

⊥

όπου V ⊥
είναι πολλαπλάσιο του ∂r|q και V

⊥

είναι εφαπτόμενο στην γεωδαιασιακή σφαίρα

ακτίνας b.

• Θέλουμε να δείξουμε ότι g(v, v) = gc(v, v) (μετά εφαρμόστε για v + w), αλλά από
τις ιδιότητες των κανονικών συντεταγμένων, έχουμε ότι ∂r είναι μοναδιαίο ως προς τα
g, g, gc, συνεπώς αρκεί να δείξουμε την ισότητα υποθέτοντας ότι v είναι εφαπτόμενο στην
γεωδαισιακή σφαίρα ακτίνας b

• Τότε για αυτά τα v, αφού r ≡ b, αρκεί να δείξουμε ότι

g(v, v) = sc(b)
2ĝ(b)

Από το Λήμμα 20 έχουμε ότι

gc(v, v) =
sc(b)

2

b2
g(v, v)

• Από το Πόρισμα 17 μπορούμε να υποθέσουμε ότι για την ακτινική γεωδαισιακή γ : [0, b] →
M (σε κανονικές συντεταγμένες)

γ(t) =

(
t

b
q1, . . . ,

t

b
qn
)

υπάρχει πεδίο Jacobi J ∈ J (γ) τ.ω. J(b) = v με τύπο

J(t) =
t

b
vi∂i|γ(t)
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• Αφού J(0) = 0 και J(b) = v, δηλαδή κάθετα στο γ̇, τότε J ∈ J ⊥(γ), άρα είναι της
μορφής

J(t) = ksc(t)E(t)

• Χρησιμοποιώντας την τελευταία σχέση έχουμε δείξει την ζητούμενη ισότητα.

Πόρισμα 18. ΄Εστω (M, g) και (M̃, g̃) πολλαπλότητες Riemann ίδιας διάστασης και στα-
θερής τμηματικής καμπυλότητας c. Τότε, (M, g) και (M̃, g̃) είναι τοπικά ισομετρικές.

22 Διάλεξη 22

22.1 Συζυγή Σημεία

Ξέρουμε ήδη ότι η εκθετική συνάρτηση expp στο ανοικτό σύνολο:

Ep = {v ∈ TpM | ∃ γ : I ⊇ [0, 1] →M μεγιστική γεωδαισιακή με γ(0) = p, γ̇(0) = v}

αποτελεί ομαλή απεικόνιση μεταξύ n− διάστατων χώρων, κι οπότε υπάρχει αντίστροφος στα
σημεία στα οποία η dv(expp) έχει τάξη n (από το θεώρημα της αντίστροφης ή το θεώρημα
τάξης).

expp

Τα σημεία της εκθετικής στα οποία εφαρμόζονται τα θεωρήματα αντίστροφης απεικόνισης και

τάξης, θα τα ονομάζουμε κανονικά σημεία. Γνωρίζουμε ήδη ότι το 0 είναι κανονικό σημείο,
αφού:

d0(expp) = id
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Για να πάρουμε μία ιδέα για τη μορφή των κρίσιμων σημείων της εκθετικής, θα ασχοληθούμε

με το παράδειγμα της σφαίρας S2. Η εκθετική απεικόνιση expp εκεί αποτελεί αμφιδιαφόριση,
όταν περιορίζεται στην μπάλα Bπ(0) ⊆ TpS2. Κάθε όμως σημείο στο σύνορο ∂Bπ(0) αποτελεί
κρίσιμο σημείο, πράγμα που μας προϊδεάζει ότι η εκθετική δεν θα μπορεί να επεκταθεί στα

αντιποδικά σημεία ως αμφιδιαφόριση.

Αυτό που αποσκοπούμε να δούμε είναι ότι μέσω των πεδίων Jacobi μπορούν να μελετηθο-
ύν τα εν λόγω κρίσιμα σημεία.

Κίνητρο 11. Ισχύει, μέσω της Πρότασης ;;, ότι κάθε πεδίο Jacobi στη σφαίρα S2, που
μηδενίζεται στο p, έχει τον πρώτο του μηδενισμό σε απόσταση ακριβώς π από το p, δηλαδή
στο αντιποδικό σημείο. Από την άλλη, εάν έχουμε U μία κανονική περιοχή του p, τότε η
Σημείωση 5 σε κανονικές συντεταγμένες δίνει τη σχέση J(t) = twi∂i|γ(t) (w ̸= 0), και κατά
συνέπεια το πεδίο Jacobi δεν μηδενίζεται σε κανένα άλλο σημείο εντός της κανονικής περιοχής.

Ορισμός 56 (Συζυγή σημεία). ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →M
μία γεωδαισιακή με γ(a) = p, γ(b) = q. Θα λέμε ότι τα p, q είναι συζυγή κατά μήκος της
γ εάν υπάρχει ένα πεδίο Jacobi J ∈ J (γ)\{0} ούτως ώστε J(a) = J(b) = 0. Η τάξη της
συζυγίας είναι η διάσταση του χώρου αυτών των πεδίων Jacobi.

Η μελέτη των συζυγών σημείων δεν είναι καθόλου τετριμμένη. ΄Ισως το παράδειγμα της σφαίρας

που δώσαμε στην αρχή να είναι παραπλανητικό από αυτήν την άποψη. Στα ελλειψοειδή E η
κατάσταση είναι πιο περίπλοκη αλλά πιο τυπική, και το σύνολο των πρώτων συζυγών σημείων

από κάποιο p είναι μία κλειστή καμπύλη (που εικονίζεται στο παρακάτω σχήμα).
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22.2 Βασικά αποτελέσματα για τα συζυγή σημεία

Σημείωση 8. • Από το θεώρημα ύπαρξης και μοναδικότητας για τα πεδία Jacobi, ο
χώρος των πεδίων που μηδενίζονται στο a είναι διάστασης n. Εφόσον τώρα τα εφα-
πτόμενα πεδία Jacobi μηδενίζονται το πολύ σε ένα σημείο, η τάξη συζυγίας πρέπει να
είναι το πολύ n− 1.

• Μάλιστα η ανισότητα είναι σφιχτή: Από την Πρόταση 37, στις σφαίρες Sn, για κάθε
γεωδαισιακή που ενώνει αντιποδικά σημεία και για κάθε παράλληλο διανυσματικό πεδίο

που είναι κάθετο κατά μήκος της γ, υπάρχει πεδίο Jacobi που μηδενίζεται στα άκρα.
΄Ομως ο χώρος των παράλληλων, κάθετων διανυσματικών πεδίων είναι διάστασης n− 1.

Η παρακάτω πρόταση θα δικαιολογήσει την προηγούμενη διαίσθησή μας, δείχνοντας ότι τα

συζυγή σημεία σχετίζονται πολύ στενά με τα κρίσιμα σημεία της εκθετικής.

Πρόταση 38 (Τα κρίσιμα σημεία της εκθετικής). ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Ριε-
μανν, p ∈ M και v ∈ TpM . ΄Εστω γ : [0, 1] → M το τμήμα της μεγιστικής γεωδαισιακής

του v (από το p) για το οποίο γ(t) = expp(tv), κι έστω q = expp v. Το v είναι κρίσιμο
σημείο της expp εάν και μόνο αν τα p, q είναι συζυγή κατά μήκος της γ.

Απόδειξη. (⇒) Εάν το v είναι κρίσιμο σημείο, θα υπάρχει μη-μηδενικό w ∈ TvTpM ≃ TpM
ούτως ώστε dv(expp)(w) = 0. Θεωρούμε Γ τη μεταβολή:

Γ(s, t) = expp (t(v + sw))

(από το Λήμμα 18) καθώς επίσης και το πεδίο Jacobi J , που αποτελεί πεδίο μεταβολής της Γ.
Υπολογίζοντας το J(1) παίρνουμε:

J(1) = ∂s=0Γ(s, 1) =
∂

∂s

∣∣∣
s=0

expp(v + sw) = dv(expp)(w) = 0

πράγμα που μας δείχνει ότι στα άκρα το πεδίο Jacobi J μηδενίζεται.

(⇐) Αντιστρόφως, εάν τα p, q είναι συζυγή, υπάρχει πεδίο Jacobi J ∈ J (γ)\{0} που μηδε-
νίζεται στα άκρα, δηλαδή J(0) = J(1) = 0. Από το Λήμμα 18, το J είναι το πεδίο μεταβολής
της:

Γ = expp
(
t(v + sw)

)
όπου DtJ(0) = w. Αφού όμως J(1) = dv(expp)(w) (όπως πριν), έχουμε:

dv(expp)(w) = 0
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22.3 Δεύτερη Μεταβολή του Μήκους

Ορισμός 57 (Πρώτη και δεύτερη μεταβολή - γεωμετρική εκδοχή). ΄Εστω (M, g) μία πολλα-
πλότητητα Riemann, γ : I → M μία καμπύλη και Γ : (−ε, ε) × I → M μία μεταβολή αυτής.

΄Εστω επίσης J : A → R ένα συναρτησιακό (σε κάποια κλάση A). Ορίζουμε την πρώτη
μεταβολή (εννοείται στην γ) από την κατεύθυνση της Γ:

δJ(γ,Γ) = δJ(Γ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

J(Γs)

καθώς επίσης και τη δεύτερη μεταβολή:

δ2J(γ,Γ) = δ2J(Γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

J(Γs)

Σημείωση 9. ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητητα Riemann, γ : [a, b] → M μία καμπύλη,

κι επίσης J : A → R ένα συναρτησιακό (σε κάποια κλάση A). Εάν το J στη γ έχει τοπικό
ακρότατο, τότε:

δJ(Γ) = 0

για κάθε μεταβολή Γ της γ. Επίσης, εάν στο γ έχουμε ελάχιστο, τότε:

δ2J(Γ) ⩾ 0

ενώ αν έχουμε μέγιστο:

δ2J(Γ) ⩽ 0
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Απόδειξη. Πράγματι, η συνάρτηση του s, J(Γs) : R → R, θα πρέπει να έχει τοπικό ακρότατο
στο s = 0, και κατά συνέπεια:

δJ(Γ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

J(Γs) = 0

Οι περιπτώσεις με τη δεύτερη μεταβολή προκύπτουν και πάλι από τη μονοδιάστατη περίπτωση.

Η παραπάνω σκέψη είναι απλή, αλλά πολύ σημαντική και, εάν κανείς το φιλοσοφίσει, αρκε-

τά βαθειά. Αντί κανείς να μελετήσει ένα πρόβλημα σε έναν ιδιόμορφο χώρο (συναρτήσεων),

μελετάει πολλά (εν γένει άπειρα) εύκολα προβλήματα στο R.

Κίνητρο 12. Αυτό που επιδιώκουμε, κι αυτό που φαίνεται από τις παραπάνω Παρατηρήσεις

είναι η σύνδεση των πρώτων και δεύτερων μεταβολών με ελαχιστοποιήσεις και μεγιστοποι-

ήσεις συναρτησιακών, και συγκεκριμένα μας ενδιαφέρουν αποτελέσματα που σχετίζονται με

την ελαχιστοποίηση του μήκους. Είναι μάλιστα ήδη γνωστό, στην περίπτωση όπου η γ είναι
γεωδαισιακή, ότι τοπικά έχουμε δLg(Γ) = 0 και αντιστρόφως (οπότε η συνθήκη δLg(Γ) = 0,
για κάθε μεταβολή, είναι ικανή και αναγκαία για την ύπαρξη ελαχίστου). Το αποτέλεσμα αυτό

περιγράφεται ως ‘οι γεωδαισιακές ελαχιστοποιούν τοπικά το μήκος’. Αργότερα θα βρούμε μία

συνθήκη για την γεωδαισιακή γ, η οποία εξασφαλίζει δ2Lg(Γ) < 0, όταν τα χωρία υπολογισμού
γίνονται πολύ μεγάλα. Κατά συνέπεια, αυτό μας δείχνει ότι οι γεωδαισιακές σε μεγάλα χωρία

δεν ελαχιστοποιούν κατ΄ ανάγκη το μήκος.

Βέβαια οι μεταβολές έχουν κι άλλες εφαρμογές πέρα απ΄ αυτά τα βασικά αποτελέσματα, όπως

είναι τα θεωρήματα Morse, Bonnet-Meyers και Synge-Weinstein.

Θέωρημα 15 (Ο τύπος της δεύτερης μεταβολής). ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann.
΄Εστω γ : [a, b] →M μία γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας, με μεταβολή Γ : (−ε, ε)× [a, b] →
M που είναι κανονική (δηλαδή Γs(a) = γ(a), Γs(b) = γ(b)). Θεωρούμε V το αντίστοιχο πεδίο
μεταβολών κι έχουμε:

δ2Lg(γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =

∫ b

a
|DtV

⊥|2 −Rm(V
⊥, γ̇, γ̇, V ⊥) dt

όπου V ⊥
είναι η κάθετη συνιστώσα του V .

Απόδειξη. Θα συμβολίζουμε στην απόδειξη T = ∂tΓ, S = ∂sΓ, κι επίσης θεωρούμε {a0 <
a1 < · · · < ak} διαμέριση όπως αυτήν στον ορισμό των μεταβολών. Με μία παραγώγιση
έχουμε:

d

ds
Lg(Γs|[aj−1,aj ]) =

∂

∂s

∫ aj

aj−1

⟨T, T ⟩1/2 dt =
∫ aj

aj−1

∂

∂s
⟨T, T ⟩1/2 dt
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όπου η εναλλαγή του ολοκληρώματος και της παραγώγου γίνεται εφόσον έχει δοθεί αρκετή

ομαλότητα. Παραγωγίζοντας το εσωτερικό γινόμενο:∫ aj

aj−1

∂

∂s
⟨T, T ⟩1/2 dt =

∫ aj

aj−1

1

2
⟨T, T ⟩−1/22⟨DsT, T ⟩ dt

και από το Λήμμα Συμμετρίας:∫ aj

aj−1

1

2
⟨T, T ⟩−1/22⟨DsT, T ⟩ dt =

∫ aj

aj−1

⟨DtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

dt

Την τελευταία σχέση μπορούμε να την ξανα-παραγωγίσουμε, προκειμένου να πάρουμε τη δε-

ύτερη μεταβολή.

d2

ds2
Lg(Γs|[aj−1,aj ]) =

∫ aj

aj−1

∂

∂s

⟨DtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

dt

=

∫ aj

aj−1

⟨DsDtS, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

+
⟨DtS,DsT ⟩
⟨T, T ⟩1/2

− ⟨DtS, T ⟩⟨DsT, T ⟩
⟨T, T ⟩3/2

dt

(πάλι κάνουμε εναλλαγή της παραγώγου με το ολοκλήρωμα). Στον πρώτο όρο του αρθοίσματος

μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση DsDtS−DtDsS = R(∂sΓ, ∂tΓ)S, και στους άλλους
δύο το Λήμμα Συμμετρίας. ΄Επεται τότε:

[...] =

∫ aj

aj−1

⟨DtDsS +R(S, T )S, T ⟩
⟨T, T ⟩1/2

+
⟨DtS,DtS⟩
⟨T, T ⟩1/2

− ⟨DtS, T ⟩2

⟨T, T ⟩3/2
dt

κι οπότε εάν s = 0, ⟨T, T ⟩ = 1:

d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs|[aj−1,j ]) =

[∫ aj

aj−1

⟨DtDsS, T ⟩ −Rm(S, T, T, S) + |DtS|2 − ⟨DtS, T ⟩2 dt

∣∣∣∣∣
s=0

΄Ομως στο s = 0 έχουμε DtT = Dtγ̇ = 0, αφού η γ είναι γεωδαισιακή, πράγμα που μας
επιτρέπει να γράψουμε τα αθροίσματα των πρώτων όρων ως εξής:

k∑
j=0

[∫ aj

aj−1

⟨DtDsS, T ⟩ dt

∣∣∣∣∣
s=0

=

k∑
j=0

[∫ aj

aj−1

d

dt
⟨DsS, T ⟩ dt

∣∣∣∣∣
s=0

=
k∑
j=0

[
[⟨DsS, T ⟩|ajaj−1

∣∣∣
s=0

= 0
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όπου η τελευταία ισότητα δικαιολογείται από το γεγονός Ds=0S = Ds=0∂sΓ = 0 στα a0 = a,
ak = b (αφού στα άκρα δεν υπάρχει μεταβολή, λόγω της κανονικότητας της Γ). Ο πρώτος
λοιπόν όρος εξαλείφεται και παίρνουμε την απλούστερη σχέση:

d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =
k∑
j=0

[∫ aj

aj−1

−Rm(S, T, T, S) + |DtS|2 − ⟨DtS, T ⟩2 dt

∣∣∣∣∣
s=0

=

∫ b

a
−Rm(V, γ̇, γ̇, V ) + |DtV |2 − ⟨DtV, γ̇⟩2 dt

Αυτοί είναι στην ουσία οι βασικοί υπολογισμοί. Μένει κανείς να γράψει V = V ⊥ + V ⊤
, όπου

V ⊤ = ⟨V, γ̇⟩γ̇. Τότε:

(DtV )⊤ = ⟨DtV, γ̇⟩γ̇ = Dt⟨V, γ̇⟩γ̇ = DtV
⊤, αφού Dtγ̇ = 0

(κι αντίστοιχα (DtV )⊥ = DtV
⊥
), κι άρα:

|DtV |2 = |(DtV )⊤|2 + |(DtV )⊥|2 = ⟨DtV, γ̇⟩2 + |DtV
⊥|2

Ο πρώτος όρος στην τελευταία ισότητα θα διώξει τον αντίστοιχο όρο στον τύπο της δεύτερης

μεταβολής, που έχουμε ήδη βρει. Ο δεύτερος όρος είναι ένας από τους επιθυμητούς. Τέλος,

όσον αφορά τον όρο Rm(V, γ̇, γ̇, V ), από τη συμμετρία:

Rm(γ̇, γ̇, ·, ·) = Rm(·, ·, γ̇, γ̇) = 0

από την πρώτη ταυτότητα του Bianchi και από το γεγονός ότι το V ⊤
είναι παράλληλο, έπεται

με κάμποσους υπολογισμούς:

Rm(V, γ̇, γ̇, V ) = Rm(V
⊥, γ̇, γ̇, V ⊥)

(δοκιμάστε να το δείξετε). Συνδιάζοντας όλα τα παραπάνω, παίρνουμε τον τύπο της δεύτερης

μεταβολής δ2Lg(Γ).

δ2Lg(Γ) =
d2

ds2

∣∣∣
s=0

Lg(Γs) =

∫ b

a
|DtV

⊥|2 −Rm(V
⊥, γ̇, γ̇, V ⊥) dt

Είναι σαφές από τον τύπο της δεύτερης μεταβολής ότι αυτό που παίζει ουσιαστικό ρόλο είναι

η κάθετη συνηστώσα του πεδίου μεταβολών. Αυτό θα πρέπει να είναι διαισθητικά εμφανές,

αφού μία παράλληλη μεταβολή συνεισφέρει μόνο στις αναπαραμετρήσεις της γ. Από εδώ και
στο εξής, δεν χρειάζεται να ασχολούμαστε με γενικά πεδία μεταβολών, αλλά με κάθετα πεδία

μεταβολών. Περιορίζουμε τη μελέτη μας στα κάθετα πεδία μεταβολών, δηλαδή

στα πεδία V της γ για τα οποία V = V ⊥
.
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Ορισμός 58 (Ο δείκτης). ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →M μία
γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας. Θεωρούμε V,W ∈ X (γ) κι ορίζουμε τον δείκτη της γ:

I(V,W ) =

∫ b

a
⟨DtV,DtW ⟩ −Rm(V, γ̇, γ̇,W ) dt

Σημείωση 10. ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →M μία γεωδαισιακή
μοναδιαίας ταχύτητας. Εάν Γ είναι κανονική μεταβολή και V το αντίστοιχο πεδίο μεταβολών,
τότε η ιδιότητα της ελαχιστοποίησης στην γ συνεπάγεται την:

I(V, V ) ⩾ 0

Πρόταση 39. ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και γ : [a, b] →M μία γεωδαισιακή.
Για κάθε V,W κατά τμήματα ομαλά διανυσματικά πεδία της γ:

I(V,W ) = −
∫ b

a
⟨D2

t V +R(V, γ̇)γ̇,W ⟩ dt+ [⟨DtV,W ⟩|ba −
k−1∑
j=1

⟨∆jDtV,W (aj)⟩

Με {a0 < a1 < · · · < ak} συμβολίζουμε μία διαμέριση στα διαστήματα της οποίας τα V,W
γίνονται ομαλά. Επίσης, ∆j είναι ο τελεστής της διαφοράς Dt=a+j

V −Dt=a−j
V .

Σημείωση 11. ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann. Εάν η γ είναι γεωδαισιακή και
V είναι ένα κανονικό, κατά τμήματα ομαλό διανυσματικό πεδίο στην γ, τότε I(V,W ) = 0 για
όλα τα κανονικά, κατά τμήματα ομαλά διανυσματικά πεδία W στην γ, εάν και μόνο αν το V
είναι πεδίο Jacobi.

Απόδειξη. Η μία κατεύθυνση είναι άμεση, και συγκεκριμένα υπό την υπόθεση των πεδίων Ja-
cobi. Τα πεδία Jacobi είδαμε ότι αποτελούν λύση μίας γραμμικής διαφορικής εξίσωσης, οπότε
το θεώρημα της ύπαρξης των λύσεων δίνει, μεταξύ άλλων, και ομαλότητα. Για την άλλη κατε-

ύθυνση, η απόδειξη παρουσιάζει σημαντικές ομοιότητες με αυτήν κατά την οποία οι ελαχιστικές

επιφάνειες είναι γεωδαισιακές. Θα είμαστε λοιπόν συνοπτικοί.

Σε τυχόν διάστημα της μορφής [aj−1, aj ], θεωρούμε μία συνάρτηση επάρματος (bump fu-
nction), καθώς επίσης και το κανονικό πεδίο W = φ(t)

(
D2
t V +R(V, γ̇, γ̇

)
. Εφόσον η φ είναι

συνάρτηση επάρματος, από την παραπάνω πρόταση έπεται:

0 = I(V,W ) = −
∫ aj

aj−1

φ(t)|D2
t V +R(V, γ̇)γ̇|2 dt
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Συνεπώς, προκύπτει ότι

D2
t V +R(V, γ̇)γ̇ = 0 στο [aj−1, aj ]

δηλαδή το πεδίο V είναι κατά τμήματα Jacobi. Μένει μόνο να δείξουμε ότι στα συνδετικά
σημεία aj δεν υπάρχουν ‘γωνίες’. Επιλέγουμε λοιπόν πεδίο W με:

W (aj) = Dt=a+j
V −Dt=a−j

V, j ∈ {1, · · · , k − 1}, W (a) =W (b) = 0

και ξανά από την παραπάνω Πρόταση , σε συνδυασμό με την ιδιότητα του κατά τμήματος

Jacobi:

0 = I(V,W ) = −
k−1∑
j=1

|∆jDtV |2, δηλαδή ∆jDtV = 0 για κάθε j

Το τελευταίο εξασφαλίζει την ανυπαρξία γωνιών, και κατά συνέπεια το ζητούμενο (θυμηθείτε

επίσης τη μοναδικότητα των πεδίων Jacobi).

Ορισμός 59 (Συζυγή σημεία καμπυλών). ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και
γ : [a, c] → M μία γεωδαισιακή. Λέμε ότι η γ έχει συζυγές σημείο εάν υπάρχει b ∈ (a, c]
ούτως ώστε τα γ(a), γ(b) να είναι συζυγή. Το συζυγές σημείο θα λέγεται εσωτερικό εάν
b ∈ (a, c).

Θέωρημα 16. ΄Εστω (M, g) μία πολλαπλότητα Riemann και p, q ∈ M . Εάν η γ είναι
γεωδαισιακή μεταξύ των p, q, με εσωτερικό συζυγές σημείο, τότε υπάρχει κανονικό πεδίο
V ∈ X (γ) με I(V, V ) < 0. Δηλαδή δ2Lg < 0 (για κατάλληλη μεταβολή).

Απόδειξη. Θεωρούμε τη γεωδαισιακή γ : [a, c] → M με γ(a) = p, γ(c) = q, κι επίσης
εσωτερικό συζυγές σημείο γ(b), b ∈ (a, c). Εφόσον τα γ(a), γ(b) είναι συζυγή, μπορεί να
βρεθεί μη μηδενικό πεδίο Θαςοβι που μηδενίζεται στα a, b, έστω J . Ορίζουμε τώρα:

Y (t) =

{
J(t), t ∈ [a, b]

0, t ∈ [b, c]

και παρατηρούμε ότι αυτό είναι ένα κάθετο και κατά τμήματα ομαλό διανυσματικό πεδίο κατά

μήκος της γ. Στο t = b ενδέχεται να υπάρχει ‘ γωνία ’, και γι΄ αυτόν τον λόγο ορίζουμε επίσης
W ομαλό διανυσματικό πεδίο της γ με:

W (b) = ∆t=bDtY και συμπαγή φορέα

Για την ακρίβεια πάντοτε υπάρχει ασυνέχεια της παραγώγου, αφού αν 0 = ∆t=bDtY =
−Dt=bJ , τότε το J θα ήταν από μοναδικότητα παντού μηδενικό. Επίσης, για μικρό ε > 0
ορίζουμε Vε = Y + εW κι έχουμε:

I(Vε, Vε) = I(Y + εW, Y + εW ) = I(Y, Y ) + 2εI(Y,W ) + ε2I(W,W )

100



Το Y ικανοποιεί την εξίσωση του Θαςοβι στα [a, b], [b, c] με Y (b) = 0, συνεπώς έχουμε ΄πτι

I(Y, Y ) = −⟨∆t=bDtY, Y (b)⟩ = 0

Αντίστοιχα, υπολογίζουμε το I(Y,W ).

I(Y,W ) = −⟨∆t=bDtY,W (b)⟩ = −|W (b)|2

Από τα παραπάνω παίρνουμε τελικά ότι:

I(Vε, Vε) = −2ε|W (b)|2 + ε2I(W,W ) = O(−ε)

κι οπότε για ε = ε0 αρκετά μικρό, έχουμε I(Vε0 , Vε0) < 0. Επιλέγουμε λοιπόν V = Vε0 .

23 Διάλεξη 23

23.1 Comparison Theory

Θέωρημα 17 (Sturm). ΄Εστω u, v διαφορίσιμες πραγματικές συναρτήσεις στο [0, T ] και
διπλά διαφορίσιμες στο (0, T ) με u > 0 στο (0, T ). Υποθέτουμε ότι u, v ικανοποιούν τις
σχέσεις

ü(t) + a(t)u(t) = 0

v̈(t) + a(t)v(t) ≥ 0

u(0) = v(0) = 0, u̇(0) = v̇(0) > 0

για κάποια συνάρτηση a : [0, T ] → R. Τότε, v(t) ≥ u(t) στο [0, T ].

Απόδειξη. Θεωρούμε την f = v/u στο (0, T ). Από τον κανόνα l’Hopital ισχύει ότι

lim
t→0

f(t) =
v̇(0)

u̇(0)
= 1

Αφού f είναι διαφορίσιμη στο (0, T ), αν δείχναμε ότι ḟ ≥ 0, από την παραπάνω σχέση θα
είχαμε την ζητούμενη σχέση στο (0, T ) και συνεπώς, λόγω συνέχειας, στο [0, T ]. Αφού

d

dt

(v
u

)
=
v̇u− u̇v

u2

και αφού
v̇u−u̇v
u2

= 0 στο 0, αρκεί να δείξουμε ότι (v̇u− u̇v)′ ≥ 0. Η τελευταία σχέση προκύπτει
όμως άμεσα μέσω των δύο πρώτων δοσμένων διαφορικών εξισώσεων, συνεπώς έχουμε το

ζητούμενο.
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Θέωρημα 18 (Jacobi Field Comparison Theorem). ΄Εστω (M, g) πολλαπλότητα Riemann
με όλες της sectional καμπυλότητές της να φράζονται από πάνω μέσω μιας σταθεράς C. Αν γ
είναι μιας γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας στην M και J ∈ J ⊥(γ) τέτοιο ώστε J(0) = 0,
τότε

|J(t)| ≥



t|DtJ(0)|, t ≥ 0, αν C = 0

R sin
(
t
R

)
|DtJ(0)|, 0 ≤ t ≤ πR αν C = 1

R2 > 0

R sinh
(
t
R

)
|DtJ(0)|, 0 ≤ t αν C = − 1

R2 < 0

(35)

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι η |J(t)|, όταν J(t) ̸= 0. Στην περίπτωση αυτή, μέσω υπολογισμών και
της εξίσωσης Jacobi, προκύπτει ότι

d2

dt2
|J | = −⟨R(J, γ̇)γ̇, J⟩

|J |
+

|DtJ |2

|J |
− ⟨DtJ, J⟩2

|J |3

Από την ανισότητα Cauchy - Schwartz έχουμε ότι ⟨DtJ, J⟩2 ≤ |DtJ |2 · |J |2 συνεπώς έχουμε
ότι

|DtJ |2

|J |
− ⟨DtJ, J⟩2

|J |3
≥ 0

Η sectional καμπυλότητα που παράγεται από το επίπεδο που παράγουν J, γ̇ ισούται με

c =
Rm(J, γ̇, γ̇), J)

|J |2 · |γ̇|2 − ⟨J, γ̇⟩2
=
Rm(J, γ̇, γ̇), J)

|J |2
≤ C

Συνεπώς, έχουμε ότι

d2

dt2
|J | ≥ C|J |

οποτεδήποτε |J | > 0. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι |DtJ(0)| =
1 (αλλιώς κανονικοποιούμε). Από το παραπάνω θεώρημα, αν u = sC που ορίσθηκε μέσω της
σχέσης ;;, έχουμε ότι |J(0)| = |u(0)| = 0 και u ικανοποιεί την σχέση ü + Cu = 0, συνεπώς
αρκεί να δείξουμε ότι J̇(0) = 1. Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα ;; δείξτε ότι

d

dt
|J |
∣∣∣∣
t=0

= |DtJ(0)| = 1

και εφαρμόζοντας το παραπάνω θεώρημα έχουμε το ζητούμενο.

Πόρισμα 19 (Conjugate Point Comparison Theorem). Υποθέτουμε ότι όλες οι sectional
πολλαπλότητες της (M, g) είναι άνω φραγμένες από μια σταθερά C.
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(α) Αν C ≤ 0, τότε κανένα σημείο της M δεν έχει συζυγή σημεία κατα μήκος οποιασδήποτε
γεωδαιασιακής.

(β) Αν C = 1/R2 > 0, τότε κάθε συζυγές σημείο κατα μήκος οποιασδήποτε γεωδαισιακής
βρίσκεται σε απόσταση τουλάχιστον πR (από το σημείο εκκίνησης).

Απόδειξη. Το ζητούμενο προκύπτει άμεσα από το παραπάνω θεώρημα.

Πόρισμα 20 (Metric Comparison Theorem). Υποθέτουμε ότι όλες οι sectional πολλα-
πλότητες της (M, g) είναι άνω φραγμένες από μια σταθερά C. ΄Εστω p ∈ M και U κανονική
περιοχή της M γύρω από το p. Για κάθε q ∈ U \ {p} και v ∈ TqM ισχύει ότι

g(v, v) ≥ gc(v, v)

όπου gc η μετρική Riemann που ορίσθηκε στο Θεώρημα 14.

Απόδειξη. Αν b = r(q), τότε έχουμε ότι v = v⊥ + v

⊥

, όπου v

⊥

είναι στον εφαπτομένο χώρος

της γεωδαιασιακής σφαίρας με κέντρο p και ακτίνα b, ενώ v⊥ είναι πολλαπλάσιο του ∂r|q. Τότε,
έχουμε ότι

g(v, v) = g
(
v

⊥

, v

⊥)
+ g

(
v⊥, v⊥

)
΄Οπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 14 έχουμε ότι

g
(
v⊥, v⊥

)
= gC

(
v⊥, v⊥

)
Τώρα, αφού V

⊥

είναι τιμή κάποιου κάθετου πεδίου Jacobi που μηδενίζεται στο t = 0, από τα
Θεωρήματα 14 και 18 έχουμε

g
(
v

⊥

, v

⊥)
≥ gC

(
v

⊥

, v

⊥)

24 Διάλεξη 24

24.1 Το Θεώρημα Cartan - Hadamard

Ορισμός 60. Μια λεία απεικόνιση επικάλυψης π : (M̃, g̃) → (M, g) λέγεται απεικόνιση
επικάλυψης Riemann αν είναι τοπική ισομετρία.
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Θέωρημα 19. ΄Εστω (M̃, g̃), (M, g) δύο πολλαπλότητες, όπου M̃ είναι πλήρης και Riemann
και π : (M̃, g̃) → (M, g) τοπική ισομετρία. Τότε, M είναι πλήρης και π είναι απεικόνιση
επικάλυψης Riemann.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι εκτενής συνεπώς θα χωριστεί σε βήματα.

(α) Αρχικά θα δείξουμε ότι η π ανυψώνει γεωδαισιακές σε γεωδαισιακές.

• Εστω γεωδαισιακή γ : I → M με σημείο εκκίνησης p και γ̇(0) = v. ΄Εστω p̃ ∈
π−1(p). Θέτουμε ṽ = (dpπ)

−1 (v) και θεωρούμε την αντίστοιχη γεωδαισιακή γ̃
στην M̃ με γ̃(0) = p̃ και ˙̃γ = ṽ.

• Αφού M̃ είναι πλήρης, τότε η γ̃ ορίζεται σε όλο το R. Αφού γ̃|I είναι γεωδαισιακή
και π είναι τοπική ισομετρία, τότε γ και π ◦ γ̃ είναι γεωδαισιακές με ίδιες αρχικές
συνθήκες, άρα από μοναδικότητα, είναι ίσες.

• Μαζί με τον αρχική ισχυρισμό δείξαμε επίσης ότι η M είναι πλήρης. Εφόσον γ =
π ◦ γ̃|I και γ̃|I επεκτείνεται σε όλο το R, τότε γ επεκτείνεται επίσης σε όλο το R.

(β) Θα δείξουμε ότι π είναι επί. ΄Εστω π̃ ∈ M̃ και p = π(π̃. ΄Εστω q ∈ M . Αφού M είναι

πλήρης, θεωρούμε γ : [0, r] → M ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή μοναδιαίας ταχύτητας

από το p στο q. Ανυψώνοντας την γ σε μια γεωδαισιακή γ̃ έχουμε ότι

q = γ(r) = π ◦ γ̃(r) ∈ π
(
M̃
)

(γ) Θα δείξουμε ότι π είναι απεικόνιση επικάλυψης. ΄Εστω p ∈ M και U = Bε(p) μια
γεωδαισιακή μπάλα γύρω από το p. Γράφουμε

π−1(p) = {p̃a}a∈A

και συμβολίζουμε με Ua = Bε(p̃a) τις αντίστοιχες μετρικές μπάλες.

i. Θα δείξουμε ότι τα Ua είναι ξένα ανά δύο. ΄Εστω a ̸= b και γ̃ από p̃a στο p̃b
ελαχιστοποιούσα γεωδαισιακή. Αν γ = π ◦ γ̃ γεωδαισιακή που ξεκινά και σταματά
στο p, τότε αφού π είναι τοπική ισομετρία έχουμε ότι

Lg̃(γ̃) = Lg(γ)

Αφού γ ξεκινά και σταματά στο p και δεν βρίσκεται εξολοκλήρου στο U (αλλιώς θα
ήταν ακτινικό γεωδαισιακό τμήμα), τότε πρέπει να βγαίνει και να ξαναμπαίνει στο

U , συνεπώς έχουμε ότι

dg(p̃a, p̃b) = Lg̃(γ̃) = Lg(γ) ≥ 2ε

Μέσω της τριγωνικής ανισότητας είναι σαφές ότι Ua ∩ Ub = ∅.
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p̃a

p̃b Ub

Ua

γ̃

U
p

γ

M̃

M

π

ii. Θα δείξουμε ότι π−1(U) = ∪a∈A Ua. ΄Εστω q̃a ∈ Ua. Τότε υπάρχει γ̃ ελαχιστο-
ποιούσα γεωδαισιακή από το p̃a στο q̃a. Συνεπώς, έχουμε ότι

L(γ̃) = dg(p̃a, q̃a) < ε

Τότε, αν γ = π ◦ γ̃ έχουμε ότι

dg(p, π(q)) ≤ Lg(γ) = Lg̃(γ̃) < ε

άρα έχουμε ότι q̃a ∈ π−1(U).

Για την αντίστροφη σχέση περιέχεσθαι έστω q̃ ∈ π−1(U), δηλαδή dg(p, q) < ε, όπου
q = π(q̃). ΄Αρα, υπάρχει γ : [0, r] →M ελαχιστοποιούσα μοναδιαίας ταχύτητας από
το q στο p, η οποία μάλιστα ανυψώνεται σε γεωδαισιακή γ̃ που ξεκινά από το q̃.
Τότε, από τον ορισμό της γ έχουμε ότι

π ◦ γ̃(r) = γ(r) = p

συνεπώς γ̃ = p̃a, για κάποιο a ∈ A . Τέλος, παρατηρήστε ότι

dg(p̃a, q̃) ≤ Lg̃(γ̃) = Lg(γ) = dg(p, q) < ε
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p

q

γ̃
p̃a

q̃

γ

π

U

Ua

iii. Αφήνεται ως άσκηση να δειχθεί ότι π|Ua : Ua → U είναι αμφιδιαφόριση. ΄Ετσι
έχουμε δείξει το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Θέωρημα 20 (Θεώρημα Cartan - Hadamard). ΄Εστω (M, g) πλήρης πολλαπλότητα Rie-
mann παντού μη θετικής sectional καμπυλότητας. Τότε, για κάθε p ∈M η expp : TpM →M
είναι απεικόνιση επικάλυψης Riemann.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 19 και την Πρόταση 38 έχουμε ότι για κάθε p ∈ M η expp είναι
τοπική αμφιδιαφόριση. Μάλιστα εφοδιάζοντας τον TpM με την ĝ = exp∗p(g) έχουμε ότι η
expp είναι τοπική ισομετρία και (TpM, ĝ) είναι πλήρης. Από το παραπάνω θεώρημα έχουμε το
ζητούμενο.

Πόρισμα 21. Κάθε (M, g) πλήρης και απλά συνεκτική πολλαπλότητα Riemann με παντού
μη θετική sectional καμπυλότητα διάστασης n είναι αμφιαφορική με την Rn.

Ορισμός 61. Κάθε (M, g) πλήρης, απλά συνεκτική με παντού μη θετική sectional καμπυ-
λότητα διάστασης λέγεται πολλαπλότητα Cartan - Hadamard.
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