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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή και πϱοαπαιτούµενα

1.1 Αξιωµατική κϐαντοµηχανική

1.1.1 Τα αξιώµατα της κϐαντοµηχανικής

Στην κλασική µηχανική τα υλικά σώµατα (ας υποθέσουµε σταθερής µάϹας) και οι αλλη-
λεπιδράσεις τους µε το περιβάλλον καθορίζονται από της �αρχικές συνθήκες� ϑέσης,
κι ενδεχοµένως ταχύτητας κι επιτάχυνσης, δηλαδή από ένα διάνυσµα v ∈ (R3)3 που
εµπεριέχει αυτές τις τϱεις �πληροφορίες�.

Παϱάδειγµα αποτελεί η απλή αϱµονική ταλάντωση, που πεϱιγϱάϕεται από το πϱόϐ-
ληµα αϱχικών τιµών:

m · ẍ = −kx
x(0) = x0

ẋ(0) = u0

(όπου k είναι η σταθερά της ταλάντωσης) και η ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη
κίνηση:

ẍ = ẍ(0) = a

x(0) = x0

ẋ(0) = u0

µεταξύ πολλών άλλων.
Στην κβαντική ϕυσική η ϕύση των στοιχειωδών σωµατιδίων είναι πολύ πιο περί-

πλοκη απ’ ότι απλώς ένα σηµείο στον χώϱο. Είναι γνωστή η διττή ϕύση των στοιχει-
ωδών σωµατιδίων (κυµατοσωµατιδιακός δϋισµός), κατά την οποία όλα τα ϕυσικά σωµατί-
δια έχουν και κυµατική ϕύση, η οποία υπό προϋποθέσεις και µέσω αλληλεπίδρασης,
�καταρρέει� σε κάτι που ϑυµίϹει περισσότερο υλικό σωµατίδιο µε την κλασική έννοια.1

Η κατάσταση λοιπόν ενός σωµατιδίου δεν µποϱεί να περιγραφεί από σηµεία όπως στην
κλασική πεϱίπτωση, και γι’ αυτό καταλήγουµε σε κατανοµές (µε την πιθανοτική έννοια),
δηλαδή µε συναρτήσεις Ψ ώστε. ∫

R3

Ψ(x) ·Ψ(x) dx = 1

1Χαϱακτηϱιστικό αυτής της κυµατικής ϕύσης είναι το ϕαινόµενο της συµϐολής και των κλασικών
τϱοχιών που ακολουϑούν τα σωµατίδια, µέσω του πειϱάµατος των δύο σχισµών.
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και υπό αυτήν τη σύµϐαση, η πιϑανότητα το σωµατίδιο (µε την κλασική έννοια) να ϐϱεϑεί
σε διάστηµα (a, b) γίνεται:

P(a, b) =

∫ b

a

|Ψ(x)|2 dx

Πϱοϋπόϑεση για να οϱίϹονται όλα τα παϱαπάνω είναι η συνϑήκη Ψ ∈ L2(R3). Θα
αϱκούσε ενδεχοµένως κι άλλη ασϑενέστεϱη υπόϑεση, αλλά αυτό απαγοϱεύεται από τα
αξιώµατα της κϐαντοµηχανικής, τα οποία ϑα ϐλέπουµε µε τη σειϱά παϱακάτω.

Αξίωµα των καταστάσεων: Οι καταστάσεις ενός κβαντοµηχανικού συστήµατος δίνον-
ται από τα µη-µηδενικά στοιχεία ενός µιγαδικού χώϱου Hilbert

(
H, (·, ·)

)
, µε (Ψ,Ψ) = 1,

τα οποία ονοµάζονται κυµατοσυναρτήσεις.
∆εδοµένων των καταστάσεων, Ψ ∈ L2

C(R3) = L2(R3), τα µεγέϑη ϐρίσκονται µελετών-
τας τις καταστάσεις (που είναι συναρτήσεις), και κατά συνέπεια είναι λογικό κανείς να τα
ϕαντάζεται ως τελεστές που δϱουν στις συναρτήσεις. Χαρακτηριστικός για την κβαντική
ϕυσική είναι ο τελεστής της ορµής:

P♦ = −i~ · ∇♦

καϑώς και ο τελεστής της ϑέσης:

Q♦ = x · ♦, όπου x = (x1, x2, x3)

Γενικά τα µεγέϑη πϱέπει να µετρώνται µε τϱόπο τέτοιο ώστε να επιστρέφουν πραγ-
µατικές µέσες τιµές και διασπορές, οπότε είναι σκόπιµο να τεϑεί ως απαίτηση η αυτο-
συζυγία του τελεστή. ∆ηλαδή, δεδοµένης µίας µέτρισης A, οι:

E(A) = (Ψ, AΨ) =

∫
R3

Ψ(x)AΨ(x) dx και V(A) =
»
E
(
(A− E(A))2

)
πϱέπει να είναι πϱαγµατικοί αϱιϑµοί.

Αξίωµα των µετϱήσεων: Οι µετρήσεις ενός κβαντοµηχανικού συστήµατος υλοποιούν-
ται µέσω αυτοσυζυγών τελεστών του H.

Το τελευταίο αξίωµα που ϑα δούµε σχετίζεται µε τη χϱονική εξέλιξη των κυµατο-
συναρτήσεων (δηλαδή µε την εξίσωση του Schrödinger), και χρειάζεται µία µικϱή προε-
τοιµασία. Ας σηµειώσουµε για αϱχή ότι η επόµενη ανάλυση ϑα γίνει για ένα ελεύθερο
σωµατίδιο σε µία διάσταση, δηλαδή ένα σωµατίδιο που κινείται σε κενό χώϱο, χωϱίς
ύπαϱξη οποιασδήποτε ϕύσεως δυναµικού.

∆εδοµένου ότι ϑέλουµε να µελετήσουµε την χϱονική εξέλιξη της κυµατοσυνάρτησης,
είναι σκόπιµο να εκφράσουµε και την συσχέτιση µε τον χϱόνο Ψt, ή όπως γίνεται
συνήϑως, να γράψουµε Ψt(x) = Ψ(x; t). Γνωρίζουµε τώϱα ότι ένα µονοδιάστατο πε-
ϱιοδικό κύµα (λύση της utt = c2uxx) έχει εξίσωση:

Aei(kx−ωt) +Be−i(kx+ωt)

όπου k = 2π/λ (λ είναι το µήκος κύµατος), ω = 2π/T (T είναι η πεϱίοδος ταλάντωσης)
και τα A,B εξατώνται από τα k, ω. Βέϐαια, αν κανείς µελετά σωµατίδια (όπως στη δική
µας πεϱίπτωση), η ταχύτητα διάδοσης είναι -υπό ιδανικές συνϑήκες- η ταχύτητα του
ϕωτός, και κατά συνέπεια λ = cT ⇒ 1/T = c/λ⇒ ω = ck, πϱάγµα που σηµαίνει ότι τα
A,B στην πϱαγµατικότητα εξαϱτώνται µόνο από το k.

Για ένα ελεύϑεϱο σωµατίδιο έχουµε λοιπόν:

Ψ(x; t) = A(k)ei(kx−ωt) +B(k)e−i(kx+ωt)
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Φυσιολογικά κανείς εδώ ίσως σταµατούσε, η κατάσταση όµως στη ϕυσική δεν είναι τόσο
απλή. Πειραµατικά ϕαίνεται ότι η κυµατοσυνάρτηση περιέχει ένα συνεχές ϕάσµα εν-
εργειών, και κατά συνέπεια αποτελεί υπέρθεση κυµατοσυναρτήσεων της προηγούµενης
µορφής, για τα διάφορα k. Θυµηθείτε εν τω µεταξύ τη σχέση του Plank:

E = ~ω = 2π~c · k (δηλαδή E ∝ k)

όπου E είναι η ενέϱγεια. Είναι λοιπόν πιο λογικό να γϱάϕουµε:

Ψ(x; t) =

∫ ∞
−∞

A(k)ei(kx−ωt) +Be−i(kx+ωt) dk

ϑεωϱώντας την υπέϱϑεση των Ψ ως πϱος όλα τα δυνατά k. Μαλιστά, από τη σχέση του
Plank E = ~ω και του de Broglie p = ~k (όπου p είναι η οϱµή), έχουµε:

Ψ(x; t) =
1√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)ei(px−Et)/~ + ‹B(p)e−i(px+Et)/~ dp

Απαιτώντας αϱκετή οµαλότητα και παϱαγωγίϹοντας ως πϱος t:

∂Ψ

∂t
=

1√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)
∂

∂t
ei(px−Et)/~ + ‹B(p)

∂

∂t
e−i(px+Et)/~ dp

= − i/~√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)E(p)ei(px−Et)/~ + ‹B(p)E(p)e−i(px+Et)/~ dp

κι αντίστοιχα, παϱαγωγίϹοντας δύο ϕοϱές ως πϱος x:

∂Ψ

∂x
=

1√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)
∂

∂x
ei(px−Et)/~ + ‹B(p)

∂

∂x
e−i(px+Et)/~ dp

=
i/~√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)pei(px−Et)/~ − ‹B(p)pe−i(px+Et)/~ dp

∂2Ψ

∂x2
=

i/~√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)p
∂

∂x
ei(px−Et)/~ − ‹B(p)p

∂

∂x
e−i(px+Et)/~ dp

=
(i/~)2

√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)p2ei(px−Et)/~ + ‹B(p)p2e−i(px+Et)/~ dp

∆ηλαδή, εάν -από την κλασική ϕυσική- η ενέϱγεια είναι E = p2/(2m) (η κινητική
ενέϱγεια), συνδυάϹοντας τα δύο πϱοηγούµενα παίϱνουµε την εξίσωση του Schrödinger:

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= i~

∂Ψ

∂t

Στην πεϱίπτωση �άνευ� υπέρθεσης, κανείς µποϱεί να παρατηρήσει και πάλι τη
σχέση:

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= i~

∂Ψ

∂t
και µάλιστα:

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
=

p2

2m
Ψ = i~

∂Ψ

∂t
το οποίο δίνει έναυσµα να οϱιστεί, στην πεϱίπτωση της υπέϱϑεσης, η Hamilton-ιανή H
(ο τελεστής της ενέϱγειας) και ο τελεστής της οϱµής P ώστε:

H =
P 2

2m
= − ~

2m

∂2

∂x2
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(δηλαδή P = ±i~ · ∂/∂x). Η εξίσωση του Schrödinger παίϱνει τότε τη µοϱϕή:

HΨ = i~
∂Ψ

∂t

Το σηµαντικό σχόλιο σε αυτήν την πεϱίπτωση είναι ότι η τελευταία µοϱϕή της εξίσω-
σης είναι η πιο γενικευµένη. Για παϱάδειγµα, µε παρόµοιους υπολογισµούς είναι απλό
κανείς να δει ότι, για την πεϱίπτωση ενός σωµατιδίου σε δυναµικό V , εξάγεται:

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V ·Ψ =

ï
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V

ò
Ψ = i~

∂Ψ

∂t

δηλαδή:

HΨ = i~
∂Ψ

∂t
, όπου H = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ V

(Η Hamilton-ιανή είναι άθροισµα κινητικής και δυναµικής ενέϱγειας). Επίσης, σε περισ-
σότερες διαστάσεις έχουµε:

− ~2

2m
∆xΨ + V ·Ψ =

ï
− ~2

2m
∆x + V

ò
Ψ = i~

∂Ψ

∂t

δηλαδή:

HΨ = i~
∂Ψ

∂t
, όπου H = − ~2

2m
∆x + V

µε το ∆x = ∇2
x να είναι ο τελεστής Laplace στις χωϱικές µεταβλητές. Η �γενικευµένη� µοϱϕή

του τελεστή της ορµής είναι P = ±i~ · ∇, µε επιλεγµένο το πϱόσηµο µείον.
Αξίωµα της χϱονικής εξέλιξης: Ο τελεστής της Hamilton-ιανήςH, που εκϕϱάϹει την

ενέϱγεια, υπακούει στη διαϕοϱική εξίσωση:

HΨ = i~
∂Ψ

∂t

Ο τελεστής της οϱµής τότε γίνεται P = −i~ · ∇.
Θα παϱατηϱήσατε ότι δεν αναϕεϱϑήκαµε στον οϱισµό του τελεστή της ϑέσης, κι αυτό

γιατί είναι απολύτως ϕυσιολογικός και αναµενόµενος, σε αντίϑεση µε αυτόν της οϱµής.

1.1.2 Οι οπτικές των Schrödinger και Heisenberg για τη κβαν-
τοµηχανική

Ως τώϱα έχουµε δει τη χϱονική εξέλιξη της κυµατοσυνάϱτησης, και γενικά της µετϱήσεις
τις ϑεωϱούσαµε �σταϑεϱές�. ∆ηλαδή η κυµατοσυνάϱτηση µποϱεί µεν να µεταϐάλλεται
στον χϱόνο, οι τελεστές των µετϱήσεων όµως είναι ανεξάϱτητοι αυτού. Η οπτική αυτή της
κϐαντοµηχανικής είναι η λεγόµενη �οπτική του Schrödinger�.

Υπάϱχει και µία άλλη οπτική, η �οπτική του Heisenberg�, κατά την οποία οι κυ-
µατοσυναρτήσεις είναι σταθερές και οι µετρήσεις µεταβάλλονται. Για παϱάδειγµα, από
τη σχέση που έχουµε ϐϱει:

Ψ(x; t) =
1√
2π~

∫ ∞
−∞

Ã(p)ei(px−Et)/~ + ‹B(p)e−i(px+Et)/~ dp

µποϱούµε να καταλήξουµε στον τύπο:

Ψ(x; t) = e−itE/~Ψ(x; 0)
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το οποίο είναι µία ένδειξη ότι όλες οι µετϱήσεις εξαϱτώνται, στην ουσία, από την �αϱχική
κατάσταση� και τον χϱόνο που πέϱασε (κι όχι από την κατάσταση µετά από κάποιον
χϱόνο).

Οϱισµός 1.1. ΜεAS ϑα συµϐολίϹουµε µία µέτϱηση µε την οπτική του Schrödinger, ενώ
µε AH µία µέτϱηση µε την οπτική του Heisenberg. ΟϱίϹουµε επίσης, για κάϑε µέτϱηση
AS:

AH = U(t)∗ASU(t), όπου U(t) = e−itHS/~

και κατοϱϑώνουµε µε αυτό να εξασϕαλήσουµε τις σηµαντικές σχέσεις:

E(AS) = E(AH) και V(AS) = V(AH)

Ιδίως για την πεϱίπτωση της Hamilton-ιανής, δεν έχει νόηµα η διάκϱιση HH , HS,
καϑώς η HS µετατίϑεται µε τους U . Θα παϱαλείπουµε λοιπόν τους δείκτες και ϑα
γϱάϕουµε µονάχα H. Με τον παϱαπάνω οϱισµό τώϱα παίϱνουµε το ακόλουϑο:

Παϱατήϱηση 1.1 (Εξίσωση κίνησης του Heisenberg). Εάν µε [·, ·] συµϐολίσουµε τον
µεταϑέτη [A,B] = AB −BA, έχουµε για κάϑε µέτϱηση A:

dAH
dt

=
1

i~
[AH , H] +

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
H

Απόδειξη: Είναι αποτέλεσµα πϱάξεων.

dAH
dt

=
∂U∗

∂t
ASU + U∗AS

∂U

∂t
+ U∗

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
U

=
i

~
HU∗ASU −

i

h
UASUH +

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
H

= − 1

i~
HU∗ASU +

1

i~
U∗ASUH +

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
H

= − 1

i~
HAH +

1

i~
AHH +

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
H

=
1

i~
[AH , H] +

Å
∂

∂t
◦ AS
ã
H

Βιϐλιογϱαϕικά αναϕέϱουµε ότι ο Dirac στο ϐιϐλίο του [11] είχε παϱατηϱήσει αυτή
τη σχέση, και είχε την ιδέα να την µεταϕϱάσει µε όϱους µηχανικής, και συγκεκϱιµένα
αντικαϑιστώντας τον µεταϑέτη [·, ·] µε την αγκύλη Poisson {·, ·}:

{f, g} =
n∑
i=1

∂f

∂xi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂xi

(όπου xi είναι οι συντεταγµένες της ϑέσης και pi της οϱµής). Η αντικατάσταση αυτή
F{f,g} = 1/(i~) · [Ff , Fg] ϑα έπϱεπε να υπακούει σε οϱισµένους κανόνες, συγκεκϱιµένα
F1 = Id, Fx = Q, Fp = P και να είναι γϱαµµικός στα x, p. Πϱος κακή τύχη, τέτοια
αντικατάσταση δεν υπάϱχει,2 παϱόλα αυτά κανείς είναι δυνατόν να εϱγαστεί µε έναν

2Αυτό το αποτέλεσµα λέγεται Θεώϱηµα των Groenewold-van Hove. Λεπτοµέϱειες στο [21].
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�ασυµπτωτικό� τϱόπο: Θεωϱώντας το ~ παϱάµετϱο, καϑώς 0 < ~ ≈ 0 έχει νόηµα η
αλλαγή:

1

i~
[A,B] {A,B}

Ασυµπτωτικά λοιπόν και κατά πολύ ευϱεία έννοια, η κϐαντοµηχανική παίϱνει µοϱϕή
κλασικής µηχανικής. Η οπτική του Heisenberg λοιπόν είναι δυνατόν να δώσει µία αδϱή
σύνδεση της κϐαντοµηχανικής µε την κλασική µηχανική, κάτι στο οποίο η οπτική του
Schrödinger αποτυγχάνει.

΄Ενας ϕυσικός ϑα αναϱωτηϑεί, πολύ εύλογα, ποια από τις δύο οπτικές εκϕϱάϹει
καλύτεϱα τη ϕυσική πϱαγµατικότητα. Από τη µία αυτή του Schrödinger έϱχεται µε
πιο ϕυσικό τϱόπο, από την άλλη του Heisenberg είναι πιο κοντά στην κλασική ϕυσική.
Μαϑηµατικά ϑα δείξουµε, µέσω της οµάδας του Heisenberg, ότι όχι απλώς ότι αµϕότεϱες
είναι χϱήσιµες, αλλά και ότι στην πϱαγµατικότητα είναι κατά κάποιον τϱόπο ισοδύναµες.
Γι’ αυτό ϑα χϱειαστούµε, µεταξύ άλλων, τη ϑεωϱία αναπαϱαστάσεων.

1.2 Βασική ϑεωϱία αναπαϱαστάσεων και γεωµετϱία

Εν γένει, δεδοµένης µίας οµάδας, είναι ευκολότερο να µελετούνται γραµµικά αντικεί-
µενα παϱά η συγκεκριµένη δοµή της οµάδας. ΄Ετσι λοιπόν, ένα σύνηθες τέχνασµα στα
µαθηµατικά και τη ϕυσική είναι χϱήση των αναπαραστάσεων, δηλαδή των απεικονίσεων
ρ : (G, ·) → (GL(V ), ◦) που είναι µορφισµοί οµάδων. Με G συµβολίζουµε την υπό
µελέτη οµάδα (µε πολλαπλασιαστικό συµβολισµό), µε V έναν διανυσµατικό χώϱο (για
την πεϱίπτωσή µας K−διανυσµατικό χώϱο µε K ∈ {R,C}) κι επίσης ορίζουµε:

GL(V ) = {f : V → V | f είναι K− γϱαµµική και αµϕιµονοσήµαντη}

Οϱισµός 1.2 (Αναπαϱαστάσεις οµάδων). ΄Εστω (G, ·) µία πολλαπλασιαστική οµάδα
και V ένας διανυσµατικός χώϱος. Μία απεικόνιση ρ : (G, ·)→ (GL(V ), ◦) ϑα καλείται
αναπαϱάσταση εάν είναι µοϱϕισµός οµάδων.

Για διάφορες εφαρµογές, συνήϑως ο χώϱος V είναι πεπερασµένης διάστασης και η
οµάδα G δεν είναι απλώς µία οµάδα, αλλά έχει δοµή (τουλάχιστον) τοπολογικής πολ-
λαπλότητας. Αυτό µας επιτϱέπει να µεταχειριζόµαστε µε γεωµετϱικό τϱόπο τη G, ενώ
ταυτόχϱονα διάφορα επιχειρήµατα συµµετρίας (λόγω της δοµής της οµάδας) είναι εξ-
αιρετικά ϐοηθητικά στην περιγραφή των µαθηµατικών αλλά και της ϕυσικής. Εµείς
ϑα ασχοληθούµε κυϱίως µε απειροδιάστατες αναπαραστάσεις, παϱόλα αυτά η δοµή των
πεπερασµένης διάστασης αναπαραστάσεων είναι σίγουρα χϱήσιµη για την κατανόηση
του εν λόγω µαθηµατικού αντικειµένου.

Στην πεϱίπτωση όπου ο V έχει πεπεϱασµένη διάσταση, λέµε ότι η αναπαϱάσταση έχει
πεπεϱασµένη διάσταση. Μάλιστα σε αυτήν την πεϱίπτωση η GL(V ) µποϱεί να ταυτιστεί
µε την οµάδα πινάκων:

GL(n,K) = {A ∈ Kn,n | detA 6= 0}

όπου n είναι η διάσταση της αναπαϱάστασης.
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Οϱισµός 1.3 (Αναλλοίωτοι υπόχωϱοι και ανάγωγες αναπαϱαστάσεις). ΄Εστω ρ : G→
GL(V ) µία αναπαϱάσταση. ΄Ενας υπόχωϱος W ⊆ V ϑα λέγεται ρ−αναλλοίωτος εάν
για κάϑε g ∈ G έχουµε ρ(g)W ⊆ W . Επίσης, η ρ ϑα καλείται ανάγωγη εάν οι µόνοι
ρ−αναλλοίωτοι υπόχωϱοι είναι οι {0} και V .

Θα οϱίσουµε ακόµα την έννοια της ισοδυναµίας των αναπαϱαστάσεων, κατά την οποία
υπάϱχει µία γϱαµµική απεικόνιση που µας µεταϕέϱει από τη µία στην άλλη.

Οϱισµός 1.4 (Συνδέσεις και ισοδύναµες αναπαϱαστάσεις). ΄Εστω ρ1 : G → GL(V1),
ρ2 : G → GL(V2) δύο αναπαϱαστάσεις της G. Μία σύνδεση των αναπαϱαστάσεων
(intertwiner) είναι µία γϱαµµική απεικόνιση T : V1 → V2 µε την ιδιότητα:

Για κάϑε g ∈ G, ρ2(g) ◦ T = T ◦ ρ1(g)

V1
T

V2

V1
T

V2

ρ1(g) ρ2(g)

Στην πεϱίπτωση που υπάϱχει T αµϕιµονοσήµαντη σύνδεση, ϑα λέµε ότι οι ρ1 και ρ2

είναι ισοδύναµες.

Επιστϱέϕοντας στην επιπρόσθετη γεωµετϱική δοµή, ορίζουµε τις οµάδες και τις άλ-
γεβρες Lie.

Οϱισµός 1.5 (Οµάδες Lie). Μία τοπολογική οµάδα (G, ·) (δηλαδή µία οµάδα που
έχει δοµή τουλάχιστον τοπολογικής πολλαπλότητας) ϑα λέγεται οµάδα Lie εάν ο
πολλαπλασιασµός (g, h) 7→ g · h και η αντιστροφή g 7→ g−1 είναι συνεχείς.
΄Ενας άλλος ορισµός, περισσότερο ϐοηθητικός, απαιτεί η G να είναι διαφορίσιµη ή
C∞−πολλαπλότητα, και οι πράξεις του πολλαπλασιασµού και τις αντιστροφής δι-
αφορίσιµες ή C∞.

Παϱά το ότι τα αντικείµενα της κβαντοµηχανικής ϕαίνεται να µην διαθέτουν οµα-
λότητα (οι κυµατοσυναρτήσεις, για παϱάδειγµα, είναι L2), εµάς ϑα µας απασχολήσουν
σε µεγάλο ϐαθµό έννοιες διαφορισιµότητας. Κατά συνέπεια, στις οµάδες Lie ϑα µας εν-
διαφέρει και η έννοια της παραγώγου. Στην επόµενη παράγραφο ϑα δούµε πώς κανείς
µποϱεί να µελετήσει την L2−παϱάγωγο µέσω των κατανοµών.
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Οϱισµός 1.6 (΄Αλγεϐϱες Lie). ΄Εστω g έναςK−διανυσµατικός χώϱος και [·, ·] : g2 → g.
Θα λέµε ότι η δοµή (g, [·, ·]) είναι µία άλγεϐϱα Lie εάν:

i. H [·, ·] είναι διγϱαµµική.

ii. H [·, ·] είναι αντισυµµετϱική, δηλαδή [ξ, η] = −[η, ξ].

iii. Ισχύει η ταυτότητα του Jacobi [ξ, [η, θ]]− [η, [ξ, θ]] + [θ, [ξ, η]] = 0.

∆εδοµένης της γραµµικότητας των αλγεβρών Lie, αναµένεται η έννοια της αναπαράσ-
τασης σε αυτήν την πεϱίπτωση να είναι ϕυσική και όχι περίπλοκη.

Οϱισµός 1.7 (Αναπαϱαστάσεις Αλγεϐϱών Lie). ΄Εστω (g, [·, ·]) µία άλγεϐϱα Lie και
V ένας διανυσµατικός χώϱος. Μία γϱαµµική απεικόνιση R : g → gl(V ) , όπου gl(V )
είναι η άλγεϐϱα όλων των V−γϱαµµικών απεικονίσεων, ϑα καλείται αναπαϱάσταση
της άλγεϐϱας Lie g εάν είναι µοϱϕισµός αλγεϐϱών Lie. ∆ηλαδή, εάν διατηϱεί την
αγκύλη Lie.

[R(X), R(Y )] = R([X, Y ])

Στην πϱάξη, ϑα ϐλέπουµε τις άλγεϐϱες Lie ως εϕαπτόµενους χώϱους των οµάδων Lie.
∆οϑείσης µίας διαϕοϱίσιµης πολλαπλότητας G, πόσο µάλλον µίας οµάδας Lie, κανείς
µποϱεί να οϱίσει τον εϕαπτόµενο χώϱο της στο g:

TgG =
{

(g, v)
∣∣ ∃γ ∈ C((−ε, ε),Rm

)
µε γ(0) = g και γ′(0) = v

}
όπουm είναι η διάσταση τηςG ως πολλαπλότητα. Αυτός είναι ο ϕυσιολογικός γεωµετϱικός
ορισµός του εφαπτόµενου χώϱου, που συµφωνεί µε τη διαίσθηση και τους αντίστοιχους
ορισµούς στις επιϕάνειες

΄Ενας ισοδύναµος τϱόπος µε τον οποίον οι εφαπτόµενοι χώϱοι µποϱούν να χαρακ-
τηριστούν είναι µέσω των κατά κατεύϑυνση παϱαγώγων στην πολλαπλότητα G, δηλαδή
µέσω των λεγόµενων παραγωγίσεων. Με αυτήν την οπτική:

TgG = {vg | vg κατά κατεύϑυνση παϱάγωγος στο g}

(κατά κάποιον τϱόπο, ταυτίζουµε τις κατά κατεύϑυνση παραγώγους µε την κατεύϑυνση).
Πϱοσέξτε ότι, εσκεµµένα, δεν αναϕέϱουµε το είδος της διαφορισιµότητας, κι αυτό γιατί
στο δικό µας πλαίσιο η διαφορισιµότητα δεν είναι η συνηθησµένη, αλλά κάπως �ασ-
ϑενής�. Αυτά είναι γεωµετϱικά Ϲητήµατα για τα οποία µποϱείτε να ϐϱείτε λεπτοµέρειες
στο [8].

Ειδικά στις οµάδες Lie δεν έχει νόηµα η διαϕοϱοποίηση των εϕαπτόµενων χώϱων
όσον αϕοϱά το σηµείο επαϕής τους g. Ισχύει δηλαδή Teg ∼= TgG για κάϑε g ∈ G, όπου
e είναι το µοναδιαίο στοιχείο της G. ∆εν ϑα έπϱεπε αυτό να µας παϱαξενεύει, αϕού
η οµάδα έχει τη δοµή της �µεταϕοϱάς�, µέσω της πϱάξης της οµάδας, κι οπότε κάϑε
TgG µποϱεί να �µεταϕεϱϑεί� στο TeG. Αυτό κανείς µποϱεί να το δει µε πεϱισσότεϱη
λεπτοµέϱεια, δείχνοντας ότι κάϑε εϕαπτόµενος χώϱος TgG ταυτίϹεται µε τα αϱιστεϱά
αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία XL(G), δηλαδή τα διανυσµατικά πεδία ξ για τα οποία:

(Lg)∗
(
ξ(h)

)
= ξ(g · h)
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όπου Lg(h) = g ·h. Ο τελεστής της πϱοώϑησης (·)∗ οϱίϹεται µέσω του F∗(v)(♦) = v(♦◦F )
και χϱησιµεύει για να µεταϕέϱει κατευϑυνόµενες παϱαγώγους από έναν εϕαπατόµενο.
χώϱο σε έναν άλλο. Η διαίσϑηση για τα αϱιστεϱά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία είναι
η ακόλουϑη: Εάν η G είναι κατά µία έννοια ϱευστή -δηλαδή υπάϱχει ϱοή υλικού στην
�επιϕάνειά� της, που υλοποιείται από το διανυσµατικό πεδίο ξ- τότε η ϱοή στο σηµείο
g ·h είναι ακϱιϐώς η ϱοή στο h, εάν µεταϕεϱϑεί από το h στο g ·h. Εϕόσον λοιπόν ισχύουν
οι σχέσεις (Lg)∗

(
ξ(h)

)
= ξ(g · h) για τα διάϕοϱα g, h ∈ G, έχουµε:

ξ(g) = (Lg)∗
(
ξ(e)

)
δηλαδή τα εν λόγω διανυσµατικά πεδία καϑοϱίϹονται µόνο από τις τιµές τους στο e,
δηλαδή µόνο από τον εϕαπτόµενο χώϱο TeG. Αυτό δείχνει µέσ’ τις άκϱες ότι TeG ∼=
XL(G) ∼= TgG. ΄Ενα πϱοσωπικό αγαπηµένο ϐιϐλίο που διαπϱαγµατεύεται τέτοιου είδους
Ϲητήµατα είναι το [7].

Με αυτά έχουµε δείξει ότι:

Παϱατήϱηση 1.2. Στις οµάδες Lie (G, ·), για κάϑε g ∈ G έχουµε TgG ∼= TeG ∼= XL(G).

Επίσης, ϑα δείξουµε ότι η TeG είναι άλγεϐϱα Lie, πϱάγµα που ϑα δικαιολογήσει την
οϱολογία �η άλγεϐϱα Lie της οµάδας Lie�.

Παϱατήϱηση 1.3. ΄Εστω µία οµάδα Lie (G, ·). Ο εϕαπτόµενος χώϱος TeG αποτελεί
άλγεϐϱα Lie, µέσω της συνήϑους αγκύλης Lie των (αϱιστεϱά αναλλοίωτων) διανυσµατικών
πεδίων.

Απόδειξη: Οι ιδιότητες της αγκύλης Lie στην TeG είναι συνέπεια των αντίστοιχων
ιδιοτήτων της αγκύλης των αριστερά αναλλοίωτων διανυσµατικών πεδίων. Το µόνο που
αποµένει είναι να δειχθεί ότι η αγκύλη [·, ·] διατηϱεί τα αριστερά αναλλοίωτα διανυσ-
µατικά πεδία, δηλαδή:

[·, ·] : X 2
L (G)→XL(G)

Αυτό είναι όµως συνέπεια του ότι τα αϱιστεϱά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία είναι
Lg−συσχετισµένα, άϱα και η αγκύλη Lie.

Οϱισµός 1.8 (Η άλγεϐϱα Lie της οµάδας Lie). ∆οϑείσης µίας οµάδας Lie (G, ·), η
άλγεϐϱα Lie TeG, µε την αγκύλη Lie από τα αϱιστεϱά αναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία,
καλείται η άλγεϐϱα Lie της G.

Αντιστϱόϕως, κανείς µποϱεί να µεταϕεϱϑεί από την άλγεϐϱα Lie στην οµάδα Lie, µε
την χϱήση της λεγόµενης εκϑετικής απεικόνισης. Για να καταλάϐουµε σε έναν πϱώτο
στάδιο την απεικόνιση αυτή, ϑα ασχοληϑούµε µε το παϱάδειγµα του πολλαπλασιαστικού
µιγαδικού κύκλου S1. O S1 είναι οµάδα Lie και η άλγεϐϱα Lie είναι µία ευϑεία µε
πϱόσϑεση, δηλαδή ο R. Το ότι ο πολλαπλασιασµός έγινε πϱόσϑεση είναι συνέπεια της
µετάϐασης στον εϕαπτόµενο χώϱο T1S1 = {(0, h) | h ∈ R} ∼= R.

Εάν λοιπόν κανείς ϑέλει να µεταφερθεί από την ευθεία στον κύκλο, ϑα πϱέπει να
µετατρέψει την πρόσθεση σε πολλαπλασιασµό, δηλαδή να χρησιµοποιήσει κάποιου εί-
δους εκθετικό. Και πράγµατι, η µετάϐαση αυτή γίνεται µε το σύνηθες µιγαδικό εκθετικό
θ 7→ eiθ (ή, εάν ϑέλουµε να είµαστε εντελώς τυπικοί, iθ 7→ eiθ).

Γενικά η εκϑετική απεικόνιση οϱίϹεται µε τον ακόλουϑο τϱόπο. ΄Ενα διανυσµατικό
πεδίο κανείς µποϱεί να το σκέϕτεται ως ένα πεδίο ταχυτήτων, παϱαδείγµατος χάϱην ενός
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ϱευστού που κινείται επί της πολλαπλότητας G. Εποµένως υπάϱχει µία πολύ στενή
σύνδεση µεταξύ των λεγόµενων διαϕοϱικών ϱοών και των διανυσµατικών πεδίων. Οι
διαϕοϱικές ϱοές είναι συναϱτήσεις Θ(t, g), που εξαϱτώνται από τον χϱόνο t και το σηµείο
g, και δείχνουν πού µεταϕέϱεται υλικό από το σηµείο g, µετά από χϱόνο t. Αυστηϱότεϱα,
έχουν τις ιδιότητες:

i. Θ(0, g) = g

ii. Θ(t+ s, g) = Θ
(
s,Θ(t, g)

)
(εκ των οποίων η πϱώτη είναι ϕανεϱή και η δεύτεϱη δηλώνει ότι δεν έχουν σηµασία οι
�ενδιάµεσες µετϱήσεις�, καϑώς το να υπολογίσει κανείς πώς µεταϕέϱεται το υλικό σε
χϱόνους t κι έπειτα s είναι το ίδιο µε τον απλό υπολογισµό µετά από χϱόνο t+ s).

Κοιτώντας την ταχύτητα του υλικού στο g, κανείς οδηγείται στον λεγόµενο απειϱοστικό
γεννήτοϱα:

Θα(g)(f) = lim
∆t→0

1

∆t

(
f
(
Θ(∆t, g)

)
− f(g)

)
που είναι ένα διανυσµατικό πεδίο. Για να καταλήξει κανείς σε απειϱοστικό γεννήτοϱα
Θα που δίνει το διανυσµατικό πεδίο ξ (δηλαδή Θα = ξ), ϑα πϱέπει πϱοϕανώς να επιλέξει
κατάλληλα τη διαϕοϱική ϱοή Θ. Αυτό γίνεται µε τον εξής τϱόπο: Σταϑεϱοποιούµε ένα
σηµείο g και κοιτάµε πώς αυτό το g κινείται στον χϱόνο. Η κίνησή του ϑα πϱέπει να
είναι µία καµπύλη της µοϱϕής Θ(·, g), όπου Θ είναι η συνάϱτηση που ψάχνουµε, και
ϑα πϱέπει να ικανοποιεί τη διαϕοϱική εξίσωση:

ξ
(
Θ(·, g)

)
(f) =

d

dt

(
f ◦Θ(·, g)

)
, για κάϑε f

Θυµηϑείτε ότι το µόνο που γνωρίζουµε είναι το πεδίο ταχυτήτων, δηλαδή το ξ, το οποίο
είναι µία συλλογή κατά κατεύθυνσης παϱαγώγων (αϕού είναι διανυσµατικό πεδίο).
Παίρνοντας τοπικές συντεταγµένες και λύνοντας κατά τα συνήϑη την αντίστοιχη δι-
αφορική εξίσωση, ϐρίσκουµε την Θ, τουλάχιστον τοπικά. Μάλιστα τοπικά εξασφαλίζεται
και η µοναδικότητα της λύσης, από γνωστό ϑεώϱηµα των διαφορικών εξισώσεων.

Ιδίως στις οµάδες Lie, η Θ δεν οϱίϹεται απλώς τοπικά αλλά ολικά, αϕού και πάλι
υπάϱχει αυτή η έννοια της µεταϕοϱάς. Πεϱισσότεϱες λεπτοµέϱειες, που από ανάγκη
αποκϱύπτονται, µποϱούν να ϐϱεϑούν στα [7] και [8].

Οϱισµός 1.9 (Η εκϑετική απεικόνιση). ΄Εστω (G, ·) µία οµάδα Lie µε άλγεϐϱα Lie
(TeG, [·, ·]). ΟϱίϹουµε την εκϑετική απεικόνιση exp : TeG→ G ως εξής:

exp(v) = Θv(1, e)

όπου Θv είναι η ϱοή που αντιστοιχεί στο αϱιστεϱά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο που
πϱοέϱχεται από το v (µε µεταϕοϱές).

Η ιδέα του οϱισµού είναι να καλυϕϑεί η G από υλικό που πϱοέϱχεται από το e κι
έχει εκτοξευϑεί µε ταχύτητα v, το οποίο το �σταµατάµε� µετά από χϱόνο 1. Φυσικά,
αϕού ο χϱόνος είναι σταϑεϱός, το πόσο �µακϱυά� ϑα γίνει η εκτόξευση εξαϱτάται από
το πόσο �γϱήγοϱη� είναι η ϱοή Θv, δηλαδή εξαϱτάται από το v.

Η εκϑετική απεικόνιση έχει σηµαντικές οµοιότητες µε την συνήϑη εκϑετική, και µία
απ’ αυτές είναι η ακόλουϑη:
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Παϱατήϱηση 1.4. ΄Εστω (G, ·) µία οµάδα Lie µε άλγεβρα Lie (TeG, [·, ·]). Για την εκ-
ϑετική απεικόνιση έχουµε:

exp
(
(t+ s)v

)
= exp(tv) · exp(sv)

δηλαδή η πϱόσϑεση γίνεται πολλαπλασιασµός (τουλάχιστον στην πεϱίπτωση που είµαστε
στην ίδια ευϑεία, του v).

Απόδειξη: Αυτό είναι συνέπεια των ιδιοτήτων της ϱοής Θv και κατά συνέπεια της
�τϱοχιάς� γ(s) = Θv(st, e). Για την γ έχουµε γ(0) = e και γ′(0) = tv

(
Θ(st, e)

)
,

οπότε η γ είναι τϱοχιά για τη διαϕοϱική ϱοή του διανυσµατικού πεδίου tv. Λόγω της
µοναδικότητας των διαϕοϱικών ϱοών:

exp(tv) = Θv(t, e)

΄Αϱα, λόγω του αϱιστεϱά αναλλοίωτου:

exp
(
(t+ s)v

)
= Θv(t+ s, e) = Θv

(
s,Θv(t, e)

)
= Θv(s, e) ·Θv(t, e) = exp(sv) · exp(tv)

Ειδική πεϱίπτωση αλγεϐϱών Lie είναι αυτές που είναι οµάδες πινάκων, µε αγκύλη
Lie τον µεταϑέτη [X, Y ] = XY − Y X. Οι οµάδες πινάκων, εκτός από ευκολότεϱα
διαχειϱίσιµες, έχουν και µία καλή µοϱϕή για την εκϑετική απεικόνιση. Σηµειώνουµε
ότι, για την τοπολογική εικόνα, οι πίνακες εϕοδιάϹονται µε τη σχετική τοπολογία του
Kn2 (δηλαδή κάνουµε τους πίνακες γϱαµµές).

Πϱόταση 1.1 (Η εκϑετική απεικόνιση σε οµάδες πινάκων). Εάν µία άλγεϐϱα Lie
(g, [·, ·]) είναι οµάδα πινάκων και X ∈ g, τότε το εκϑετικό γίνεται:

exp(X) = eX =
∞∑
k=0

Xk

k!

Απόδειξη: ΄Εστω X = (Xi,j). Κανείς µποϱεί να δείξει ότι η σειϱά etX =
∑

(tX)k/k!
ότι είναι τϱοχιά που αντιστοιχεί στο αϱιστεϱά αναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο µε:

v =
∑
i,j

Xi,j
∂

∂xi,j

∣∣∣
0

οπότε τότε e1·X = exp(X), από τη µοναδικότητα της ϱοής από την οποία πϱοέϱχεται η
εκϑετική απεικόνιση. Πϱάγµατι, έχουµε:

d

dt
etX =

d

dt

∞∑
k=0

(tX)k

k!
= X

∞∑
k=1

(tX)k−1

(k − 1)!
= XetX

(όπου η εναλλαγή παϱαγώγου και αϑϱοίσµατος γίνεται από την οµοιόµοϱϕη σύγκλιση
της σειϱάς etX ). Εποµένως:

e0X = Id και
d

dt
etX
∣∣∣
t=0

= X
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Σηµειώνουµε ότι, εάν gl(n,K) είναι η άλγεϐϱα όλων των πινάκων, τότε η εκϑετική
απεικόνιση παίϱνει τη µοϱϕή exp : gl(n,K)→ GL(n,K).

΄Ενας πολύ σηµαντικός τύπος για την εκθετική απεικόνιση στην πεϱίπτωση των
πινάκων είναι ο λεγόµενος τύπος των Baker-Campbell-Hausdorff, που ουσιαστικά γενι-
κεύει την πεϱίπτωση της Παϱατήϱησης 1.4 στους πίνακες που δεν µετατίθενται κατ’
ανάγκη.

Πϱόταση 1.2 (Ο τύπος των Baker-Campbell-Hausdorff). Για κάϑε X, Y ∈ gl(n,K)
έχουµε:

exp(tX) exp(tY ) = exp

Å
t(X + Y ) +

t2

2
[X, Y ] +O(t3)

ã
Μάλιστα ο όϱος O(t3) είναι στην πϱαγµατικότητα O

(
t3[X, [X, Y ]] + t3[Y, [X, Y ]]

)
.

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι ένας απλός υπολογισµός. Αναπτύσσοντας τα αϑϱοίσµατα
έχουµε:

exp(tX) exp(tY ) =

Å
Id + tX +

t2

2
X2 +O(t3)

ãÅ
Id + tY +

t2

2
Y 2 +O(t3)

ã
= Id + t(X + Y ) +

t2

2
(X2 + 2XY + Y 2) +O(t3)

Αντίστοιχα, εάν αναπτυχϑεί το:

exp

Å
t(X + Y ) +

t2

2
[X, Y ] +O(t3)

ã
ϑα καταλήξουµε στον ίδιο τύπο. Με πϱοσεκτικούς υπολογισµούς κανείς ϐλέπει πάλι ότι
ο όϱος O(t3) είναι στην πϱαγµατικότητα O

(
t3[X, [X, Y ]] + t3[Y, [X, Y ]]

)
.

Για διάϕοϱες συγκεκϱιµένες πεϱιπτώσεις είναι χϱήσιµη και η µετάϑεση της οϱίϹουσας
µε το ίχνος, την οποία ϐλέπουµε µε την επόµενη παϱατήϱηση.

Παϱατήϱηση 1.5. ΄Εστω X ∈ gl(n,C). Αληϑεύει η σχέση:

exp(tr X) = det(expX)

Απόδειξη: Εάν είµαστε υπεϱάνω του C, οι πίνακες τϱιγωνοποιούνται. Μένει λοιπόν
κανείς να παϱατηϱήσει τη σχέση για τϱιγωνικούς πίνακες (καϑώς επίσης και τη σχέση
eA
−1XA = A−1eXA).

1.3 ∆ιαϕόϱιση των κυµατοσυναρτήσεων και κατανοµές

Στην αϱχή αυτού του κεϕαλαίου αναϕεϱϑήκαµε, οµολογουµένως κάπως ϐιαστικά, στα
αξιώµατα της κϐαντοµηχανικής. Εξάγαµε τον τύπο του Schrödinger κάνοντας κάποιες
κλασικές παϱαδοχές, αλλά δεν εξηγήσαµε καϑόλου πώς είναι δυνατόν µία εξίσωση µε
παϱαγώγους όπως αυτή να ισχύει για κάϑε κυµατοσυνάϱτηση Ψ, που εν γένει είναι L2.

− ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
= i~

∂Ψ

∂t
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Εδώ ϑα προσπαθήσουµε να εξηγήσουµε την διαφορισιµότητα µε την L2−έννοια, χρησι-
µοποιώντας κατανοµές.

Μία κλασική µέϑοδος µε την οποία είναι δυνατόν κανείς να επεκτείνει τον οϱισµό
της παϱαγώγου είναι χϱησιµοποιώντας την παϱαγοντική ολοκλήϱωση (ή, κατά ϐάση, το
ϑεώϱηµα της απόκλισης) από τον απειϱοστικό λογισµό. ∆εδοµένων δύο συναϱτήσεων
f, ϕ : Ω → R που έχουν όση οµαλότητα απαιτεί το ϑεώϱηµα της απόκλισης, µποϱούµε
να πάϱουµε:∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ dx+ f

∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

∇ · (fϕ)ei dx =

∫
∂Ω

(fϕ)ei · n̂ dS =

∫
∂Ω

(fϕ)n̂i dS

΄Οπου n̂ είναι το εξωτερικό µοναδιαίο κάθετο στο ∂Ω, που συµφωνεί µε τον προσανα-
τολισµό του Ω. ∆ηλαδή έχουµε τον τύπο της παραγοντικής ολοκλήρωσης:∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ dx = −

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
∂Ω

(fϕ)n̂ dS

Εάν µάλιστα η ϕ έχει συµπαγή ϕοϱέα supp ϕ b Ω, τότε οι συνοϱιακοί όϱοι εξαλείϕονται
κι έχουµε: ∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ dx = −

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx

Η αξία του παϱαπάνω τύπου είναι ϕυσικά η µεταϕοϱά της παϱαγώγου από την f στην
ϕ, και η ιδέα που αυτό µας καλλιεϱγεί, ότι οϱισµένα αποτελέσµατα που σχετίϹονται µε
την παϱάγωγο της f µποϱούν να εξαχϑούν από την παϱάγωγο της ϕ.

Εάν λοιπόν η f δεν είναι αναγκαστικά οµαλή αλλά απλώς ολοκληϱώσιµη, κανείς
µποϱεί να οϱίσει την Sobolev ή ασϑενή παϱάγωγο της f ως την L1

loc(Ω) συνάϱτηση
∂f/∂xi µε την ιδιότητα:∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ dx = −

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx για κάϑε ϕ ∈ C∞c (Ω)

Φυσικά πϱέπει κανείς να δείξει ότι αυτός ο οϱισµός είναι καλός, µε την έννοια ότι δεν
υπάϱχουν πολλές ασϑενείς παϱάγωγοι µίας συνάϱτησης.

Παϱατήϱηση 1.6. ΄Εστω f µία τοπικά ολοκληϱώσιµη συνάϱτηση για την οποία υπάϱχει
ασϑενής παϱάγωγος v. Εάν u είναι άλλη µία ασϑενής παϱάγωγος, τότε u = v (εννοείται
σχεδόν παντού).

Απόδειξη: Πϱάγµατι, ο οϱισµός της ασϑενούς παϱαγώγου δίνει:∫
Ω

vϕ dx = −
∫

Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

uϕ για κάϑε ϕ ∈ C∞c (Ω)

δηλαδή: ∫
Ω

(u− v)ϕ = 0 για κάϑε ϕ ∈ C∞c (Ω)

Αυτό δίνει το Ϲητούµενο.

Μεγαλύτεϱης τάξης παράγωγοι µποϱούν να οριστούν επίσης, χρησιµοποιώντας δι-
αδοχικά την παραγοντική ολοκλήρωση. Εάν α είναι ένας πολυδείκτης, η ασθενής
παράγωγος Dα = ∂|α|/∂xα1

1 · · · ∂xαnn ορίζεται ως εξής:∫
Ω

ϕDαf dx = (−1)|α|
∫

Ω

fDαϕ dx για κάϑε ϕ ∈ C∞c (Ω)
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Τους χώϱους των συναϱτήσεων που έχουν ασϑενείς παϱαγώγους τάξης 0 6 |α| 6 k που
είναι Lp, τους συµϐολίϹουµε µε W k,p(Ω), και τους ονοµάϹουµε Sobolev χώϱους.

Το πϱόϐληµα: Ο χώϱος που ουσιαστικά µας ενδιαϕέϱει, ο W 2,2(Ω), δεν ταυτίϹεται
µε τον L2, και µάλιστα είναι γνήσιο υποσύνολό του W 2,2(Ω) ⊂ L2(Ω). Αυτό σηµαίνει ότι
ακόµα και µε αυτήν την γενικευµένη παϱάγωγο, οι κυµατοσυναϱτήσεις δεν είναι όλες
ασϑενώς παϱαγωγίσιµες.

Το πϱόϐληµα αυτό επιλύεται µε την χϱήση κατανοµών. Κύϱιος χώϱος για την
ανάπτυξη των κατανοµών είναι ο χώϱος του Schwartz, ή αλλιώς των ταχέως ϕθίνοντων
συναϱτήσεων:

Οϱισµός 1.10 (Ο χώϱος του Schwartz). Ο χώϱος του Schwartz οϱίϹεται ως εξής:

S(Rn) = S(Rn,K) =

ß
f ∈ C∞(Rn;C)

∣∣∣ ∀α, β ∈ Nn
0 , sup

x∈Rn
|xαDβf(x)| <∞

™
όπου xα = xα1

1 · · ·xαnn και Dβ = ∂|β|/∂xβ11 · · · ∂xβnn . Συνηϑέστεϱη µετϱική είναι η:

dS(♦,�) =
∑

α,β∈Nn0

1

2|α|+|β|
||idαDβ(♦− �)||L∞

1 + ||idαDβ(♦− �)||L∞

κι επίσης υπάϱχουν οι ηµινόϱµες:

||♦||α,β;S = sup
x∈Rn
|xαDβ♦(x)| και ||♦||N ;S =

∑
|α|+|β|6N

sup
x∈Rn
|xαDβ♦(x)|

Οι συναρτήσεις στον χώϱο του Schwartz είναι συναρτήσεις των οποίων όλες οι παράγ-
ωγοι ϕθίνουν γρήγορα, γϱηγοϱότεϱα από κάϑε ϱητή συνάϱτηση 1/xα (εξού και η οϱολογία
�ταχέως ϕθίνουσες�).

Κατά την αναϹήτηση της ασθενούς παραγώγου, ϐασική παϱατήϱηση ήταν η παραγον-
τική ολοκλήρωση (χωϱίς συνοριακούς όϱους):∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ dx = −

∫
Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx, για κάϑε ϕ ∈ C∞c (Ω)

Ο λόγος που η έκϕϱαση αυτή δεν εξασϕαλίϹει πάντοτε την ύπαϱξη της παϱαγώγου ∂f/∂xi
είναι το γεγονός ότι η f µποϱεί να έχει τόσες παϑογένειες ώστε το πϱώτο ολοκλήϱωµα να
µην µποϱεί να ισούται µε το δεύτεϱο για καµία ∂f/∂xi ∈ L1

loc(Ω). Για παϱάδειγµα, µία
ουσιαστική ανωµαλία όπως είναι αυτή της:

f(x) = H(x) =

®
0, x 6 0

1, x > 0

δηµιουϱγεί προβλήµατα, αϕού όταν ο ϕοϱέας της ϕ ϐρίσκεται στον ϑετικό ηµιάξονα,
ϑα έχουµε µία ισότητα της µορφής 0 = λ < 0. Φυσικά µία απλή ασυνέχεια συνήϑως
δεν είναι ικανή να καταστρέψει την ασθενή παραγωγισιµότητα, τυχαίνει όµως το προ-
ηγούµενο παϱάδειγµα να είναι τέτοιο. Μάλιστα αρκετά ιδιάζουσες συναρτήσεις, όπως
για παϱάδειγµα µε άπειϱους πυκνούς πόλους, ενδέχεται να είναι παραγωγίσιµες µε την
ασθενή έννοια. Παραδείγµατα µποϱούν να ϐρεθούν στο [9].

Παϱά την µη ύπαϱξη συνάϱτησης σε κάϑε πεϱίπτωση που να αποτελεί παϱάγωγο,
κανείς ϑα έλεγε ότι τα ϐασικά εϱγαλεία για την πεϱιγϱαϕή της παϱαγώγου υπάϱχουν.



1.3 ∆ιαϕόϱιση των κυµατοσυναϱτήσεων και κατανοµές 19

Υπάϱχει δηλαδή το συναϱτησοειδές T (♦) =
∫
Rn f ·♦ dx, κι επίσης µποϱεί να οϱιστεί το:

∂iT (ϕ) = −T
Å
∂ϕ

∂xi

ã
= −

∫
Rn
f
∂ϕ

∂xi
dx για ϕ ∈ C∞c (Rn)

Εάν δεν ασχοληθούµε λοιπόν µε την f αλλά µε το συναρτησοειδές T , υπάρχει ένα
συναρτησοειδές ∂iT που ϕαίνεται να µοιάϹει µε την παράγωγο του T . Στη ϑεωρία
κατανοµών συνηθίζεται την εκτίµηση µε το συναρτησοειδές να τη συµβολίζουµε µε 〈T,♦〉,
οπότε µε αυτούς τους συµβολισµούς:

〈∂iT, ϕ〉 = −
≠
T,

∂ϕ

∂xi

∑
= −

∫
Rn
f
∂ϕ

∂xi
dx για ϕ ∈ C∞c (Rn)

Ο συµϐολισµός 〈·, ·〉 χϱησιµοποείται για να ϑυµίϹει εσωτεϱικό γινόµενο και τη σχέση µε
την παϱαγοντική ολοκλήϱωση.

Φαίνεται λοιπόν ότι, εάν κανείς ασχοληϑεί µε στοιχεία T του δυϊκού χώϱου C∞c (Rn)′

ϑα µποϱεί να έχει µία επιπλέον έννοια διαϕοϱισιµότητας. Βέϐαια για τη δική µας
πεϱίπτωση δεν αϱκεί µονάχα ο χώϱος C∞c (Rn)′, και γι’ αυτό ϑα χϱειαστεί να µελετήσουµε
συναϱτησοειδή στον χώϱο του Schwartz. Σηµειώνουµε ότι µε αυτήν µας την επιλογή στην
πϱαγµατικότητα ασχολούµαστε µε λιγότεϱα συναϱτησοειδή, αϕού S(Rn)′ ⊆ C∞c (Rn)′.

Οϱισµός 1.11 (Κατανοµές). Ονοµάζουµε κατανοµή στον χώϱο του Schwartz (ή tem-
pered κατανοµή, ή απλώς κατανοµή) κάϑε συναρτησοειδές T στον δυϊκό χώϱο S(Rn)′.
Την εκτίµηση του συναρτησοειδούς T σε συνάϱτηση f ϑα τη συµβολίζουµε κατά τα
συνήϑη µε 〈T, f〉, ώστε να ϑυµίϹει εσωτεϱικό γινόµενο.

Η παϱάγωγος, όπως αυτή διεϱευνήϑηκε πϱοηγουµένως, είναι πϱάγµατι γενίκευση
της συνήϑους παϱαγώγου. Αυτό το ϐλέπουµε µε την ακόλουϑη παϱατήϱηση:

Παϱατήϱηση 1.7. Ισχύει ο εγκλεισµός:

S(Rn) ↪→ S(Rn)′

Με την ακόλουϑη έννοια:

S(Rn) 3 f 7→ Tf (♦) =

∫
Rn
f · ♦ dx ∈ S(Rn)′

Οϱισµός 1.12 (Παράγωγος µίας κατανοµής). ΄Εστω T ∈ S(Rn)′ µία κατανοµή. Ορί-
Ϲουµε την παράγωγο της κατανοµής T , έστω ∂iT ∈ S(Rn)′, µέσω του τύπου:

〈∂iT, ϕ〉 = −
≠
T,

∂ϕ

∂xi

∑
, για κάϑε ϕ ∈ S(Rn)

Μένει να αποδειχθεί ότι η παράγωγος της κατανοµής είναι αρκετά ισχυϱή έννοια
ώστε να περιέχει όλες τις L2−συναϱτήσεις. Από την στιγµή που διαθέτουµε ένα τέτοιο
αποτέλεσµα στα χέϱια µας, ϑα µποϱούµε να γράφουµε άϕοϐα ∂Ψ/∂xi για τις κυµατο-
συναρτήσεις, υπονοώντας ότι ∂Ψ/∂xi = ∂iTΨ, όπου TΨ είναι η κατανοµή που προέρχεται
από την Ψ.
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Πϱόταση 1.3 (Οι ϐασικοί εγκλεισµοί). Αληϑεύουν οι εγκλεισµοί:

S(Rn) ⊂ L2(Rn) ↪→ S(Rn)′

Απόδειξη: Για τον πϱώτο εγκλεισµό, έστω ϕ ∈ S(Rn). Εϕόσον η ϕ είναι ταχέως
ϕϑίνουσα, µποϱούµε να γϱάψουµε ϕ = O(1/|x|2). Εποµένως, εάν τοO της ϕ υλοποιείται
έξω από κάποιον δίσκο B = B(0, r), τότε:∫

Rn
|ϕ(x)|2 dx 6

∫
B

|ϕ(x)|2 dx+O

Å∫
Bc

1

|x|4
dx

ã
<∞

∆ηλαδή ϕ ∈ L2(Rn).
Για τον δεύτεϱο εγκλεισµό, έστω f ∈ L2(Rn). Εάν ϕ ∈ S(Rn), τότε και πάλι από την

ταχεία ϕϑίση µποϱούµε να έχουµε:

|ϕ(x)| 6 C

1 + |x|2
, και µάλιστα C = sup

x∈Rn

∣∣(1 + |x|2)ϕ(x)
∣∣

Εποµένως, ολοκληϱώνοντας και µε Hölder παίϱνουµε:∣∣∣∣∫
Rn
fϕ dx

∣∣∣∣ 6 ||f ||L2 · ||ϕ||L2

Για την L2−νόϱµα της ϕ, παϱατηϱούµε ότι:

||ϕ||L2 6
Å∫

Rn

C2

(1 + |x|2)2

ã1/2

6 C

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

1 + |x|2

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2

= M · sup
x∈Rn

∣∣(1+ |x|2)ϕ(x)
∣∣ = M ·||ϕ||2;S

και κατά συνέπεια: ∣∣∣∣∫
Rn
fϕ dx

∣∣∣∣ 6M · ||f ||L2 · ||ϕ||2;S

Αυτό δείχνει ότι το συναϱτησοειδές:

Tf (♦) =

∫
Rn
f · ♦ dx

είναι συνεχές, και κατά συνέπεια Tf ∈ S(Rn)′. Οπότε δείξαµε ότι L2(Rn) ↪→ S(Rn)′.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Μετασχηµατισµοί Fourier και ο
δυϊσµός ϑέσης-οϱµής

2.1 Ο µετασχηµατισµός Fourier

Οµετασχηµατισµός Fourier στην ϕυσική είναι καίϱιας σηµασίας, αϕού µας δίνει κάποιου
είδους δυϊσµό της ϑέσης και της ορµής, κι επίσης διαγωνοποιεί τον τελεστή της ορµής.

΄Οσον αϕοϱά µία απλούστεϱη διακριτή πεϱίπτωση, κανείς ασχολείται µε τους συν-
τελεστές Fourier και τις σειϱές Fourier. Από τους ορισµούς που ϑα δοθούν, ϑα γίνει
ϕανερό ότι το ένα είναι το διακριτό / συνεχές ανάλογο του άλλου. Το εν λόγω χωϱίο το
παραθέτουµε για δύο λόγους:

i. Πϱοκειµένου να ϕανεί σε ένα πϱώτο στάδιο η σχέση ϑέσης-οϱµής.

ii. Για να καταλήξουµε σε έναν τύπο για τις κυµατασυναϱτήσεις, που είναι το διακϱιτό
ανάλογο αυτού που ϑα δούµε στην επόµενη παϱάγϱαϕο 2.2.

Ας ϑεωρήσουµε για ευκολία την πεϱίπτωση της µίας χωϱικής διάστασης στον L2.
Βασικό εργαλείο στον L2 χώϱο είναι οι σειϱές Fourier, τις οποίες ϑα ϑέλαµε να χρησι-
µοποιήσουµε προκειµένου να µεταϐούµε από τη συνεχή στη διακριτή πεϱίπτωση. Εί-
ναι γνωστό ϑεώϱηµα ότι, εάν f̂(k) είναι οι συντελεστές Fourier µίας 2π−πεϱιοδικής
συνάϱτησης, τότε:

lim
n→∞

||·||L2

n∑
k=−n

f̂(k)eik(·) = f(x)

Είναι ίσως πϱοϐληµατικό το γεγονός της 2π−πεϱιοδικότητας των L2−συναϱτήσεων που
πϱοσεγγίϹονται, στη ϐασική ϑεωϱία των σειϱών Fourier. Το τέχνασµα που δίνει λύση σε
αυτήν την πεϱίπτωση είναι κανείς να δουλέψει µε τον µοναδιαίο κύκλο S1, στον οποίον
οι συναϱτήσεις εµϕανίϹουν εκ ϕύσεως πεϱιοδικότητα, κι έπειτα να αϕεϑεί η ακτίνα του
να τείνει στο άπειϱο.

Ας ϑεωϱήσουµε λοιπόν 2π−πεϱιοδικές συνοϱιακές συνϑήκες στις συναϱτήσεις f ∈
L2(R), πϱάγµα που µας δίνει τον χώϱο L2(S1), µε εσωτεϱικό γινόµενο:

(f, g) =
1

2π

∫ π

−π
fg dx

Η συγκεκϱιµένη µοϱϕή του εσωτεϱικού γινοµένου δεν ϑα εξηγηϑεί, αλλά υπάϱχει στο
[6]1. Στον νέο χώϱο L2(S1) η γεωµετϱία είναι αυτή του κύκλου S1, κι εποµένως η ϑέση

1Στις σηµειώσεις εκείνες συµϐολιϹεται µε L2 ο χώϱος των συνεχών συναϱτήσεων µε την L2−νόϱµα, και
µε L̃2 ο �κανονικός� L2−χώϱος (ως πλήϱωση). Αυτή η ιδιαιτεϱότητα υπάϱχει διότι αποϕεύγεται εντελώς
η χϱήση ϑεωϱίας µέτϱου.
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x αντιστοιχεί σε γωνία θ. Επίσης, οι µεταϕοϱές γίνονται πεϱιστϱοϕές, δηλαδή στοιχεία
της γενικής οϱϑογώνιας οµάδας:

SO(2) =
{
X ∈ R2,2 | AA> = A>A = Id, detA = 1

}
(οϱϑογώνιες απεικονίσεις χωϱίς ανακλάσεις).

Οϱισµός 2.1 (Συντελεστές Fourier και σειϱές Fourier). ΄Εστω f ∈ L2(S1). ΟϱίϹουµε
για τα διάϕοϱα k ∈ Z τους συντελεστές Fourier:

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx

κι επίσης τη σειϱά Fourier:

lim
n→∞

||·||L2

n∑
k=−n

f̂(k)eikx =
∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx

Βασικές ιδιότητες για τις σειϱές Fourier στον L2 ϑα αναφερθούν παϱακάτω, αλλά
δεν ϑα αποοδειχθούν, καθώς δεν τις χρειαζόµαστε σε άλλο πλαίσιο πέϱα από το παϱόν.
Μία ενδεχοµένως λιγότεϱο συχνή µέϑοδος που αποδεικνύει ϐασικά αποτελέσµατα για τις
σειϱές Fourier (όπως το γεγονός ότι η {eik(·)}k∈Z είναι ορθοκανονική ϐάση του L2(S1)),
είναι αυτή που ϐασίζεται σε µία ιδιότητα ελαχιστοποίησης που χαρακτηρίζει τους συντε-
λεστές Fourier. Μποϱείτε να ϐϱείτε λεπτοµέρειες στο [6].

Ξεκινώντας λοιπόν τη µελέτη µας οϱίϹουµε:

ρ(θ)Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ− θ)

και παίϱνουµε µία αναπαϱάσταση ρ : SO(2) → GL(L2(S1)) της SO(2). Εάν επίσης το
X παϱάγει την αντίστοιχη άλγεϐϱα Lie so(2) = TIdSO(2) ∼= (R,+), τότε µποϱούµε µε
παϱαγώγιση της ρ να πεϱάσουµε σε αναπαϱάσταση R της άλγεϐϱας Lie. Σηµειώνουµε
ότι το διαϕοϱικό στη γεωµετϱία είναι ένας κλασικός τϱόπος κανείς να µεταϕεϱϑεί στον
εϕαπτόµενο χώϱο, από την πολλαπλότητα. Λόγω της Παϱατήϱησης 1.5, µποϱούµε να
επιλέξουµε:

X =

(
0 −1

1 0

)
που παϱάγει την so(2), κι οπότε τότε:

R(aX)Ψ(ϕ) =
d

dθ
Ψ(ϕ− aθ)

∣∣∣
θ=0

= −a d
dϕ

Ψ(ϕ), άϱα R(aX) = −a d
dϕ

Τώϱα ο τελεστής R είναι στην ουσία παϱαγώγιση, οπότε σχετίϹεται µε την οϱµή p =
−~ · d/dϕ. Η αναπαϱάσταση λοιπόν της άλγεϐϱας Lie so(2) είναι αυτό που δικαιολογεί
τη µεταϕοϱά από τη µελέτη της ϑέσης (εν πϱοκειµένω γωνίας), στη µελέτη της οϱµής.

Χϱησιµοποιώντας τις σειϱές Fourier, µποϱούµε να πούµε κάτι παϱαπάνω, σχετικά
µε τις κυµατοσυναϱτήσεις. Με ανάπτυγµα των κυµατοσυναϱτήσεων σε σειϱές Fourier,
παίϱνουµε τον τύπο:

Ψ(·) =
∞∑

k=−∞

Ψ̂(k)eik(·)
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δηλαδή, από τη σχέση του de Broglie p = ~k:

Ψ(·) =
∑
p∈~Z

Ψ̂(p/~)eip(·)/~

που δείχνει την ταύτιση -µέσω της αντιστοιχίας L2(S1) 3 f ↔
(
f̂(k)

)
k∈Z ∈ `2(Z)- των

κυµατοσυναϱτήσεων µε το �ϕάσµα της οϱµής�.

2.1.1 Ο µετασχηµατισµός Fourier στον L2

Το προηγούµενο τέχνασµα, δηλαδή η ενασχόλιση µε τον κύκλο S1, του οποίου αφή-
νουµε την ακτίνα να τείνει στο άπειϱο, δεν είναι αρκετό για να δώσει µία ολοκληϱωµένη
εικόνα της κβαντοµηχανικής. Χρειάζεται να ϕύγουµε από τη διακριτή πεϱίπτωση και
να µεταϐούµε στη συνεχή. Ο µετασχηµατισµός Fourier είναι στην ουσία το συνεχές
ανάλογο των συντελεστών Fourier, και ορίζεται µέσω του τύπου:

(Ff)(k) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)e−ik·x dx, k ∈ Rn

Φυσικά εµείς ϑέλουµε οι f να έχουν τον ϱόλο των κυµατοσυναϱτήσεων, δηλαδή να
είναι L2. Το πϱόϐληµα είναι ότι ο παϱαπάνω τύπος δεν µποϱεί να χϱησιµοποιηϑεί για
όλες τις L2−συναϱτήσεις, αϕού ενδέχεται το ολοκλήϱωµα να µην συγκλίνει. ∆ουλεύουµε
λοιπόν, αναγκαστικά, στον καταλληλότεϱο χώϱο του Schwartz S , και την γενικότεϱη
πεϱίπτωση του L2 ϑα την εξάγουµε µε όϱια.

Οϱισµός 2.2 (Μετασχηµατισµός Fourier). ΄Εστω f ∈ S(Rn). Ορίζουµε τον µετασχη-
µατισµό Fourier µέσω του τύπου:

(Ff)(k) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)e−ik·x dx, k ∈ Rn

Σηµαντική ϐέϐαια παϱατήϱηση πϱοκειµένου τα παϱαπάνω να µποϱούν να γίνουν
είναι η ακόλουϑη:

Παϱατήϱηση 2.1. Ο χώϱος S(Rn) είναι πυκνός στον L2(Rn), δηλαδή:

S(Rn)
||·||L2

= L2(Rn)

Απόδειξη: Είναι συνέπεια του ότι:

C∞c (Rn) ⊆ S(Rn) ⊆ L2(Rn) και C∞c (Rn)
||·||L2

= L2(Rn)

(η τελευταία ισότητα µποϱεί να αποδειχϑεί, για παϱάδειγµα, µε οµαλοποιητές -δείτε το
[9]).

Είναι ϕανεϱό, από την ταχεία ϕϑίση των συναϱτήσεων του χώϱου του Schwartz, ότι
ο µετασχηµατισµός Fourier οϱίϹεται για κάϑε f ∈ S(Rn).

Βασικό εϱγαλείο είναι η αντιστϱοϕή Fourier “F , που αποτελεί τον αντίστϱοϕο τελεστή“F = F−1. Η σηµασία του τελεστή ϐϱίσκεται στην επέκτασή του στον L2, µέσω της οποίας
κανείς µποϱεί να πάϱει µία σύνδεση (intertwiner) αναπαϱαστάσεων στον L2.



24 Κεϕάλαιο 2. Μετασχηµατισµοί Fourier και ο δυϊσµός ϑέσης-οϱµής

Ο “F οϱίϹεται µέσω του τύπου:“F (k) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)eik·x dx, k ∈ Rn

και είναι πϱάγµατι αντίστϱοϕος του F , σύµϕωνα µε την επόµενη πϱόταση.

Λήµµα 2.1 (Πολλαπλασιαστικός τύπος). Για κάϑε f, g ∈ S(Rn) ισχύει ο τύπος:∫
Rn

(Ff)(k)g(k) dk =

∫
Rn
f(k)(Fg)(k) dk

Απόδειξη: Είναι άµεση συνέπεια του ϑεωϱήµατος του Fubini.

Πϱόταση 2.1 (Αντιστϱοϕή Fourier). Για κάϑε f ∈ S(Rn) έχουµε:

f(x) = (“FFf)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)eik·x dk

Απόδειξη: ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

g(k) = e2πik·ye−π|εk|
2

και µε υπολογισµό ϐϱίσκουµε:

(Fg)(x) =
1

(2π)n/2εn
e−π|(x−y)/ε|2

Η παϱαπάνω ποσότητα, και για την ακϱίϐεια η γ(x) = (2π)n/2(Fg)(x + y), είναι στην
πϱαγµατικότητα ένας οµαλοποιητής. Kατά συνέπεια µποϱεί να πϱοσεγγίσει την f µέσω
συνέλιξης. ∆ηλαδή, εάν:

(f ∗ γ)(y) =

∫
Rn
f(x)γ(x− y) dx =

1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)(Fg)(x) dx

τότε (f ∗ γ)(y)→ f(y) καϑώς ε→ 0+. Εποµένως, γϱάϕουµε από το Λήµµα 2.1:

1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)

1

εn
e−π|(x−y)/ε|2 dx =

1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)e2πik·ye−π|εk|
2

dk

και µε ε→ 0+, το αριστερό µέλος γίνεται f(y). Στο δεξί µέλος, από το ϑεώϱηµα κυριαρ-
χηµένης σύγκλισης του Lebesgue, ϑα έχουµε:

1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)e2πik·ye−π|εk|
2

dk → 1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)e2πik·y dk

Σηµειώνουµε µόνο το εξής σηµείο, ότι η Ff είναι πράγµατι ολοκληϱώσιµη. Υποθέ-
τουµε ότι η συνάϱτηση είναι ϑετική (χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, χωρίζοντας σε ϑετικά
και αρνητικά µέϱη). Προσεγγίζουµε, όπως πϱιν, µέσω συνελίξεων f ∗ ηε την Ff (για
κατάλληλες συναρτήσεις ηε), και τότε έχουµε από το ϑεώϱηµα µονότονης σύγκλισης ότι:

f ∗ ηε →
∫
Rn
Ff dk
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Τώϱα όµως, εάν για παϱάδειγµα:

ηε(k) = e2πik·xe−π|εk|
2

ϑα έχουµε f ∗ ηε → f(0), πϱάγµα που αποδεικνύει ότι:∫
Rn
Ff dk = f(0) <∞

Μάλιστα, εάν κανείς παϱατηϱήσει ότι (“Ff)(k) = (Ff)(−k), η παϱαπάνω σχέση µε
την αλλαγή f(x) f(−x) δίνει και την δεξιά αντιστϱοϕή:

f(x) = (F “Ff)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(“Ff)(k)e−ik·x dk

Οϱισµός 2.3 (Αντίστϱοϕος ή συϹυγής µετασχηµατισµός Fourier). ΄Εστω f ∈ S(Rn).
ΟϱίϹουµε τον αντίστϱοϕο µετασχηµατισµό Fourier µέσω του τύπου:

(“Ff)(k) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)eik·x dx, k ∈ Rn

Πϱόταση 2.2 (Ο τύπος του Plancherel για συναϱτήσεις Schwartz). ΄Εστω f ∈ S(Rn).
Αληϑεύει ότι Ff ∈ L2(Rn), καϑώς επίσης και ο τύπος:

||Ff ||L2 = ||f ||L2

Απόδειξη: Ορίζουµε g(x) = f(−x) ∈ S(Rn) και, από τον οϱισµό του µετασχηµα-
τισµού Fourier, έχουµε ότι Ff = Ff . Για τη συνέλιξη f ∗ g έχουµε, από την αντιστροφή
Fourier:

(f ∗ g)(0) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(F (f ∗ g))(k) dk

Eπίσης:

(f ∗ g)(0) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f(x)g(−x) dx =

1

(2π)n/2

∫
Rn
|f(x)|2 dx =

1

(2π)n/2
||f ||2L2

και:

1

(2π)n/2

∫
Rn

(F (f ∗ g))(k) dk =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)(Fg)(k) dk

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(Ff)(k)(Ff)(k) dk

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

∣∣(Ff)(k)
∣∣2 dk

=
1

(2π)n/2
||Ff ||2L2

πϱάγµα που αποδεικνύει την πϱόταση.



26 Κεϕάλαιο 2. Μετασχηµατισµοί Fourier και ο δυϊσµός ϑέσης-οϱµής

Ο µετασχηµατισµός Fourier και ο αντίστϱοϕος µετασχηµατισµός Fourier µποϱούν
να επεκταϑούν σε ολόκληϱο τον L2(Rn). ΄Ηδη έχουµε αποδείξει τη ϐασική ισότητα:

S(Rn)
||·||L2

= L2(Rn)

οπότε το µόνο που χειάϹεται να δειχϑεί είναι µία έννοια συνέχειας για τις F , “F . Αυτό
επιτυγχάνεται µέσω του ϕϱάγµατος των τελεστών, για παϱάδειγµα του F . ΓνωϱίϹουµε
από τον τύπο του Plancherel ότι:

||Ff ||L2 = ||f ||L2 , για f ∈ S(Rn)

(δηλαδή είναι ισοµετϱία). Για τον αντίστροφο µετασχηµατισµό “F , µποϱούµε να αποδείξ-
ουµε την ισοµετϱία:

||“Ff ||L2 = ||f ||L2 , για f ∈ S(Rn)

όπως στην Πϱόταση 2.2, χϱησιµοποιώντας τη δεξιά αντιστϱοϕή.
Κατά συνέπεια, υπάρχει L2−επέκταση του µετασχηµατισµού Fourier και του αν-

τίστροφού του, τις οποίες ϑα συµβολίζουµε και πάλι µε F , “F . Οι F , “F είναι επίσης
L2−ισοµετϱίες και η µία αντίστροφη της άλλης, λόγω επέκτασης.

2.1.2 Ο µετασχηµατισµός Fourier στον S ′

Ο µετασχηµατισµός Fourier επεκτείνεται και στον χώϱο των κατανοµών S(Rn)′. Η ιδέα
εδώ, όπως και στον οϱισµό των παϱαγώγων, είναι ο µετασχηµατισµός να αναχϑεί σε
άλλες συναϱτήσεις, και συγκεκϱιµένα στις συναϱτήσεις Schwartz. Αυτό επιτυγχάνεται
µέσω του πολλαπλασιαστικού τύπου που έχουµε ήδη δει:∫

Rn
(Ff)(k)g(k) dk =

∫
Rn
f(k)(Fg)(k) dk, f, g ∈ S(Rn)

∆ηλαδή, ο µετασχηµατισµός Fourier της f , που πάλι ϑα τον συµϐολίϹουµε µε Ff ,
είναι η κατανοµή αυτή για την οποία:

〈Ff, g〉 = 〈f,Fg〉, για κάϑε g ∈ S(Rn)

Τόσο το καλά οϱισµένο (δηλαδή η µοναδικότητα) όσο και η ιδιότητα της επέκτασης,
αποδεικνύονται όπως στην Παϱατήϱηση 1.6.

΄Οσον αϕοϱά τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier, από τον προηγούµενο πολ-
λαπλασιαστικό τύπο δεν είναι δύσκολο κανείς να λάϐει τον:∫

Rn
(“Ff)(k)g(k) dk =

∫
Rn
f(k)(“Fg)(k) dk, f, g ∈ L2(Rn)

και κατά συνέπεια να οϱίσει, κατ’ αναλογία:

〈“Ff, g〉 = 〈f, “Fg〉, για κάϑε g ∈ L2(Rn)

Οϱισµός 2.4 (Ο µετασχηµατισµός Fourier και ο αντίστροφός του στον S ′). Οι
µετασχηµατισµοί Fourier επεκτείνονται στις κατανοµές S(Rn)′ µέσω των σχέσεων:

〈Ff, g〉 = 〈f,Fg〉, για κάϑε g ∈ S(Rn)

και:
〈“Ff, g〉 = 〈f, “Fg〉, για κάϑε g ∈ L2(Rn)
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2.2 Ο δυϊσµός ϑέσης-οϱµής

Στα παϱακάτω ϑα πεϱιοϱιστούµε στη µία διάσταση. ΄Οπως και στη διακϱιτή πεϱίπτωση,
οι κυµατοσυναϱτήσεις µποϱούν να εκϕταστούν, κατά κάποιον τϱόπο, από το �ϕάσµα της
οϱµής�. Αυτό κανείς µποϱεί να το παϱατηϱήσει µέσω του αντίστϱοϕου µετασχηµατισµού
Fourier, δηλαδή γϱάϕοντας:

Ψ(x) =
1

(2π)1/2

∫ ∞
−∞

(FΨ)(k)eikx dk

και από τη σχέση του de Broglie p = ~k:

Ψ(x) =
1

(2π)1/2

∫ ∞
−∞

(FΨ)(p/~)eipx/~ dp

Στη διακϱιτή πεϱίπτωση είδαµε, µέσω της αναπαϱάστασης του so(2), τη σχέση µεταξύ
της ϑέσης και της οϱµής. Στη συνεχή πεϱίπτωση, ϕαίνεται ότι η αντίστοιχη συσχέτιση ϑα
γίνει µέσω του µετασχηµατισµού Fourier, αϕού αυτός µποϱεί να µετατϱέψει τη µεταϕοϱά
σε στϱοϕή. Αυτό κανείς το ϐλέπει µε έναν απλό υπολογισµό:

(FΨ(♦+ θ))(k) = eikθ(FΨ)(k)

∆εδοµένου του µετασχηµατισµού Fourier, η ϑέση και η οϱµή µποϱούν να �εναλλάσ-
σονται�. Mε παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε τα εξής:Å

F dΨ

dx

ã
(k) =

1

(2π)1/2

∫ ∞
−∞

dΨ

dx

∣∣∣
x
e−ikx dx

=
1

(2π)1/2

∫ ∞
−∞

dΨ(x)e−ikx

dx
−Ψ(x)

de−ikx

dx
dx

=
ik

(2π)1/2

∫ ∞
−∞

Ψ(x)e−ikx dx

= ik(FΨ)(k)

∆ηλαδή, µε τον µετασχηµατισµό Fourier η παϱαγώγιση γίνεται πολλαπλασιασµός. Εάν
λοιπόν ϑεωρήσουµε τον τελεστή της ϑέσης QΨ(x) = xΨ(x), µποϱούµε να πάϱουµε
µία αναπαράσταση RQ : R → GL(L2(R)), RQ(k)Ψ(x) = ~eikxQΨ(x). Αντίστοιχα,
ο τελεστής της ορµής PΨ(x) = −i~ · dΨ/dx δίνει µία αναπαράσταση RP : R →
GL(L2(R)), RP (k)Ψ(x) = PΨ(x+k), και ο µετασχηµατισµός Fourier, αϕού µετατρέπει
την παϱαγώγιση σε πολλαπλασιασµό, είναι στην πραγµατικότητα µία σύνδεση των δύο
αναπαραστάσεων RQ, RP . Πράγµατι, µε µετασχηµατισµό Fourier στην RP παίϱνουµε:

F
(
RP (y)Ψ

)
(k) = F

Å
−i~ · d

dx
Ψ(♦+ y)

ã
(k)

= −i~eikyF
Å
dΨ

dx

ã
= ~eikyk(FΨ)(k)

= ~eikyQ(FΨ)(k)

= RQ(y)(FΨ)(k)

Εϕόσον ο F έχει αντίστϱοϕο, οι αναπαϱαστάσεις RQ, RP είναι στην πϱαγµατικότητα
ισοδύναµες.
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Η σχέση µεταξύ των Q,P είναι µάλιστα ακόµη στενότεϱη, αϕού ο µετασχηµατισµός
Fourier διατηϱεί τις L2−νόϱµες. Συνέπεια αυτής της διατήϱησης είναι και η διατήϱηση
του εσωτεϱικού γινοµένου, αϕού:

(f, g)L2 =
1

4

(
||f + g||2L2 + ||f − g||2L2 + i · ||g + if ||2L2 − i · ||g − if ||2L2

)
Οπότε ο F είναι ορθοµοναδιαίος τελεστής. Αναπαραστάσεις που σχετίζονται µε ορ-
ϑοµοναδιαίες αµφιµονοσήµαντες συνδέσεις τις καλούµε ορθοµοναδιαία ισοδύναµες (uni-
tarily equivalent).

Θεώϱηµα 2.1. Οι αναπαϱαστάσεις της ϑέσης και της οϱµής, RQ : R → GL(L2(R))
και RP : R→ GL(L2(R)) µε:

RQ(k)Ψ(x) = ~eikxQΨ(x) και RP (k)Ψ(x) = PΨ(x+ k)

είναι οϱϑοµοναδιαία ισοδύναµες, µε σύνδεση τον µετασχηµατισµό Fourier F .

L2(R)
F

L2(R)

L2(R)
F

L2(R)

RP (x) RQ(x)

Φυσικά οι τελεστές της ϑέσης και της οϱµής δεν µποϱούν να οϱιστούν από τον L2(R)
στον εαυτό του, οπότε το παϱαπάνω ϑεώϱηµα σωπηϱά υπονοεί πεϱιοϱισµό σε κατάλληλο
σύνολο (που µάλιστα είναι πυκνό, αϕού πεϱιέχει το S(R)). Παϱόµοια πϱοϐλήµατα
ϑα συναντήσουµε και παϱακάτω, στην αναπαϱάσταση του Schrödinger, τα οποία ϑα
επιλύουµε µε παϱόµοιο τϱόπο.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Η άλγεϐϱα και η οµάδα του
Heisenberg

3.1 Η άλγεϐϱα Lie και η οµάδα Lie του Heisenberg

3.1.1 Η άλγεϐϱα Lie του Heisenberg

Οι τελεστές της ϑέσης και της ορµής είναι κλασικά παραδείγµατα τελεστών που δεν
µετατίθενται. Εάν κανείς γϱάψει τους εν λόγω τελεστές στις συντεταγµένες τους, υπ-
ολογίζοντας τον µεταθέτη παίϱνουµε:

[Qj, Pλ]Ψ(x) = xj

Å
−i~ dΨ

dxλ

∣∣∣
x

ã
+ i~

dxΨ(x)

dxλ
xj = i~δj,λ ·Ψ(x)

οι οποίες ονοµάϹονται κανονικές σχέσεις µετάϑεσης (canonical commutation relations,
ή CCR εν συντοµία).

Οϱισµός 3.1 (Οι κανονικές σχέσεις µετάϑεσης). Οι τελεστές της ϑέσης και της οϱµής
ικανοποιούν τις σχέσεις:

[Qj, Pλ] = i~ · id

που ονοµάϹονται κανονικές σχέσεις µετάϑεσης.

Αϱκετά νωϱίς κατά την ανάπτυξη της ϑεωϱίας, o Weil κατάλαϐε ότι αυτές οι σχέσεις
ϑα µποϱούσαν να ιδωϑούν µέσω µίας αγκύλης Lie, µίας (2n + 1)−διάστατης άλγεϐϱας
Lie. Η εν λόγω άλγεϐϱα ονοµάστηκε αϱγότεϱα άλγεϐϱα Lie του Heisenberg.

Εµείς ϑα ξεκινήσουµε µε την πεϱίπτωση όπου n = 1. Τα επιχειϱήµατα είναι ακϱιϐώς
ανάλογα στις πεϱισσότεϱες διαστάσεις.

Οϱισµός 3.2 (Η άλγεϐϱα Lie του Heisenberg στη 1 διάσταση). Η άλγεϐϱα Lie του
Heisenberg h3 είναι ο χώϱος R3, µε την αγκύλη Lie:

[X, Y ] = Z, [X,Z] = [Y, Z] = 0

όπου {X, Y, Z} είναι µία ϐάση του R3.
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Λόγω της ιδιοµοϱϕίας της τελευταίας συντεταγµένης, κανείς γϱάϕει την άλγεϐϱα
h3 = R2⊕R. Εάν λοιπόν συµϐολίσουµε xX + yY + zZ = (x, y)⊕ z, µε αυτή τη γϱαϕή,
η αγκύλη Lie παίϱνει τη µοϱϕή:

[(x, y)⊕ z, (x′, y′)⊕ z′] = (0, 0)⊕ (xy′ − yx′)

Η άλγεϐϱα h3 είναι επίσης µηδενοδύναµη, δηλαδή [·, [·, ·]] = 0. Αυτό µποϱεί κανείς
να το δει µε πϱάξεις, από την παϱαπάνω σχέση. Βασική παϱατήϱηση και συνέπεια αυτού
είναι η µοϱϕή της σχέσης Baker-Campbell-Hausdorff, που γίνεται:

exp(tA) exp(tB) = exp

Å
t(A+B) +

t2

2
[A,B]

ã
εϕόσον O

(
t3[A, [A,B]] + t3[B, [A,B]]

)
= 0. Αυτή τη σχέση, που αϕοϱά στην πραγ-

µατικότητα την οµάδα του Heisenberg, ϑα την ξαναδούµε αϱγότεϱα.
Συνήϑως ϐέϐαια κανείς δεν ϐλέπει την άλγεϐϱα Lie του Heisenberg µε αυτόν τον

τϱόπο, αλλά χϱησιµοποιεί πίνακες. Η ακόλουϑη παϱατήϱηση ουσιαστικά µας δίνει έναν
ισοδύναµο τϱόπο πεϱιγϱαϕής της οµάδας του Heisenberg, σαν άλγεϐϱα πινάκων.

Παϱατήϱηση 3.1. Η άλγεϐϱα h3 είναι ισόµοϱϕη µε την άλγεϐϱα των 3× 3 γνησίως άνω
τϱιγωνικών πινάκων, µε αγκύλη Lie τον µεταϑέτη. Συγκεκϱιµένα:

X  

Ü
0 1 0

0 0 0

0 0 0

ê
, Y  

Ü
0 0 0

0 0 1

0 0 0

ê
, Z  

Ü
0 0 1

0 0 0

0 0 0

ê
Σε αυτήν την πεϱίπτωση, ο πϱοηγούµενος υπολογισµός της αγκύλης Lie γίνεται:

Ü
0 x z

0 0 y

0 0 0

ê
,

Ü
0 x′ z′

0 0 y′

0 0 0

ê =

Ü
0 0 xy′ − x′y
0 0 0

0 0 0

ê
Απόδειξη: Είναι υπόϑεση ϱουτίνας, οϱίϹοντας τη συνάϱτηση του ισοµοϱϕισµού µέσω

τις αντιστοιχίας των X, Y, Z µε τους πίνακες.

Για την γενική πεϱίπτωση, δίνουµε τον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 3.3 (Η άλγεϐϱα Lie του Heisenberg). Η άλγεϐϱα Lie του Heisenberg h2n+1

είναι ο χώϱος R2n+1, µε την αγκύλη Lie:

[Xj, Yλ] = δj,λZ, [Xj, Z] = [Yj, Z] = 0

όπου {X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn, Z} είναι µία ϐάση του R2n+1.

Και πάλι είναι συνήϑης η ταύτιση h2n+1 = R2n ⊕R, λόγω της ιδιοµορφίας της τελευ-
ταίας συντεταγµένης. Η αγκύλη Lie µποϱεί να υπολογιστεί όπως και στη µονοδιάστατη
πεϱίπτωση, οπότε ϐρίσκουµε:

[(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)⊕ z, (x′1, · · · , x′n, y′1, · · · , y′n)⊕ z′] = 0⊕

(
n∑
j=1

xjy
′
j − yjx′j

)
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Από αυτόν τον υπολογισµό έπεται ότι η h2n+1 είναι µηδενοδύναµη. Επίσης, όπως
και στη µονοδιάστατη πεϱίπτωση, κανείς µποϱεί να ταυτίσει την εν λόγω άλγεϐϱα µε την
άλγεϐϱα των (n+ 2)× (n+ 2) πινάκων της µοϱϕής:

0 x1 · · · xn z

0 0 · · · 0 y1

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 0 yn

0 0 · · · 0 0


µε αγκύλη Lie τον µεταϑέτη.

3.1.2 Η οµάδα Lie του Heisenberg

Κλασικός τϱόπος να µεταϐεί κανείς από µία άλγεβρα Lie στην αντίστοιχη οµάδα Lie είναι
η εκθετική απεικόνιση. Εδώ, δοθείσης της άλγεβρας Lie h3, επιθυµούµε να κατασκευά-
σουµε µία αντίστοιχη οµάδα Lie H3. Προκειµένου να υπάρχει όντως η επιθυµητή αντι-
στοιχία µεταξύ της άλγεβρας και της οµάδας, αναγκαζόµαστε να χρησιµοποιήσουµε την
εκθετική απεικόνιση των πινάκων, όπου εδώ ϐλέπουµε την h3 ως άλγεβρα πινάκων.

Μέσω λοιπόν του εκϑετικού παίϱνουµε:

exp

Ü
0 x z

0 0 y

0 0 0

ê
=

Ü
1 x z + 1/2 · xy
0 1 y

0 0 1

ê
Ξεκινώντας από την µία διάσταση, η οµάδα Lie του Heisenberg ϑα πϱέπει να είναι

η οµάδα των 3 × 3 τριγωνικών πινάκων, που στην διαγώνιο έχουν µονάδα. Η πϱάξη
ϑα πϱέπει να δίνεται από τον πολλαπλασιασµό των εκθετικών, και κατά συνέπεια είναι
πολλαπλασιασµός πινάκων. Η πράξεις µποϱούν να γίνουν είτε µε το χέϱι, είτε χρησι-
µοποιώντας τον τύπο των Baker-Campbell-Hausdorff. ΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέϱει, λόγω
της µηδενοδυναµίας της άλγεβρας h3, κανείς απλοποιεί τον τύπο των Baker-Campbell-
Hausdorff και παίϱνει:

exp(tA) exp(tB) = exp

Å
t(A+B) +

t2

2
[A,B]

ã
ή, για t = 1:

exp(A) exp(B) = exp

Å
A+B +

1

2
[A,B]

ã
Παϱατήϱηση 3.2. Η πϱάξη που µεταφέρεται µέσω του εκθετικού στηνH3 είναι ο ακόλου-
ϑος πολλαπλασιασµός πινάκων:Ü

1 x z + 1/2 · xy
0 1 y

0 0 1

ê
·

Ü
1 x′ z′ + 1/2 · x′y′

0 1 y′

0 0 1

ê
=

=

Ü
1 x+ x′ z + z′ + 1/2 · (xy′ − x′y)

0 1 y + y′

0 0 1

ê
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Για τον υπολογισµό των προηγούµενων εκθετικών, είναι χρήσιµος ο ακόλουθος τύπος:

Παϱατήϱηση 3.3. Το εκϑετικό µποϱεί να υπολογιστεί µέσω οϱίου ως εξής:

exp(A) = lim
m→∞

Å
Id +

1

k
X

ãm
αϕού:

∞∑
k=0

1

k!
Xk = lim

m→∞

Å
Id +

1

k
X

ãm
Οπότε, εάν κανείς παϱατηϱήσει (λόγου χάϱη µε επαγωγή) ότι για κάϑε m ∈ N:Id +

1

m

Ü
0 x z

0 0 y

0 0 0

ê
m

=

Ü
1 x z + 1/2 · xy
0 1 y

0 0 1

ê
τότε µποϱεί να υπολογίσει το εκϑετικό:

exp

Ü
0 x z

0 0 y

0 0 0

ê
=

Ü
1 x z + 1/2 · xy
0 1 y

0 0 1

ê
Παϱότι είναι ϕυσικό κανείς να ϑέλει να προχωρίσει στην περιγραφή της εν λόγω

οµάδας µε πίνακες-εκϑετικά, είναι ορισµένες ϕοϱές ϐολικότερο να δουλεύουµε µε τους
εκϑέτες των εκθετικών κι όχι µε τα εκθετικά αυτά καθαυτά, ενώ παϱάλληλα µας ενδι-
αφέρει η δοµή της οµάδας H3. Για αυτό λοιπόν, πολλές ϕοϱές γίνεται η αντιστοιχία:

(x, y)⊕ z  

Ü
1 x z + 1/2 · xy
0 1 y

0 0 1

ê
Οπότε η οµάδα του Heisenberg έχει στοιχεία πανοµοιότυπα µε αυτά τις αντίστοιχης
άλγεϐϱας, µόνο που υπάϱχει και µία πϱάξη:

(x, y)⊕ z · (x′, y′)⊕ z′ = (x+ x′, y + y′)⊕
Å
z + z′ +

1

2
(xy′ − x′y)

ã
Οϱισµός 3.4 (Η οµάδα Lie του Heisenberg στη 1 διάσταση). Η οµάδα Lie του Heisen-
berg H2n+1 είναι ο χώϱος R2n+1, εφοσδιασµένος µε τον πολλαπλασιασµό της οµάδας:

(x, y)⊕ z · (x′, y′)⊕ z′ = (x+ x′, y + y′)⊕
Å
z + z′ +

1

2
(xy′ − x′y)

ã
Η ανάλυσή µας επιτϱέπει, παϱόλα αυτά, να ϐλέπουµε την H3 και ως οµάδα πινάκων

(δηλαδή εκθετικών). ΄Οσον αϕοϱά τη γενικότεϱη πεϱίπτωση, δίνουµε τον ακόλουϑο
οϱισµό:
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Οϱισµός 3.5 (Η οµάδα Lie του Heisenberg). Η οµάδα του Heisenberg H2n+1 είναι ο
χώϱος R2n+1 = R2n ⊕ R, εϕοδιασµένος µε τον πολλαπλασιασµό:

(x, y)⊕ z · (x′, y′)⊕ z′ = (x+ x′, y + y′)⊕
Å
z + z′ +

1

2
(xy′ − x′y)

ã
Φυσικά κανείς µποϱεί να εκϕϱάσει την οµάδα H2n+1 µέσω πινάκων, µε πϱάξη τον

πολλαπλασιασµό των πινάκων.

1 x1 · · · xn z + 1/2
∑

j xjyj

0 1 · · · 0 y1

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 1 yn

0 0 · · · 0 1



3.2 Η αναπαϱάσταση του Schrödinger

Οι αναπαϱαστάσεις που µας ενδιαϕέϱουν στην άλγεϐϱα του Heisenberg h3 είναι αυτές
που εµπλέκουν τους ϐασικούς τελεστές στους οποίους αυτή δοµήϑηκε, δηλαδή στους
τελεστές της ϑέσης και της οϱµής. Η πϱώτη αναπαϱάσταση αυτού του είδους µε την
οποία κανείς ασχολείται είναι αυτή του Schrödinger.

Οϱισµός 3.6 (Η αναπαράσταση του Schrödinger στην άλγεβρα Lie h3). Η αναπαράσ-
ταση του Schrödinger στην άλγεβρα Lie h3 είναι η απεικόνιση RS : h3 → gl(S(R)′) που
ορίζεται από τις σχέσεις:

RS(X)Ψ = −iQΨ, RS(Y )Ψ = −iPΨ, RS(Z)Ψ = −i~Ψ

Η αναπαράσταση του Schrödinger είναι πράγµατι αναπαράσταση αλγεβρών Lie,
αϕού:

[RS(X), RS(Y )]Ψ = −QPΨ + PQΨ = −i~Ψ = RS(Z)Ψ = RS([X, Y ])Ψ

[RS(X), RS(Z)]Ψ = −QΨ +QΨ = 0 = RS([X,Z])Ψ

[RS(Y ), RS(Z)]Ψ = −PΨ + PΨ = 0 = RS([Y, Z])Ψ

Μεϱικά σχόλια. Πολλές ϕοϱές κανείς ϑα δει την εν λόγω αναπαράσταση ως ανα-
παράσταση RS : h3 → gl(L2(R)) (για παϱάδειγµα, στο [21]). Αυτό είναι κάτι που
συνηθίζεται ανάµεσα στους ϕυσικούς. Εµείς χρησιµοποιούµε τις κατανοµές, ώστε οι
απεικονίσειςRS(A) να είναι πράγµατι από τον S(R)′ στον εαυτό του (στιςL2−συναϱτήσεις
δεν ισχύει κατ’ ανάγκη ότι QΨ ∈ L2(R), για παϱάδειγµα). Πράγµατι, εάν f ∈ L2(R),
µποϱούµε να ορίσουµε το συναρτησοειδές

∫
R xf · ♦ dx, που αντιστοιχεί στην xf(x).

Εκτιµώντας σε ταχέως ϕθίνουσες συναρτήσεις ϕ, παίϱνουµε:∣∣∣∣∫
R
xf · ϕ dx

∣∣∣∣ 6 ∫
R
|xf · ϕ| dx

?

6
Å∫

R
xϕ dx

ã1/2

· ||f ||L2 <∞
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όπου στην άστϱο (?) χϱησιµοποιούµε Hölder. Αυτό δείχνει ότι xf ∈ S(R)′ (µέσω της
συνήϑους εµϕύτευσης). ΄Ενας άλλος τϱόπος µε τον οποίο το πϱόϐληµα αυτό επιλύεται
υπάϱχει στο [18]. ΄Εχοντας ϐέϐαια πει αυτά, στη ϕυσική µεϱικές ϕοϱές οι χώϱοι S , L2

και S ′ ταυτίϹονται, πϱάγµα που ίσως µπεϱδεύει (στο [21] γίνεται αϱκετές ϕοϱές αυτή η
ταύτιση).

Για λόγους που ϑα γίνουν σαϕείς αϱγότεϱα, χϱειάϹεται να είµαστε σε υποσύνολο
του L2(R), που είναι χώϱος Hilbert. Οπότε η πϱοηγούµενη αναπαϱάσταση µποϱεί
να πεϱιοϱιστεί όπου έχει νόηµα, σε υποσύνολο του L2(R), που µάλιστα είναι πυκνό
(αϕού πεϱιέχει το S(R)). Για την �πεϱιοϱισµένη� αυτή αναπαϱάσταση ϑα γϱάϕουµε
καταχϱηστικά RS : h3 → gl(L2(R)).

Η αναπαϱάσταση αυτή είναι στην ουσία µία αναπαϱάσταση πολλαπλασιασµού και
παϱαγώγισης (αϕού η ϑέση πολλαπλασιάϹει και η οϱµή παϱαγωγίϹει). Θα δούµε αϱγότε-
ϱα, µέσω του ϑεωϱήµατος των Stone-von Neumann, ότι εάν ενδιαϕεϱόµαστε για τη ϑέση
και την οϱµή, αυτή είναι -κατά µία έννοια- η µοναδική αναπαϱάσταση.

Παίϱνοντας τα εκϑετικά, αναµένουµε να πάϱουµε µία αναπαϱάσταση της αντίστοιχης
οµάδας Lie H3. ΄Εχουµε λοιπόν µία υποψήϕια αναπαϱάσταση µε:

ρS((a, 0)⊕ 0)Ψ(x) = e−iaQΨ(x) = e−iaxΨ(x)

ρS((0, b)⊕ 0)Ψ(x) = e−ibPΨ(x) = eb·d/dxΨ(x) = Ψ(x− b)
ρS((0, 0)⊕ c)Ψ(x) = e−icΨ(x)

Οϱισµός 3.7 (Η αναπαράσταση του Schrödinger στην οµάδα Lie H3). Η αναπαράσ-
ταση του Schrödinger στην άλγεβρα Lie H3 είναι η απεικόνιση ρS : H3 → GL

(
L2(R)

)
µε τύπο:

ρS
(
(a, b)⊕ c

)
Ψ(x) = e−icei·ab/2e−iaxΨ(x− b)

Η αναπαράσταση ρS είναι πράγµατι αναπαράσταση, όπως µποϱούµε να διαπιστώ-
σουµε µε υπολογισµό.

ρS
(
(a, b)⊕ c

)
ρS
(
(a′, b′)⊕ c′

)
Ψ(x) = ρS

(
(a, b)⊕ c

)
e−ic

′
ei·a

′b′/2e−ia
′xΨ(x− b′)

= e−i(c+c
′)ei·(a+a′)(b+b′)/2e−i(a+a′)xΨ(x− b− b′)

= ρS
(
(a+ a′, b+ b′)⊕ (c+ c′ + 1/2 · (ab′ − a′b))

)
= ρS

(
(a, b)⊕ c · (a′, b′)⊕ c′

)
Υπάϱχουν ϕυσικά κι άλλες αναπαραστάσεις της οµάδας του Heisenberg. Μία από

αυτές, δίνεται µέσω εναλλαγής της ϑέσης και της ορµής, δηλαδή µέσω του µετασχηµα-
τισµού Fourier (όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο).

ρ̃S = FρS “F
Στην πϱαγµατικότητα ϐέϐαια, η διαϕοϱά των αναπαϱαστάσεων δεν είναι ουσιώδης, αϕού
κάϑε (ανάγωγη) αναπαϱάσταση που εµπλέκει τις σχέσεις κανονικής µετάϑεσης είναι
οϱϑοµοναδιαία ισοδύναµη µε την αναπαϱάσταση του Schrödinger.

Για την παϱακάτω πϱόταση µποϱούν να ϐϱεϑούν πληϱοϕοϱίες στα [12], [13], [21].
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Πϱόταση 3.1. Η αναπαράσταση ρS : H3 → GL
(
L2(R)

)
του Schrödinger είναι ανάγ-

ωγη.

3.3 Θεωϱία τελεστών και (συνεχής) ϕασµατική διάσ-
παση

Παϱότι χρειαζόµαστε µόνο µεµονοµένα αποτελέσµατα της εν λόγω παραγράφου, η ϑεω-
ϱία των τελεστών και της ϕασµατικής διάσπασης (και οι αποδείξεις / ιδέες που την
συνοδεύουν) ϑεωρούµε ότι είναι αρκετά ενδιαφέρουσα ώστε να αναλυθεί, τουλάχιστον εν
τάχει. Σηµειώνουµε ότι κύϱιο µέληµά µας είναι η διατύπωση µίας ϕασµατικής διάσ-
πασης, που ϑα χρησιµοποιηθεί µετέπειτα για να ταυτίσει διάφορους τελεστές µε τον
τελεστή της ορµής.

3.3.1 Η κλασική µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος σε αυτο-
συζυγείς τελεστές

Παϱότι ϑεωϱούµε αϱκετά πϱάγµατα δεδοµένα σχετικά µε τους τελεστές, ϑα κάνουµε
µεϱικές ϐασικές υπενϑυµίσεις πϱοκειµένου να πϱοχωϱίσουµε στη ϕασµατική διάσπαση.
Πολύ καλά, κατά τη γνώµη µου, ϐιϐλία που πεϱιέχουν ϑεωϱία τελεστών είναι το [5]1 και,
για ϑέµατα που σχετίϹονται πεϱισσότεϱο µε ϕυσική, το [14].

Σε όλα τα παϱακάτω, ο H ϑα ϑεωϱείται διαχωϱίσιµος χώϱος Hilbert. ∆εν
χϱειάϹεται για όλες τις διατυπώσεις, είναι όµως µεγάλη ευκολία. Εξάλλου, εµείς ϑα
ασχοληϑούµε µόνο µε τέτοιους χώϱους.

΄Οπως ϑα έχει γίνει ήδη σαϕές, καίϱιας σηµασίας είναι οι γϱαµµικοί τελεστές και
οι αυτοσυϹυγείς τελεστές (δηλαδή οι τελεστές για τους οποίους (y, Ax) = (Ay, x) για
x, y ∈ H). Ο συµϐολισµός που χϱησιµοποιούµε για τον (ασϑενώς οϱισµένο) συϹυγή
τελεστή είναι το A∗, οπότε ένας τελεστής είναι αυτοσυϹυγής εάν A = A∗.

Σηµειώνουµε επίσης ότι, στην πϱαγµατικότητα, η έννοιες των ϕϱαγµένων και συνεχών
τελεστών ταυτίϹονται. ΄Ενας τελεστής T : (X, || · ||) → (Y, ||| · |||) ονοµάϹεται ϕϱαγµένος
εάν:

||T || = inf
{
M > 0

∣∣ ∀x ∈ X, |||T (x)||| 6M · ||x||
}
<∞

∆εν είναι δύσκολο κανείς να παϱατηϱήσει (µε τις δύο ανισότητες) ότι ο πϱοηγούµενος
οϱισµός είναι στην πϱαγµατικότητα ισοδύναµος µε τον ακόλουϑο:

||T || = sup
{
|||T (x)|||

∣∣ x ∈ X, ||x|| = 1
}

= supT
(
∂S(0, 1)

)
<∞

Το σύνολο των γϱαµµικών ϕϱαγµένων τελεστών το συµϐολίϹουµε µε B(X, Y ). Ειδικά
εάν Y = X, γϱάϕουµε B(X).

Παϱατήϱηση 3.4. Οι έννοιες του γραµµικού ϕραγµένου τελεστή και του γραµµικού συνεχούς
τελεστή ταυτίζονται. Με άλλα λόγια:

CL(X, Y ) = C(X, Y ) ∩ L(X, Y ) = B(X, Y )

1Υπάϱχουν διαθέσιµες διαδικτυακά (users.uoa.gr/∼akatavol/) και αντίστοιχες µεταπτυχιακές σηµειώ-
σεις.

http://users.uoa.gr/~akatavol/
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Απόδειξη: Εάν ένας τελεστής είναι ϕϱαγµένος, είναι στην πϱαγµατικότητα Lipschitz
συνεχής. Από την άλλη, εάν είναι συνεχής, ϑα πϱέπει να είναι συνεχής στη σϕαίϱα
(οπότε από τον ισοδύναµο οϱισµό του ϕϱάγµατος, παίϱνουµε το Ϲητούµενο).

ΣυνηϑίϹεται να ασχολούµαστε πεϱισσότεϱο µε τους τελεστές ως ϕϱαγµένους παϱά ως
συνεχείς. ΄Ενα ϕυσιολογικό πόϱισµα συνέχειας είναι η ακόλουϑη πϱόταση:

Πϱόταση 3.2. ΄Εστω T : (D, || · ||) ⊆ (X, || · ||)→ (Y, ||| · |||) ένας γϱαµµικός συνεχής
τελεστής, οϱισµένος στο πυκνό σύνολο D ⊆ X, και (Y, ||| · |||) πλήϱης χώϱος. Υπάϱχει
µοναδική συνεχής επέκταση T̃ του τελεστή T σε ολόκληϱο το X, και µάλιστα διατηϱεί
τη νόϱµα του τελεστή ||T̃ || = ||T ||.

Απόδειξη: Είναι ϕυσιολογικό κανείς να ϑέλει να ασχοληϑεί µε όϱια µέσω του τελεστή,
λόγω της πυκνότητας του D. Εάν λοιπόν x ∈ X και (xn)∞n=1 είναι µία ακολουϑία του D
που το πϱοσεγγίϹει, για κάϑε m,n:

|||T (xn)− T (xm)||| 6 ||T || · ||xn − xm||

πϱάγµα που δείχνει ότι η ακολουϑία των εικόνων είναι ϐασική. Από την πληϱότητα του
χώϱου, έχει νόηµα να γϱάψουµε:

T̃ (x) = lim
xn→x

||·||T (xn)

Ο παϱαπάνω οϱισµός είναι καλός, αϕού δεν εξαϱτάται από την συγκεκϱιµένη επιλογή
της ακολουϑίας. Εάν υπήϱχε κι άλλη ακολουϑία (yn)∞n=1, ο ίδιος τύπος που µας δίνει τη
ϐασική ακολουϑία των εικόνων εξασϕαλίϹει και τη µοναδικότητα του οϱίου. Εν τω µεταξύ,
αυτό το επιχείϱηµα µας δείχνει ότι ο τελεστής που τώϱα οϱίϹουµε πϱέπει αναγκαστικά
να είναι µοναδικός.

΄Οσον αϕοϱά το ϕϱάγµα (δηλαδή τη συνέχεια), έχουµε:

|||T (xn)||| 6 ||T || · ||xn||, δηλαδή µε όϱιο |||T̂ (x)||| 6 ||T || · ||x|| ⇒ ||T̃ || 6 ||T ||

Ισχύει και η άλλη ανισότητα ||T̃ || > ||T ||, αϕού:

||T̃ || = supT
(
∂SX(0, 1)

)
> supT

(
∂SD(0, 1)

)
= ||T ||

΄Εστω A ένας τελεστής. Εάν κανείς ανατρέξει στη γραµµική άλγεβρα και τη διαγ-
ωνοποίηση των τελεστών, ϑα ϐϱει µία στενή σχέση µεταξύ των ιδιοχώρων των γραµµικών
απεικονίσεων και της διαγωνοποιηµένης µορφής. Την κατάσταση αυτή των ιδιοχώρων
ϑέλουµε να τη µεταϕέϱουµε και στη γενική ϑεωρία τελεστών, προκειµένου να µποϱούµε
να διατυπώσουµε µία µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος. Κανείς λοιπόν ξεκινά µε το
ϕάσµα ενός τελεστή και τις ϕασµατικές ακολουθίες.

΄Οσον αϕοϱά το ϕάσµα, στη γραµµική άλγεβρα ϑέλουµε να ισχύει ο τύπος (A − λ ·
Id)v = 0. Στους τελεστές, δεδοµένης µίας ιδιοτιµής λ, ο τελεστής A − λ · Id κανείς
ϑα ήϑελε να γίνεται µηδενικός. Αυτό όµως, σε χώϱους απειροδιάστατους, δεν είναι
ϐοηθητικό καθώς υπάρχουν τελεστές χωϱίς ιδιοτιµές. Παϱάδειγµα είναι ο πολλαπλασι-
αστικός τελεστής Lf : L2([0, 1]) → L2([0, 1]), Lfg = fg. Καλύτεϱη διατύπωση λοιπόν
είναι η ακόλουϑη:
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Οϱισµός 3.8 (Το ϕάσµα ενός τελεστή). ΄Εστω A ∈ B(H), δηλαδή ένας ϕϱαγµένος
τελεστής. Το ϕάσµα του A οϱίϹεται ως το σύνολο:

spec(A) = {λ ∈ C | A− λ · Id δεν έχει ϕϱαγµένη αντίστϱοϕο}

Το ϕάσµα ενός αυτοσυζυγούς τελεστή είναι στην πραγµατικότητα υποσύνολο του
R, κατ’ αναλογία µε το γεγονός ότι οι ιδιοτιµές ενός αυτοσυζυγούς πίνακα είναι πραγ-
µατικές. Χρειάζεται ϐέϐαια λίγη δουλειά ώστε αυτό να αποδειχθεί, λόγω των (εν γένει)
άπειϱων διαστάσεων.

Λήµµα 3.1. ΄Εστω A ∈ B(H). ΄Εχουµε τότε ότι:

A(H)⊥ = ker(A∗)

Απόδειξη: Εάν v ∈ A(H)⊥, τότε:

0 = (v,Au) = (A∗v, u), u ∈ H

δηλαδή v ∈ ker(A∗). Από την άλλη, εάν v ∈ ker(A∗), τότε για κάϑε u ∈ H η προηγού-
µενη ισότητα ισχύει, το οποίο δείχνει ότι το v είναι ορθογώνιο σε κάϑε Au ∈ A(H).

Λήµµα 3.2. Εάν ο τελεστής A ∈ B(H) είναι αυτοσυϹυγής, τότε για κάϑε λ = a + ib
έχουµε: (

(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u
)
> b2(u, u), u ∈ H

Απόδειξη: ΄Εχουµε:(
(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u

)
=
(
(A− a · Id)u, (A− a · Id)u

)
+ ib

(
u, (A− a · Id)u

)
− ib

(
(A− a · Id)u, u

)
+ b2(u, u)

Λόγω αυτοσυϹυγίας οι ενδιάµεσοι όϱοι εξαλείϕονται, και παίϱνουµε:(
(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u

)
=
(
(A− a · Id)u, (A− a · Id)u

)
+ b2(u, u)

Πϱόταση 3.3. Εάν ο τελεστής A ∈ B(H) είναι αυτοσυϹυγής, τότε spec(A) ⊆ R.

Απόδειξη: ϑα δείξουµε ότι εάν λ = a+ ib ∈ C\R, τότε η A− λ · Id είναι αντιστϱέψιµη
και ϕϱαγµένη. Εϕόσον b 6= 0, το Λήµµα 3.2 δίνει ότι η A− λ · Id είναι αντιστϱέψιµη.

Από το Λήµµα 3.1, έχουµε (A − λ · Id)(H)⊥ = ker(A − λ · Id) = {0}, δηλαδή
το (A − λ · Id)(H) είναι πυκνό στο H. Μποϱούµε να δείξουµε ότι είναι όλο το H,
επεκτείνοντας γϱαµµικά από το πυκνό σύνολο. Αυτά δείχνουν ότι ο A−λ · Id είναι 1− 1
και επί. Η αντίστϱοϕη είναι συνεχής, εάν κανείς λάϐει υπόψη το Λήµµα 3.2.

΄Οσον αϕοϱά τις ϕασµατικές ακολουθίες, οι ιδιότητες που ϑα πϱέπει να τις χαρακ-
τηρίζουν είναι οι ακόλουθες. Εφόσον δεν µποϱούµε να ϐϱούµε ακϱιϐείς ιδιοτιµές των
απειροδιάστατων τελεστών, ίσως να µποϱούµε να δουλέψουµε προσεγγιστικά. ∆εδοµένου
ενός Borel µετρήσιµου συνόλου E ⊆ R, ϑέλουµε µία αντιστοιχία του E (η γενικευµένη
ιδιοτιµή) µε έναν γραµµικό χώϱο VE (τα γενικευµένα ιδιοδιανύσµατα). Πϱέπει λοιπόν:
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i. Για κάϑε τέτοιο E, ο VE πϱέπει να είναι A−αναλλοίωτος.

ii. Εάν E ⊆ [λ0 − ε, λ0 + ε] και v ∈ VE, τότε:

||(A− λ0 · Id)v|| 6 ε||v||

iii. Vspec(A) = H και V∅ = {0}, αϕού ϑέλουµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα να �παρά-
γουν� τον H.

iv. Εάν τα E,F είναι ξένα, τότε VE⊥VF .

v. Για κάϑε E,F έχουµε VE∩F = VE ∩ VF .

vi. Εάν η οικογένεια {Ej}∞j=1 πεϱιέχει ξένα ανά δύο σύνολα, τότε:

V⋃
j Ej

=
∞⊕
j=1

VEj

Οϱισµός 3.9 (Φασµατικές ακολουθίες). ∆εδοµένου ενός τελεστή A ∈ B(H), µία
ακολουθία {VE}E µε τις ιδιότητες i.-vi., όπου τα E ⊆ R είναι Borel µετϱήσιµα, καλείται
ϕασµατική ακολουθία.

Καϑοϱιστικής σηµασίας για τη ϕασµατική διάσπαση, και µάλιστα ακόµη και για
τη διατύπωσή της, είναι τα πϱοϐολικά µέτϱα. Τα πϱοϐολικά µέτϱα είναι ένας ϐολικός
τϱόπος να πεϱιγϱαϕούν οι κλειστοί υπόχωϱοι των χώϱων Hilbert.

Σηµειώνουµε ότι, δεδοµένου ενός χώϱου Hilbert H, κι ενός κλειστού υποχώϱου του
V , υπάϱχει η οϱϑογώνια διάσπαση H = V ⊕ V ⊥, κι επίσης µοναδικός πϱοϐολικός
τελεστής / οϱϑογώνια πϱοϐολή P µε P (v + v⊥) = v. Από τον οϱισµό του, ο τελεστής
αυτός ικανοποιεί τις P 2 = 0 και είναι αυτοσυϹυγής, δηλαδή P = P ∗.

Οϱισµός 3.10. ΄Εστω (X,M) ένας µετϱήσιµος χώϱος. Μία απεικόνιση P : M →
B(H), όπου ο H είναι χώϱος Hilbert, ϑα καλείται πϱοϐολικό µέτϱο εάν:

i. Για κάϑε E ∈M, η P(E) είναι οϱϑογώνια πϱοϐολή.

ii. Ισχύουν P(∅) = 0 και P(X) = Id.

iii. Εάν η οικογένεια {Ej}∞j=1 ⊆ M πεϱιέχει ξένα ανά δύο σύνολα, τότε για κάϑε
v ∈ H:

P

(
∞⋃
j=1

Ej

)
v =

∞∑
j=1

P(Ej)v

Κανείς ϑα έλεγε ότι όλη η ιδέα του ϕασµατικού ϑεωϱήµατος ϐϱίσκεται στα πϱοϐολικά
µέτϱα: ∆οϑέντος ενός αυτοσυϹυγούς τελεστή A, αυτό που µας ενδιαϕέϱει είναι να ϐϱούµε
κατάλληλο πϱοϐολικό µέτϱο PA ώστε να έχει νόηµα κάποιας µοϱϕής αντιστοιχία του A
µε το PA. Το πϱοϐολικό µέτϱο PA(E) είναι στην ουσία µία πϱοϐολή στο στοιχείο VE
της ϕασµατικής ακολουϑίας που αντιστοιχεί στο E.
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∆οϑέντος ενός πϱοϐολικού µέτϱου P, για κάϑε v ∈ H µποϱούµε να οϱίσουµε το
µέτϱο:

Pv(E) =
(
v,P(E)v

)
, µε E ∈M

Μέσω αυτού του µέτϱου είναι δυνατή µία �ολοκλήϱωση πϱος τελεστές�.
Πϱιν αναϕέϱουµε την πϱόταση, χϱειαϹόµαστε µεϱικά λήµµατα. ΟϱίϹουµε για αϱχή

την έννοια των τετϱαγωνικών µοϱϕών, δηλαδή των απεικονίσεων Q : H → C µε τις
ιδιότητες:

i. Για λ ∈ C και v ∈ H, έχουµε Q(λv) = |λ|2Q(v).

ii. Η απεικόνιση:

L(u, v) =
1

2

(
Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)

)
− i

2

(
Q(u+ iv)−Q(u)−Q(iv)

)
είναι µία γϱαµµική-συϹυγώς γϱαµµική µοϱϕή (γϱαµµική στην πϱώτη, συϹυγώς
γϱαµµική στη δεύτεϱη συντεταγµένη).

Στην πεϱίπτωση όπου ||Q(v)|| 6 C · ||v||2, ϑα λέµε ότι η Q είναι ϕϱαγµένη.

Λήµµα 3.3. Εάν Q είναι µία τετϱαγωνική µοϱϕή στο H και L η αντίστοιχη γϱαµµική-
συϹυγώς γϱαµµική µοϱϕή, τότε τα ακόλουϑα ισχύουν:

i. Για κάϑε v ∈ H, έχουµε Q(v) = L(v, v).

ii. Εάν η Q είναι ϕϱαγµένη, η L είναι επίσης.

iii. Εάν Q(v) ∈ R για κάϑε v ∈ H, τότε L(u, v) = L(v, u) για κάϑε u, v ∈ H

Απόδειξη: To i. µποϱεί να αποδειχϑεί µε υπολογισµό, παίϱνοντας u = v στον οϱισµό
του L.

΄Οσον αϕοϱά το ii., γϱάϕουµε Q(v) 6 C · ||v||2 και υποτέτουµε χωϱίς ϐλάϐη της
γενικότητας ότι ||u|| = ||v|| = 1. Από τον τύπο της L έπεται:

|L(u, v)| 6 C

2
(4 + 1 + 1 + 4 + 1 + 1) = 6C

πϱάγµα που δείχνει ότι η L είναι ϕϱαγµένη.
Για το iii., Θεωϱούµε το πϱαγµατικός µέϱος:

R(u, v) = <L(u, v) =
1

2

(
Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)

)
το οποίο είναι διγϱαµµικό και συµµετϱικό, µε R(iu, iv) = R(u, v). Λαµϐάνοντας υπόψη
αυτές τις ιδιότητες, έχουµε R(u, iv) = −R(v, iu) και:

L(u, v) = R(u, v)− iR(u, iv) = R(v, u) + iR(v, iu) = L(v, u)

Λήµµα 3.4. Εάν Q είναι µία ϕϱαγµένη τετϱαγωνική µοϱϕή στο H, υπάϱχει µοναδικός
ϕϱαγµένος τελεστής A ∈ B(H) µε:

Q(v) = (v,Av), v ∈ H

Εάν η Q παίϱνει µόνο πϱαγµατικές τιµές, τότε ο τελεστής A είναι αυτοσυϹυγής.
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Απόδειξη: Εϕόσον ο Q είναι ϕϱαγµένος, από το πϱοηγούµενο λήµµα ο αντίστοιχος
L είναι επίσης ϕϱαγµένος. ∆ηλαδή, υπάϱχει σταϑεϱά C > 0 ούτως ώστε:

|L(u, v)| 6 C · ||u|| · ||v||, u, v ∈ H

Σταϑεϱοποιώντας λοιπόν την u, παίϱνουµε ένα ϕϱαγµένο συναϱτησοειδές L(u,♦).
Από το ϑεώϱηµα αναπαϱάστασης του Riesz, µποϱεί να ϐϱεϑεί wu ∈ H µε ||wu|| 6 C ·||u||,
ούτως ώστε:

L(u,♦) = (wu,♦)

Μέσω αυτού του wu, µποϱεί να οϱιστεί τελεστής Bu = wu, ο οποίος είναι γϱαµµικός
και ϕϱαγµένος (αϕού ||wu|| 6 C · ||u||). Εάν λοιπόν οϱίσουµε A = B∗, ϑα έχουµε τη
Ϲητούµενη σχέση.

΄Οσον αϕοϱά τη µοναδικότητα, εάν υπήϱχε κι άλλος τελεστής Γ, τότε (v, (A−Γ)v) = 0,
δηλαδή A = Γ.

Εάν η Q παίϱνει µόνο ϑετικές τιµές, από το πϱοηγούµενο λήµµα:

L(u, v) = L(v, u)

δηλαδή:
(u,Av) = L(u, v) = L(v, u) = (v,Au) = (Au, v)

΄Αϱα ο A είναι αυτοσυϹυγής.

Πϱόταση 3.4 (Ολοκλήϱωση πϱος τελεστές). ΄Εστω (X,M) ένας µετϱήσιµος χώϱος
και P :M → B(H) ένα πϱοϐολικό µέτϱο. Υπάϱχει µία γϱαµµική απεικόνιση T , που
τη συµϐολίϹουµε καταχϱηστικά µε

∫
X
♦ dP, που στέλνει ϕϱαγµένες M−µετϱήσιµες

συναϱτήσεις σε στοιχεία του B(H). Επίσης:

(v, Tfv) =

Å
v,

Å∫
X

f dP

ã
v

ã
=

∫
X

f dPv

και ισχύουν οι ιδιότητες:

i. Για κάϑε E ∈M: ∫
X

χE dP = P(E)

ii. Για κάϑε f έχουµε:

||Tf || =
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

X

f dP

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 sup
λ∈X
|f(λ)|

iii. Ισχύει ο πολλαπλασιαστικός κανόνας:∫
X

fg dP =

Å∫
X

f dP

ãÅ∫
X

g dP

ã
iv. Για κάϑε E,F ∈M, έχουµε P(E ∩ F ) = P(E)P(F ).
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...

iv. Για κάϑε f έχουµε: ∫
X

f dP =

Å∫
X

f dP

ã∗
Ειδικότεϱα ο εν λόγω τελεστής είναι αυτοσυζυγής εάν η f παίϱνει µόνο πραγ-
µατικές τιµές.

Λίγα σχόλια πϱιν την απόδειξη. Η ολοκλήϱωση πϱος τελεστές είναι ένας τϱόπος να
γίνει µία σύνδεση των πϱοϐολικών µέτϱων µε τα κανονικά µέτϱα. Εξάλλου στη διακϱιτή
πεϱίπτωση κανείς ϑα µποϱούσε κατ’ αναλογία να γϱάψει σε διαγωνοποιηµένη µοϱϕή
A =

⊕
k λkPk, όπου Pk είναι πϱοϐολές. Η οϱολογία �ολοκλήϱωση� σαϕώς πϱοέϱχεται

από τις ιδιότητες του εν λόγω τελεστή T (♦) =
∫
X
♦ dP, και ειδικότεϱα των i. και ii. Από

την ii., χϱησιµοποιώντας την i., µποϱούµε µε κατάλληλες πϱοσεγγίσεις (µέσω απλών
συναϱτήσεων) να πεϱάσουµε στον υπολογισµό του

∫
X
f dP τυχούσας (ϕϱαγµένης) f .

Ο πολλαπλασιαστικός κανόνας είναι κι αυτός λογικός, λόγω της τέταϱτης ιδιότητας των
πϱοϐολικών µέτϱων.

Απόδειξη: ΄Εστω P ένα πϱοϐολικό µέτϱο και f µίαM−µετϱήσιµη, ϕϱαγµένη συνάϱ-
τηση. ΟϱίϹουµε:

Qf (v) =

∫
X

f dPv

και ισχυϱιϹόµαστε ότι η Qf είναι ϕϱαγµένη τετϱαγωνική µοϱϕή. Πϱάγµατι, εάν η f είναι
δείκτϱια, τότε:

Qf (v) = (v,P(E)v)

η οποία είναι ϕραγµένη τετραγωνική µοϱϕή. Το αποτέλεσµα πεϱνάει άµεσα στις απλές
συναρτήσεις, και µε προσέγγιση σε κάϑε µετϱήσιµη ϕραγµένη συνάϱτηση, αϕού µποϱoύ-
µε να δείξουµε ότι:

|Qf (v)| 6
Å

sup
λ∈X
|f(λ)|

ã
· ||v||2

Από το Λήµµα 3.4, υπάϱχει µοναδικός ϕϱαγµένος τελεστής Af µε:

Qf (v) = (v, Afv)

κι οπότε είναι λογικό να οϱίσουµε:

Tf =

∫
X

f dP = Af

Ο τελεστής T (♦) =
∫
X
♦ dP είναι καλά ορισµένος και µοναδικός, λόγω της µοναδικότη-

τας του Λήµµατος 3.4.
΄Οσον αϕοϱά τις ιδιότητες του εν λόγω τελεστή, δεν είναι δύσκολο να επαληϑευτούν.

Σηµειώνουµε µόνο τις ιδιότητες iii., iv. Για την iii., εάν οι f, g είναι δείκτϱιες συναϱτήσεις
χE, χF , τότε:Å∫

X

f dP

ãÅ∫
X

g dP

ã
= P(E)P(F ) = P(E ∩ F ) =

∫
X

fg dP

Η ιδιότητα πεϱνάει σε όλες τις ϕϱαγµένες µετϱήσιµες συναϱτήσεις, µε πϱοσέγγιση. Για
την iv., εάν η f παίϱνει µόνο πϱαγµατικές τιµές, τότε από το Λήµµα 3.4 ο

∫
X
f dP
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είναι αυτοσυϹυγής. Εάν δεν είναι, µποϱούµε να διασπάσουµε την f στο πϱαγµατικό και
µιγαδικό της µέϱος, και να πάϱουµε την iv. µέσω γϱαµµικότητας, λαµϐάνοντας υπόψη
την ειδική πεϱίπτωση των αµειγώς πϱαγµατικών τιµών.

Με όλα αυτά είµαστε πλέον σε ϑέση να διατυπώσουµε το κλασικό ϕασµατικό ϑεώϱηµα
για αυτοσυϹυγείς τελεστές. ∆εν ϑα δώσουµε την απόδειξη, αλλά παϱαπέµπουµε στο [14].

Θεώϱηµα 3.1 (Φασµατική διάσπαση - κλασική εκδοχή). ΄Εστω A ∈ B(H) ένας αυ-
τοσυζυγής τελεστής. Υπάρχει προβολικό µέτϱο PA στη Borel σ−άλγεϐϱα του spec(A),
ούτως ώστε:

A =

∫
spec(A)

λ dPA(λ)

3.3.2 Η εναλλακτική µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος σε αυ-
τοσυζυγείς τελεστές

Μία άλλη µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος ϐασίζεται στην έννοια του ευθέος ολοκλη-
ϱώµατος, που ουσιαστικά διαχωρίζει τον χώϱοH στους αντίστοιχους γενικευµένους ιδιο-
χώρους. Σε αντίθεση µε τις ϕασµατικές ακολουθίες, αυτή η µοϱϕή δεν είναι �διακριτή�,
αλλά εµφανίζει µία µοϱϕή συνέχειας. Οι λεπτοµέρειες αυτών των ισχυρισµών ϑα εξακριβ-
ωθούν µε τους επόµενους ορισµούς.

∆εδοµένου ενός χώϱου µέτϱου (X,M,M ), ενδιαϕεϱόµαστε για τη µελέτη χώϱων
που µοιάϹουν µε ιδιόχωϱους, δηλαδή χώϱους Hilbert, έστω Hλ, που εξαϱτώνται από τα
λ ∈ X. ΄Ενας τελεστής σε διαγωνοποιηµένη µοϱϕή ϑα εξαϱτάται από τους αντίστοιχους
ιδιοχώϱους, και µάλιστα για τον υπολογισµό του κανείς χϱειάϹεται κάποια ευελιξία στην
διαχείϱισή τους. Πεϱνώντας από τους διάϕοϱους χώϱους αυτούς, καϑώς λ ∈ X, κανείς
κατασκευάϹει τις λεγόµενες τοµές s, δηλαδή τις συναϱτήσεις µε s(λ) ∈ Hλ.

ΧϱειάϹεται επίσης η κατασκευή µίας στοιχειώδους γεωµετϱίας, δηλαδή η κατασκευή
των συναϱτήσεων του εσωτεϱικού γινοµένου και της νόϱµας:

(s1, s2) =

∫
X

(
s1(λ), s2(λ)

)
Hλ

dM (λ) και ||s||2 = (s, s)

Γι’ αυτόν τον λόγο χρειάζεται η εύϱεση ενός κατάλληλου µέτϱου. Η ιδιοµορφία εδώ είναι
σηµαντική, διότι καθώς τα λ ∈ X µεταβάλλονται, οι χώϱοι στους οποίους οι s(λ) ανήκουν
µεταβάλλονται κι αυτοί. Κατά συνέπεια, πϱέπει να γίνει κάποια προετοιµασία προκειµέ-
νου να µποϱεί να οριστεί κατάλληλα κάποια έννοια µετρησιµότητας. Συνηθίζεται το
πϱόϐληµα αυτό να επιλύεται µε µία έννοια κοινής ορθοκανονικής ϐάσης των χώϱων Hλ.
Στο παϱόν πλαίσιο, επειδή οι χώϱοι Hλ έχουν εν γένει διαφορετική διάσταση, λέµε ότι
µία οικογένεια {ek}k αποτελεί ορθοκανονική ϐάση για τον Hλ εάν:

(ek, e`) = 0 όταν i 6= j και ||ek||Hλ ∈ {0, 1} και span{ek}k = Hλ

Η έννοια λοιπόν της κοινής οϱϑοκανονικής ϐάσης οϱίϹεται µέσω συναϱτήσεων {ek(λ)}k,
οι οποίες για κάϑε λ ∈ X αποτελούν οϱϑοκανονική ϐάση τουHλ. Λέµε επίσης ότι έχουµε
µετϱησιµότητα εάν η συνάϱτηση του λ, dimHλ, είναι µετϱήσιµη, και οι

(
ek(λ), e`(λ)

)
Hλ

είναι µετϱήσιµες. Μία τοµή s είναι µετϱήσιµη εάν οι:

λ 7→
(
ek(λ), s(λ)

)
Hλ



3.3 Θεωϱία τελεστών και (συνεχής) ϕασµατική διάσπαση 43

είναι µετϱήσιµες.

Οϱισµός 3.11 (Ευϑύ ολοκλήϱωµα). ΄Εστω (X,M,M ) ένας χώϱος µέτϱου και µία
οικογένεια διαχωϱίσιµων χώϱων Hilbert {Hλ}λ∈X . ΟϱίϹουµε το ευϑύ ολοκλήϱωµα:

⊕∫
X

Hλ dM (λ)

ως το σύνολο όλων τωνM−µετϱήσιµων τοµών s, για τις οποίες:

||s||2 = (s, s) =

∫
X

(
s(λ), s(λ)

)
Hλ

dM (λ) <∞

΄Εχοντας την έννοια του ευϑέος ολοκληϱώµατος, µποϱούµε να διατυπώσουµε την
εναλλακτική µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωϱήµατος. Η απόδειξή του µποϱεί να ϐϱεϑεί στο
[14].

Θεώϱηµα 3.2 (Φασµατική διάσπαση - εναλλακτική εκδοχή). ΄Εστω A ∈ B(H) ένας
αυτοσυϹυγής τελεστής. Υπάϱχει σ−πεπεϱασµένο µέτϱο M στο ϕάσµα spec(A), ένα
ευϑύ ολοκλήϱωµα: ⊕∫

spec(A)

Hλ dM (λ)

κι ένας οϱϑοµοναδιαίος τελεστής U : H→ ⊕∫
spec(A)

Hλ dM (λ), ούτως ώστε:

(
UAU−1(s)

)
(λ) = λs(λ), για κάϑε s ∈ ⊕∫

spec(A)

Hλ dM (λ)

3.3.3 Οι δύο µορφές του ϑεωρήµατος για µη-ϕϱαγµένους αυτο-
συζυγείς τελεστές

Η αυτοσυϹυγία στους τελεστές που δεν είναι ϕϱαγµένοι, αν και κάτι στο οποίο δεν έχουµε
αναϕεϱϑεί, δεν είναι τετϱιµµένη υπόϑεση. Στην πεϱίπτωση ενός ϕϱαγµένου τελεστή A,
λέµε ότι ο συϹυγής τελεστής είναι αυτός που ικανοποιεί τη σχέση:

(u,Av) = (A∗u, v), u, v ∈ H

και ϐϱίσκουµε αυτόν τον τελεστή A∗ µέσω του ϑεωϱήµατος αναπαϱάστασης του Riesz.
Εάν έχουµε:

(u,A♦) = (uA,♦)

τότε µποϱούµε να οϱίσουµε A∗u = uA.
Στην µη-ϕϱαγµένη πεϱίπτωση δεν µποϱεί να ακολουϑηϑεί παϱόµοια διαδικασία,

εκτός κι αν κανείς πεϱιοϱιστεί σε σύνολο στο οποίο εξασϕαλίϹεται συνέχεια. Εν γένει
λοιπόν, στους µη-ϕϱαγµένους τελεστές κανείς πεϱιµένει ότι, εάν ικανοποιείται κάποια
υπόϑεση αυτοσυϹυγίας (ή καλύτεϱα συµµετϱίας), τότε dom(A∗) ⊇ dom(A), όπου µε dom
συµϐολίϹουµε το πεδίο οϱισµού.
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ΟϱίϹουµε ως πϱώτο ϐήµα τους συµµετϱικούς τελεστές. Σηµειώνουµε ότι, από εδώ και
στο εξής, η έννοια του µη-ϕϱαγµένου τελεστή ϑα ταυτίϹεται µε αυτήν του όχι αναγκαστικά
ϕϱαγµένου (αυτό συνηϑίϹεται εξάλλου στη ϐιϐλιογϱαϕία).

Οϱισµός 3.12 (Συµµετϱικοί τελεστές). ΄Ενας µη-ϕϱαγµένος τελεστής A στο H ϑα
καλείται συµµετϱικός εάν:

(u,Av) = (Au, v)

για κάϑε u, v ∈ dom(A).

Παϱατήϱηση 3.5. ΄Εστω A ένας µη-ϕϱαγµένος τελεστής στο H. Ο A είναι συµµετϱικός
εάν και µόνο αν ο τελεστής A∗ (που δεν οϱίϹεται εν γένει παντού) αποτελεί επέκταση του
A, δηλαδή dom(A∗) ⊇ dom(A) και A = A∗ στο κοινό πεδίο οϱισµού τους.

Απόδειξη: (⇒) Εάν ο A είναι συµµετϱικός, τότε από την Cauchy-Schwarz έχουµε:

|(u,Av)| 6 ||Au|| · ||v||

και κατά συνέπεια u ∈ dom(A∗). Αυτό δείχνει τον εγκλεισµό dom(A∗) ⊇ dom(A), και η
ιδιότητα της επέκτασης είναι άµεση.

(⇐) Για την άλλη κατεύϑυνση, εάν ο A∗ είναι επέκταση του A, τότε εξ οϱισµού έχουµε
τη συµµετϱία.

Η Παϱατήϱηση 3.5 οδηγεί µε ϕυσικό τϱόπο στον ακόλουϑο οϱισµό:

Οϱισµός 3.13 (ΑυτοσυϹυγείς τελεστές). ΄Ενας µη-ϕϱαγµένος τελεστήςA στοH λέγεται
αυτοσυϹυγής εάν είναι συµµετϱικός κι επιπλέον:

dom(A) = dom(A∗)

Κανείς µποϱεί να πει πολλά πϱάγµατα για αυτές τις έννοιες αυτοσυϹυγίας στους µη-
ϕϱαγµένους τελεστές, εµείς όµως δεν ϑα ασχοληϑούµε µε αυτά. Σε κάϑε πεϱίπτωση, η
σωστή ανάλυση γίνεται στο [14].

∆οϑέντος των αυτοσυζυγών τελεστών, ϑα ορίσουµε και πάλι το ϕάσµα, και ϑα διατυπώ-
σουµε τα αντίστοιχα ϑεωρήµατα ϕασµατικής διάσπασης σε µία γενικότεϱη µοϱϕή.

Οϱισµός 3.14 (Φάσµα µη-ϕϱαγµένου τελεστή). ΄ΕστωA ένας µη-ϕϱαγµένος τελεστής
στο H. ΟϱίϹουµε το ϕάσµα:

spec(A) = {λ ∈ C | A− λ · Id δεν έχει ϕϱαγµένη αντίστϱοϕο}

∆ηλαδή ένας αϱιϑµός λ ανήκει στο ϕάσµα spec(A) εάν δεν υπάϱχει ϕϱαγµένος τελεστής
B µε B(H) ⊆ dom(A) και (A− λ · Id)B = Id, B(A− λ · Id) = Id.

΄Οπως και στην πεϱίπτωση των ϕραγµένων τελεστών, το ϕάσµα ενός µη-ϕϱαγµένου
αυτοσυζυγή τελεστή περιέχει µονάχα πραγµατικούς αριθµούς. Για την απόδειξη παρα-
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ϑέτουµε τα ακόλουϑα λήµµατα, των οποίων η απόδειξη δεν διαφέρει ουσιαστικά από
αυτή των Ληµµάτων 3.1, 3.2.

Λήµµα 3.5. ΄Εστω A ένας µη-ϕϱαγµένος τελεστής στο H. ΄Εχουµε:

A(dom(A))⊥ = ker(A∗)

Λήµµα 3.6. Εάν ο µη-ϕϱαγµένος τελεστής A είναι αυτοσυϹυγής, τότε για κάϑε λ = a+ ib
έχουµε: (

(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u
)
> b2(u, u)

Επίσης χϱειαϹόµαστε τα ακόλουϑα δύο λήµµατα:

Λήµµα 3.7. Για κάϑε µη-ϕϱαγµένο τελεστή A, ο συϹυγής A∗ είναι κλειστός, δηλαδή το
γϱάϕηµα Gr(A∗) ⊆ H2 είναι κλειστό σύνολο.

Απόδειξη: Υποϑέτουµε ότι uk → u και επίσης ότι A∗uk → w. ΄Εχουµε τότε (uk, Av) =
(A∗uk, v), και µε όϱια (u,Av) = (w, v). Κατά συνέπεια, u ∈ dom(A∗) και A∗u = w, το
οποίο δείχνει ότι το γϱάϕηµα είναι κλειστό.

Λήµµα 3.8. ΄Εστω A ένας κλειστός τελεστής και λ ∈ C. Εάν υπάϱχει ε > 0 µε:

||(A− λ · Id)u|| > ε · ||u||

τότε το (A− λ · Id)(dom(A)) είναι κλειστό υποσύνολο του H.

Απόδειξη: ΄Εστω uk ∈ (A − λ · Id)(dom(A)) µε uk → u, για την οποία γϱάϕουµε
uk = (A− λ · Id)vk, vk ∈ dom(A). Από την ανισότητα της υπόϑεσης:

||vk − v`|| 6 (1/ε) · ||uk − u`||

κι άϱα η (vk)k∈N είναι ϐασική ακολουϑία, µε όϱιο v. Εϕόσον uk = (A−λ · Id)vk, έχουµε:

Avk → λv + u

Επειδή ο A είναι κλειστός τελεστής, v ∈ dom(A) και Av = λv + u, και κατά συνέπεια
(A − λ · Id)v = u. Αυτά δείχνουν ότι το (A − λ · Id)(dom(A)) είναι κλειστό υποσύνολο
του H.

Πϱόταση 3.5. Για κάϑε A µη-ϕϱαγµένο αυτοσυϹυγή τελεστή στο H, έχουµε:

spec(A) ⊆ R

Απόδειξη: Θεωϱούµε λ = a+ ib ∈ C\R, κι έχουµε από το Λήµµα 3.6:(
(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u

)
> b2(u, u)

Αυτό δείχνει ότι η A− λ · Id είναι 1− 1. Αναλόγως κανείς δείχνει το αποτέλεσµα για το
συϹυγές του λ, κι οπότε από το Λήµµα 3.5:

(A− λ · Id)(dom(A))⊥ = ker(A∗ − λ · Id) = {0}
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Οπότε το (A−λ · Id)(dom(A)) είναι πυκνό στοH. Από το Λήµµα 3.7, ο τελεστής A = A∗

είναι κλειστός, και άϱα από το Λήµµα 3.8 το (A − λ · Id)(dom(A)) είναι κλειστό. Σε
συνδυασµό όµως µε την πυκνότητα, δεν µποϱεί παϱά να συµϐαίνει:

(A− λ · Id)(dom(A)) = H

Τέλος, από τη σχέση:(
(A− λ · Id)u, (A− λ · Id)u

)
> b2(u, u)

έπεται και η συνέχεια της αντιστϱοϕής.

΄Ολη αυτή η πϱοετοιµασία µάς επιτϱέπει να ξεκινήσουµε την ενασχόληση µε την
πϱώτη µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωϱήµατος, µέσω των πϱοϐολικών µέτϱων. Κύϱιο ϐήµα
για την διατύπωση του ϑεωϱήµατος είναι η ολοκλήϱωση πϱος τελεστές, που ϑα ξαναδούµε
παϱακάτω.

ΥπενϑυµίϹουµε για το ακόλουϑο ότι, για κάϑε v ∈ H, έχουµε οϱίσει στην παϱάγϱαϕο
3.3.1 το µέτϱο Pv(E) = (v,P(E)v).

Πϱόταση 3.6 (Ολοκλήϱωση πϱος τελεστές - µη-ϕϱαγµένη εκδοχή). ΄Εστω (X,M)
ένας µετϱήσιµος χώϱος και P ένα πϱοϐολικό µέτϱο µε εικόνα στο B(H). ΄Εστω επίσης
f : X → C µίαM−µετϱήσιµη συνάϱτηση και ο υπόχωϱος του H:

Wf =

ß
v ∈ H

∣∣∣∣ ∫
X

|f |2 dPv <∞
™

Υπάϱχει τότε ένας µοναδικός µη-ϕϱαγµένος τελεστής Tf , που συµβολίζουµε µε∫
X
f dP, στο H, µε πεδίο ορισµού dom(Tf) = Wf και:Å

v,

Å∫
X

f dP

ã
v

ã
=

∫
X

f dPv

Απόδειξη: Μιµούµενοι την απόδειξη της Πϱότασης 3.4, ϑα δικαιολογήσουµε την
επιλογή της τετϱαγωνικής µοϱϕής Qf . Ο χώϱος Wf είναι πυκνός στον H και η Qf :
Wf → C:

Qf (v) =

∫
X

f dPv

είναι µία τετϱαγωγική µοϱϕή στο Wf

Για την πυκνότητα, ϑεωϱούµε τα σύνολα Ek = {x ∈ X | k < f(x) 6 k + 1}. Εάν το
v ανήκει στην εικόνα του P(Ek), τότε Pv(E

c
k) = 0 και:∫

X

|f |2 dPv =

∫
Ek

|f |2 dPv 6 k2Pv(En) <∞

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι v ∈ Wf , δηλαδή P(Ek)(H) ⊆ Wf . Επειδή τώϱα⋃
k∈ZEk = X, έχουµε ότι oi εγκλεισµοί:

∞⋃
k=−∞

P(Ek)(H) ⊆ Wf ⊆ H

είναι πυκνοί.
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Εάν η f είναι ϕραγµένη, τότε µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε την ήδη γνωστή ολοκ-
λήρωση πϱος τελεστές και να πάϱουµε:

Qf (v) =

Å
v,

Å∫
X

f dP

ã
v

ã
που είναι µία τετϱαγωνική µοϱϕή, µε αντίστοιχη γϱαµµική-συϹυγώς γϱαµµική µοϱϕή:

Lf (u, v) =

Å
u,

Å∫
X

f dP

ã
v

ã
Η τελευταία µάλιστα είναι ϕϱαγµένη, αϕού:ÅÅ∫

X

f dP

ã
v,

Å∫
X

f dP

ã
v

ã
=

Å
v,

Å∫
X

f · f dP
ã
v

ã
=

∫
X

|f |2 dPv

κι άϱα:

|Lf (u, v)| 6 ||u|| ·
∣∣∣∣∣∣∣∣Å∫

X

f dP

ã
v

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||u|| · ||f ||L2(X;Pv)

Εάν η f δεν είναι ϕϱαγµένη, µποϱούµε να δουλέψουµε µε τους πεϱιοϱισµούς fn =
f |⋃

|k|6n Ek
. Λόγω του ϕϱάγµατος, από το ϑεώϱηµα κυϱιαϱχηµένης σύγκλισης έχει νόηµα

το όϱιο Qf (v) = limn→∞Qfn(v), το οποίο είναι τετϱαγωνική µοϱϕή.

Το ϕασµατικό ϑεώϱηµα για µη-ϕϱαγµένους τελεστές, στην κλασική του µοϱϕή,
διατυπώνεται παϱακάτω. Η απόδειξη, ως συνήϑως, µποϱεί να ϐρεθεί στο [14].

Θεώϱηµα 3.3 (Φασµατική διάσπαση για µη-ϕϱαγµένους τελεστές - κλασική εκδοχή).
Θεωρούµε έναν µη-ϕϱαγµένο αυτοσυζυγή τελεστή A στο H. Υπάρχει µοναδικό προβο-
λικό µέτϱο PA στο ϕάσµα spec(A), µε τιµές στο B(H), ούτως ώστε:

A =

∫
spec(A)

λ dPA(λ)

Η εναλλακτική µοϱϕή του ϑεωϱήµατος µποϱεί να διατυπωϑεί άµεσα. Η απόδειξη
µποϱεί να ϐϱεϑεί στο [14].

Θεώϱηµα 3.4 (Φασµατική διάσπαση για µη-ϕϱαγµένους τελεστές - εναλλακτική εκ-
δοχή). Θεωρούµε έναν µη-ϕϱαγµένο αυτοσυζυγή τελεστή A στο H. Υπάρχει µοναδικό
σ−πεπεϱασµένο µέτϱο M στο ϕάσµα spec(A), ένα ευϑύ ολοκλήρωµα:

⊕∫
spec(A)

Hλ dM (λ)

κι ένας οϱϑοµοναδιαίος τελεστής U : H→ ⊕∫
spec(A)

Hλ dM (λ) ούτως ώστε:

U(dom(A)) =

®
s ∈ ⊕∫

spec(A)

Hλ dM (λ)

∣∣∣∣ ∫
spec(A)

(
λs(λ), λs(λ)

)
Hλ

dM (λ) <∞
´

και για κάϑε s ∈ U(dom(A)): (
UAU−1(s)

)
(λ) = λs(λ)
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3.4 Το ϑεώϱηµα Stone-von Neumann

Είµαστε πλέον σε ϑέση να διατυπώσουµε το ϑεώϱηµα των Stone-von Neumann. Η ιδέα
της απόδειξης (δεν ϑα δώσουµε απόδειξη) που ϑα παϱουσιάσουµε διαϕέϱει από την
απόδειξη του von Neumann, και είναι αυτή που παϱατίϑεται στο [18]. Για την ιστοϱική
απόδειξη, η οποία είναι εξαιϱετικά ενδιαϕέϱουσα, κανείς µποϱεί να δει το [19], και µία
τϱοποποιηµένη εκδοχή στο [14].

Θεώϱηµα 3.5 (Το ϑεώϱηµα των Stone-von Neumann). ΄Εστω P,Q δύο αυτοσυϹυγείς
τελεστές σε έναν χώϱο Hilbert H, που ικανοποιούν τις κανονικές σχέσεις µετάϑεσης:

[P,Q] = i~ · Id

(η συγκεκϱιµένη σταϑεϱά δεν έχει στην πϱαγµατικότητα σηµαντικό ϱόλο, καϑώς είναι
συνέπεια των µονάδων µέτϱησης). Υπάϱχει οϱϑοµοναδιαίος τελεστήςH→ L2(R) µέσω
του οποίου µποϱεί να γίνει η ταύτιση:

QΨ(x) = ixΨ(x) και PΨ(x) = ∂Ψ(x)

Ιδέα της απόδειξης:
Βήµα Ι: Από την εναλλακτική µοϱϕή του ϕασµατικού ϑεωρήµατος για µη-ϕϱαγµένους

τελεστές, έχουµε ένα ευϑύ ολοκλήρωµα

⊕∫
spec(A)

Hx dM (x)

κι έναν οϱϑοµοναδιαίο τελεστή H→ ⊕∫
spec(A)

Hx dM (x) µε τον οποίον γίνεται η ταύτιση:

QΨ(x) = ixΨ(x)

Βήµα ΙΙ: Εϕόσον µεταξύ των P , Q υπάϱχει κάποια σχέση (οι κανονικές σχέσεις
µετάϑεσης), ϑα πϱέπει από τη µοϱϕή του Q να µποϱέσει να εξαχϑεί η µοϱϕή του P .
ΟϱίϹουµε την µονοπαϱαµετϱική οικογένεια Ut = ePt, και από τις σχέσεις µετάϑεσης
έχουµε:

UtQU
−1
t = Q+ it · Id

Η σχέση αυτή µποϱεί να ειδωϑεί ως �µεταϕοϱά των ιδιοχώϱων�, και συνέπεια είναι η
ισοµοϱϕία Hx

∼= K, x ∈ R (δηλαδή όλα είναι ισόµοϱϕα µεταξύ τους).
Βήµα ΙΙΙ: Τα Ut οϱίϹουν συναϱτήσεις σ(♦; t) µε:

UtΨ(x) = σ(x; t)Ψ(x+ t) και σ(x; t) = σ(x; t)−1σ(x+ t; t)

Από το παϱαπάνω έπεται ότι οι Ut είναι στην ουσία µεταϕοϱές.

UtΨ(x) = ψ(x− t)

Βήµα IV: Ο µόνος τελεστής P που δίνει Ut = ePt µε τις παϱαπάνω ιδιότητες είναι o
τελεστής της παϱαγώγου ∂.
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Ο αϱµονικός ταλαντωτής

4.1 Ο αρµονικός ταλαντωτής µε έναν ϐαθµό ελευθερίας

4.2 Η αναπαράσταση Bargmann-Fock-Friedrichs-Segal-
Shale-Weil
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