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¢óêçóç 1 (Ross, Exer. 3.9): Èåùñïýìå 3 êÜëðåò. Ç êÜëðç Á ðåñéÝ÷åé 2 ëåõêÜ êáé 4 êüêêéíá
óöáéñßäéá, ç êÜëðç Â ðåñéÝ÷åé 8 ëåõêÜ êáé 4 êüêêéíá óöáéñßäéá êáé ç êÜëðç C ðåñéÝ÷åé 1 ëåõêü êáé 3
êüêêéíá óöáéñßäéá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá óöáéñßäéï áðü êÜèå êÜëðç. Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá ôï óöáéñßäéï
ðïõ åðéëÝ÷èçêå áðü ôçí êÜëðç Á íá åßíáé ëåõêü, äåäïìÝíïõ üôé ãíùñßæïõìå üôé áêñéâþò äõï áðü ôá ôñßá
åðéëå÷èÝíôá óöáéñßäéá Þôáí ëåõêÜ.

¢óêçóç 2 (Ross, Exer. 3.13): Óå ìéá ãåéôïíéÜ, ôï 36% ôùí ïéêïãåíåéþí Ý÷ïõí óêýëï êáé ôï
22% ôùí ïéêïãåíåéþí ðïõ Ý÷ïõí óêýëï Ý÷åé åðéðëÝïí êáé ãÜôá. ÅðéðëÝïí ãíùñßæïõìå üôé ôï 30% ôùí
ïéêïãåíåéþí ôçò ãåéôïíéÜò Ý÷åé ãÜôá.

1. ÐïéÜ åßíáé ç ðéèáíüôçôá ìéá ïéêïãÝíåéá ôçò ãåéôïíéÜò íá Ý÷åé êáé óêýëï êáé ãÜôá;

2. ÐïéÜ åßíáé ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ìéá ïéêïãÝíåéá ôçò ãåéôïíéÜò íá Ý÷åé óêýëï äåäïìÝíïõ üôé
Ý÷åé ãÜôá;

¢óêçóç 3 (Ross, Exer. 3.21): Èåùñïýìå äõï êÜëðåò É êáé ÉÉ. Ç êÜëðç É ðåñéÝ÷åé 2 ëåõêÜ êáé 4
êüêêéíá óöáéñßäéá, åíþ ç êÜëðç ÉÉ ðåñéÝ÷åé 1 ëåõêü êáé 1 êüêêéíï óöáéñßäéï. ÅðéëÝãïõìå óôçí ôý÷ç Ýíá
áðü ôá óöáéñßäéá ôçò êÜëðçò É êáé ôï ôïðïèåôïýìå óôçí êÜëðç ÉÉ. Êáôüðéí åðéëÝãïõìå óôçí ôý÷ç Ýíá
áðü ôá óöáéñßäéá ôçò êÜëðçò ÉÉ.

1. Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝ÷èçêå áðü ôçí êÜëðç ÉÉ íá åßíáé ëåõêü;

2. Ðïéá åßíáé ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ôï óöáéñßäéï ðïõ ìåôáöÝñèçêå áðü ôçí êÜëðç É óôçí êÜëðç ÉÉ
íá Þôáí ëåõêü, äåäïìÝíïõ üôé áðü ôçí êÜëðç ÉÉ åðéëÝ÷èçêå ëåõêü óöáéñßäéï;

¢óêçóç 4 (Ross, Exer. 3.29): Ç áããëéêÞ êáé ç áìåñéêÜíéêç ïñèïãñáößá ôçò ëÝîçò `ñßãêïñ' (áõóôç-
ñüôçôá) åßíáé `rigour' êáé `rigor' áíôßóôïé÷á. Óå Ýíá îåíïäï÷åßï ìÝíïõí 40 Üããëïé êáé 60 áìåñéêÜíïé.
Áðü áõôïýò åðéëÝãåôáé ôõ÷áßá Ýíáò êáé ôïõ æçôåßôáé íá ãñÜøåé ôç ëÝîç `ñßãêïñ'. Êáôüðéí áðü ôá ãñÜì-
ìáôá ôçò ëÝîçò ðïõ ãñÜöåé åðéëÝãåôáé Ýíá óôçí ôý÷ç. ÐïéÜ åßíáé ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ï Üíèñùðïò
ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé Üããëïò, äåäïìÝíïõ üôé ôï ãñÜììá ðïõ åðéëÝ÷èçêå óôçí ôý÷ç Þôáí öùíÞåí;

¢óêçóç 5 (Ross, Exer. 3.34): Èåùñïýìå 2 êÜëðåò Á êáé Â. Ç êÜëðç Á Ý÷åé 5 ëåõêÜ êáé 7 ìáýñá
óöáéñßäéá, åíþ ç êÜëðç Â Ý÷åé 3 ëåõêÜ êáé 12 ìáýñá óöáéñßäéá. Ñß÷íïõìå Ýíá äßêáéï íüìéóìá. Áí
ôï áðïôÝëåóìá åßíáé êïñþíá ôüôå åðéëÝãåôáé Ýíá óöáéñßäéï áðü ôçí êÜëðç Á åíþ áí åßíáé ãñÜììáôá
ôüôå åðéëÝãåôáé Ýíá óöáéñßäéï áðü ôçí êÜëðç Â. ÐïéÜ ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ôï íüìéóìá íá Ýöåñå
ãñÜììáôá, äåäïìÝíïõ üôé ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝ÷èçêå åßíáé ëåõêü;
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¢óêçóç 6 (Ross, Exer. 3.73): Ïé ðáßêôåò Á êáé Â ðáßæïõí ìéá óåéñÜ ðáé÷íéäéþí. Óå êÜèå ðáé÷íßäé,
ç ðéèáíüôçôá íá êåñäßóåé ï Á åßíáé p êáé ç ðéèáíüôçôá íá êåñäßóåé ï Â åßíáé 1− p. Ôï ðáé÷íßäé óôáìáôÜ
ôçí ðñþôç öïñÜ ðïõ êÜðïéïò áðü ôïõò äõï ðáßêôåò Ý÷åé ðÜñåé ðñïâÜäéóìá 2 íéêþí êáé ï ðáßêôçò áõôüò
áíáêçñýóóåôáé íéêçôÞò ôïõ áãþíá.

1. Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá ï áãþíáò íá äéáñêÝóåé 4 ðáé÷íßäéá.

2. Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá ï Á íá åßíáé ï íéêçôÞò ôïõ áãþíá.

¢óêçóç 7 (Ross, Exer. 3.81): ¸óôù ôï óýíïëï S = {1; 2; : : : ; n}. ÅðéëÝãïõìå åíôåëþò ôõ÷áßá êáé
áíåîÜñôçôá äõï õðïóýíïëá Á êáé Â ôïõ S (äçëáäÞ üëá ôá 2n õðïóýíïëá ôïõ S, óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ
ôïõ ∅ êáé ôïõ S åßíáé åîßóïõ ðéèáíÜ).

1. Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá P (A ⊆ B).

2. Âñåßôå ôçí ðéèáíüôçôá P (AB = ∅).

¢óêçóç 8 (Ross, Exer. 3.Theor15): Èåùñïýìå Ýíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðåßñáìá ôý÷çò ôï ïðïßï óå
êÜèå åðáíÜëçøÞ ôïõ Ý÷åé ðéèáíüôçôá åðéôõ÷ßáò p êáé ðéèáíüôçôá áðïôõ÷ßáò 1− p (áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò
Bernoulli). ¸óôù Pn ç ðéèáíüôçôá óå n åðáíáëÞøåéò ôïõ ðåéñÜìáôïò íá Ý÷åé óçìåéùèåß Üñôéïò áñéèìüò
åðéôõ÷éþí (äçëáäÞ 0; 2; 4; : : : ; 2bn2 c åðéôõ÷ßåò). Áðïäåßîôå üôé

1. Pn = p(1− Pn−1) + (1− p)Pn−1; n ≥ 1,

2. Pn = 1+(1−2p)n

2 .

¢óêçóç 9 (Tijms, Prob. 8.2): ¸íá äßêáéï íüìéóìá ñßðôåôáé 3 öïñÝò. Ãíùñßæïõìå üôé ìéá ôïõëÜ÷é-
óôïí áðü ôéò ñßøåéò Þôáí êïñþíá. Ðïéá åßíáé ôüôå ç ðéèáíüôçôá ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áðï ôéò Üëëåò ñßøåéò íá
Þôáí åðßóçò êïñþíá;

¢óêçóç 10 (Tijms, Prob. 8.14): Ïé åìðåéñïãíþìïíåò ðéóôåýïõí üôé Ýíá íáõÜãéï âñßóêåôáé óå ìéá
óõãêåêñéìÝíç èáëÜóóéá ðåñéï÷Þ ìå ðéèáíüôçôá p = 0:4. Áí ôï íáõÜãéï âñßóêåôáé óôç óõãêåêñéìÝíç
ðåñéï÷Þ, ôüôå ç áíáæÞôçóç óôçí ðåñéï÷Þ èá ôï åíôïðßóåé ìå ðéèáíüôçôá d = 0:9. Ðïéá åßíáé ç ðéèáíüôçôá
ôï íáõÜãéï íá âñßóêåôáé óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñéï÷Þ áí ìåôÜ ôçí áíáæÞôçóç ôï íáõÜãéï äåí åíôïðßóôçêå
óôçí ðåñéï÷Þ áõôÞ;
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ÁðáíôÞóåéò

¢óêçóç 1 (Ross, Exer. 3.9): ¸óôù ôá åíäå÷üìåíá

WA = ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝãåôáé áðü ôçí êÜëðç Á íá åßíáé ëåõêü;

WB = ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝãåôáé áðü ôçí êÜëðç B íá åßíáé ëåõêü;

WC = ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝãåôáé áðü ôçí êÜëðç C íá åßíáé ëåõêü;

W2 = 2 áðü ôá åðéëå÷èÝíôá óöáéñßäéá íá åßíáé ëåõêÜ.

ÆçôÜìå ôç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá P (WA|W2). Ðáñáôçñïýìå üôé W2 = WAWBW
c
C ∪ WAW

c
BWC ∪

W c
AWBWC êáé Ýôóé Ý÷ïõìå

P (WA|W2) =
P (WAW2)

P (W2)

=
P (WAWBW

c
C) + P (WAW

c
BWC)

P (WAWBW c
C) + P (WAW c

BWC) + P (W c
AWBWC)

=
1
3
2
3
3
4 + 1

3
1
3
1
4

1
3
2
3
3
4 + 1

3
1
3
1
4 + 2

3
2
3
1
4

=
7

11
:

¢óêçóç 2 (Ross, Exer. 3.13): ÅðéëÝãïõìå ìéá ïéêïãÝíåéá ôçò ãåéôïíéÜò. Èåùñïýìå ôá åíäå÷üìåíá

D = ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé óêýëï;

C = ç ïéêïãÝíåéá Ý÷åé ãÜôá:

Áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâÞìáôïò Ý÷ïõìå P (D) = 0:36, P (C|D) = 0:22 êáé P (C) = 0:30. Ç ðéèáíüôçôá
ç åðéëå÷èåßóá ïéêïãÝíåéá íá Ý÷åé óêýëï êáé ãÜôá åßíáé

P (DC) = P (D)P (C|D) = 0:36 · 0:22 = 0:0792:

Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá íá Ý÷åé óêýëï äåäïìÝíïõ üôé Ý÷åé ãÜôá åßíáé

P (D|C) =
P (DC)

P (C)
=
P (D)P (C|D)

P (C)
=

0:36 · 0:22
0:30

=
0:0792

0:30
= 0:264:

¢óêçóç 3 (Ross, Exer. 3.21): ¸óôù ôá åíäå÷üìåíá

ÉW = åðéëÝãåôáé ëåõêü óöáéñßäéï áðü ôçí êÜëðç É êáé ìåôáöÝñåôáé óôçí êÜëðç ÉÉ;

ÉÉW = åðéëÝãåôáé ëåõêü óöáéñßäéï áðü ôçí êÜëðç ÉÉ:

Ç ðéèáíüôçôá ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝ÷èçêå áðü ôçí êÜëðç ÉÉ íá åßíáé ëåõêü åßíáé

P (ÉÉW ) = P (ÉW )P (ÉÉW |IW ) + P (ÉcW )P (ÉÉW |IcW ) =
2

6
· 2
3
+

4

6
· 1
3
=

4

9
:

Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ôï óöáéñßäéï ðïõ ìåôáöÝñèçêå áðü ôçí êÜëðç É óôçí êÜëðç ÉÉ íá Þôáí ëåõêü,
äåäïìÝíïõ üôé áðü ôçí êÜëðç ÉÉ åðéëÝ÷èçêå ëåõêü óöáéñßäéï åßíáé

P (IW |ÉÉW ) =
P (ÉW IIW )

P (ÉIW )
=
P (ÉW )P (ÉÉW |IW )

P (IIW )
=

2
6 ·

2
3

4
9

=
1

2
:
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¢óêçóç 4 (Ross, Exer. 3.29): ¸óôù ôá åíäå÷üìåíá

Å = ï Üíèñùðïò ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé Üããëïò;

Á = ï Üíèñùðïò ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé áìåñéêÜíïò;

V = ôï ãñÜììá ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé öùíÞåí:

Áðü ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõìå P (E) = 0:4, P (A) = 0:6, P (V |E) = 3=6 = 0:5 êáé P (V |A) =
2=5 = 0:4. Ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ï Üíèñùðïò ðïõ åðéëÝ÷èçêå íá åßíáé Üããëïò, äåäïìÝíïõ üôé ôï
ãñÜììá ðïõ åðéëÝ÷èçêå Þôáí öùíÞåí åßíáé

P (E|V ) =
P (EV )

P (V )
=

P (E)P (V |E)

P (E)P (V |E) + P (A)P (V |A)
=

0:4 · 0:5
0:4 · 0:5 + 0:6 · 0:4

=
5

11
:

¢óêçóç 5 (Ross, Exer. 3.34): ¸óôù ôá åíäå÷üìåíá

T = ôï íüìéóìá Ýöåñå ãñÜììáôá;

H = ôï íüìéóìá Ýöåñå êïñþíá;

W = ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝ÷èçêå åßíáé ëåõêü:

Ôüôå ç äåóìåõìÝíç ðéèáíüôçôá ôï íüìéóìá íá Ýöåñå ãñÜììáôá, äåäïìÝíïõ üôé ôï óöáéñßäéï ðïõ åðéëÝ-
÷èçêå åßíáé ëåõêü åßíáé

P (T |W ) =
P (TW )

P (W )
=

P (T )P (W |T )
P (T )P (W |T ) + P (H)P (W |H)

=
1
2 ·

3
15

1
2 ·

3
15 + 1

2 ·
5
12

=
12

37
:

¢óêçóç 6 (Ross, Exer. 3.73): Ï äåéãìáôéêüò ÷þñïò ôïõ ðåéñÜìáôïò ôý÷çò åßíáé

{ÁÁ;ÂÂ;ÁÂÁÁ;ÁÂÂÂ;ÂÁÁÁ;ÂÁÂÂ; : : :};

üðïõ êÜèå óçìåßï ôïõ äåéãìáôéêïý ÷þñïõ ðáñéóôÜíåôáé ìå ìéá ëåîç áðïôåëïýìåíç áðü A êáé Â, ðïõ
äåß÷íåé ôç äéáäï÷Þ íéêçôþí óôá ðáé÷íßäéá ìÝ÷ñé íá ôåëåéþóåé ï áãþíáò. Ôï åíäå÷üìåíï ï áãþíáò íá
äéáñêÝóåé 4 ðáé÷ßäéá åßíáé ôï {ÁÂÁÁ;ÁÂÂÂ;ÂÁÁÁ;ÂÁÂÂ}. Ç áíôßóôïé÷ç ðéèáíüôçôá åßíáé ôüôå
2p3(1− p)+ 2p(1− p)3 = 2p(1− p)(p2+(1− p)2): Ãéá íá âñïýìå ôçí ðéèáíüôçôá íá åßíáé ï Á ï íéêçôÞò
ôïõ áãþíá, äåóìåýïõìå óôï áðïôÝëåóìá ôùí ðñþôùí äõï ðáé÷íéäéþí. ¸óôù ôá åíäå÷üìåíá

A−A = o A åßíáé ï íéêçôÞò ôùí äõï ðñþôùí ðáé÷íéäéþí;

A− Â = o A åßíáé ï íéêçôÞò ôïõ ðñþôïõ ðáé÷íéäéïý êáé ï Â ôïõ äåýôåñïõ ðáé÷íéäéïý;

Â −A = o Â åßíáé ï íéêçôÞò ôïõ ðñþôïõ ðáé÷íéäéïý êáé ï Á ôïõ äåýôåñïõ ðáé÷íéäéïý;

Â − Â = o Â åßíáé ï íéêçôÞò ôùí äõï ðñþôùí ðáé÷íéäéþí;

Á = o A åßíáé ï íéêçôÞò ôïõ áãþíá:

Åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò êáé Ý÷ïõìå

P (A) = P (A−A)P (A|A−A) + P (A−B)P (A|A−B) + P (B −A)P (A|B −A) + P (B −B)P (A|B −B)

= p2 · 1 + 2p(1− p)P (A) + (1− p)2 · 0:

Ëýíïíôáò ãéá ôï P (A) ðáßñíïõìå

P (A) =
p2

1− 2p(1− p)
:
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¢óêçóç 7 (Ross, Exer. 3.81) Ãéá íá âñïýìå ôçí ðéèáíüôçôá P (A ⊆ B), ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï èåþñçìá
ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò, äåóìåýïíôáò óôïí áñéèìü ôùí óôïé÷åßùí |Á| ôïõ óõíüëïõ Á. ¸÷ïõìå

P (A ⊆ B) =
n∑
k=0

P (|A| = k)P (A ⊆ B| |A| = k) =
n∑
k=0

(
n
k

)
2n
· 2

n−k

2n

=
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)(
1

2

)k
=

(1 + 1
2)
n

2n
=

(
3

4

)n
:

Åðßóçò Ý÷ïõìå P (AB = ∅) = P (A ⊆ Bc) =
(
3
4

)n
, áöïý ôï Âc åßíáé åîßóïõ ðéèáíü íá åßíáé ïðïéïäÞðïôå

áðü ôá õðïóýíïëá.

¢óêçóç 8 (Ross, Exer. 3.Theor15): Ç ó÷Ýóç Pn = p(1 − Pn−1) + (1 − p)Pn−1 áðïäåéêíýåôáé
äåóìåýïíôáò óôï áðïôÝëåóìá ôçò ðñþôçò äïêéìÞò ôïõ ðåéñÜìáôïò. Áí åßíáé åðéôõ÷ßá, ìå ðéèáíüôçôá p,
ôüôå ãéá íá Ý÷ïõìå Üñôéï áñéèìü åðéôõ÷éþí óôéò n äïêéìÝò èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå ðåñéôôü áñéèìü åðéôõ÷éþí
óôéò n− 1 äïêéìÝò 2; 3; 4; : : : ; n, åíäå÷üìåíï ðïõ óõìâáßíåé ìå ðéèáíüôçôá 1− Pn−1. Áí åßíáé áðïôõ÷ßá,
ìå ðéèáíüôçôá 1 − p, ôüôå ãéá íá Ý÷ïõìå Üñôéï áñéèìü åðéôõ÷éþí óôéò n äïêéìÝò èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå
Üñôéï áñéèìü åðéôõ÷éþí óôéò n− 1 äïêéìÝò 2; 3; 4; : : : ; n, åíäå÷üìåíï ðïõ óõìâáßíåé ìå ðéèáíüôçôá Pn−1.
Áðü ôï èåþñçìá ïëéêÞò ðéèáíüôçôáò Ý÷ïõìå áìÝóùò ôï æçôïýìåíï.

Ç ó÷Ýóç Pn = p(1−Pn−1)+(1−p)Pn−1 ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ Pn = p+(1−2p)Pn−1, ðïõ
öáíåñþíåé üôé ç Pn åßíáé ìåéêôÞ ðñüïäïò. Ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç x = p+(1−2p)x âñßóêïõìå ôï óôáèåñü
óçìåßï ôçò, x = 1

2 . Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôçí åîßóùóç x = p+(1−2p)x áðü ôçí Pn = p+(1−2p)Pn−1;
Ý÷ïõìå Pn − x = (1 − 2p)(Pn−1 − x), äçëáäÞ ç Pn − x = Pn − 1

2 åßíáé ãåùìåôñéêÞ ðñüïäïò ìå ëüãï
1− 2p. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

Pn −
1

2
= (1− 2p)n(P0 −

1

2
) = (1− 2p)n(1− 1

2
) =

1

2
(1− 2p)n;

êáé ðáßñíïõìå ôåëéêÜ üôé

Pn =
1 + (1− 2p)n

2
:

¢óêçóç 9 (Tijms, Prob. 8.2): Ï äåéãìáôéêüò ÷þñïò áðïôåëåßôáé áðü 8 éóïðßèáíá äåéãìáôéêÜ óçìåßá,
ôá HHH;HHT;HTH;HTT; THH; THT; TTH; TTT . ¸óôù Á ôï åíäå÷üìåíï äõü ç ðåñéóóïôÝñùí
êïñþíùí (Ç) óå ôñåéò ñßøåéò êáé Â ôï åíäå÷üìåíï ìéá ôïõëÜ÷éóôïí êïñþíáò óôéò ôñåéò ñßøåéò. Ôüôå
Ý÷ïõìå

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

4=8

7=8
=

4

7
:

¢óêçóç 10 (Tijms, Prob. 8.14): ¸óôù Á ôï åíäå÷üìåíï ôï íáõÜãéï íá âñßóêåôáé ðñÜãìáôé óôç
óõãêåêñéìÝíç èáëÜóóéá ðåñéï÷Þ êáé Â ôï åíäå÷üìåíï ôï íáõÜãéï íá ìçí åíôïðéóôåß ìåôÜ ôçí áíáæÞôçóç
óôçí ðåñéï÷Þ. Ôüôå ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò äåß÷íïõí üôé P (A) = p êáé P (B|A) = 1 − d êáé
åðïìÝíùò ç æçôïýìåíç ðéèáíüôçôá åßíáé

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B|A)
P (A)P (B|A) + P (Ac)P (B|Ac)

=
p(1− d)

p(1− d) + (1− p)1
=

1

16
= 0:0625:
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