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1 Πρώτοι ορισμοί

Για λόγους που θα γίνουν σύντομα σαφείς, όλοι οι γραμμικοί χώροι θα είναι
μιγαδικοί, εκτός αν ρητά αναφέρεται κάτι διαφορετικό.

Ορισμός 1.1 Μία (προσεταιριστική) άλγεβρα 𝒜 είναι ένας (μιγαδικός) γραμ-
μικός χώρος που είναι συγχρόνως δακτύλιος και ισχύει (𝜆𝑥)𝑦 = 𝜆(𝑥𝑦) = 𝑥(𝜆𝑦)
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜆 ∈ ℂ. Μία άλγεβρα λέγεται μεταθετική αν 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 για
κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜.

Ένας υπόχωρος 𝒥 ⊆ 𝒜 λέγεται (γνήσιο) αριστερό (αντίστοιχα δεξιό) ιδεώ-
δες της 𝒜 αν 𝑥 ∈ 𝒜, 𝑦 ∈ 𝒥 ⇒ 𝑥𝑦 ∈ 𝒥 (αντίστοιχα 𝑦𝑥 ∈ 𝒥). Αν ένα ιδεώδες
είναι δεξιό και αριστερό τότε λέγεται αμφίπλευρο ιδεώδες ή απλά ιδεώδες.

Παράδειγμα 1.1 (α) Αν 𝑋 είναι γραμμικός χώρος και Ω είναι μη κενό σύνολο,
το σύνολο ℱ(Ω, 𝑋) όλων των συναρτήσεων 𝑓 ∶ Ω ⟶ 𝑋 γίνεται γραμμικός
χώρος αν εφοδιασθεί με τις πράξεις κατά σημείο,

(𝑓 + 𝜆𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆𝑔(𝑡)

(𝑓, 𝑔 ∈ ℱ(Ω, 𝑋), 𝜆 ∈ ℂ, 𝑡 ∈ Ω). Αν 𝑋 = ℂ, επειδή το ℂ είναι άλγεβρα, ο
χώρος ℱ(Ω, ℂ) είναι άλγεβρα με πολλαπλασιασμό

(𝑓.𝑔)(𝑡) = 𝑓(𝑡).𝑔(𝑡)
Γενικότερα, αν𝑋 = 𝒜 είναι άλγεβρα, τότε ο χώροςℱ(Ω, 𝒜) είναι άλγεβρα ως
προς το κατά σημείο γινόμενο.

Τέτοιες άλγεβρες λέγονται άλγεβρες συναρτήσεων.
(β) Έστω 𝑋 γραμμικός χώρος, και ℒ(𝑋) το σύνολο των γραμμικών απεικονί-
σεων 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋. Με τις κατά σημείο γραμμικές πράξεις, το ℒ(𝑋) γίνεται
γραμμικός χώρος. Αν επί πλέον εφοδιασθεί με την σύνθεση τελεστών

(𝑇 .𝑆)(𝑥) = 𝑇 (𝑆(𝑥)) 𝑇 , 𝑆 ∈ ℒ(𝑋), 𝑥 ∈ 𝑋
τότε ο ℒ(𝑋) γίνεται (εν γένει μη μεταθετική) άλγεβρα.
Τέτοιες άλγεβρες λέγονται άλγεβρες τελεστών.

Ορισμός 1.2 Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα και ‖.‖ είναι μία νόρμα στην 𝒜 με την
επιπλέον ιδιότητα

‖𝑥.𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖ (1)
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, τότε η 𝒜 λέγεται νορμαρισμένη άλγεβρα. Αν επιπλέον η
(𝒜, ‖.‖) είναι πλήρης, τότε η 𝒜 λέγεται άλγεβρα Banach.
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Παρατηρήσεις. (i) Η συνθήκη (1) εξασφαλίζει την συνέχεια του πολλαπλα-
σιασμού

𝑚 ∶ 𝒜 × 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ (𝑥, 𝑦) ⟶ 𝑥.𝑦
Πράγματι, έχουμε

‖𝑥𝑦 − 𝑧𝑤‖ ≤ ‖𝑥𝑦 − 𝑥𝑤‖ + ‖𝑥𝑤 − 𝑧𝑤‖ ≤ ‖𝑥‖‖𝑦 − 𝑤‖ + ‖𝑥 − 𝑧‖‖𝑤‖.
Αν ο πολλαπλασιασμός είναι χωριστά συνεχής, δηλαδή αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 οι
απεικονίσεις

𝜆𝑥 ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ 𝑦 ⟶ 𝑥𝑦 και 𝜌𝑥 ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 ∶ 𝑦 ⟶ 𝑦𝑥
είναι συνεχείς, δεν έπεται εν γένει ότι ο 𝑚 είναι συνεχής. Αν όμως επί πλέον η
(𝒜, ‖.‖) είναι πλήρης, τότε ο πολλπλασιασμός είναι υποχρεωτικά συνεχής, και
μάλιστα:
υπάρχει ισοδύναμη νόρμα ‖.‖1 τέτοιαώστε η (𝒜, ‖.‖1) να είναι άλγεβραBanach.
Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
(ii) Κάθε νορμαρισμένη άλγεβρα εμφυτεύεται ισομετρικά και ισομορφικά (δηλ.
η εμφύτευση είναι μορφισμός αλγεβρών) ως πυκνή υπάλγεβρα μιάς άλγεβρας
Banach. Αυτό αποδεικνύεται ακριβώς όπως το αντίστοιχο αποτέλεσμα γιά χώ-
ρους με νόρμα, χρησιμοποιώντας και την συνέχεια του πολλαπλασιασμού. Θα
κατασκευάσουμε μία ‘συγκεκριμένη’ εμφύτευση παρακάτω (βλ. Παράγραφο
3.1).

2 Παραδείγματα

2.1

Το σώμα των μιγαδικών αριθμών (ℂ, |.|) είναι άλγεβρα Banach. Θα δείξουμε
αργότερα (ΘεώρημαGelfand-Mazur) ότι είναι ‘η μόνη’ διαιρετική άλγεβραBanach.

2.2

1. Για κάθε 𝑛 ∈ ℕ το σύνολο (ℂ𝑛, ‖.‖∞) είναι άλγεβρα Banach ως προς τις πρά-
ξεις κατά συντεταγμένη και την νόρμα ‖(𝑥𝑛)‖∞ = max{|𝑥𝑖| ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}.
Είναι μεταθετική άλγεβρα με μονάδα (1, 1, ...1).
2. Έστω Γ ≠ ∅ σύνολο. Το σύνολο (ℓ∞(Γ), ‖.‖∞) είναι άλγεβρα Banach ως
προς τις πράξεις κατά σημείο και την νόρμα ‖𝑓‖∞ = sup{|𝑓(𝛾)| ∶ 𝛾 ∈ Γ}.
Είναι μεταθετική άλγεβρα με μονάδα 𝟏, όπου 𝟏(𝛾) = 1 για κάθε 𝛾 ∈ Γ .
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2.3 Άλγεβρες συνεχών συναρτήσεων

1. ΈστωΚ συμπαγήςHausdorff τοπολογικός χώρος (π.χ.𝐾 = [0, 1]). Είναι γνω-
στό ότι ο χώρος (𝐶(𝐾), ‖.‖∞) των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝐾 ⟶ ℂ είναι
(κλειστός υπόχωρος του (ℓ∞(𝐾), ‖.‖∞), άρα) χώρος Banach. Επειδή το (κατά
σημείο) γινόμενο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση, ο 𝐶(𝐾) εί-
ναι (υπάλγεβρα του ℓ∞(𝐾), άρα) άλγεβρα Banach, μεταθετική και με μονάδα
(την σταθερή συνάρτηση 𝟏).
2. Έστω 𝑋 τοπικά συμπαγής Hausdorff τοπολογικός χώρος (π.χ. 𝑋 = ℝ). Ονο-
μάζουμε 𝐶𝑜(Χ) το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ που ‘μη-
δενίζονται στο άπειρο’. Δηλαδή μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ανήκει στον 𝐶𝑜(Χ)
εξ ορισμού όταν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾𝜖 ⊆ 𝑋 συμπαγές ώστε 𝑡 ∉ 𝐾𝜖 ⇒
|𝑓(𝑡)| < 𝜖. Τέτοιες συναρτήσεις είναι φραγμένες, δηλαδή 𝐶𝑜(Χ) ⊆ ℓ∞(𝑋).
Μάλιστα είναι φανερό ότι ο 𝐶𝑜(Χ) είναι υπάλγεβρα του ℓ∞(𝑋). Επειδή ο
𝐶𝑜(Χ) είναι και ‖.‖∞-κλειστός (άσκηση), είναι (μεταθετική) άλγεβρα Banach.
Παρατηρούμε όμως ότι δεν έχει μονάδα, εκτός αν ο𝑋 είναι συμπαγής (άσκηση).
Άσκηση. Αποδείξτε ότι ο χώρος𝐶𝑜𝑜(Χ) των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶
ℂ που μηδενίζονται έξω από κάποιο συμπαγές 𝐾𝑓 ⊆ 𝑋 αποτελεί υποσύνολο,
μάλιστα ιδεώδες, του 𝐶𝑜(Χ) που είναι ‖.‖∞-πυκνό¹ στον 𝐶𝑜(Χ).
3. Κάθε μη κενό σύνολο Γ γίνεται τοπικά συμπαγής χώρος όταν εφοδιασθεί με
την διακριτή τοπολογία, και τότε τα συμπαγή υποσύνολά του είναι τα πεπερα-
σμένα. Επομένως ο χώρος

𝑐𝑜(Γ) ≡ {𝑓 ∶ Γ ⟶ ℂ ∶ ∀𝜖 > 0 ∃Γ𝜖 ⊆ Γ, |Γ𝜖| < ∞, |𝑓(𝛾)| < 𝜖 ∀𝛾 ∉ Γ}

είναι, από το (2), μεταθετική άλγεβρα Banach και έχει μονάδα αν και μόνον αν
το Γ είναι πεπερασμένο. Μάλιστα, είναι κλειστό ιδεώδες της (ℓ∞(Γ), ‖.‖∞).

2.4 Άλγεβρες μετρήσιμων συναρτήσεων

Έστω (𝑋, 𝒮, 𝜇) χώρος μέτρου. Θέτουμε

ℒ∞(𝑋) = {𝑓 ∈ ℓ∞(𝑋), 𝑓 μετρήσιμη}.

Επειδή το άθροισμα και το γινόμενο μετρησίμων συναρτήσεων είναι μετρήσιμη
συνάρτηση, η ℒ∞(𝑋) είναι υπάλγεβρα της ℓ∞(𝑋), και επειδή το ομοιόμορφο

¹Oταν οΧ είναι μετρικός χώρος, τοπικά συμπαγής και μη συμπαγής, το𝐶𝑜𝑜(Χ) είναι γνήσιο
ιδεώδες του 𝐶𝑜(Χ). Υπάρχουν όμως τοπικά συμπαγείς μη συμπαγείς χώροι Χ στους οποίους
ισχύει 𝐶𝑜𝑜(Χ) = 𝐶𝑜(Χ).
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όριο μετρησίμων συναρτήσεων είναι μετρήσιμη συνάρτηση, ηℒ∞(𝑋) είναι άλ-
γεβρα Banach, προφανώς μεταθετική και με μονάδα. (Σημείωσε ότι μέχρι τώρα
η ύπαρξη του μέτρου 𝜇 δεν έπαιξε κανένα ρόλο).
Θέτουμε

𝒩(𝑋, 𝜇) = {𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) ∶ 𝑓 = 0 𝜇-σχεδόν παντού}
και παρατηρούμε ότι το 𝒩(𝑋, 𝜇) είναι ιδεώδες της ℒ∞(𝑋), δηλαδή αν 𝑓 ∈
𝒩(𝑋, 𝜇) και 𝑔 ∈ ℒ∞(𝑋) τότε 𝑓𝑔 ∈ 𝒩(𝑋, 𝜇). Έπεται εύκολα ότι ο χώρος
πηλίκο

𝐿∞(𝑋, 𝜇) = ℒ∞(𝑋)/𝒩(𝑋, 𝜇)
είναι άλγεβρα. Επίσης το ομοιόμορφο όριο μ-μηδενικών συναρτήσεων είναι μ-
μηδενική, άρα το 𝒩(𝑋, 𝜇) είναι ‖.‖∞-κλειστό ιδεώδες της ℒ∞(𝑋). Επομένως
η νόρμα πηλίκο είναι πλήρης νόρμα στον χώρο πηλίκο. Θυμίζω ότι η νόρμα
πηλίκο ‖.‖𝑞 ορίζεται από τον τύπο

‖𝑓 + 𝒩‖𝑞 ≡ 𝑑(𝑓, 𝒩) = inf{‖𝑓 − 𝑔‖∞ ∶ 𝑔 ∈ 𝒩}.
Αποδεικνύεται (άσκηση!) ότι, αν θέσουμε

‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 ≡ inf{𝜆 > 0 ∶ 𝜇({𝑡 ∈ 𝑋 ∶ |𝑓(𝑡)| > 𝜆}) = 0}
για 𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) (το ‘ουσιώδες φράγμα’ της 𝑓) τότε ‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 = ‖𝑓 + 𝒩‖𝑞. Ταυτί-
ζουμε συνήθως μία 𝑓 ∈ ℒ∞(𝑋) με την κλάση της 𝑓 + 𝒩, και αναφερόμαστε
στην άλγεβρα Banach (𝐿∞(𝑋, 𝜇), ‖.‖𝑒𝑠𝑠) των ουσιωδώς φραγμένων μετρήσι-
μων συναρτήσεων². Μάλιστα η νόρμα της 𝐿∞(𝑋, 𝜇) συμβολίζεται συνήθως
‖.‖∞ αντί για ‖.‖𝑒𝑠𝑠.

2.5 Η άλγεβρα του δίσκου

Έστω 𝕋 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| = 1} , 𝔻 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}, και (𝐶(𝕋), ‖.‖𝕋) η
άλγεβρα Banach των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝕋 ⟶ ℂ. Λέμε ότι μία συνάρ-
τηση 𝑓 ∈ 𝐶(𝕋) ανήκει στην άλγεβρα του δίσκου 𝐴(𝔻) αν η 𝑓 επεκτείνεται σε
μία συνεχή συνάρτηση ̃𝑓 ∶ 𝔻 ⟶ ℂ, που είναι ολόμορφη στον ανοικτό δίσκο 𝔻.
Παραδείγματος χάριν, κάθε συνάρτηση 𝑝 της μορφής

𝑝(𝑒𝑖𝜃) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝜃

² Μία μετρήσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ λέγεται ουσιωδώς φραγμένη αν ‖𝑓‖𝑒𝑠𝑠 < ∞.
Κάθε ουσιωδώς μετρήσιμη συνάρτηση είναι σχεδόν παντού ίση με μία φραγμένη μετρήσιμη συ-
νάρτηση.
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όπου 𝑎𝑘 ∈ ℂ, ανήκει στην 𝐴(𝔻). Τέτοιες συναρτήσεις λέγονται αναλυτικά τρι-
γωνομετρικά πολυώνυμα.
Παρατηρούμε ότι, αν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻),

‖𝑓‖𝕋 ∶= sup{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝕋} = sup{| ̃𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝔻} ≡ ‖ ̃𝑓‖𝔻

από την αρχή του μεγίστου ( [8], 6.49). Έπεται ειδικότερα ότι η επέκταση ̃𝑓
είναι μοναδική (αν υπάρχει).
Είναι φανερό ότι η𝐴(𝔻) είναι υπάλγεβρα της 𝐶(𝕋). Ισχυρίζομαι ότι είναι κλει-
στή υπάλγεβρα. Πράγματι, έστω {𝑓𝑛} μία βασική ακολουθία στην 𝐴(𝔻). Από
την αρχή του μεγίστου έπεται ότι

‖ ̃𝑓𝑛 − ̃𝑓𝑚‖𝔻 = ‖𝑓𝑛 − 𝑓𝑚‖𝕋

επομένως η ακολουθία { ̃𝑓𝑛} συγκλίνει ομοιόμορφα στο 𝔻 σε μία συνεχή συ-
νάρτηση 𝑔. Από το Θεώρημα σύγκλισης του Weierstrass ( [8], 6.4) έπεται ότι η
𝑔 είναι ολόμορφη στον ανοικτό δίσκο 𝔻. Άρα αν 𝑓 = 𝑔|𝕋, τότε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) και
βέβαια ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝕋 ⟶ 0.
Έπεται ότι η𝐴(𝔻) είναι άλγεβρα Banach, και βεβαίως είναι μεταθετική και έχει
μονάδα. Παρατήρησε ότι το συνολο 𝒫+ των αναλυτικών τριγωνομετρικών πο-
λυωνύμων αποτελεί υπάλγεβρα της𝐴(𝔻). Ισχυρίζομαι ότι είναι πυκνή υπάλγε-
βρα, δηλαδή ότι κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) προσεγγίζεται απο αναλυτικά τριγωνομετρικά
πολυώνυμα, ομοιόμορφα στο 𝕋.
Απόδειξη.
Παρατήρηση 1. Έστω 𝑓 ∶ 𝔻 ⟶ ℂ συνεχής, 0 < 𝜌 < 1. Θέτω 𝑓𝜌(𝑧) = 𝑓(𝜌𝑧).
Τότε lim𝜌↗1‖𝑓𝜌 − 𝑓‖𝔻 = 0. Πράγματι η 𝑓 είναι ομοιόμορφα συνεχής, άρα για
κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε

𝑧, 𝑤 ∈ 𝔻, |𝑧 − 𝑤| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑤)| < 𝜀.

Επομένως, αν 1 − 𝜌 < 𝛿, τότε για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻 ισχύει |𝑧 − 𝜌𝑧| < 𝛿 άρα
|𝑓𝜌(𝑧) − 𝑓(𝑧)| = |𝑓(𝜌𝑧) − 𝑓(𝑧)| < 𝜀.
Παρατήρηση 2. Έστω 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻). Τότε για κάθε 𝜌 ∈ (0, 1) η συνάρτηση 𝑓𝜌 είναι
ολόμορφη στον δίσκο 𝔻𝜌 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1𝜌}. Επομένως έχει δυναμοσειρά η
οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στα συμπαγή υποσυνολα του 𝔻𝜌, άρα και στο 𝕋.
Αν λοιπόν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) και 𝜀 > 0, επιλέγουμε, από την Παρατήρηση 1, 𝜌 ∈ (0, 1)
ώστε ‖𝑓𝜌 − 𝑓‖𝕋 < 𝜀/2. Από την Παρατήρηση 2, υπάρχει αναλυτικό τριγωνο-
μετρικό πολυώνυμο 𝑝 ώστε ‖𝑓𝜌 − 𝑝‖𝕋 < 𝜀/2. Επομένως ‖𝑓 − 𝑝‖𝕋 < 𝜀 και η
απόδειξη είναι πλήρης. 2
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2.6 Η άλγεβρα Banach (ℓ1(ℤ), || ⋅ ||1, ∗)

Είναι γνωστό ότι ο χώρος

ℓ1(ℤ) = {𝑎 = (𝑎𝑛)𝑛∈ℤ ∶
𝑘=+∞

∑
𝑘=−∞

|𝑎𝑘| < ∞}

είναι χώρος Banach ως προς την νόρμα ‖.‖1 όπου

‖𝛼‖1 =
𝑘=+∞

∑
𝑘=−∞

|𝑎𝑘|.

Αν 𝑒𝑛 ∈ ℓ1(ℤ) είναι η ακολουθία που έχει μονάδα στην θέση 𝑛 και μηδέν στις
υπόλοιπες, o ℓ1(ℤ) είναι η κλειστή γραμμική θήκη του συνόλου Ε ≡ {𝑒𝑛 ∶
𝑛 ∈ ℤ} (μάλιστα το Ε είναι βάση Schauder του ℓ1(ℤ)). Το Ε γίνεται (αβελιανή)
ομάδα (ισόμορφη με την ℤ) αν εφοδιασθεί με την πράξη ∗ όπου 𝑒𝑛 ∗ 𝑒𝑚 ≡
𝑒𝑛+𝑚. Η πράξη αυτή επεκτείνεται γραμμικά στην γραμμική θήκη 𝑐𝑜𝑜(ℤ) του
𝐸:
Αν τα 𝑎 = ∑ 𝑎𝑘𝑒𝑘 και 𝑏 = ∑ 𝑏𝑘𝑒𝑘 είναι πεπερασμένα αθροίσματα, θέτουμε

𝑎 ∗ 𝑏 = ∑
𝑘

∑
𝑚

𝑎𝑘𝑏𝑚𝑒𝑘 ∗ 𝑒𝑚

και παρατηρούμε ότι 𝑎 ∗ 𝑏 = ∑𝑛 𝑐𝑛𝑒𝑛 όπου 𝑐𝑛 = ∑𝑘 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.
Mπορούμε να επεκτείνουμε την πράξη ∗ της συνέλιξης (convolution) στον χώρο
ℓ1(ℤ), είτε παρατηρώντας ότι είναι συνεχής ως προς την νόρμα ‖.‖1, είτε απευ-
θείας ως εξής: αν 𝑎, 𝑏 ∈ ℓ1(ℤ) ορίζουμε την ακολουθία 𝑐 = (𝑐𝑛) = 𝑎 ∗ 𝑏 από
την σχέση

𝑐𝑛 =
𝑘=+∞

∑
𝑘=−∞

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 𝑛 ∈ ℤ

(η σειρά συγκλίνει απόλυτα γιατί η (𝑎𝑘) είναι απόλυτα αθροίσιμη και για κάθε
𝑛 ∈ ℤ η (𝑏𝑛−𝑘) είναι φραγμένη). Πρέπει να δειχθεί ότι η (𝑐𝑛) ανήκει στον
ℓ1(ℤ). Πράγματι,

∑
𝑛

|𝑐𝑛| = ∑
𝑛

| ∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘|

≤ ∑
𝑛

∑
𝑘

|𝑎𝑘|.|𝑏𝑛−𝑘| = ∑
𝑘

|𝑎𝑘| ∑
𝑛

|𝑏𝑛−𝑘|

= ‖𝑎‖1.‖𝑏‖1
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όπου η εναλλαγή των δύο αθροίσεων είναι επιτρεπτή, αφού πρόκειται για σει-
ρές θετικών όρων, και η τελευταία ισότητα ισχύει γιατι ∑𝑛 |𝑏𝑛−𝑘| = ∑𝑛 |𝑏𝑛|
για κάθε 𝑘 ∈ ℤ. Έτσι αποδείχθηκε συγχρόνως ότι 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ ℓ1(ℤ) και ότι
‖𝑎 ∗ 𝑏‖1 ≤ ‖𝑎‖1‖𝑏‖1.
Η προσεταιριστική ιδιότητα της συνέλιξης αποδεικνύεται ως εξής

(𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐))𝑛 = ∑
𝑘

𝑎𝑘(𝑏 ∗ 𝑐)𝑛−𝑘

= ∑
𝑘

𝑎𝑘(∑
𝑚

𝑏𝑛−𝑘−𝑚𝑐𝑚) = ∑
𝑚

(∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏(𝑛−𝑚)−𝑘)𝑐𝑚

= ∑
𝑚

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑛−𝑚𝑐𝑚 = ((𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐)𝑛.

Η επιμεριστική ιδιότητα της συνέλιξης ως προς την πρόσθεση ισχύει τετριμ-
μένα, επομένως αποδείχθηκε ότι η (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗) είναι άλγεβρα Banach.
Η σχέση

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑛 = ∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 = ∑
𝑗

𝑎𝑛−𝑗𝑏𝑗 = (𝑏 ∗ 𝑎)𝑛

δείχνει ότι η άλγεβρα είναι μεταθετική. Τέλος, ελέγχεται άμεσα ότι το στοιχείο
𝑒0 όπου (𝑒0)𝑛 = 𝛿𝑛,0 είναι μονάδα της άλγεβρας.
Παρατήρηση. Η άλγεβρα (ℓ1(ℤ), ∗) δεν είναι άλγεβρα συναρτήσεων, γιατί
ο πολλαπλασιασμός δεν είναι το κατά σημείο γινόμενο. Οπως παρατηρήσαμε,
ο πολλαπλασιασμός ∗ ορίσθηκε μέσω της αλγεβρικής δομής του ‘συνόλου δει-
κτών’ ℤ. Στο Παράδειγμα 2.8 θα ‘αναπαραστήσουμε’ την (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗)ως άλ-
γεβρα συναρτήσεων.
Μπορεί να ελέγξει κανείς εύκολα (άσκηση) ότι ο χώρος (ℓ1(ℤ), ‖.‖1) (και γε-
νικότερα, ο ℓ1(Γ)) γίνεται μεταθετική άλγεβρα Banach με το κατά σημείο γινό-
μενο, η οποία όμως δεν έχει μονάδα. Η άλγεβρα αυτή δεν είναι ισόμορφη, ως
άλγεβρα, με την (ℓ1(ℤ), ∗) (ενώ οι υποκείμενοι χώροι Banach ταυτίζονται).

2.7 Η άλγεβρα Banach (𝐿1(𝕋), || ⋅ ||1, ∗)

Ο χώρος Banach (𝐿1(𝕋), ‖.‖1) των Lebesgue ολοκληρώσιμων συναρτήσεων 𝑓 ∶
𝕋 ⟶ ℂ με νόρμα

‖𝑓‖1 = 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡
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γίνεται μεταθετική άλγεβρα Banach χωρίς μονάδα αν εφοδιασθεί με την συνέ-
λιξη

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑒𝑖𝑡) = 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑒𝑖𝑠)𝑔(𝑒𝑖(𝑡−𝑠))𝑑𝑠.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.
Παρατήρηση Γενικότερα αποδεικνύεται ότι, αν 𝐺 είναι τοπικά συμπαγής
ομάδα, ορίζεται η άλγεβρα Banach 𝐿1(𝐺), οπου η ολοκλήρωση γίνεται ως προς
το λεγόμενο μέτρο Haar. Η άλγεβρα αυτή είναι μεταθετική αν και μόνον αν η
𝐺 είναι αβελιανή, και έχει μονάδα αν και μόνον αν η τοπολογία της 𝐺 είναι
η διακριτή. Η μελέτη της άλγεβρας αυτής αποτελεί αντικείμενο της λεγόμενης
‘αφηρημένης αρμονικής ανάλυσης’.

2.8 Η άλγεβρα του Wiener 𝒲 ή 𝐴(𝕋)

Πρόκειται για το σύνολο 𝒲 των συναρτήσεων 𝑓 της μορφής

𝑓(𝑡) =
𝑘=+∞

∑
𝑘=−∞

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

όπου ∑𝑘 |𝑎𝑘| < ∞. Επειδή |𝑒𝑖𝑘𝑡| = 1 για κάθε 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], η σειρά ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡

συγκλίνει απόλυτα και ομοιόμορφα ως προς 𝑡, άρα ορίζει συνεχή συνάρτηση,
δηλαδή ο χώρος 𝒲 είναι υπόχωρος του χώρου Banach 𝐶([0, 2𝜋]). Δεν είναι
όμως κλειστός ως προς την νόρμα ‖.‖∞ (άσκηση).
Δεν είναι αμέσως φανερό ότι ο 𝒲 είναι κλειστός ως προς το κατά σημείο γινό-
μενο, ότι είναι δηλαδή υπάλγεβρα της𝐶([0, 2𝜋]). Αυτό αποδεικνύεται ως εξής:
Αν 𝑓(𝑡) = ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 και 𝑔(𝑡) = ∑𝑘 𝑏𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 είναι δύο στοιχεία του 𝒲, τότε

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) = (∑
𝑘

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡) (∑
𝑛

𝑏𝑛𝑒𝑖𝑛𝑡) = ∑
𝑘

∑
𝑛

𝑎𝑘𝑏𝑛𝑒𝑖(𝑘+𝑛)𝑡

= ∑
𝑘

∑
𝑚

𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘𝑒𝑖𝑚𝑡 = ∑
𝑚

(∑
𝑘

𝑎𝑘𝑏𝑚−𝑘)𝑒𝑖𝑚𝑡 = ∑
𝑚

(𝑎 ∗ 𝑏)𝑚𝑒𝑖𝑚𝑡

(η εναλλαγή των αθροίσεων είναι επιτρεπτή λόγω απόλυτης αθροισιμότητας).
Επειδή, όπως δείξαμε στο Παράδειγμα 2.6, η ακολουθία ((𝑎 ∗ 𝑏)𝑚) είναι από-
λυτα αθροίσιμη, έπεται ότι το (κατά σημείο) γινόμενο 𝑓𝑔 ανήκει στο 𝒲.
Σημείωση. Το γεγονός ότι και το πηλίκο 𝑓/𝑔, όταν ορίζεται, ανήκει στην 𝒲,
αποδείχθηκε πρώτα από τον N. Wiener. Μία πολύ πιο άμεση απόδειξη, που
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δόθηκε από τον I. Gelfand, αποτέλεσε μία από τις πρώτες επιτυχίες της (νέας
τότε) θεωρίας των αλγεβρών Banach.
Οι συντελεστές 𝑎𝑘 της σειράς καθορίζονται μοναδικά από την 𝑓 , γιατί

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 = ∑

𝑘
𝑎𝑘

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑒−𝑖(𝑛−𝑘)𝑡𝑑𝑡 = 𝑎𝑛

για κάθε 𝑛 ∈ ℤ (χρησιμοποίησα την ομοιόμορφη σύγκλιση της σειράς). Οι συ-
ντελεστές αυτοί λέγονται συντελεστές Fourier της 𝑓 και συμβολίζονται ̂𝑓(𝑛).
Επομένως η απεικόνιση

𝒲 ⟶ ℓ1(ℤ) ∶ 𝑓 ⟶ ̂𝑓 ≡ ( ̂𝑓(𝑛))𝑛∈ℤ

(o ‘μετασχηματισμός Fourier’) είναι 1-1 και επί. Είναι προφανώς γραμμική, και
δείξαμε προηγουμένως ότι είναι μορφισμός, δηλαδή ότι 𝑓.𝑔 = ̂𝑓 ∗ ̂𝑔.
Αν λοιπόν εφοδιάσουμε την 𝒲 με την νόρμα ‖.‖𝑤 όπου

‖𝑓‖𝑤 = ∑
𝑘

| ̂𝑓(𝑘)|,

τότε η (𝒲, ‖.‖𝑤, ⋅) γίνεται ισομετρικά ισόμορφη με την (ℓ1(ℤ), ‖.‖1, ∗), και επο-
μένως γίνεται άλγεβρα Banach.

2.9 Η άλγεβρα ℬ(𝑋) των τελεστών σ’ ένα χώρο Banach 𝑋.

Είναι γνωστό ότι το σύνολο

ℬ(𝑋) = {𝑇 ∈ ℒ(𝑋) ∶ 𝑇 συνεχής}

των γραμμικών και φραγμένων απεικονίσεων 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋 αποτελεί χώρο
Banach αν εφοδιασθεί με την νόρμα

‖𝑇 ‖ = sup{‖𝑇 𝜉‖ ∶ 𝜉 ∈ 𝑋, ‖𝜉‖ ≤ 1}.

Επίσης είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας ℒ(𝑋) όλων των γραμμικών απεικονί-
σεων του 𝑋 στον εαυτό του, και ικανοποιεί την ανισότητα (1). Πράγματι, αν
𝑇 , 𝑆 ∈ ℬ(𝑋) τότε για κάθε 𝜉 ∈ 𝑋 έχουμε

‖(𝑇 ∘ 𝑆)(𝜉)‖ = ‖𝑇 (𝑆(𝜉))‖ ≤ ‖𝑇 ‖.‖𝑆(𝜉)‖ ≤ ‖𝑇 ‖.‖𝑆‖.‖𝜉‖

10



επομένως η γραμμική απεικόνιση 𝑇 ∘ 𝑆 είναι φραγμένη και μάλιστα, παίρνο-
ντας supremum ως προς 𝜉 στην μοναδιαία σφαίρα του 𝑋 στην προηγούμενη
ανισότητα προκύπτει ότι

‖𝑇 ∘ 𝑆‖ ≤ ‖𝑇 ‖‖𝑆‖
πράγμα που δείχνει ότι η άλγεβρα (ℬ(𝑋), ‖.‖, ∘) είναι άλγεβρα Banach.
Η άλγεβρα αυτή έχει μονάδα, τον ταυτοτικό τελεστή 𝐼 , αλλά δεν είναι ποτέ
μεταθετική, εκτός αν dim𝑋 = 1. Πράγματι, αν ο 𝑋 είναι μονοδιάστατος, τότε
κάθε γραμμική απεικόνιση στον𝑋 αντιστοιχεί σε έναν μιγαδικό αριθμό, επομέ-
νως ηℬ(𝑋) είναι ισόμορφη με τοℂ, άρα μεταθετική. Για το αντίστροφο, υποθέ-
τουμε ότι η διάσταση του 𝑋 είναι τουλάχιστον 2, και επιλέγουμε δύο γραμμικά
ανεξάρτητα διανύσματα 𝜉, 𝜂 στον𝑋. Από το Θεώρημα Hahn-Banach υπάρχουν
𝜉∗, 𝜂∗ ∈ 𝑋∗ με 𝜉∗(𝜉) = 1, 𝜉∗(𝜁) = 0 για κάθε 𝜁 ∉ [𝜉] και 𝜂∗(𝜂) = 1, 𝜂∗(𝜁) = 0
για κάθε 𝜁 ∉ [𝜂]. Αν ορίσω 𝑇 (𝜁) = 𝜉∗(𝜁)𝜂 και 𝑆(𝜁) = 𝜂∗(𝜁)𝜉, οι τελεστές 𝑇 , 𝑆
είναι φραγμένοι και 𝑇 (𝑆(𝜂)) = 𝜂 ενώ 𝑆(𝑇 (𝜂)) = 0.
Παρατήρηση. Μέσω των τελεστών 𝑇 , 𝑆, 𝑇 𝑆 και 𝑆𝑇 μπορεί κανείς να δει
ότι ορίζεται μια αλγεβρική εμφύτευση της άλγεβρας 𝑀2(ℂ) των 2 × 2 μιγα-
δικών πινάκων στην ℬ(𝑋). Με την ίδια μέθοδο μπορεί κανείς να δείξει ότι, αν
dim(𝑋) ≥ 𝑛, τότε η άλγεβρα 𝑀𝑛(ℂ) εμφυτεύεται ισομορφικά στην ℬ(𝑋).

3

3.1 Κάθε άλγεβρα Banach δρα σε χώρο Banach

Κάθε κλειστή υπάλγεβρα της άλγεβρας Banachℬ(𝑋) των φραγμένων τελεστών
σ’έναν χώρο Banach 𝑋 είναι άλγεβρα Banach. Θα δείξουμε ότι, αντίστροφα,
κάθε άλγεβρα Banach μπορεί να “αναπαρασταθεί” σ’αυτήν την μορφή.

Ορισμός 3.1 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach. Μία αναπαράσταση ή παράσταση 𝜋
της 𝒜 σ’έναν χώρο Banach 𝑋 είναι ένας μορφισμός 𝜋 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ(𝑋) (δηλαδή
μία απεικόνιση που διατηρεί αθροίσματα και γινόμενα). Αν η 𝒜 έχει μονάδα,
συνήθως απαιτούμε 𝜋(𝟏) = 𝐼 . Μία αναπαράσταση ονομάζεται πιστή αν είναι
1-1.

Θεώρημα 3.1 Κάθε άλγεβρα Banach δέχεται μία ισομετρική (άρα πιστή) ανα-
παράσταση σε κάποιον χώρο Banach.

Απόδειξη Θέτω 𝑋 = 𝒜 ⊕ ℂ και ‖(𝑥, 𝜆)‖ = ‖𝑥‖ + |𝜆|. Είναι εύκολο να δείξει
κανείς ότι ο (𝑋, ‖.‖) είναι χώρος Banach. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 ορίζω τον τελεστή 𝜋(𝑥) ∶
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𝑋 ⟶ 𝑋 από την σχέση

𝜋(𝑥)(𝑦, 𝜆) = (𝑥𝑦 + 𝑥𝜆, 0).
Είναι φανερό ότι η απεικόνιση 𝜋(𝑥) είναι γραμμική, και είναι φραγμένη γιατί

‖𝜋(𝑥)(𝑦, 𝜆)‖ = ‖(𝑥𝑦 + 𝑥𝜆, 0)‖ = ‖𝑥𝑦 + 𝑥𝜆‖ ≤ ‖𝑥𝑦‖ + ‖𝑥𝜆‖
≤ ‖𝑥‖(‖𝑦‖ + |𝜆|) = ‖𝑥‖‖(𝑦, 𝜆)‖.

Επομένως έχουμε ορίσει μία απεικόνιση

𝜋 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ(𝑋) ∶ 𝑥 ⟶ 𝜋(𝑥).
Η επιμεριστική ιδιότητα δείχνει ότι 𝜋(𝑥 + 𝑦) = 𝜋(𝑥) + 𝜋(𝑦) και η προσεται-
ριστική δείχνει ότι 𝜋(𝑥𝑦) = 𝜋(𝑥) ∘ 𝜋(𝑦) για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜. Η 𝜋 είναι δηλαδή
μορφισμός, και η προηγούμενη ανισότητα δείχνει ότι ‖𝜋(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖. Επιπλέον
όμως έχουμε ‖𝜋(𝑥)(0, 1)‖ = ‖(𝑥, 0)‖ = ‖𝑥‖, άρα τελικά

‖𝜋(𝑥)‖ = ‖𝑥‖.

Επομένως η 𝜋 είναι πράγματι μία ισομετρική παράσταση της 𝒜 στον Χ. 2

Παρατήρηση 1 Ο κλειστός υπόχωρος 𝑋1 = {(𝑥, 0) ∶ 𝑥 ∈ 𝒜} του Χ είναι 𝜋-
αναλλοίωτος, δηλαδή 𝜋(𝑥)(𝑋1) ⊆ 𝑋1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Επομένως αν θέσουμε
𝜋1(𝑥) = 𝜋(𝑥)|𝑋1, τότε 𝜋1(𝑥) ∈ ℬ(𝑋1) και η απεικόνιση 𝜋1 είναι μία παρά-
σταση της 𝒜 στον ‘μικρότερο’ χώρο Banach 𝑋1. Aν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε και η
𝜋1 είναι ισομετρική (άρα πιστή). Αν όμως η 𝒜 δεν έχει μονάδα, είναι δυνατόν
η 𝜋1 να μην είναι πιστή (π.χ. όταν 𝑥𝑦 = 0 για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜, τότε 𝜋1(𝑥) = 0).
Παρατήρηση 2 Η παράσταση που κατασκευάσθηκε στην απόδειξη του Θε-
ωρήματος δεν είναι ποτέ επί της ℬ(𝑋) (εκτός από την τετριμμένη περίπτωση
𝒜 = ℂ). Στην περίπτωση 𝑋 = 𝒜 ⊕ ℂ, αυτό φαίνεται αμέσως από το γεγονός
ότι 𝜋(𝑥)(𝑋) ⊆ 𝑋1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Αλλά και στην περίπτωση της 𝜋1, μπορεί
κανείς πάντα να βρεί κατάλληλα 𝑥 ∈ 𝒜, 𝑦∗ ∈ 𝒜∗ ώστε ο τελεστής 𝑇 ∈ ℬ(𝑋1)
όπου 𝑇 (𝑧) = 𝑦∗(𝑧)𝑥 (𝑧 ∈ 𝒜) να μην είναι της μορφής 𝑇 (𝑧) = 𝜋1(𝑤)𝑧 για
κάποιο 𝑤 ∈ 𝒜 (άσκηση).
Ειδικότερα αν 𝒜 = 𝑀𝑛(ℂ) = ℬ(ℂ𝑛), ο χώρος ℬ(Χ1) έχει διάσταση 𝑛4, ενώ
η 𝒜 έχει διάσταση 𝑛2.
Οι παρατηρήσεις αυτές δείχνουν ότι ο χώρος 𝑋 που επιλέξαμε είναι εν γένει
πολύ “μεγάλος”. Ετσι το Θεώρημα έχει περισσότερο θεωρητική αξία παρά πρα-
κτική χρησιμότητα. Αν δοθεί μία συγκεκριμένη άλγεβρα, ενδιαφέρεται κανείς
πολλές φορές να βρεί τον “μικρότερο” χώρο όπου μπορεί αυτή να δράσει (στο
τελευταίο παράδειγμα ο χώρος αυτός είναι προφανώς ο ℂ𝑛 και όχι ο ℬ(ℂ𝑛)).
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3.2 Η μοναδοποίηση

Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η μονάδα σε μία άλγεβρα Banach παίζει πολύ
σημαντικό ρόλο. Υπάρχουν όμως πολύ ενδιαφέρουσες άλγεβρες που δεν έχουν
μονάδα. Μία απλή κατασκευή επιτρέπει πάντα να ‘επισυνάπτουμε’ μονάδα σε
μία άλγεβρα. Η διαδικασία αυτή επιτρέπει πολλές φορές (αλλά όχι πάντα) την
αναγωγή των προβλημάτων που αφορούν άλγεβρες χωρίς μονάδα σε προβλή-
ματα αλγεβρών με μονάδα.
Aν 𝒜 είναι μία άλγεβρα, ορίζουμε 𝒜1 = 𝒜 ⊕ ℂ. Ο χώρος 𝒜1 γίνεται άλγεβρα
αν ορίσουμε

(𝑥, 𝜆)(𝑦, 𝜇) = (𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥, 𝜆𝜇) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, 𝜆, 𝜇 ∈ ℂ.

Η 𝒜1 έχει μονάδα το στοιχείο (0, 1). Ελέγχεται άμεσα ότι το σύνολο {(𝑥, 0) ∶
𝑥 ∈ 𝒜} είναι γνήσιο ιδεώδες της 𝒜1, και μάλιστα μεγιστικό (δηλ. δεν υπάρχει
άλλο γνήσιο ιδεώδες της 𝒜1 που να το περιέχει), αφού έχει συνδιάσταση 1. Το
ιδεώδες αυτό είναι ισόμορφο, ως άλγεβρα, με την 𝒜. (Σημείωσε ότι, ακόμα και
αν η𝒜 έχει ήδη μονάδα 𝟏, η𝒜 είναι γνήσιο υποσύνολο της 𝒜1, και το στοιχείο
(𝟏, 0) δεν είναι μονάδα της 𝒜1).
Ορίζουμε μία νόρμα ‖ ⋅ ‖1 στην 𝒜1 από τον τύπο

‖(𝑥, 𝜆)‖1 = ‖𝑥‖ + |𝜆|.

Όπως είδαμε και στην παράγραφο 3.1, η ‖ ⋅ ‖1 είναι πλήρης νόρμα στην 𝒜1.
Εξάλλου έχουμε

‖(𝑥, 𝜆).(𝑦, 𝜇)‖1 = ‖(𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥, 𝜆𝜇)‖1 = ‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 + 𝜇𝑥‖ + |𝜆𝜇|
≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ + |𝜆|‖𝑦‖ + |𝜇|‖𝑥‖ + |𝜆||𝜇|
= (‖𝑥‖ + |𝜆|)(‖𝑦‖ + |𝜇|) = ‖(𝑥, 𝜆)‖1‖(𝑦, 𝜇)‖1,

επομένως η (𝒜1, ‖⋅‖1) είναι άλγεβρα Banach. Τέλος, επειδή ‖(𝑥, 0)‖ = ‖𝑥‖ όταν
𝑥 ∈ 𝒜, η εμφύτευση της 𝒜 στην 𝒜1 είναι ισομετρική.
Δείξαμε λοιπόν ότι

Πρόταση 3.2 Κάθε άλγεβρα Banach𝒜 εμφυτεύεται ισομορφικά και ισομετρικά
ως μεγιστικό ιδεώδες σε μία άλγεβρα Banach 𝒜1 με μονάδα. Η 𝒜1 λέγεται η
μοναδοποίηση της 𝒜.

Παρατήρηση Η επιλογή της νόρμας στην 𝒜1 δεν είναι μοναδική. Παραδείγ-
ματος χάριν:
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Πρόταση 3.3 Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα και 𝜋 είναι μία ισομετρική παράσταση
της 𝒜 σε κάποιον χώρο Banach Χ, τότε η 𝒜1 είναι ισόμορφη, ως άλγεβρα, με
την υπάλγεβρα ℬ ∶= 𝜋(𝒜) + ℂ𝐼 της ℬ(𝑋), μέσω της απεικόνισης

(𝑥, 𝜆) ⟶ 𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼.

Αν λοιπόν “μεταφέρουμε” την νόρμα της ℬ ⊆ ℬ(𝑋) στην 𝒜1, θέτοντας

‖(𝑥, 𝜆)‖𝜋 ∶= ‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖

τότε η ‖ ⋅ ‖𝜋 είναι μία νέα νόρμα στην 𝒜1 η οποία είναι ισοδύναμη με την ‖ ⋅ ‖1.

Απόδειξη Ο 𝜋(𝒜) είναι πλήρης, άρα κλειστός υπόχωρος του ℬ(𝑋) και 𝐼 ∉
𝜋(𝒜). Αν ονομάσουμε 𝛿 την (θετική) απόσταση του Ι από τον 𝜋(𝒜), παρατη-
ρούμε ότι

‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖ ≥ |𝜆|𝛿 για κάθε (𝑥, 𝜆). (*)

Επομένως αν 𝜋(𝑥)+𝜆𝐼 = 0 τότε 𝜆 = 0 και συνεπώς 𝜋(𝑥) = 0 άρα 𝑥 = 0. Αυτό
δείχνει ότι η ‖ ⋅ ‖𝜋 είναι πράγματι νόρμα στην 𝒜1.
Επίσης, αν μια ακολουθία (𝑦𝑛) (όπου 𝑦𝑛 = (𝑥𝑛, 𝜆𝑛)) συγκλίνει ως προς την
‖ ⋅ ‖𝜋, τότε από την ανισότητα (*) προκύπτει ότι η (𝜆𝑛) είναι βασική (στο ℂ),
άρα και η (𝜋(𝑥𝑛)) = (𝜋(𝑦𝑛) − 𝜆𝑛𝐼) είναι βασική στην ℬ(𝑋), και συνεπώς
η (𝑥𝑛) (είναι βασική, άρα) συγκλίνει στην 𝒜 (αφού η 𝜋 είναι ισομετρία), άρα
τελικά η (𝑦𝑛) συγκλίνει ως προς την ‖ ⋅ ‖1.
Αντίστροφα, αν μια ακολουθία (𝑦𝑛) συγκλίνει ως προς την ‖⋅‖1, τότε συγκλίνει
και ως προς την ‖ ⋅ ‖𝜋, όπως προκύπτει από την ανισότητα

‖𝜋(𝑥) + 𝜆𝐼‖ ≤ ‖𝜋(𝑥)‖ + |𝜆| = ‖𝑥‖ + |𝜆| = ‖(𝑥, 𝜆)‖1 .

Συνεπώς οι δύο νόρμες ‖ ⋅ ‖𝜋 και ‖ ⋅ ‖1 στην 𝒜1 είναι ισοδύναμες. 2

Στην περίπτωση που η 𝜋 είναι η παράσταση που κατασκευάσθηκε στην παρά-
γραφο 3.1, η νόρμα ‖⋅‖𝜋 είναι στην πραγματικότητα ίση με την ‖⋅‖1. Υπάρχουν
όμως περιπτώσεις, όπως θα δούμε αργότερα, όπου άλλες επιλογές της ‖ ⋅ ‖𝜋 εί-
ναι πιό χρήσιμες. Παραδείγματος χάριν, αν η 𝒜 είναι άλγεβρα τελεστών, τότε
η φυσιολογική επιλογή νόρμας στην μοναδοποίηση είναι η ‖ ⋅ ‖𝜋 όπου 𝜋 η ταυ-
τοτική παράσταση της 𝒜.
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4 Η ομάδα των αντιστρεψίμων στοιχείων

Έστω 𝒜 άλγεβρα με μονάδα 1. Ένα στοιχείο 𝑥 ∈ 𝒜 λέγεται αντιστρέψιμο αν
υπάρχει 𝑦 ∈ 𝒜 ώστε 𝑥𝑦 = 𝟏 = 𝑦𝑥 (και οι δύο ισότητες είναι αναγκαίες). Το 𝑦,
αν υπάρχει, είναι μοναδικό και συμβολίζεται 𝑥−1. Το σύνολο των αντιστρεψί-
μων στοιχείων της 𝒜 είναι (εν γένει μη αβελιανή) ομάδα (ως προς το γινόμενο)
και συμβολίζεται Inv(𝒜).
Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να αποδείξουμε ότι το σύνολο των αντι-
στρεψίμων στοιχείων μίας άλγεβρας Banach𝒜 με μονάδα είναι ανοικτό υποσύ-
νολο της 𝒜 και ότι αποτελεί τοπολογική ομάδα (στην τοπολογία της νόρμας).
Το απλό αλλά θεμελιώδες Λήμμα 4.1 που ακολουθεί δείχνει ότι, σε μία άλγε-
βρα Banach, κάθε γεωμετρική σειρά, με ‘λόγο’ μικρότερο από ένα, συγκλίνει.
Η απόδειξη χρησιμοποιεί την έννοια της απόλυτης σύγκλισης. Θυμίζω ότι μία
σειρά ∑ 𝑥𝑛 σ’έναν χώρο Banach συγκλίνει απόλυτα εξ ορισμού όταν η σειρά
μη αρνητικών αριθμών ∑ ‖𝑥𝑛‖ συγκλίνει. Μιά απλή εφαρμογή της πληρότη-
τας δείχνει ότι, αν μία σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε συγκλίνει.

Λήμμα 4.1 Αν 𝑥 ∈ 𝒜 και ‖𝑥‖ < 1 τότε το (𝟏 − 𝑥)−1 υπάρχει.

Απόδειξη Εφ’όσον ‖𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑥‖𝑛 και ‖𝑥‖ < 1, είναι σαφές ότι η σειρά
∞
∑

𝑛=0
𝑥𝑛

συγκλίνει απόλυτα. Έστω 𝑦 το άθροισμά της. Παρατηρούμε ότι

𝟏−𝑥𝑛+1 = (𝟏−𝑥)(𝟏+𝑥+𝑥2+𝑥3+…+𝑥𝑛) = (𝟏+𝑥+𝑥2+𝑥3+…+𝑥𝑛)(𝟏−𝑥) .

Καθώς 𝑛 → ∞, έχουμε 𝑥𝑛+1 → 0 επομένως

𝟏 = (𝟏 − 𝑥)𝑦 = 𝑦(𝟏 − 𝑥)

πράγμα που δείχνει ότι το 𝑦 είναι το αντίστροφο του 𝟏 − 𝑥. 2

Το Λήμμα πολλές φορές διατυπώνεται ισοδύναμα ως εξής:

“Αν ‖𝟏 − 𝑎‖ < 1 τότε το 𝑎−1 υπάρχει.”

Θεώρημα 4.2 Εστω Inv(𝒜) το σύνολο των αντιστρέψιμων στοιχείων μιάς άλ-
γεβρας Banach 𝒜. Τότε

(i) το σύνολο Inv(𝒜) είναι ανοικτό,
(ii) η απεικόνιση 𝑏 ↦ 𝑏−1 ∶ Inv(𝒜) → Inv(𝒜) είναι συνεχής (άρα ομοιομορ-
φισμός).
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Απόδειξη (i) Πρέπει να δείξουμε ότι αν 𝑎 ∈ Inv(𝒜) τότε, για κάθε 𝑥 με αρκετά
μικρή νόρμα, ισχύει 𝑎 + 𝑥 ∈ Inv(𝒜). Γράφουμε 𝑎 + 𝑥 = 𝑎(𝟏 + 𝑎−1𝑥). Από το
Λήμμα 4.1, αν ‖𝑎−1𝑥‖ < 1 τότε το (𝟏 + 𝑎−1𝑥) είναι αντιστρέψιμο, άρα και το
𝑎 + 𝑥 είναι αντιστρέψιμο. Επομένως αν ‖𝑥‖ < 1/‖𝑎−1‖ τότε 𝑎 + 𝑥 ∈ Inv(𝒜)
και συνεπώς η ανοικτή μπάλα με κέντρο 𝑎 και ακτίνα ‖𝑎−1‖−1 περιέχεται στο
Inv(𝒜).
(ii) Αυτό είναι άμεσο από το επόμενο Λήμμα

Λήμμα 4.3 Αν 𝑏 ∈ Inv(𝒜), 𝑦 ∈ 𝒜 και ‖𝑦‖ < (2‖𝑏−1‖)−1, τότε 𝑏 − 𝑦 ∈ Inv(𝒜)
και

‖(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1‖ < 2‖𝑏−1‖2.‖𝑦‖

Απόδειξη Επειδή ‖𝑦𝑏−1‖ ≤ ‖𝑦‖‖𝑏−1‖ < 1 το 𝟏−𝑦𝑏−1 είναι αντιστρέψιμο, άρα
και το 𝑏 − 𝑦 = (𝟏 − 𝑦𝑏−1)𝑏 είναι αντιστρέψιμο. Έχουμε

(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1 = 𝑏−1((𝟏 − 𝑦𝑏−1)−1 − 𝟏)

Αλλά
(𝟏 − 𝑦𝑏−1)−1 =

∞
∑
𝑛=0

(𝑦𝑏−1)𝑛

άρα

(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1 = 𝑏−1
∞
∑
𝑛=1

(𝑦𝑏−1)𝑛

επομένως

‖(𝑏 − 𝑦)−1 − 𝑏−1‖ ≤ ‖𝑏−1‖
∞
∑
𝑛=1

‖𝑦𝑏−1‖𝑛 = ‖𝑏−1‖ ‖𝑦𝑏−1‖
1 − ‖𝑦𝑏−1‖ < 2‖𝑏−1‖‖𝑦𝑏−1‖

γιατί 1 − ‖𝑦𝑏−1‖ > 1
2 . 2

5 Το φάσμα

5.1 Ορισμοί και βασικές ιδιότητες

Αν 𝑇 είναι γραμμικός τελεστής σ’έναν γραμμικό χώρο 𝑋 πεπερασμένης διά-
στασης, τότε το σύνολο 𝜎(𝑇 ) ≡ {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝐼 −𝑇 ∉ Inv(ℬ(𝑋))} είναι το σύνολο
των ιδιοτιμών του 𝑇 , δηλαδή το σύνολο των ριζών του χαρακτηριστικού πο-
λυωνύμου det(𝜆𝐼 − 𝑇 ) του 𝑇 . Επειδή ο χώρος 𝑋 είναι, όπως έχουμε εξ αρχής
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υποθέσει, μιγαδικός, έπεται από το θεμελιώδες θεώρημα της άλγεβρας ότι το
𝜎(𝑇 ) δεν είναι κενό.
Οι συλλογισμοί αυτοί δεν γενικεύονται άμεσα σε απειροδιάστατους χώρους.
Πρώτα-πρώτα, η “ορίζουσα” ενός τελεστή δεν έχει έννοια εν γένει. Επίσης όμως,
το σύνολο των ιδιοτιμών ενός τελεστή μπορεί να είναι κενό:
Παράδειγμα Αν 𝑋 είναι ο χώρος Banach 𝐶([0, 1]) και 𝑀 είναι ο τελεστής που
ορίζεται από την σχέση (𝑀𝑓)(𝑡) = 𝑡𝑓(𝑡), 𝑓 ∈ 𝑋, τότε ο 𝑀 είναι φραγμένος
τελεστής και δεν έχει ιδιοτιμές. Αν όμως ορίσουμε

𝜎(𝑀) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝐼 − 𝑀 ∉ Inv(ℬ(𝑋))}

τότε το 𝜎(𝑀) δεν είναι κενό (μάλιστα ισούται με το συμπαγές [0, 1]).
(Οι αποδείξεις των ισχυρισμών αυτών αφήνονται στον αναγνώστη.)

Θα δείξουμε ότι το φάσμα 𝜎(𝑇 ) κάθε φραγμένου τελεστή 𝑇 σ’έναν χώρο Banach
είναι πάντα μη κενό συμπαγές υποσύνολο του ℂ.

Ορισμός 5.1 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Το φάσμα 𝜎(𝑥)
του 𝑥 είναι το σύνολο

𝜎(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜)}.

Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα, τότε το 𝜎(𝑥) ορίζεται στην μοναδοποίηση

𝜎(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜+)}.

Παρατήρηση Αν 𝒜 είναι άλγεβρα Banach χωρίς μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜, τότε 0 ∈
𝜎(𝑥) (γιατί;).

Θεώρημα 5.1 Το φάσμα κάθε στοιχείου 𝑎 της 𝒜 είναι μη κενό συμπαγές υπο-
σύνολο του ℂ.

Απόδειξη Δείχνουμε πρώτα ότι το 𝜎(𝑎) είναι φραγμένο. Πράγματι, αν |𝜆| >
‖𝑎‖ τότε ‖𝜆−1𝑎‖ < 1 άρα από το Λήμμα 4.1 το 𝜆𝟏 − 𝑎 = 𝜆(𝟏 − 𝜆−1𝑎) έχει
αντίστροφο. Επομένως το 𝜎(𝑎) περιέχεται στην κλειστή μπάλα με κέντρο 0 και
ακτίνα ‖𝑎‖.
Δείχνουμε τώρα ότι το συμπλήρωμά του 𝜎(𝑎) είναι ανοικτό. Αν 𝜆 ∉ 𝜎(𝑎) τότε
𝜆𝟏 − 𝑎 ∈ Inv(𝒜). Αλλά το Inv(𝒜) είναι ανοικτό (4.2), επομένως υπάρχει 𝜖 > 0
ώστε κάθε 𝑏 ∈ 𝒜 με ‖𝑏−(𝜆𝟏−𝑎)‖ < 𝜖 να ανήκει στο Inv(𝒜). Άρα αν |𝜇−𝜆| <
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𝜖 τότε 𝜇𝟏 − 𝑎 ∈ Inv(𝒜) οπότε 𝜇 ∉ 𝜎(𝑎). (Άλλη απόδειξη: το ℂ\𝜎(𝑎) είναι
ανοικτό γιατί είναι η αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου Ιnv(𝒜) μέσω
της συνεχούς συνάρτησης 𝜆 ↦ 𝜆𝟏 − 𝑎.)
Για να δείξουμε ότι 𝜎(𝑎) ≠ ∅ παρατηρούμε πρώτα ότι αν 𝜆, 𝜇 ∉ 𝜎(𝑎) τότε

(𝜆𝟏 − 𝑎)−1 − (𝜇𝟏 − 𝑎)−1 = (𝜇 − 𝜆)(𝜆𝟏 − 𝑎)−1(𝜇𝟏 − 𝑎)−1

(πολλαπλασίασε και τα δύο μέλη της ισότητας με (𝜆𝟏 − 𝑎)(𝜇𝟏 − 𝑎), παρατη-
ρώντας ότι όλοι οι όροι μετατίθενται).³
Έστω τώρα 𝜙 ∈ 𝒜∗ (ο δυικός του χώρου Banach 𝒜).
Θέτουμε 𝑓(𝜆) = 𝜙[(𝜆𝟏 − 𝑎)−1].
Η 𝑓 ορίζεται και είναι ολόμορφη στο ανοικτό σύνολο ℂ\𝜎(𝑎) γιατί το όριο

𝑓′(𝜆) = lim
𝜇→𝜆

𝑓(𝜇) − 𝑓(𝜆)
𝜇 − 𝜆

= lim
𝜇→𝜆

𝜙 ((𝜇𝟏 − 𝑎)−1 − (𝜆𝟏 − 𝑎)−1

𝜇 − 𝜆 )

= lim
𝜇→𝜆

𝜙 (−(𝜆𝟏 − 𝑎)−1(𝜇𝟏 − 𝑎)−1)

= −𝜙(𝜆𝟏 − 𝑎)−2)

υπάρχει. Παρατήρησε ότι εδώ (και παρακάτω) χρησιμοποιούμε την συνέχεια
της αντιστροφής (Λήμμα 4.2 (ii)) καθώς και την συνέχεια της 𝜙 .
Αν το 𝜎(𝑎) ήταν κενό, η 𝑓 θα ήταν ακέραια. Εξάλλου

lim
|𝜆|→∞

|𝑓(𝜆)| = lim
|𝜆|→∞

1
|𝜆|𝜙 [(𝟏 − 𝑎

𝜆)
−1

] = 0 .

Επομένως η 𝑓 θα ήταν ακέραια και φραγμένη, άρα σταθερή από το θεώρημα
του Liouville ([8], 5.13). Εφόσον μάλιστα έχει όριο 0 καθώς |𝜆| → ∞ θα έπρεπε
να μηδενίζεται παντού. Από το Θεώρημα Hahn-Banach όμως υπάρχει 𝜙 ώστε
𝜙(−𝑎−1) ≠ 0, δηλαδή 𝑓(0) ≠ 0, άτοπο. 2

Σημείωσε ότι στην απόδειξη χρησιμοποιήθηκε κατά ουσιώδη τρόπο η υπόθεση
ότι η 𝒜 είναι μιγαδική άλγεβρα.

Θεώρημα 5.2 (Gelfand-Mazur) Κάθε μιγαδική διαιρετική άλγεβρα Banach εί-
ναι ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ.

³ η σχέση αυτή ονομάζεται ταυτότητα του επιλύοντα (resolvent identity).
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Απόδειξη Αν 𝑎 ∈ 𝒜, υπάρχει ένα 𝜆 στο 𝜎(𝑎).Αλλά σε μία διαιρετική άλγεβρα
𝒜, κάθε μη μηδενικό στοιχείο είναι αντιστρέψιμο. Αφού το 𝜆𝟏 − 𝑎 δεν είναι
αντιστρέψιμο, θα ισούται με 0, δηλαδή 𝑎 = 𝜆𝟏. Επομένως η 𝒜 αποτελείται
από πολλαπλάσια της μονάδας. Είναι σαφές ότι

‖𝑎‖ = ‖𝜆𝟏‖ = |𝜆|

και η απεικόνιση 𝑎 ↦ 𝜆 όπου 𝑎 = 𝜆𝟏 είναι ισομετρικός ισομορφισμός. 2

Παρατήρηση Η μεταθετικότητα της άλγεβρας δεν προϋποτίθεται, αλλά είναι
ένα από τα συμπεράσματα του Θεωρήματος.

Η φασματική ακτίνα 𝜌(𝑎) ενός στοιχείου 𝑎 ∈ 𝒜 ορίζεται από τη σχέση

𝜌(𝑎) = max{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎)} .

Επεται από την απόδειξη του Θεωρήματος 5.1 ότι

𝜌(𝑎) ≤ ‖𝑎‖, (2)

και η ανισότητα μπορεί να είναι γνήσια (π.χ. όταν 𝑎2 = 0 τότε 𝜎(𝑎) = {0}, άρα
𝜌(𝑎) = 0).
Το φάσμα, και επομένως η φασματική ακτίνα, ενός στοιχείου ορίζονται κα-
θαρά αλγεβρικά. Το επόμενο θεώρημα εκφράζει την φασματική ακτίνα συ-
ναρτήσει της νόρμας, συνδέει δηλαδή μία καθαρά αλγεβρική ποσότητα με μία
τοπολογική. Η έκφραση αυτή θυμίζει τον τύπο

1
𝑅 = lim

𝑛→∞
|𝑎𝑛| 1𝑛

για την ακτίνα σύγκλισης 𝑅 της (αριθμητικής) δυναμοσειράς
∞
∑

𝑛=0
𝑎𝑛𝑧𝑛.

Θεώρημα 5.3 Αν 𝒜 είναι άλγεβρα Banach και 𝑎 ∈ 𝒜,

𝜌(𝑎) = lim
𝑛→∞

‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 = inf
𝑛

‖𝑎𝑛‖ 1𝑛

Απόδειξη Επειδή πάντα ισχύει inf ‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 ≤ lim‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 ≤ lim‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 , αρκεί να
δείξουμε ότι

(𝑖) 𝜌(𝑎) ≤ inf ‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 και ότι (𝑖𝑖) lim‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 ≤ 𝜌(𝑎).
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(i) Αν 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎) τότε για κάθε 𝑛 ∈ ℕ έχουμε 𝜆𝑛 ∈ 𝜎(𝑎𝑛) (δες το Λήμμα
5.4 που ακολουθεί) άρα |𝜆|𝑛 ≤ ‖𝑎𝑛‖ (Θεώρημα 5.1). Επομένως |𝜆| ≤ ‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 .
Παίρνοντας maximumως προς 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎), έχουμε 𝜌(𝑎) ≤ ‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.

(ii) Εστω 𝜙 ∈ 𝒜∗. Όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 5.1, η συνάρτηση
ℎ(𝜆) = 𝜆𝜙[(𝜆𝟏 − 𝑎)−1] ορίζεται και είναι ολόμορφη στο ℂ\𝜎(𝑎), άρα και στο
{𝜆 ∶ |𝜆| > 𝜌(𝑎)}. Δηλαδή η συνάρτηση

𝑔(𝑧) = ℎ (1
𝑧 ) = 𝜙((𝟏 − 𝑧𝑎)−1)

ορίζεται και είναι ολόμορφη στο {𝑧 ∈ ℂ ∶ 0 < |𝑧| < 1
𝜌(𝑎)}. ⁴ Επειδή το όριο

lim
𝑧→0

𝑔(𝑧) = 𝑔(0) ∈ ℂ, (το 0 είναι επουσιώδης ανωμαλία για την 𝑔, άρα) η
𝑔 ορίζεται και είναι ολόμορφη στον δίσκο {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1

𝜌(𝑎)}, επομένως
αναπτύσσεται σε δυναμοσειρά

𝑔(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧𝑛, |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) .

Ισχυρίζομαι ότι 𝑐𝑛 = 𝜑(𝑎𝑛) για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
Πράγματι, για |𝑧| < 1

‖𝑎‖ (≤ 1
𝜌(𝑎)) ξέρουμε από το Λήμμα 4.1 ότι

(𝟏 − 𝑧𝑎)−1 =
∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛𝑎𝑛 .

άρα, αφού η 𝜙 είναι γραμμική και συνεχής,

𝑔(𝑧) = 𝜙 ((𝟏 − 𝑧𝑎)−1) =
∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛), |𝑧| < 1
‖𝑎‖ .

Ο Ισχυρισμός έπεται τώρα από την μοναδικότητα της δυναμοσειράς για την 𝑔.
Επομένως η σειρά ∑∞

𝑛=0 𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛) συγκλίνει (όχι μόνον όταν |𝑧| < 1
‖𝑎‖ αλλά

και) όταν |𝑧| < 1
𝜌(𝑎) . Κατά συνέπεια, για |𝑧| < 1

𝜌(𝑎) έχουμε lim𝑛→∞ 𝑧𝑛𝜙(𝑎𝑛) =
0. Επομένως η ακολουθία αυτή είναι φραγμένη, δηλαδή για κάθε𝜑 ∈ 𝒜∗ υπάρ-
χει 𝐾𝜙 < +∞ ώστε

|𝜙(𝑧𝑛𝑎𝑛)| < 𝐾𝜙 για κάθε 𝑛.
⁴ Εδώ θέτουμε 1

𝜌(𝑎) = +∞ όταν 𝜌(𝑎) = 0.
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Από τοΘεώρημαΟμοιομόρφουΦράγματος ([9], 3.42) συμπεραίνουμε ότι υπάρ-
χει μια σταθερά 𝐾 (ανεξάρτητη της 𝜙) τέτοια ώστε για κάθε 𝑛 και κάθε 𝑧 με
|𝑧| < 1

𝜌(𝑎) , να ισχύει ‖𝑧𝑛𝑎𝑛‖ < 𝐾, δηλαδή

‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 < 𝐾 1𝑛

|𝑧| .

Επομένως lim‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 ≤ 1
|𝑧| για κάθε |𝑧| < 1

𝜌(𝑎) , οπότε

lim‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 ≤ 𝜌(𝑎)
και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Παρατηρήσεις (i) Η ύπαρξη του ορίου lim ‖𝑎𝑛‖ 1𝑛 μπορεί να αποδειχθεί απευ-
θείας από την ανισότητα ‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑦‖ (άσκηση).
(ii)Το θεώρημαπου αποδείξαμε ονομάζεται συχνάΘεώρημαGelfand - Beurling.
OA. Beurling φέρεται ότι ανακάλυψε πρώτος τον τύπο της φασματικής ακτίνας
στην Αρμονική Ανάλυση, ενώ ο I. Gelfand είναι αυτός που έδωσε την απόδειξη
στην γενική περίπτωση.
Για την περίπτωση της άλγεβρας Banach 𝐿1(𝕋) ο τύπος της φασματικής ακτί-
νας ισοδυναμεί (όπως θα δούμε αργότερα) με την ισότητα

lim
𝑛→∞

1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
|𝑓 (∗𝑛)(𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡 = sup

𝑘∈ℤ
| ̂𝑓(𝑘)|

όπου 𝑓 (∗𝑛) = 𝑓 ∗ 𝑓 ∗ … ∗ 𝑓 και

̂𝑓(𝑘) = 1
2𝜋 ∫

2𝜋

0
𝑓(𝑒𝑖𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡 .

Στην απόδειξη του Θεωρήματος 5.3 χρησιμοποιήσαμε το

Λήμμα 5.4 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) ⟹ 𝜆𝑛 ∈ 𝜎(𝑥𝑛).

Απόδειξη Εστω ότι 𝜆𝑛 ∉ 𝜎(𝑥𝑛). Εχουμε τότε
(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛𝟏)−1(𝑥 − 𝜆𝟏)(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−1𝟏) = 𝟏

άρα, επειδή όλοι οι όροι μετατίθενται,

𝟏 = [(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛𝟏)−1(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−1𝟏)](𝑥 − 𝜆𝟏)
= (𝑥 − 𝜆𝟏)[(𝑥𝑛 − 𝜆𝑛𝟏)−1(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝜆 + … + 𝜆𝑛−1𝟏)].

Η πρώτη ισότητα δείχνει ότι το 𝑥−𝜆𝟏 έχει αριστερά αντίστροφο και η δεύτερη
ότι έχει δεξιά αντίστροφο. Συνεπώς (𝑥 − 𝜆𝟏) ∈ Inv(𝒜) δηλαδή 𝜆 ∉ 𝜎(𝑥). 2
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5.2 Εξάρτηση του φάσματος από την άλγεβρα

Εστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και ℬ κλειστή υπάλγεβρα της 𝒜 με 𝟏 ∈ ℬ.
Εστω 𝑥 ∈ ℬ. Αν 𝑥 ∈ Inv(ℬ), τότε βέβαια 𝑥 ∈ Inv(𝒜). Το αντίστροφο όμως δεν
ισχύει κατ’ανάγκην:
Παράδειγμα Εστω 𝒜 = 𝐶(𝕋), ℬ = 𝐴(𝔻) (Παράγραφος 2.5). Αν 𝑥 ∈ ℬ είναι
η συνάρτηση 𝑥(𝑧) = 𝑧 (𝑧 ∈ 𝕋), τότε 𝑥−1 ∈ 𝒜 αλλά 𝑥−1 ∉ ℬ, γιατί η (συνεχής)
συνάρτηση 𝑧 ⟶ 𝑧−1 (𝑧 ∈ 𝕋) δεν δέχεται ολόμορφη επέκταση στον δίσκο.
Επομένως αν θέσουμε

𝜎𝐴(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜)}
𝜎𝐵(𝑥) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(ℬ)}

τότε από τα προηγούμενα είναι σαφές ότι

𝜎𝐴(𝑥) ⊆ 𝜎𝐵(𝑥)
και ότι εν γένει δεν ισχύει ισότητα. Δηλαδή καθώς η ℬ “μικραίνει”, το 𝜎𝐵(𝑥)
“μεγαλώνει”. Ομως το sup{|𝜆| ∶ 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(ℬ)} δεν μεταβάλλεται, γιατί
(όπως φαίνεται από τον τύπο της φασματικής ακτίνας (5.3)) εξαρτάται μόνον
από την ‖𝑥‖, και όχι από την ℬ. Θα δείξουμε μάλιστα ότι το 𝜎𝐵(𝑥) προκύπτει
από το 𝜎𝐴(𝑥) “γεμίζοντας” κάποιες από τις “τρύπες” του 𝜎𝐴(𝑥).
Θαχρειασθεί ένα τοπολογικό λήμμα.Θυμίζω ότι (συνεκτική) συνιστώσα σ’έναν
τοπολογικό χώρο λέγεται ένα μεγιστικό συνεκτικό υποσύνολο του χώρου. Το
σύνορο ενός υποσυνόλου 𝑉 συμβολίζεται 𝜕𝑉 .

Λήμμα 5.5 Εστω 𝑋 τοπολογικός χώρος, 𝑉 ⊆ 𝑊 ⊆ 𝑋 ανοικτά σύνολα ώστε
𝜕𝑉 ∩ 𝑊 = ∅. Τότε το 𝑉 είναι ένωση συνεκτικών συνιστωσών του 𝑊 .

Απόδειξη Θα δείξω ότι κάθε συνιστώσα Ω του 𝑊 που τέμνει το 𝑉 περιέχεται
σ’αυτό. Πράγματι, αν 𝑈 = 𝑋 � 𝑉 , τα 𝑈, 𝑉 είναι ξένα ανοικτά σύνολα και το Ω
περιέχεται στην ένωσή τους, γιατί

Ω ⊆ 𝑉 ∪ (𝑋 � 𝑉 ) = 𝑉 ∪ (𝑋 � 𝑉 ) ∪ 𝜕𝑉 = 𝑉 ∪ 𝑈 ∪ 𝜕𝑉
αλλά Ω ⊆ 𝑊 , άρα Ω ∩ 𝜕𝑉 = ∅.
Αφού τοΩ είναι συνεκτικό καιΩ∩𝑉 ≠ ∅, θα ισχύει ότιΩ∩𝑈 = ∅, άραΩ ⊆ 𝑉 .
Επεται ότι

𝑉 = ⋃{Ω ⊆ 𝑊 συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑉 ∩ Ω ≠ ∅}
γιατί κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑊 περέχεται σε μία συνιστώσα του 𝑊. 2
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Θεώρημα 5.6 Εστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και ℬ κλειστή υπάλγεβρα
της 𝒜 με 𝟏 ∈ ℬ. Τότε
(i) Inv(ℬ) = ⋃{𝑈 ⊆ (ℬ ∩ Inv(𝒜)) συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑈 ∩ Inv(ℬ) ≠ ∅}.
(ii) Αν 𝑥 ∈ ℬ, τότε το 𝜎𝐵(𝑥) είναι ένωση του 𝜎𝐴(𝑥) και κάποιων από τις
φραγμένες συνεκτικές συνιστώσες του ℂ � 𝜎𝐴(𝑥). Συγκεκριμένα, αν 𝒞 είναι το
σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών του ℂ � 𝜎𝐴(𝑥), τότε

𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥) ∪ ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ∩ 𝜎𝐵(𝑥) ≠ ∅}.

Απόδειξη (i) Εφαρμόζουμε το Λήμμα στον τοπολογικό χώρο 𝑋 = ℬ για τα
ανοικτά σύνολα 𝑉 = Inv(ℬ) και 𝑊 = ℬ ∩ Inv(𝒜). Αρκεί να δείξουμε ότι
𝜕𝑉 ∩ 𝑊 = ∅.
Αν 𝑦 ∈ 𝜕𝑉 ∩𝑊, υπάρχουν 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 ώστε ‖𝑥𝑛 −𝑦‖ → 0. Επειδή 𝑥𝑛 ∈ Inv(ℬ) ⊆
Inv(𝒜) και 𝑦 ∈ Inv(𝒜), έπεται από την συνέχεια της 𝑎 → 𝑎−1 στο Inv(𝒜) ότι
‖𝑥−1

𝑛 − 𝑦−1‖ → 0. Αυτό όμως αντιφάσκει με τον επόμενο ισχυρισμό:
Ισχυρισμός ‖𝑥−1

𝑛 ‖ → ∞
Απόδειξη Αν όχι, η (𝑥−1

𝑛 ) θα είχε μία φραγμένη υπακολουθία, έστω (𝑦−1
𝑛 ). Αν

Μ = sup ‖𝑦−1
𝑛 ‖, υπάρχει 𝑛 ∈ ℕ ώστε ‖𝑦𝑛 −𝑦‖ < 1/𝑀 . Τότε όμως ‖𝟏−𝑦−1

𝑛 𝑦‖ ≤
‖𝑦−1

𝑛 ‖.‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ < 1, οπότε 𝑦−1
𝑛 𝑦 ∈ Inv(ℬ) (Λήμμα 4.1) άρα και 𝑦 ∈ Inv(ℬ) =

𝑉 . Αυτό όμως αποκλείεται, γιατί 𝑦 ∈ 𝜕𝑉 ενώ το 𝑉 είναι ανοικτό. Ο Ισχυρισμός
αποδείχθηκε.

(ii) Θέτουμε ΩΑ = ℂ � 𝜎𝐴(𝑥), Ω𝐵 = ℂ � 𝜎𝐵(𝑥). Τα Ω𝐴, ΩΒ είναι ανοικτά
υποσύνολα του ℂ και Ω𝐵 ⊆ Ω𝐴. Επίσης 𝜕Ω𝐵 ∩ Ω𝐴 = ∅ γιατί αν 𝜆 ∈ 𝜕Ω𝐵
τότε 𝜆𝟏 − 𝑥 ∈ 𝜕Inv(ℬ) οπότε, από την απόδειξη του (i), 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜)
δηλαδή 𝜆 ∉ Ω𝐴.
Aπό το Λήμμα, το Ω𝐵 θα είναι ένωση κάποιων από τις συνεκτικές συνιστώσες
του Ω𝐴:

Ω𝐵 = ⋃{𝑉 ⊆ Ω𝐴 συνεκτική συνιστώσα ∶ 𝑉 ∩ Ω𝐵 ≠ ∅}
= ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ∩ ΩΒ ≠ ∅}

Συνεπώς το 𝜎𝐵(𝑥) θα αποτελείται από το 𝜎𝐴(𝑥) και τις υπόλοιπες συνεκτικές
συνιστώσες του Ω𝐴:

𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥) ∪ (𝜎𝐵(𝑥) ∩ Ω𝐴)
= 𝜎𝐴(𝑥) ∪ ⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ∩ ΩΒ = ∅}
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Παρατήρησε τέλος ότι στο 𝜎𝐵(𝑥) περιέχονται μόνον φραγμένες συνιστώσες
του ΩΑ, γιατί, αφού το 𝜎𝐵(𝑥) είναι φραγμένο, η (μοναδική) μη φραγμένη συ-
νιστώσα του ΩΑ δεν μπορεί να περιέχεται στο 𝜎𝐵(𝑥), συνεπώς περιέχεται στο
ΩΒ. 2

Πόρισμα 5.7 Αν 𝑥 ∈ ℬ και το 𝜎𝐴(𝑥) δεν χωρίζει το επίπεδο (δηλαδή αν το
ℂ � 𝜎𝐴(𝑥) είναι συνεκτικό), τότε 𝜎𝐵(𝑥) = 𝜎𝐴(𝑥).

Απόδειξη Στην περίπτωση αυτή το ℂ � 𝜎𝐴(𝑥) δεν έχει φραγμένες συνιστώσες,
άρα δεν τέμνει το 𝜎𝐵(𝑥). 2

Πόρισμα 5.8 Mε τις υποθέσεις του θεωρήματος,

𝜕𝜎𝐵(𝑥) ⊆ 𝜎𝐴(𝑥) ⊆ 𝜎𝐵(𝑥) .

Απόδειξη Οι συνιστώσες του ανοικτού συνόλουΩΑ = ℂ�𝜎𝐴(𝑥) είναι ανοικτά
σύνολα (γιατί αν 𝑉 ⊆ Ω𝐴 είναι συνιστώσα και 𝜆 ∈ 𝑉 , διαλέγοντας 𝜀 > 0 ώστε
𝑆(𝜆, 𝜀) ⊆ ΩΑ παρατηρούμε ότι το 𝑉 ∪ 𝑆(𝜆, 𝜀) είναι συνεκτικό και συνεπώς
περιέχεται στο 𝑉 ). Επομένως η ένωση

⋃{𝑉 ∈ 𝒞 ∶ 𝑉 ∩ 𝜎𝐵(𝑥) ≠ ∅}

είναι ανοικτό υποσύνολο του 𝜎𝐵(𝑥), άρα δεν τέμνει το σύνορο του. Συνεπώς
𝜕𝜎𝐵(𝑥) ⊆ 𝜎𝐴(𝑥).
Ας δώσουμε και μία απευθείας απόδειξη του Πορίσματος:
Εστω 𝜆 ∈ 𝜕𝜎𝐵(𝑥). Τότε υπάρχει ακολουθία (𝜆𝑛) στο ℂ � 𝜎𝐵(𝑥) ώστε 𝜆𝑛 → 𝜆.
Αν 𝜆 ∉ 𝜎𝒜(𝑥) τότε το (𝜆𝟏 − 𝑥)−1 υπάρχει στην 𝒜 οπότε, από τη συνέχεια της
αντιστροφής (4.2(ii)), η ακολουθία ((𝜆𝑛𝟏 − 𝑥)−1) συγκλίνει στο (𝜆𝟏 − 𝑥)−1

στην 𝒜. Αυτό σημαίνει ότι η ((𝜆𝑛𝟏 − 𝑥)−1) είναι βασική ακολουθία στοιχείων
της 𝐵, άρα συγκλίνει στην 𝐵 στο ίδιο όριο (𝜆𝟏 − 𝑥)−1, πράγμα που αντιβαίνει
στο γεγονός ότι 𝜆 ∈ 𝜎𝐵(𝑥). 2

Πόρισμα 5.9 Αν 𝑥 ∈ ℬ και το 𝜎𝐵(𝑥) έχει κενό εσωτερικό, τότε 𝜎𝐵(𝑥) =
𝜎𝐴(𝑥).

Απόδειξη Αν το 𝜎𝐵(𝑏) έχει κενό εσωτερικό, τότε 𝜕𝜎𝐵(𝑏) = 𝜎𝐵(𝑏). 2

Παρατήρηση Εστωℬ άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ ℬ.Αν το 𝜎Β(𝑥) δεν
χωρίζει το επίπεδο, τότε το φάσμα του 𝑥 δεν “μεγαλώνει” καθώς “μικραίνει”
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η άλγεβρα ως προς την οποία υπολογίζεται ( 5.7). Αυτό συμβαίνει π.χ. όταν
𝜎Β(𝑥) ⊆ ℝ ή όταν 𝜎Β(𝑥) = 𝐵(0, 1) ∪ 𝐵(3, 1).
Αν πάλι το 𝜎Β(𝑥) έχει κενό εσωτερικό, τότε το φάσμα του 𝑥 δεν “μικραίνει”
καθώς “μεγαλώνει” η άλγεβρα ως προς την οποία υπολογίζεται ( 5.9). Αυτό
συμβαίνει π.χ. όταν 𝜎Β(𝑥) ⊆ ℝ ή όταν 𝜎Β(𝑥) = 𝕋.

25



10 Μεταθετικές άλγεβρες Banach

10.1 Ιδεώδη και μορφισμοί

Αν𝒜 είναι μία άλγεβρα (μεταθετική ή όχι) και𝒥 ένα (αμφίπλευρο) ιδεώδες της
𝒜, τότε ο χώρος πηλίκο 𝒜/𝒥 γίνεται άλγεβρα αν εφοδιασθεί με τις πράξεις

(𝑥 + 𝒥) + (𝑦 + 𝒥) = (𝑥 + 𝑦) + 𝒥
𝜆(𝑥 + 𝒥) = (𝜆𝑥) + 𝒥

(𝑥 + 𝒥).(𝑦 + 𝒥) = (𝑥.𝑦) + 𝒥

και η κανονική απεικόνιση πηλίκο

𝜋 ∶ 𝒜 → 𝒜/𝒥 ∶ 𝑥 → 𝑥 + 𝒥

είναι μορφισμός με πυρήνα ker 𝜋 = 𝒥. Αντίστροφα, αν 𝜑 ∶ 𝒜 → ℬ είναι
μορφισμός αλγεβρών, τότε ο πυρήνας του είναι ιδεώδες της 𝒜. Αν η 𝒜 έχει
μονάδα 𝟏, τότε η 𝒜/𝒥 έχει μονάδα¹¹, το 𝟏 + 𝒥.

Παρατηρήσεις (i) Ένα ιδεώδες μιάς άλγεβρας με μονάδα είναι γνήσιο αν και
μόνον αν δεν περιέχει την μονάδα, ισοδύναμα αν δεν περιέχει κανένα αντι-
στρέψιμο στοιχείο.
(ii) Κάθε άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα, εκτός από το ℂ, έχει γνήσια αριστερά
ιδεώδη και γνήσια δεξιά ιδεώδη. Πράγματι: η 𝒜 περιέχει κάποιο μη αντιστρέ-
ψιμο στοιχείο 𝑥, αλλιώς είναι ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ (Θεώρημα 5.2). Αν
το 𝑥 δεν έχει αριστερό αντίστροφο, τότε το 𝒜𝑥 = {𝑎𝑥 ∶ 𝑎 ∈ 𝒜} είναι γνήσιο
αριστερό ιδεώδες. Αν πάλι το 𝑥 έχει αριστερό αντίστροφο 𝑦, τότε το 𝑦 δεν έχει
αριστερό αντίστροφο, γιατί αλλιώς θα ήταν αντιστρέψιμο, οπότε και το 𝑥 θα
ήταν αντιστρέψιμο. Τότε το 𝒜𝑦 είναι γνήσιο αριστερό ιδεώδες.
Συνεπώς κάθε μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα έχει γνήσια αμφίπλευρα
ιδεώδη. Δεν έχουν όμως όλες οι άλγεβρες γνήσια αμφίπλευρα ιδεώδη (παρά-
δειγμα: 𝑀𝑛(ℂ), 𝑛 ≥ 2).

Ένα (αριστερό, δεξί ή αμφίπλευρο) ιδεώδες 𝒥 μιάς άλγεβρας 𝒜 λέγεται μεγι-
στικό αν είναι γνήσιο και δεν περιέχεται γνήσια σε κανένα (ομοειδές) ιδεώδες,
εκτός από την𝒜. Παραδείγματος χάριν, αν 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ είναι μη μηδενικός μορ-
φισμός, τότε ο πυρήνας του είναι μεγιστικό ιδεώδες, γιατί έχει συνδιάσταση 1.
¹¹Το αντίστροφο δεν ισχύει κατ’ ανάγκη: αν παραδείγματος χάριν 𝒜 = 𝑐0 και 𝒥 = {𝑎 ∈ 𝑐0 ∶

𝑎𝑒1 = 0}, τότε η 𝒜 δεν έχει μονάδα, αλλά η 𝒜/𝒥 έχει μονάδα το 𝑒1 + 𝒥.
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Στόχος αυτής της παραγράφου είναι να δειχθεί ότι, σε κάθε μεταθετική άλγε-
βρα Banach με μονάδα, κάθε μεγιστικό ιδεώδες είναι αυτής της μορφής.

Θεώρημα 10.1 (Krull) Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα με μονάδα, κάθε (αριστερό,
δεξί ή αμφίπλευρο) γνήσιο ιδεώδες𝒥 της𝒜 περιέχεται σε ένα μεγιστικό (ομοει-
δές) ιδεώδες.

Απόδειξη Υποθέτω ότι το 𝒥 είναι αριστερό ιδεώδες της 𝒜. Οι άλλες περιπτώ-
σεις αποδεικνύονται όμοια.
Ονομάζω 𝐒 την οικογένεια όλων των γνήσιων αριστερών ιδεωδών της 𝒜 που
περιέχουν το 𝒥. Η 𝐒 διατάσσεται μερικά από την σχέση του περιέχεσθαι. Θα
δείξω ότι έχει μεγιστικό στοιχείο.
Αν 𝐂 ⊆ 𝐒 είναι μία ολικά διατεταγμένη οικογένεια, θέτω ℳ𝐶 ∶= ∪𝐂 και
ισχυρίζομαι ότι το ℳ𝐶 είναι άνω φράγμα της 𝐂. Πράγματι: Το ℳ𝐶 περιέχει
κάθε στοιχείο της 𝐂, άρα και το 𝒥. Αν 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ𝐶 και 𝑎 ∈ 𝒜, τότε υπάρχουν
𝒥1, 𝒥2 ∈ 𝐂 ώστε 𝑥 ∈ 𝒥1, 𝑦 ∈ 𝒥2 οπότε 𝑎𝑥 ∈ 𝒥1 ⊆ ℳ𝐶 γιατί το 𝒥1 εί-
ναι αριστερό ιδεώδες. Επίσης, επειδή η 𝐂 είναι ολικά διατεταγμένη, μπορώ να
υποθέσω ότι 𝒥1 ⊆ 𝒥2, οπότε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥2, άρα 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝒥2 ⊆ ℳ𝐶. Άρα το ℳ𝐶
είναι αριστερό ιδεώδες. Επιπλέον, είναι γνήσιο, γιατί κανένα στοιχείο της 𝐂
δεν περιέχει την μονάδα, άρα ούτε το ℳ𝐶 την περιέχει.
Έπεται από το Λήμμα Zorn ότι η οικογένεια 𝐒 έχει ένα μεγιστικό στοιχείο ℳ.
Αυτό σημαίνει ότι κανένα στοιχείο της 𝐒 δεν περιέχει το ℳ, εκτός απ’ το ίδιο
το ℳ. Ισχυρίζομαι ότι το ℳ είναι μεγιστικό ως προς την ιδιότητα του να είναι
αριστερό ιδεώδες. Πράγματι: Ότι είναι αριστερό ιδεώδες και ότι περιέχει το 𝒥
είναι σαφές, αφού ℳ ∈ 𝐒. Αν τώρα 𝒦 είναι ένα αριστερό γνήσιο ιδεώδες της
𝒜 που περιέχει το ℳ, τότε το 𝒦 ανήκει στην 𝐒, αφου περιέχει το 𝒥. Επομένως
𝒦 = ℳ λόγω μεγιστικότητας του ℳ στην 𝐒. 2

Παρατήρηση Η ύπαρξη μονάδας δεν μπορεί να παραλειφθεί. Παραδείγματος
χάριν, αποδεικνύεται (άσκηση) ότι το σύνολο 𝑐00 ⊆ 𝑐0 των ακολουθιών με πε-
περασμένο φορέα είναι ιδεώδες της 𝑐0 που δεν περιέχεται σε κανένα μεγιστικό
ιδεώδες.

Πρόταση 10.2 Αν𝒜 είναι μία άλγεβρα Banach με μονάδα και𝒥 ένα (αριστερό,
δεξί ή αμφίπλευρο) γνήσιο ιδεώδες της 𝒜, τότε η κλειστή θήκη 𝒥 του 𝒥 είναι
γνήσιο (ομοειδές) ιδεώδες.

Απόδειξη Το γεγονός ότι το 𝒥 είναι ιδεώδες έπεται από την συνέχεια των
αλγεβρικών πράξεων. Πρέπει να αποδειχθεί ότι είναι γνήσιο, δηλαδή ότι 𝟏 ∉
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𝒥. Αυτό πράγματι αληθεύει, γιατί η ανοικτή μπάλα με κέντρο 𝟏 και ακτίνα 1
αποτελείται από αντιστρέψιμα στοιχεία (Λήμμα 4.1), επομένως δεν τέμνει το
𝒥. 2

Παρατήρηση Και στην πρόταση αυτή η ύπαρξη μονάδας δεν μπορεί να πα-
ραλειφθεί. Παραδείγματος χάριν, το ιδεώδες 𝑐00 της 𝑐0 είναι γνήσιο, αλλά η
κλειστή του θήκη δεν είναι.

Πόρισμα 10.3 Κάθε μεγιστικό (αριστερό, δεξί ή αμφίπλευρο) ιδεώδες μίας άλ-
γεβρας Banach με μονάδα είναι κλειστό.

Απόδειξη Η κλειστή του θήκη είναι (ομοειδές) γνήσιο ιδεώδες. 2

Πρόταση 10.4 Αν 𝒜 είναι μία άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝒥 ένα αμφί-
πλευρο κλειστό ιδεώδες της 𝒜, τότε ο χώρος πηλίκο 𝒜/𝒥 εφοδιασμένος με
την νόρμα πηλίκο

‖𝑎 + 𝒥‖𝑞 = inf{‖𝑎 + 𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝒥} = 𝑑(𝑎, 𝒥)
είναι άλγεβρα Banach με μονάδα, και η κανονική απεικόνιση πηλίκο 𝜋 ∶ 𝒜 →
𝒜/𝒥 είναι συνεχής (επι-)μορφισμός.

Απόδειξη Το γεγονός ότι η ‖.‖𝑞 είναι πλήρης νόρμα στον χώρο πηλίκο 𝒜/𝒥
και ότι η απεικόνιση πηλίκο είναι συνεχής αποδεικνύεται στην γενική θεωρία
των χώρων Banach (βλ. π.χ. [1], ΙΙΙ.4). Μένει να αποδειχθεί ότι

‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞 ≤ ‖𝑎 + 𝒥‖𝑞.‖𝑏 + 𝒥‖𝑞 .
Πράγματι, αν 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥 έχουμε

‖(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦)‖ ≤ ‖𝑎 + 𝑥‖.‖𝑏 + 𝑦‖.
Αλλά (𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦) = 𝑎𝑏 + (𝑎𝑦 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑦) και 𝑎𝑦 + 𝑥𝑏 + 𝑥𝑦 ∈ 𝒥, άρα
‖(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑦)‖ ≥ ‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞. Επομένως η προηγούμενη ανισότητα δίνει

‖𝑎𝑏 + 𝒥‖𝑞 ≤ ‖𝑎 + 𝑥‖.‖𝑏 + 𝑦‖
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒥, και το συμπέρασμα έπεται παίρνοντας infimum ως προς 𝑥
και 𝑦. 2

Θεώρημα 10.5 Έστω 𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα με μονάδα και 𝒥 ένα γνήσιο
ιδεώδες της𝒜. Το𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες αν και μόνον αν η άλγεβρα πηλίκο
είναι σώμα.
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Απόδειξη Θέτω ℬ = 𝒜/𝒥. Έστω 𝑥 ∈ 𝒜\𝒥, δηλαδή 𝜋(𝑥) ∈ ℬ\{0}. Θέτω
ℳ = 𝒜𝑥 + 𝒥. Εύκολα βλέπει κανείς ότι το ℳ είναι το μικρότερο ιδεώδες της
𝒜 που περιέχει το 𝒥 και το 𝑥.
Αν το 𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝒜, τότε το ℳ δεν είναι γνήσιο, δηλαδή
𝒜 = ℳ, άρα 𝜋(𝒜) = 𝜋(𝒜𝑥 + 𝒥) = 𝜋(𝒜)𝜋(𝑥) δηλαδή ℬ = ℬ𝜋(𝑥) πράγμα
που σημαίνει ότι 𝜋(𝑥) ∈ Inv(ℬ), άρα η ℬ είναι σώμα.
Αντίστροφα αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜\𝒥 υπάρχει 𝑎 ∈ 𝒜 ώστε 𝜋(𝑎) = (𝜋(𝑥))−1,
τότε θέτοντας 𝑦 = 𝟏 − 𝑎𝑥 έχουμε 𝟏 = 𝑎𝑥 + 𝑦 όπου 𝑦 ∈ 𝒥 (γιατί 𝜋(𝑦) =
𝜋(𝟏) − 𝜋(𝑎)𝜋(𝑥) = 0, οπότε το ιδεώδες που παράγεται από το 𝒥 και το 𝑥 δεν
είναι γνήσιο, δηλαδή το 𝒥 είναι μεγιστικό. 2

Έστω 𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και ℳ ένα μεγιστικό ιδε-
ώδες της 𝒜. Τότε η άλγεβρα πηλίκο 𝒜/ℳ είναι σώμα (Θεώρημα 10.5), αλλά
είναι και άλγεβρα Banach (Πρόταση 10.4), διότι το ℳ είναι κλειστό ιδεώδες.
Συνεπώς από το Θεώρημα Gelfand - Mazur (5.2) υπάρχει ένας (ισομετρικός)
ισομορφισμός 𝜆 ∶ 𝒜/ℳ → ℂ. Αυτό αποδεικνύει το

Πόρισμα 10.6 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝒥 γνήσιο
ιδεώδες της 𝒜. Το 𝒥 είναι μεγιστικό ιδεώδες αν και μόνον αν η 𝒜/𝒥 είναι
ισομετρικά ισόμορφη με το ℂ.

Ορισμός 10.1 Χαρακτήρας ή πολλαπλασιαστική γραμμική μορφή 𝜑 σε μία
άλγεβρα 𝒜 λέγεται ένας μη μηδενικός μορφισμός 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ. Το σύνολο των
χαρακτήρων της 𝒜 συμβολίζουμε ℳ(𝒜).

Παρατήρηση Αν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ένας μορφισμός 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ είναι
χαρακτήρας αν και μόνον αν 𝜑(𝟏) = 1 (γιατί;).
Συνεπώς αν δύο χαρακτήρες 𝜑 και 𝜓 της 𝒜 έχουν τον ίδιο πυρήνα, τότε ταυ-
τίζονται, γιατί για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 ισχύει 𝑥 − 𝜑(𝑥)𝟏 ∈ ker(𝜑) = ker(𝜓), δηλαδή
𝜓(𝑥 − 𝜑(𝑥)𝟏) = 0 άρα 𝜓(𝑥) = 𝜑(𝑥)𝜓(𝟏) = 𝜑(𝑥).

Θεώρημα 10.7 Έστω𝒜 μία μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα. Η απεικό-
νιση

𝜑 → ker 𝜑
είναι αμφιμονοσήμαντη μεταξύ του συνόλου των χαρακτήρων και του συνό-
λου των μεγιστικών ιδεωδών της 𝒜.
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Απόδειξη Όπως παρατηρήσαμε στην αρχή της παραγράφου, κάθε χαρακτή-
ρας 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ της 𝒜 ορίζει ένα μεγιστικό ιδεώδες, τον πυρήνα του, ker 𝜑. Η
προηγούμενη παρατήρηση δείχνει ότι η απεικόνιση 𝜑 → ker 𝜑 είναι 1-1.
Έστω ℳ μεγιστικό ιδεώδες της 𝒜 και 𝜆 ∶ 𝒜/ℳ → ℂ ο μοναδικός (γιατί;)
ισομετρικός ισομορφισμός που εξασφαλίζει το Θεώρημα Gelfand - Mazur. Αν
ονομάσουμε 𝜑 την σύνθεση του 𝜆 με την κανονική απεικόνιση πηλίκο 𝜋,

𝜑 ∶ 𝒜 𝜋→ 𝒜/ℳ 𝜆→ ℂ

τότε έχουμε έναν μορφισμό 𝜑 ∶ 𝒜 → ℂ με 𝜑(𝟏) = 1 και ker 𝜑 = ker 𝜋 = ℳ
(αφού ο 𝜆 είναι 1-1). Επομένως η απεικόνιση 𝜑 → ker 𝜑 είναι επί. 2

Πόρισμα 10.8 Το σύνολοℳ(𝒜) των χαρακτήρων κάθε μεταθετικής άλγεβρας
Banach 𝒜 με μονάδα δεν είναι κενό.

Απόδειξη Αν η 𝒜 έχει μη μηδενικά μεγιστικά ιδεώδη, τότε από το προηγού-
μενο θεώρημα έχει χαρακτήρες. Αν δεν έχει μεγιστικά ιδεώδη, τότε κάθε μη
μηδενικό στοιχείο της είναι αντιστρέψιμο, οπότε ο ισομορφισμός της 𝒜 με το ℂ
που εξασφαλίζει το Θεώρημα Gelfand - Mazur είναι (ο μοναδικός) χαρακτήρας
της 𝒜 (και ο πυρήνας του, δηλ. το {0}, είναι μεγιστικό ιδεώδες). 2

Παρατήρηση Η μεταθετικότητα της 𝒜 στο προηγούμενο πόρισμα δεν μπορεί
εν γένει να παραλειφθεί. Παραδείγματος χάριν, η άλγεβρα 𝑀𝑛(ℂ) των 𝑛 × 𝑛
πινάκων δεν έχει (αμφίπλευρα) ιδεώδη (είναι απλή) επομένως δεν έχει χαρα-
κτήρες.
Από την άλλη μεριά όμως, η υπάλγεβρά της 𝑇𝑛(ℂ) που αποτελείται από τους
άνω τριγωνικούς πίνακες έχει ακριβώς 𝑛 χαρακτήρες (άσκηση), παρόλο που
δεν είναι μεταθετική.

Παρατήρηση Εφόσον τα μεγιστικά ιδεώδη μίας μεταθετικής άλγεβρας Banach
με μονάδα είναι κλειστά, έπεται ότι οι χαρακτήρες της είναι συνεχείς. Αυτό
όμως ισχύει γενικότερα:

Πρόταση 10.9 Κάθε χαρακτήρας μιας άλγεβρας Banach (μεταθετικής ή όχι)
είναι συνεχής, με νόρμα το πολύ 1. Αν μάλιστα η άλγεβρα έχει μονάδα, τότε
κάθε χαρακτήρας έχει νόρμα ακριβώς 1.

Απόδειξη Έστω 𝜑 ∈ ℳ(𝒜). Θα δείξω ότι |𝜑(𝑥)| ≤ 1 για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 με
‖𝑥‖ ≤ 1. Έστω ότι υπάρχει 𝑥𝑜 ∈ 𝒜 με ‖𝑥𝑜‖ ≤ 1 και 𝜑(𝑥𝑜) = 𝜆 όπου |𝜆| > 1.
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Θέτω 𝑥 = 𝑥𝑜/𝜆. Επειδή ‖𝑥‖ < 1, η σειρά

𝑦 =
∞
∑
𝑛=1

𝑥𝑛

συγκλίνει. Αλλά 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑥 άρα 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) + 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) + 1, άτοπο.
Επομένως

‖𝜑‖ = sup{|𝜑(𝑥)| ∶ ‖𝑥‖ ≤ 1} ≤ 1.
Αν η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ‖𝜑‖ = 1 επειδή 𝜑(𝟏) = 1. 2

Η επόμενη Πρόταση χαρακτηρίζει τα αντιστρέψιμα στοιχεία μιάς μεταθετικής
άλγεβρας Banach με μονάδα, καθώς και το φάσμα κάθε στοιχείου της, μέσω
των χαρακτήρων της:

Πρόταση 10.10 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜.

(α) To 𝑥 είναι αντιστρέψιμο στην 𝒜 αν και μόνον αν 𝜙(𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝜙 ∈
ℳ(𝒜), ισοδύναμα αν το 𝑥 δεν περιέχεται σε κανένα (μεγιστικό) ιδεώδες της
𝒜.

(β) 𝜎(𝑥) = {𝜙(𝑥) ∶ 𝜙 ∈ ℳ(𝒜)}.

Απόδειξη (α) Το σύνολο 𝒥 = 𝒜𝑥 είναι ιδεώδες της 𝒜. Αν 𝑥 ∉ Inv(𝒜), τότε
το 𝒥 είναι γνήσιο ιδεώδες, άρα περιέχεται σε κάποιο μεγιστικό ιδεώδες, άρα
(από το Θεώρημα 10.7) το 𝑥 μηδενίζεται από κάποιον χαρακτήρα της 𝒜. Αντί-
στροφα αν το 𝑥 μηδενίζεται από κάποιον χαρακτήρα 𝜑, τότε περιέχεται στο
μεγιστικό ιδεώδες ker 𝜑.
(β) Έστω 𝜆 ∈ ℂ. Εξ ορισμού 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥) αν και μόνον αν 𝜆𝟏 − 𝑥 ∉ Inv(𝒜). Από
το (i) αυτό συμβαίνει αν και μόνον αν υπάρχει 𝜑 ∈ ℳ(𝒜) ώστε 𝜑(𝜆𝟏−𝑥) = 0,
δηλαδή 𝜑(𝑥) = 𝜆. 2

Σε μία μη μεταθετική άλγεβρα 𝒜, η φασματική ακτίνα 𝜌 ∶ 𝒜 → ℝ+ δεν είναι
εν γένει υποπροσθετική: Παραδείγματος χάριν αν 𝒜 = 𝑀2(ℂ) και

𝑎 = ( 0 1
0 0 ) , 𝑏 = ( 0 0

1 0 )

τότε 𝜌(𝑎) = 𝜌(𝑏) = 0 ενώ 𝜌(𝑎 + 𝑏) = 1.
Η Πρόταση 10.10 επιτρέπει να δείξουμε ότι σε μεταθετικές άλγεβρες Banach όχι
μόνον η φασματική ακτίνα, αλλά και το ίδιο το φάσμα είναι “υποπροσθετικό”
και “υποπολλαπλασιαστικό”.

71



Λήμμα 10.11 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜. Τότε

𝜎(𝑎 + 𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏) και 𝜎(𝑎𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎).𝜎(𝑏)

(όπου αν 𝐴, 𝐵 ⊆ ℂ γράφουμε 𝐴 + 𝐵 = {𝑧 + 𝑤 ∶ 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵} και 𝐴.𝐵 =
{𝑧𝑤 ∶ 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑤 ∈ 𝐵}).
Επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏) και 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏).

Απόδειξη Από την Πρόταση 10.10 έπεται ότι

𝜎(𝑎 + 𝑏) = {𝜑(𝑎 + 𝑏) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)}.

Aλλά 𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), άρα

𝜎(𝑎 + 𝑏) = {𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)}
⊆ {𝜑(𝑎) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} + {𝜓(𝑏) ∶ 𝜓 ∈ ℳ(𝒜)}
= 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏).

Ομοίως, επειδή 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎).𝜑(𝑏) για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), αποδεικνύεται η δεύ-
τερη σχέση.
Κάθε 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎+𝑏) είναι της μορφής 𝑧+𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑎) και𝑤 ∈ 𝜎(𝑏), άρα |𝜆| ≤
|𝑧| + |𝑤| ≤ |𝑧| + 𝜌(𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏), επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏). Ομοίως,
επειδή κάθε 𝜇 ∈ 𝜎(𝑎𝑏) είναι της μορφής 𝑧𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑎) και 𝑤 ∈ 𝜎(𝑏),
έχουμε |𝜇| = |𝑧|.|𝑤| ≤ |𝑧|.𝜌(𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏), επομένως 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏). 2

Πρόταση 10.12 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 με 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎.
Τότε

𝜎(𝑎 + 𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎) + 𝜎(𝑏) και 𝜎(𝑎𝑏) ⊆ 𝜎(𝑎).𝜎(𝑏).
Επομένως 𝜌(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝜌(𝑎) + 𝜌(𝑏) και 𝜌(𝑎𝑏) ≤ 𝜌(𝑎).𝜌(𝑏).

Απόδειξη Αρκεί να εφαρμόσουμε το προηγούμενο λήμμα σε μία μεταθετική
Banach υπάλγεβραℬ της𝒜 που να περιέχει τα 𝑎, 𝑏 και επί πλέον να ικανοποιεί
𝜎ℬ(𝑥) = 𝜎𝒜(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ ℬ. Παρατήρησε ότι, επειδή τα 𝑎, 𝑏 μετατίθενται,
υπάρχει μία μεταθετική Banach υπάλγεβρα της 𝒜 που τα περιέχει: παραδείγ-
ματος χάριν η κλειστή γραμμική θήκη 𝒟 του συνόλου {𝑎𝑛𝑏𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ}.
Ομως η 𝒟 δεν έχει εν γένει την ιδιότητα 𝜎𝒟(𝑥) = 𝜎𝒜(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒟
(παράδειγμα;).
Ονομάζω λοιπόν ℬ τον δεύτερο μεταθέτη {𝑎, 𝑏}′′ των 𝑎 και 𝑏, δηλαδή

ℬ = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝑥𝑠 = 𝑠𝑥 για κάθε 𝑠 ∈ 𝒜 ώστε 𝑎𝑠 = 𝑠𝑎 και 𝑏𝑠 = 𝑠𝑏}.
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Έχουμε ήδη παρατηρήσει (δες την Παράγραφο 7.2) ότι η ℬ είναι μεταθετική
άλγεβρα Banach με μονάδα, και είναι εύκολο να ελέγξεις ότι αν 𝑦 ∈ ℬ και
𝑦 ∈ Inv(𝒜) τότε 𝑦−1 ∈ ℬ. Επομένως η ℬ ικανοποιεί τις επιθυμητές ιδιότητες.
2

Μπορούμε τώρα να δώσουμε μία δεύτερη απόδειξη της Πρότασης 9.3 χωρίς
χρήση του συναρτησιακού λογισμού:

Πόρισμα 10.13 (βλ. 9.3) Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 με
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. Τότε

Δ(𝜎(𝑎), 𝜎(𝑏)) ≤ 𝜌(𝑎 − 𝑏).
Ειδικότερα, η φασματική ακτίνα είναι ομοιόμορφα συνεχής σε μεταθετικές υπάλ-
γεβρες της 𝒜.

Απόδειξη Από τη σχέση 𝜎(𝑎) ⊆ 𝜎(𝑏) + 𝜎(𝑎 − 𝑏) έπεται ότι κάθε 𝜆 ∈ 𝜎(𝑎)
είναι της μορφής 𝑧 + 𝑤 όπου 𝑧 ∈ 𝜎(𝑏) και 𝑤 ∈ 𝜎(𝑎 − 𝑏), άρα |𝜆 − 𝑧| = |𝑤| ≤
𝜌(𝑎 − 𝑏), επομένως 𝑑(𝜆, 𝜎(𝑏)) ≤ 𝜌(𝑎 − 𝑏). Δηλαδή (με τους συμβολισμούς της
παραγράφου 9.2)

𝜎(𝑎) ⊆ [𝜎(𝑏)]𝜌(𝑎−𝑏).
Επειδή 𝜌(𝑎 − 𝑏) = 𝜌(𝑏 − 𝑎), έχουμε επίσης

𝜎(𝑏) ⊆ [𝜎(𝑎)]𝜌(𝑎−𝑏)

πράγμα που αποδεικνύει το ζητούμενο. 2
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10.2 Ο μετασχηματισμός Gelfand

Αν 𝒜 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, θα δείξουμε ότι υπάρχει
ένας συμπαγής Hausdorff χώρος 𝐾 και ένας συνεχής μορφισμός αλγεβρών
𝒢 ∶ 𝒜 → 𝐶(𝐾) ο οποίος μάλιστα, σε πολλές περιπτώσεις, είναι 1-1. Τότε η 𝒜
είναι ισόμορφη, ως άλγεβρα, με μία άλγεβρα συνεχών συναρτήσεων στον 𝐾.
Όπως θα δούμε, ο χώρος 𝐾 είναι το σύνολο των χαρακτήρων της 𝒜, εφοδια-
σμένο με την ασθενέστερη τοπολογία που καθιστά τα στοιχεία της 𝒜 συνεχείς
συναρτήσεις.

Ορισμός 10.2 Έστω 𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα. Η ασθενής-*
τοπολογία (𝑤∗) στο σύνολο ℳ(𝒜) των χαρακτήρων της 𝒜 είναι η τοπολογία
της σύγκλισης στα σημεία της 𝒜:
Αν (𝜑𝑖) είναι δίκτυο στο ℳ(𝒜) και 𝜙 ∈ ℳ(𝒜),

𝜑𝑖
𝑤∗
→ 𝜑 ⟺ 𝜑𝑖(𝑎) → 𝜑(𝑎) ∀𝑎 ∈ 𝒜.

Η 𝑤∗ είναι δηλαδή ο περιορισμός της τοπολογίας γινόμενο του ℂ𝒜 στοℳ(𝒜).

Συζήτηση Γενικότερα, αν 𝑋 χώρος Banach. Η ασθενής-* τοπολογία (𝑤∗) του το-
πολογικού δυικού 𝑋∗ είναι εξ ορισμού η τοπολογία της σύγκλισης στα σημεία του 𝑋.
Η 𝑤∗ είναι δηλαδή ο περιορισμός της τοπολογίας γινόμενο του ℂ𝑋 στον 𝑋∗.
Αν ένα οποιοδήποτε υποσύνολο 𝐾 της μοναδιαίας μπάλας του 𝑋∗ εφοδιασθεί με την
(σχετική) ασθενή-* τοπολογία, τότε κάθε 𝑥 ∈ Χ ορίζει μία συνεχή συνάρτηση 𝑥̂ ∶
𝐾 → ℂ ∶ 𝜙 → 𝜙(𝑥), η οποία μάλιστα είναι και φραγμένη:

‖𝑥̂‖𝐾 ∶= sup{|𝑥̂(𝜙)| ∶ 𝜙 ∈ 𝐾} ≤ ‖𝑥‖

(διότι |𝑥̂(𝜙)| = |𝜙(𝑥)| ≤ ‖𝑥‖ για κάθε 𝜙 ∈ 𝐾).
Αν το 𝐾 είναι 𝑤∗-συμπαγές (οπότε ο χώρος 𝐶(𝐾) είναι χώρος Banach ως προς την
νόρμα supremum), ορίζεται έτσι μία απεικόνιση 𝑋 → 𝐶(𝐾) ∶ 𝑥 → 𝑥̂ η οποία είναι
γραμμική ¹² και, λόγω της προηγούμενης ανισότητας, συνεχής. Το ζήτημα είναι να
επιλέξει κανείς τον χώρο 𝐾 κατάλληλα, ώστε η απεικόνιση αυτή να έχει επιθυμητές
ιδιότητες.
Παραδείγματος χάριν, αν επιλέξει κανείς ολόκληρη την μοναδιαία μπάλα του δυικού
(που είναι𝑤∗-συμπαγής από τοΘεώρημαΑλάογλου - βλ. [9] 17.1) η απεικόνιση γίνεται
ισομετρία. Δεν είναι όμως ποτέ επί (γιατί;).

¹² ̂(𝑥 + 𝜆𝑦)(𝜙) = 𝜙(𝑥 + 𝜆𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜆𝜙(𝜆𝑦) = 𝑥̂(𝜙) + 𝜆 ̂𝑦(𝜙) γιατί τα στοιχεία 𝜙 του 𝐾
είναι γραμμικές μορφές
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Όταν ο 𝑋 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach, το κατάλληλο “δυικό αντικείμενο” είναι
το σύνολο των χαρακτήρων, γιατί αυτοί σέβονται και την πολλαπλασιαστική δομή της
άλγεβρας.

Έχουμε δείξει (Πρόταση 10.9) ότι κάθε χαρακτήρας μιάς άλγεβρας Banach 𝒜
είναι συνεχής, και μάλιστα έχει νόρμα το πολύ 1. Δηλαδή το σύνολο ℳ(𝒜)
περιέχεται στην μοναδιαία μπάλα (𝒜∗)1 του δυικού 𝒜∗ της 𝒜.

Πρόταση 10.14 Έστω 𝒜 άλγεβρα Banach με μονάδα. Το σύνολο ℳ(𝒜) γίνε-
ται συμπαγής χώρος Hausdorff αν εφοδιασθεί με την ασθενή-* τοπολογία.

Απόδειξη Για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜 θέτω

𝐷𝑎 ∶= {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| ≤ ‖𝑎‖} και 𝐷 ∶= ∏
𝑎∈𝒜

𝐷𝑎.

Δηλαδή το 𝐷 είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων 𝜃 ∶ 𝒜 → ℂ που ικανο-
ποιούν |𝜃(𝑎)| ≤ ‖𝑎‖ για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜. Κάθε𝐷𝑎 είναι συμπαγές υποσύνολο του ℂ
επομένως, από τοΘεώρημα Tychonoff ([9] 16.1), το𝐷 είναι συμπαγής χώρος ως
προς την τοπολογία γινόμενο. Αν 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), τότε 𝜑(𝑎) ∈ 𝐷𝑎 για κάθε 𝑎 ∈ 𝒜
(αφού ‖𝜑‖ ≤ 1), άρα 𝜑 ∈ 𝐷. Δηλαδή το ℳ(𝒜) είναι υποσύνολο του 𝐷, και η
σχετική τοπολογία είναι, όπως παρατηρήσαμε, η ασθενής-*. Αρκεί λοιπόν να
δειχθεί ότι το ℳ(𝒜) είναι κλειστό υποσύνολο του 𝐷.
Έστω 𝜑𝑖 ∈ ℳ(𝒜) και 𝜃 ∈ 𝐷 ώστε 𝜑𝑖(𝑥) → 𝜃(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Θα δείξω
ότι 𝜃 ∈ ℳ(𝒜). Πράγματι, για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 έχουμε
(α) 𝜃(𝟏) = lim 𝜑𝑖(𝟏) = 1, αφού 𝜑𝑖(𝟏) = 1 για κάθε 𝑖.
(β) 𝜃(𝑎𝑏) = lim 𝜑𝑖(𝑎𝑏) = lim(𝜑𝑖(𝑎)⋅𝜑𝑖(𝑏)) = lim 𝜑𝑖(𝑎)⋅lim 𝜑𝑖(𝑏) = 𝜃(𝑎)⋅𝜃(𝑏)
αφού 𝜑𝑖(𝑎𝑏) = 𝜑𝑖(𝑎) ⋅ 𝜑𝑖(𝑏) για κάθε 𝑖.
(γ) 𝜃(𝑎 + 𝑏) = 𝜃(𝑎) + 𝜃(𝑏) αφού 𝜑𝑖(𝑎 + 𝑏) = 𝜑𝑖(𝑎) + 𝜑𝑖(𝑏) για κάθε 𝑖. 2

Παρατήρηση Η ύπαρξη μονάδας στην 𝒜 δεν μπορεί να παραλειφθεί. Πα-
ραδείγματος χάριν, ο χώρος των χαρακτήρων της 𝑐𝑜(ℕ) δεν είναι συμπαγής
(άσκηση). Από την άλλη μεριά, το σύνολο των χαρακτήρων μίας άλγεβρας πε-
περασμένης διάστασης είναι πεπερασμένο (γιατί;) και συνεπώς συμπαγές, είτε
η άλγεβρα έχει μονάδα είτε όχι. Παράδειγμα τέτοιας άλγεβρας είναι το επό-
μενο.

Παράδειγμα Στον γραμμικό χώρο 𝒜 = ℂ𝑛+1 με βάση 𝑒0, 𝑒1, … , 𝑒𝑛 ορίζουμε
πολλαπλασιασμό από τον κανόνα 𝑒0𝑒𝑘 = 0 = 𝑒𝑘𝑒0 για κάθε 𝑘 = 0, … , 𝑛 και
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𝑒𝑖.𝑒𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑒𝑖 για 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛. Εύκολα ελέγχεται ότι η 𝒜 γίνεται μεταθετική
άλγεβρα χωρίς μονάδα.
Σημείωσε ότι η άλγεβρα αυτή είναι ισόμορφη με την άλγεβρα των (𝑛 + 2) ×
(𝑛 + 2) πινάκων της μορφής

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 𝑎0 0 0 … 0
0 0 0 0 … 0
0 0 𝑎1 0 … 0
0 0 0 𝑎2 … 0
… … … … … …
0 0 0 0 … 𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Εύκολα ελέγχεται ότι ℳ(𝒜) = {𝜑𝑖 ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛}, όπου 𝜑𝑖(𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗,
𝑗 = 0, … , 𝑛.

Ορισμός 10.3 Έστω𝒜 μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Ορί-
ζουμε

̂𝑥 ∶ ℳ(𝒜) → ℂ ∶ 𝜙 → 𝜙(𝑥).
Η απεικόνιση 𝒢 ∶ 𝑥 → ̂𝑥 λέγεται μετασχηματισμός Gelfand.

Υπενθυμίζουμε ότι, από τον ορισμό της ασθενούς-* τοπολογίας, για κάθε𝑥 ∈ 𝒜
η συνάρτηση ̂𝑥 ∶ (ℳ(𝒜), 𝑤∗) → ℂ είναι συνεχής, δηλαδή ̂𝑥 ∈ 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗).

Θεώρημα 10.15 (Gelfand) O μετασχηματισμός Gelfand

𝒢 ∶ 𝑥 → ̂𝑥 ∶ 𝒜 → 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗)

(i) Είναι μορφισμός αλγεβρών με την ιδιότητα 𝒢(𝟏) = 𝟏.
(ii) Ικανοποιεί ̂𝑥(ℳ(𝒜)) = 𝜎(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

(iii) Είναι συνεχής, μάλιστα

‖ ̂𝑥‖∞ = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖.

για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

(iv) ker(𝒢) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜌(𝑥) = 0}.

Απόδειξη (i) Για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜) έχουμε

( ̂𝑥 + ̂𝑦)(𝜑) = ̂𝑥(𝜑) + ̂𝑦(𝜑) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥 + 𝑦) = ̂(𝑥 + 𝑦)(𝜑)

76



επειδή η 𝜑 είναι γραμμική, δηλαδή

𝒢(𝑥) + 𝒢(𝑦) = 𝒢(𝑥 + 𝑦).
Επίσης

( ̂𝑥 ⋅ ̂𝑦)(𝜑) = ̂𝑥(𝜑) ⋅ ̂𝑦(𝜑) = 𝜑(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑦(𝜑)
επειδή η 𝜑 είναι πολλαπλασιαστική, δηλαδή

𝒢(𝑥) ⋅ 𝒢(𝑦) = 𝒢(𝑥𝑦).
Άρα η 𝒢 είναι μορφισμός αλγεβρών, και

𝒢(𝟏)(𝜑) = 𝜑(𝟏) = 1
για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), δηλαδή 𝒢(𝟏) = 𝟏.

(ii) Για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε από την Πρόταση 10.10

𝜎(𝑥) = {𝜑(𝑥) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = { ̂𝑥(𝜑) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = ̂𝑥(ℳ(𝒜)).
(iii) Από το (ii) έχουμε, χρησιμοποιώντας την (2),

‖ ̂𝑥‖∞ = sup{| ̂𝑥(𝜑)| ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)} = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥)} = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖ .
(iv) Από το (iii) προκύπτει ότι ̂𝑥 = 0 αν και μόνον αν ‖ ̂𝑥‖∞ = 0 δηλαδή 𝜌(𝑥) =
0. 2

Ορισμός 10.4 Έστω𝒜 άλγεβρα με μονάδα. Το ριζικό (Radical) του Jacobson
Rad(𝒜) της 𝒜 είναι η τομή όλων των αριστερών μεγιστικών ιδεωδών της. Αν
Rad(𝒜) = {0}, η 𝒜 λέγεται ημιαπλή.

Αν η 𝒜 είναι μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, τότε

Rad(𝒜) = ⋂{ℳ ⊆ 𝒜 ∶ ℳ μεγιστικό ιδεώδες}
= {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜙(𝑥) = 0 ∀𝜙 ∈ ℳ(𝒜)}
= {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ 𝜌(𝑥) = 0}

δηλαδή το ριζικό ταυτίζεται με το σύνολο των ψευδομηδενοδύναμων στοιχείων
(αυτό δεν αληθεύει εν γένει σε μη μεταθετικές άλγεβρες).
Από το (iv) του Θεωρήματος Gelfand έπεται ότι

ker(𝒢) = Rad(𝒜),
επομένως η 𝒜 είναι ημιαπλή αν και μόνον αν ο μετασχηματισμός Gelfand είναι
1-1.
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10.3 Παραδείγματα

10.3.1 Η άλγεβρα 𝐶(𝐾)

Αν 𝐾 είναι χώρος συμπαγής και Hausdorff και 𝑡 ∈ 𝐾, το σύνολο ℳ𝑡 = {𝑓 ∈
𝐶(𝐾) ∶ 𝑓(𝑡) = 0} είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Κάθε μεγιστικό ιδεώδες
της 𝐶(𝐾) είναι αυτής της μορφής. Ο χώρος των χαρακτήρων της 𝐶(𝐾) είναι
ομοιομορφικός με το 𝐾.

Η απεικόνιση Gelfand “είναι” η ταυτοτική απεικόνιση. Είναι ισομετρία και επί.

Απόδειξη (i) Αν 𝑡 ∈ 𝐾 θέτω 𝛿𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡) για 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾). Είναι σαφές ότι η
“εκτίμηση” 𝛿𝑡 ∶ 𝐶(𝐾) → ℂ είναι χαρακτήρας της 𝐶(𝐾). Επομένως ο πυρήνας
της, ℳ𝑡, είναι μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Το ζήτημα είναι να δείξει κανείς
το αντίστροφο.
Έστω λοιπόν ℳ ένα μεγιστικό ιδεώδες της 𝐶(𝐾). Αρκεί να δείξω ότι υπάρχει
𝑡 ∈ 𝐾 ώστε 𝑓(𝑡) = 0 για κάθε 𝑓 ∈ ℳ. Γιατί τότε θα έχουμε ℳ ⊆ ℳ𝑡, άρα,
αφού το ℳ είναι μεγιστικό ιδεώδες, ℳ = ℳ𝑡.
Έστω ότι ο ισχυρισμός δεν αληθεύει, δηλαδή ότι για κάθε 𝑠 ∈ 𝐾 υπάρχει
𝑓𝑠 ∈ ℳ ώστε 𝑓𝑠(𝑠) ≠ 0. Υπάρχει τότε μία ανοικτή περιοχή 𝑈𝑠 του 𝑠 ώστε η 𝑓𝑠
να μην μηδενίζεται πουθενά στην 𝑈𝑠. Το σύνολο {𝑈𝑠 ∶ 𝑠 ∈ 𝐾} αποτελεί ανοι-
κτό κάλυμμα του συμπαγούς χώρου𝐾, επομένως έχει ένα πεπερασμένο υποκά-
λυμμα {𝑈1, … , 𝑈𝑛}. Ονομάζω 𝑓1, … , 𝑓𝑛 τις αντίστοιχες συναρτήσεις και θέτω

𝑔 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓𝑖𝑓𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑓𝑖|2.

Ισχυρίζομαι ότι η 𝑔 δεν μηδενίζεται πουθενά. Πράγματι κάθε 𝑡 ∈ 𝐾 ανήκει σε
κάποιο𝑈𝑗, στο οποίο η αντίστοιχη 𝑓𝑗 δεν μηδενίζεται. Από την δεύτερη ισότητα
έχουμε 𝑔(𝑡) ≥ |𝑓𝑗(𝑡)|2 > 0. Επομένως η συνάρτηση 1/𝑔 ορίζεται και ανήκει
στην 𝐶(𝐾). Ομως, αφού 𝑓𝑖 ∈ ℳ, η πρώτη ισότητα δείχνει ότι 𝑔 ∈ ℳ, άρα
𝟏 = (1/𝑔).𝑔 ∈ ℳ, αντίφαση.
Έτσι ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.
(ii) Δείξαμε λοιπόν ότι η απεικόνιση 𝑡 → 𝛿𝑡 απεικονίζει το 𝐾 επί του συνόλου
των χαρακτήρων της 𝐶(𝐾). Μάλιστα η απεικόνιση αυτή είναι και 1-1, γιατί
αν 𝑡 ≠ 𝑠 (𝑡, 𝑠 ∈ 𝐾) υπάρχει 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾) ώστε 𝑓(𝑡) = 0 και 𝑓(𝑠) ≠ 0 (Λήμμα
Urysohn), δηλαδή 𝛿𝑡(𝑓) = 0 και 𝛿𝑠(𝑓) ≠ 0. Επομένως η απεικόνιση

Φ ∶ 𝑡 → 𝛿𝑡 ∶ 𝐾 → ℳ(𝐶(𝐾))
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είναι αμφιμονοσήμαντη. Για να δείξουμε ότι είναι ομοιομορφισμός αρκεί, αφού
ο 𝐾 είναι συμπαγής, να δείξουμε ότι είναι συνεχής.
Έστω λοιπόν (𝑡𝑖) δίκτυο στον 𝐾 ώστε 𝑡𝑖 → 𝑡 ∈ 𝐾. Τότε για κάθε συνεχή
συνάρτηση 𝑓 ισχύει 𝑓(𝑡𝑖) → 𝑓(𝑡), δηλαδή 𝛿𝑡𝑖

(𝑓) → 𝛿𝑡(𝑓) για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾).
Από τον ορισμό της ασθενούς-* τοπολογίας, αυτό σημαίνει ακριβώς ότι
𝛿𝑡𝑖

𝑤∗
→ 𝛿𝑡.

(iii) Αν 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾), για κάθε 𝑡 ∈ 𝐾 έχουμε

̂𝑓(𝛿𝑡) = 𝛿𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡)

δηλαδή ( ̂𝑓 ∘ Φ)(𝑡) = 𝑓(𝑡) αφού 𝛿𝑡 = Φ(𝑡). Επομένως

(𝒢(𝑓)) ∘ Φ = 𝑓

οπότε, αν “ταυτίσουμε” τους συμπαγείς χώρους𝐾 καιℳ(𝐶(𝐾)) μέσω τηςΦ, ο
μετασχηματισμός Gelfand “ταυτίζεται” με την ταυτοτική απεικόνιση:𝒢(𝑓) = 𝑓 .

10.3.2 Η άλγεβρα του δίσκου 𝐴(𝔻)

Ας θυμηθούμε (παράγραφος 2.5) ότι η𝐴(𝔻) είναι το σύνολο των 𝑓 ∈ 𝐶(𝕋) που
είναι περιορισμοί στο 𝕋 συναρτήσεων που ανήκουν στην άλγεβρα

̃𝐴 = {𝑔 ∈ 𝐶(𝔻) ∶ 𝑔|𝕋 ολόμορφη }.

Για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻, η απεικόνιση 𝜑𝑧 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ όπου 𝜑𝑧(𝑓) = ̃𝑓(𝑧) είναι χαρα-
κτήρας της 𝐴(𝔻), και κάθε χαρακτήρας της είναι αυτής της μορφής. Η απεικό-
νιση 𝑧 → 𝜑𝑧 είναι ομοιομορφισμός του 𝔻 επί του χώρου των χαρακτήρων της
𝐴(𝔻).
Η απεικόνιση Gelfand “είναι” η απεικόνιση 𝑓 → ̃𝑓 . Είναι ισομετρία (άρα είναι
1-1, και έχει κλειστή εικόνα) αλλά δεν είναι επί.

Παρατήρηση Παρόλο που η𝐴(𝔻) είναι υπάλγεβρα της𝐶(𝕋) που έχει χώρο χα-
ρακτήρων ℳ(𝐶(𝕋)) ≃ 𝕋, η 𝐴(𝔻) έχει “πολύ μεγαλύτερο” χώρο χαρακτήρων:
ℳ(𝐴(𝔻)) ≃ 𝔻.

Απόδειξη Η απεικόνιση 𝑔 → 𝑔|𝕋 ∶ ̃𝐴 → 𝐴(𝔻) είναι βεβαίως επιμορφισμός
αλγεβρών. Επιπλέον, από την αρχή του μεγίστου, είναι ισομετρική:

‖𝑔|𝕋‖𝕋 = sup{|𝑔(𝑤)| ∶ 𝑤 ∈ 𝕋} = sup{|𝑔(𝑧)| ∶ 𝑤 ∈ 𝔻} = ‖𝑔‖𝔻 ,
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συνεπώς είναι 1-1. Επομένως η αντίστροφή της είναι (ισο-)μορφισμός αλγε-
βρών. Δηλαδή η απεικόνιση 𝑓 → ̃𝑓 ∶ 𝐴(𝔻) → ̃𝐴 είναι (ισο-)μορφισμός αλγε-
βρών.
Είναι εύκολο τώρα να ελεγχθεί ότι, για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻, η απεικόνιση

𝜙𝑧 ∶ 𝑓 → ̃𝑓 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ

είναι (σύνθεση μη μηδενικών μορφισμών, άρα) χαρακτήρας της 𝐴(𝔻).
Αντίστροφα αν 𝜑 ∶ 𝐴(𝔻) → ℂ είναι χαρακτήρας, θέτω 𝑧 = 𝜑(𝑓1) όπου
𝑓1(𝑤) = 𝑤 (𝑤 ∈ 𝕋) και παρατηρώ ότι |𝑧| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓1‖ = 1, δηλαδή 𝑧 ∈ 𝔻.
Θα δείξω ότι 𝜑 = 𝜑𝑧. Πράγματι, αν 𝑝(𝑤) = ∑𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑤𝑘 είναι πολυώνυμο,
δηλαδή 𝑝 = ∑𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑓𝑘
1 , τότε

𝜑(𝑝) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜑(𝑓𝑘
1 ) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜑(𝑓1)𝑘 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧𝑘 = ̃𝑝(𝑧) = 𝜑𝑧(𝑝).

Επειδή οι𝜑 και𝜑𝑧 είναι συνεχείς και ταυτίζονται στο σύνολο των πολυωνύμων,
που είναι πυκνό στην 𝐴(𝔻) (όπως έχουμε αποδείξει), έπεται ότι 𝜑(𝑓) = 𝜑𝑧(𝑓)
για κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻).
Δείξαμε λοιπόν ότι η απεικόνιση

Ψ ∶ 𝑧 → 𝜑𝑧 ∶ 𝔻 → ℳ(𝐴(𝔻))

είναι επί. Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι είναι 1-1: αν 𝑧 ≠ 𝑤, τότε ̃𝑓1(𝑧) ≠ ̃𝑓1(𝑤)
δηλαδή 𝜙𝑧(𝑓1) ≠ 𝜙𝑤(𝑓1).
Εξίσου εύκολα επαληθεύεται ότι η αντίστροφη απεικόνιση 𝜑𝑧 → 𝑧 είναι συνε-
χής: αν𝜑𝑧𝑖

𝑤∗
→ 𝜑𝑧 τότε𝜑𝑧𝑖

(𝑓1) → 𝜑𝑧(𝑓1), άρα 𝑧𝑖 → 𝑧. Επομένως οι συμπαγείς
χώροι 𝔻 και ℳ(𝐴(𝔻)) είναι ομοιομορφικοί.
Αν 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻), για κάθε 𝑧 ∈ 𝔻 έχουμε

̂𝑓(𝜑𝑧) = 𝜑𝑧(𝑓) = ̃𝑓(𝑧)

δηλαδή ( ̂𝑓 ∘ Ψ)(𝑧) = ̃𝑓(𝑧). Επομένως

(𝒢(𝑓)) ∘ Ψ = ̃𝑓.

οπότε, αν “ταυτίσουμε” τους συμπαγείς χώρους 𝔻 και ℳ(𝐴(𝔻)) μέσω της Ψ, ο
μετασχηματισμός Gelfand “ταυτίζεται” με την απεικόνιση: 𝑓 → ̃𝑓 .
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Η απεικόνιση Gelfand είναι ισομετρία: για κάθε 𝑓 ∈ 𝐴(𝔻) έχουμε

‖𝒢(𝑓)‖∞ = sup{ ̂𝑓(𝜑) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝐴(𝔻))} = sup{ ̂𝑓(𝜙𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝔻}
= sup{ ̃𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝔻} = sup{ ̃𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝕋} = ‖𝑓‖

λόγω της αρχής του μεγίστου.
Τέλος, η απεικόνιση Gelfand δεν είναι επί της 𝐶(ℳ(𝐴(𝔻))): Πράγματι, αν μία
συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐶(𝔻) δεν είναι ολόμορφη στο 𝔻 (π.χ. 𝑓(𝑧) = ̄𝑧), τότε η 𝑓 ∘ Ψ−1

ανήκει στην 𝐶(ℳ(𝐴(𝔻))) αλλά όχι στην 𝒢(𝐴(𝔻)).

10.3.3 Η άλγεβρα Wiener ή άλγεβρα Fourier 𝒲

Θυμίζουμε (παράγραφος (2.8)) ότι πρόκειται για το σύνολο 𝒲 των συναρτή-
σεων 𝑓 της μορφής

𝑓(𝑒𝑖𝑡) =
𝑘=+∞

∑
𝑘=−∞

𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡, 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋

όπου ∑𝑘 |𝑎𝑘| < ∞, και η νόρμα είναι ‖𝑓‖𝑤 ∶= ∑𝑘 |𝑎𝑘|.
Ο χώροςℳ(𝒲) των χαρακτήρων είναι ομοιομορφικός με τον μοναδιαίο κύκλο
𝕋.
Η απεικόνισηGelfand είναι 1-1, αλλά δεν είναι επί: έχει πυκνή, αλλά όχι κλειστή
εικόνα, και (επομένως) η αντίστροφη απεικόνιση δεν είναι συνεχής.

Απόδειξη H 𝒲 είναι υπάλγεβρα της άλγεβρας 𝐶(𝕋) (η σειρά ∑𝑘 𝑎𝑘𝑒𝑖𝑘𝑡 συ-
γκλίνει ομοιόμορφα) και περιέχει την μονάδα 𝟏. Άρα, κάθε χαρακτήρας της
𝐶(𝕋) ορίζει έναν χαρακτήρα της𝒲. Επίσης, η𝒲 είναι ‖⋅‖∞-πυκνή στην𝐶(𝕋),
αφού περιέχει τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα. ¹³ Επομένως κάθε χαρακτήρας
της 𝒲 επεκτείνεται μοναδικά σε χαρακτήρα της 𝐶(𝕋).
Αλλά γνωρίζουμε τους χαρακτήρες της𝐶(𝕋): είναι ακριβώς οι εκτιμήσεις {𝛿𝑧 ∶
𝑧 ∈ 𝕋} (παράγραφος 10.3.1). Δηλαδή η απεικόνιση

Φ ∶ 𝕋 → ℳ(𝒲) ∶ 𝑧 → 𝛿𝑧

είναι 1-1 και επί.
Δεν είναι μάλιστα δύσκολο να δείξει κανείς απευθείας (χωρίς τη χρήση του
χαρακτηρισμού τος ℳ(𝐶(𝐾)) ότι κάθε χαρακτήρας 𝜑 της 𝒲 είναι εκτίμηση.
¹³Αυτό έπεται π.χ. από το Θεώρημα Stone-Weierstrass ή από το Θεώρημα Féjer.
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Απόδειξη Αν𝜑 είναι χαρακτήρας της𝒲, θέτω 𝑧 = 𝜑(𝑓1) και ισχυρίζομαι ότι 𝑧 ∈ 𝕋
και 𝜑 = 𝜑𝑧. Πράγματι, αφενός έχουμε |𝑧| = |𝜑(𝑓1)| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓1‖𝑤 = 1. Αλλά από την
άλλη, επειδή 𝑓1 ∈ Inv(𝒲) άρα 𝜑(𝑓1) ≠ 0 έχουμε 𝜑(𝑓−1

1 ) = (𝜑(𝑓1))−1, επομένως
1

|𝑧| = |𝜑(𝑓−1
1 )| ≤ ‖𝜑‖‖𝑓−1

1 ‖𝑤 = 1. Έδειξα λοιπόν ότι 𝑧 ∈ 𝕋.
Τώρα, για κάθε 𝑘 ∈ ℤ αν 𝑓𝑘(𝑒𝑖𝑡) = 𝑒𝑖𝑘𝑡 έχουμε

𝑧𝑘 = (𝜑(𝑓1))𝑘 = 𝜑(𝑓𝑘
1 ) = 𝜑(𝑓𝑘)

δηλαδή 𝜑(𝑓𝑘) = 𝜑𝑧(𝑓𝑘). Επομένως οι συνεχείς γραμμικές μορφές 𝜑 και 𝜑𝑧 ταυτί-
ζονται στην γραμμική θήκη του συνόλου {𝑓𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ}, που είναι πυκνή στην 𝒲, άρα
ταυτίζονται παντού. Ο ισχυρισμός αποδείχθηκε.

Η απεικόνιση 𝛿𝑧 → 𝑧 είναι συνεχής, γιατί αν 𝛿𝑧𝑖

𝑤∗
→ 𝛿𝑧 τότε 𝛿𝑧𝑖

(𝑓1) → 𝛿𝑧(𝑓1),
άρα 𝑧𝑖 → 𝑧. Αφού οι δύο χώροι είναι συμπαγείς, η απεικόνιση Φ είναι ομοιο-
μορφισμός.
Για κάθε 𝑓 ∈ 𝒲 και 𝛿𝑧 ∈ ℳ(𝒲) όπου 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃, έχουμε

𝒢(𝑓)(𝜑𝑧) = 𝛿𝑧(𝑓) = 𝑓(𝑒𝑖𝜃)
δηλαδή, αν “ταυτίσουμε” τους χώρους 𝕋 καιℳ(𝒲), τότε η απεικόνιση Gelfand
“ταυτίζεται” με την ταυτοτική απεικόνιση. Ειδικότερα, η απεικόνιση Gelfand
είναι 1-1. Επίσης, η εικόνα της 𝒢 είναι πυκνή στην 𝐶(ℳ(𝒲)), γιατί η 𝒲 είναι
πυκνή στην 𝐶(𝕋).
Όμως ο μετασχηματισμός Gelfand δεν απεκονίζει την 𝒲 επί της 𝐶(ℳ(𝒲)),
γιατί η𝒲 δεν ισούται με την𝐶(𝕋): υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις που η σειρά
Fourier τους δεν συγκλίνει απόλυτα. Ένα τέτοιο συγκεκριμένο παράδειγμα εί-
ναι η

𝑔(𝑒𝑖𝑡) =
∞
∑
𝑘=2

sin 𝑘𝑡
𝑘 log 𝑘 .

Αποδεικνύεται ότι η σειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στον 𝕋, άρα ορίζει συνεχή
συνάρτηση, αλλά βεβαίως δεν συγκλίνει απόλυτα. (Ας θυμηθούμε επίσης ότι
υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις που η σειρά Fourier τους δεν συγκλίνει).

Το επόμενο Θεώρημα αποδείχθηκε αρχικά από τον N. Wiener με διαφορετικές
μεθόδους. Σήμερα, είναι ένα άμεσο πόρισμα της θεωρίας Gelfand.

Θεώρημα 10.16 (Wiener) Αν η 𝑓 ∶ 𝕋 → ℂ έχει απολύτως συγκλίνουσα σειρά
Fourier και δεν μηδενίζεται πουθενά στον𝕋, τότε η 1/𝑓 έχει και αυτή απολύτως
συγκλίνουσα σειρά Fourier.
Με άλλα λόγια:
Αν 𝑓 ∈ 𝒲 και 𝑓(𝑒𝑖𝑡) ≠ 0 για κάθε 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋, τότε 1/𝑓 ∈ 𝒲.
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Απόδειξη Για κάθε 𝜑 = 𝛿𝑧 ∈ ℳ(𝒲) από την υπόθεση έχουμε 𝜑(𝑓) ≠ 0,
οπότε (Πρόταση 10.10 (α)) 𝑓 ∈ Inv(𝒲). Δηλαδή υπάρχει 𝑔 ∈ 𝒲 ώστε 𝑓𝑔 = 𝟏.
Οι πράξεις όμως στην𝒲 έχουν ορισθεί κατά σημείο, οπότε 𝑔(𝑡) = 1/𝑓(𝑒𝑖𝑡) για
κάθε 𝑒𝑖𝑡 ∈ 𝕋.

Η θεωρία Gelfand επιτρέπει μια απλή απόδειξη της ακόλουθης επέκτασης του
Λήμματος του Wiener.

Πρόταση 10.17 (Wiener - Levy) Αν 𝑓 ∈ 𝒲 και ℎ είναι συνάρτηση ολόμορφη
σε μια περιοχή του 𝑓(𝕋), τότε ℎ ∘ 𝑓 ∈ 𝒲.

Απόδειξη Παρατηρούμε πρώτα ότι

𝜎(𝑓) = {𝜑𝑧(𝑓) ∶ 𝜑𝑧 ∈ ℳ(𝒲)} = {𝑓(𝑒𝑖𝑡)) ∶ 𝑒𝑖𝑡) ∈ 𝕋} = 𝑓(𝕋).
Συνεπώς αφού η ℎ είναι ολόμορφη σε μια περιοχή του 𝜎(𝑓), από τον συναρτη-
σιακό λογισμό για ολόμορφες συναρτήσεις ορίζεται το 𝐡(𝑓) ∈ 𝒲.
Θα δείξουμε ότι 𝐡(𝑓) = ℎ ∘ 𝑓 . Παρατηρούμε ότι αυτό αληθεύει όταν η ℎ = 𝑝
είναι πολυώνυμο. Επίσης, αν 𝑞 είναι πολυώνυμο που δεν μηδενίζεται στο 𝑓(𝕋),
τότε 𝐪(𝑓) = 𝑞∘𝑓 ∈ Inv(𝒲), άρα 1

𝑞∘𝑓 ∈ 𝒲. Συνεπώς η σχέση𝐡(𝑓) = ℎ∘𝑓 ισχύει
όταν η ℎ = 𝑝

𝑞 είναι ρητή συνάρτηση ολόμορφη στο 𝑓(𝕋). Αλλά από το θεώρημα
Runge, κάθε συνάρτηση ℎ ολόμορφη σε μια περιοχή 𝑈 του 𝑓(𝕋) προσεγγίζε-
ται από μια ακολουθία (𝑟𝑛) τέτοιων ρητών συναρτήσεων ομοιόμορφα στα συ-
μπαγή υποσύνολα του 𝑈 . Τότε όμως ‖𝐡(𝑓)−𝐫𝐧(𝑓)‖𝑊 → 0 (Θεώρημα 7.5). Συ-
νεπώς για κάθε 𝑒𝑖𝑡 έχουμε 𝐡(𝑓)(𝑒𝑖𝑡) = lim𝑛 𝐫𝐧(𝑓)(𝑒𝑖𝑡) = lim𝑛(𝑟𝑛∘𝑓)(𝑒𝑖𝑡) =
(ℎ ∘ 𝑓)(𝑒𝑖𝑡). 2

10.3.4 Η άλγεβρα ℓ1(ℤ)

Η άλγεβρα αυτή είναι ισόμορφη ως άλγεβρα Banach με την άλγεβρα τουWiener
μέσω του μετασχηματισμού Fourier ℱ ∶ 𝒲 → ℓ1 ∶ 𝑓 → ̂𝑓 (βλ. παραγρ. 2.6 και
2.8). Επομένως ο χώρος ℳ(ℓ1) των χαρακτήρων της είναι ομοιομορφικός με
τον 𝕋.
Συγκεκριμένα η απεικόνιση Ψ ∶ 𝕋 → ℳ(ℓ1) ∶ 𝑧 → 𝜓𝑧 όπου 𝜓𝑧((𝑥𝑛)) =
∑𝑛∈ℤ 𝑥𝑛𝑧𝑛 είναι ομοιομορφισμός.
Αν “ταυτίσουμε” τους χώρους αυτούς, τότε ο μετασχηματισμός Gelfand “ταυτί-
ζεται” με τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier, δηλαδή

(𝒢(𝑥))(Ψ(𝑒𝑖𝜃)) = (ℱ−1(𝑥))(𝜃) = ∑
𝑛∈ℤ

𝑥𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃
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για κάθε 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ1(ℤ).
Όπως δείξαμε για την (ισόμορφη) άλγεβραWiener, ο μετασχηματισμός Gelfand
είναι 1-1, και έχει πυκνή εικόνα, αλλά δεν είναι επί της 𝐶(ℳ(ℓ1)).

10.3.5 Η άλγεβρα 𝐿1(ℝ)

Ο χώρος των χαρακτήρων της 𝐿1(ℝ) είναι ομοιομορφικός με τον ℝ και ο με-
τασχηματισμός Gelfand “είναι” ο μετασχηματισμός Fourier 𝐿1(ℝ) → 𝐶0(ℝ). Ο
μετασχηματισμός Gelfand είναι 1-1, επομένως η 𝐿1(ℝ) είναι ημιαπλή άλγεβρα.
Η συνέλιξη (𝑓, 𝑔) → 𝑓 ∗ 𝑔 όπου

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠

ορίζει πολλαπλασιασμό στον 𝐿1(ℝ) ως προς τον οποίο γίνεται μεταθετική άλ-
γεβρα Banach. ¹⁴
Ένα σημαντικό εργαλείο για τα επόμενα είναι το γεγονός ότι η δράση 𝑡 → 𝑓𝑡
όπου 𝑓(𝑠) = 𝑠 − 𝑡 της ομάδας ℝ στον χώρο ℝ επάγει μια δράση της ℝ στον
χώρο 𝐿1(ℝ):

Πρόταση 10.18 Η απεικόνιση

𝑉𝑠 ∶ 𝐶𝑜𝑜(ℝ) → 𝐶𝑜𝑜(ℝ) ∶ 𝑔 → 𝑔𝑠

όπου¹⁵ 𝑔𝑠(𝑡) = 𝑔(𝑡 − 𝑠) επεκτείνεται σε ισομετρικό τελεστή 𝑈𝑠 ∶ 𝐿1(ℝ) →
𝐿1(ℝ). Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) η απεικόνιση 𝑠 → 𝑈𝑠(𝑔) ∶ ℝ → 𝐿1(ℝ) είναι
συνεχής.

Γράφουμε 𝑔𝑠 = 𝑈𝑠(𝑔) για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) και 𝑠 ∈ ℝ.

Απόδειξη Έστω 𝑔 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ). Επειδή το μέτρο Lebesgue είναι αναλλοίωτο ως
προς μεταφορές, έχουμε για κάθε 𝑠 ∈ ℝ

‖𝑉𝑠(𝑔)‖1 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑡 − 𝑠)|𝑑𝑡 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 = ‖𝑔‖1.

Επομένως ο (προφανώς γραμμικός) τελεστής 𝑉𝑠 διατηρεί την ‖.‖1 στον𝐶𝑜𝑜(ℝ).
Ειδικότερα είναι ‖.‖1-συνεχής, άρα έχει μοναδική επέκταση σε γραμμική ισο-
μετρία 𝑈𝑠 ∶ 𝐿1(ℝ) → 𝐿1(ℝ).
¹⁴βλ. [7], Πρόταση 11.30.
¹⁵Με 𝐶𝑜𝑜(ℝ) συμβολίζουμε τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων με συμπαγή φορέα. Είναι

γνωστό ότι ο 𝐶𝑜𝑜(ℝ) είναι πυκνός υπόχωρος του 𝐿1(ℝ) ([7], Πρόταση 11.29).
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Για τον δεύτερο ισχυρισμό, υποθέτω πρώτα ότι 𝑔 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ) και θα δείξω ότι
lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0.
Πράγματι, αν η 𝑔 μηδενίζεται έξω από το διάστημα [−Μ, Μ], τότε η 𝑔𝑠 μη-
δενίζεται έξω από το [−𝑀 + 𝑠, 𝑀 + 𝑠], άρα η οικογένεια {𝑔𝑠 ∶ |𝑠| ≤ 𝑀}
φέρεται από το συμπαγές [−2𝑀, 2𝑀]. Επειδή η 𝑔 είναι ομοιόμορφα συνεχής,
για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ με |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 να ισχύει
|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| < 𝜀/4Μ. Επομένως αν |𝑠| < min(𝛿, Μ) έχουμε

‖𝑔𝑠 − 𝑔‖1 = ∫
ℝ

|𝑔(𝑡 − 𝑠) − 𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 = ∫
2𝑀

−2𝑀
|𝑔(𝑡 − 𝑠) − 𝑔(𝑡)|𝑑𝑡 < 𝜀

άρα lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0.
Αν τώρα η 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) είναι τυχαία, τότε για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝑔𝜀 ∈ 𝐶𝑜𝑜(ℝ)
με ‖𝑔 − 𝑔𝜀‖1 < 𝜀. Από την προηγούμενη παράγραφο υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε
‖𝑈𝑠(𝑔𝜀) − 𝑔𝜀‖1 < 𝜀 για κάθε 𝑠 ∈ (−𝛿, 𝛿). Τότε όμως

‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 ≤ ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑈𝑠(𝑔𝜀)‖1 + ‖𝑈𝑠(𝑔𝜀) − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑔𝜀 − 𝑔‖1
≤ ‖𝑔 − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑈𝑠(𝑔𝜀) − 𝑔𝜀‖1 + ‖𝑔𝜀 − 𝑔‖1 < 3𝜀

για κάθε 𝑠 ∈ (−𝛿, 𝛿) (χρησιμοποίησα το γεγονός ότι κάθε 𝑈𝑠 είναι ισομετρία).
Αυτό δείχνει ότι lim𝑠→0 ‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑔‖1 = 0. Τέλος, αν 𝑠 → 𝑠𝑜 έχουμε 𝑈𝑠 =
𝑈𝑠−𝑠𝑜

𝑈𝑠𝑜
και συνεπώς

lim
𝑠→𝑠𝑜

‖𝑈𝑠(𝑔) − 𝑈𝑠𝑜
(𝑔)‖1 = lim

𝑠→𝑠𝑜
‖𝑈𝑠−𝑠𝑜

(𝑈𝑠𝑜
(𝑔)) − 𝑈𝑠𝑜

(𝑔)‖1 = 0. 2

Η άλγεβρα (𝐿1(ℝ), ∗) δεν έχει μονάδα (γιατί;). Θεωρούμε λοιπόν την μοναδο-
ποίησή της 𝒜 = 𝐿1(ℝ) ⊕ ℂ. Η 𝐿1(ℝ) είναι μεγιστικό ιδεώδες στην 𝒜, συνε-
πώς υπάρχει ακριβώς ένας χαρακτήρας της 𝒜, έστω 𝜑∞, που μηδενίζει την
𝐿1(ℝ). Όλοι οι άλλοι χαρακτήρες της 𝒜 ορίζουν χαρακτήρες της 𝐿1(ℝ), και
αντίστροφα κάθε χαρακτήρας 𝜓 της 𝐿1(ℝ) επεκτείνεται μοναδικά σε χαρα-
κτήρα 𝜑 της 𝒜, θέτοντας 𝜑(𝑓, 𝜆) = 𝜓(𝑓) + 𝜆.
Θα δείξω ότι όλοι οι χαρακτήρες της 𝐿1(ℝ) είναι της μορφής 𝜑𝜉 (𝜉 ∈ ℝ), όπου
η απεικόνιση 𝜑𝜉 ∶ 𝐿1(ℝ) → ℂ ορίζεται από την σχέση

𝜑𝜉(𝑓) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

(το ολοκλήρωμα υπάρχει, αφού η συνάρτηση 𝑡 → 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉 ανήκει στον𝐿1(ℝ)).
Η 𝜑𝜉 είναι γραμμική μορφή, η οποία δεν είναι η μηδενική (γιατί π.χ. δεν μηδε-
νίζει την χαρακτηριστική συνάρτηση του διαστήματος [−1, 1]).
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Ισχυρίζομαι ότι η 𝜑𝜉 είναι χαρακτήρας της 𝐿1(ℝ), δηλαδή ότι 𝜑𝜉(𝑓 ∗ 𝑔) =
𝜑𝜉(𝑓).𝜑𝜉(𝑔). Πράγματι,

𝜑𝜉(𝑓 ∗ 𝑔) = ∫
+∞

−∞
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠) 𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

∗= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑡 − 𝑠)𝑒−𝑖(𝑡−𝑠)𝜉𝑑𝑡) 𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠

∗∗= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑟)𝑒−𝑖𝑟𝜉𝑑𝑟) 𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑠)𝜑𝜉(𝑔)𝑒−𝑖𝑠𝜉𝑑𝑠 = 𝜑𝜉(𝑓).𝜑𝜉(𝑔)

όπου η ισότητα (*) έπεται από το Θεώρημα Fubini και η ισότητα (**) από την
“αλλαγή μεταβλητής” 𝑟 = 𝑡−𝑠, δηλαδή στην ουσία από το γεγονός ότι το μέτρο
Lebesgue στην ομάδα ℝ είναι αναλλοίωτο ως προς μεταφορές.
Είναι εύκολη άσκηση¹⁶ να δείξεις ότι η απεικόνιση 𝜉 → 𝜑𝜉 ∶ ℝ → ℳ(𝐿1(ℝ))
είναι 1-1. Θα δείξω ότι είναι επί.
Έστω λοιπόν 𝜑 ∈ ℳ(𝐿1(ℝ)). Ειδικότερα η 𝜑 είναι συνεχής γραμμική μορφή
στον 𝐿1(ℝ) (ανήκει στον δυικό του). Αλλά είναι γνωστό ότι ο δυικός του 𝐿1(ℝ)
είναι ισομετρικά ισόμορφος με τον 𝐿∞(ℝ), άρα υπάρχει¹⁷ 𝜒 ∈ 𝐿∞(ℝ) ώστε

𝜑(𝑓) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 (𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ)).

Ισχυρισμός 1 Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) με 𝜑(𝑓) ≠ 0,

𝜑(𝑓)𝜒(𝑠) = 𝜑(𝑓𝑠) σχεδόν για κάθε 𝑠 ∈ ℝ. (9)

¹⁶υπολόγισε το 𝜑𝜉(𝑓) για την 𝑓(𝑡) = exp(−|𝑡 − 1|).
¹⁷ βλ. [7], Θεώρημα 11.24
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Απόδειξη Για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ)

𝜑(𝑓)𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑓 ∗ 𝑔) = ∫
+∞

−∞
(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝑓(𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠) 𝜒(𝑡)𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡 − 𝑠)𝜒(𝑡)𝑑𝑡) 𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠) (∫

+∞

−∞
𝑓𝑠(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡) 𝑑𝑠

= ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝜑(𝑓𝑠)𝑑𝑠

δηλαδή
𝜑(𝑓) ∫

+∞

−∞
𝑔(𝑡)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

+∞

−∞
𝑔(𝑠)𝜑(𝑓𝑠)𝑑𝑠.

Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ), έπεται ότι οι συναρτήσεις
𝑠 → 𝜑(𝑓)𝜒(𝑠) και 𝑠 → 𝜑(𝑓𝑠) ορίζουν τα ίδια στοιχεία του 𝐿∞(ℝ), άρα είναι
σχεδόν παντού ίσες. 2

Έχουμε δείξει όμως ότι η απεικόνιση 𝑠 → 𝑓𝑠 ∶ ℝ → 𝐿1(ℝ) είναι συνεχής.
Αφού και η 𝜑 είναι συνεχής, έπεται ότι η 𝑠 → 𝜑(𝑓𝑠) ∶ ℝ → ℂ είναι συνεχής.
Αλλάζοντας λοιπόν, αν χρειασθεί, την 𝜒 σε ένα σύνολο μέτρου μηδέν, μπορώ
να υποθέσω ότι η 𝜒 είναι συνεχής και ότι η ισότητα ( 9) ισχύει για κάθε 𝑠 ∈ ℝ.
Εφαρμόζοντας την ισότητα αυτή δυό φορές, μία στο σημείο 𝑠 + 𝑡 και μία για
την 𝑓𝑠, έχουμε

𝜑(𝑓)𝜒(𝑠 + 𝑡) = 𝜑(𝑓𝑠+𝑡) = 𝜑((𝑓𝑠)𝑡)) = 𝜑(𝑓𝑠)𝜒(𝑡) = 𝜑(𝑓)𝜒(𝑠)𝜒(𝑡)
από το οποίο προκύπτει (αφού 𝜑(𝑓) ≠ 0) ότι

𝜒(𝑠 + 𝑡) = 𝜒(𝑠)𝜒(𝑡) για κάθε 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ. (10)

Ισχυρισμός 2 Υπάρχει 𝜉 ∈ ℝ ώστε
𝜒(𝑡) = 𝑒−𝑖𝑡𝜉.

Απόδειξη Παρατήρησε πρώτα ότι η𝜒 δεν είναι μηδέν. Η σχέση (10) δίνει λοιπόν
𝜒(0) = 1. Συνεπώς από την συνέχεια της 𝜒, σε κάποιο διάστημα γύρω απ’το 0
οι τιμές της 𝜒 θα είναι κοντά στο 1, άρα υπάρχει 𝛿 > 0 ώστε

∫
𝛿

0
𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑏 ≠ 0.
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Ισχυρίζομαι τώρα ότι η 𝜒 είναι διαφορίσιμη! Πράγματι, χρησιμοποιώντας και
την (10) έχουμε

𝑏𝜒(𝑠) = ∫
𝛿

0
𝜒(𝑡)𝜒(𝑠)𝑑𝑡 = ∫

𝛿

0
𝜒(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑡 = ∫

𝑠+𝛿

𝑠
𝜒(𝑢)𝑑𝑢.

Αφού η 𝜒 είναι συνεχής, το ολοκλήρωμα δεξιά είναι διαφορίσιμη συνάρτηση
του 𝑠, άρα η 𝜒 είναι διαφορίσιμη.
Μπορώ λοιπόν να παραγωγίσω την (10) ως προς 𝑠 ∶

𝜒′(𝑠 + 𝑡).1 = 𝜒′(𝑠).𝜒(𝑡)

άρα, θέτοντας 𝑠 = 0,

𝜒′(𝑡) = 𝜒′(0)𝑥(𝑡) = 𝜆𝜒(𝑡).

Ηδιαφορική αυτή εξίσωση έχει γενική λύση𝜒(𝑡) = 𝜒(0)𝑒𝜆𝑡 = 𝑒𝜆𝑡. Αλλά αφού
η 𝜒 είναι φραγμένη στο ℝ, το 𝜆 δεν μπορεί παρά να είναι καθαρά φανταστικός
αριθμός, δηλαδή της μορφής 𝜆 = −𝑖𝜉 για κάποιο 𝜉 ∈ ℝ. 2

Αποδείχθηκε λοιπόν ότι η απεικόνιση

𝜉 → 𝜑𝜉 ∶ ℝ ∪ {∞} → ℳ(𝐿1(ℝ) ⊕ ℂ)

είναι αμφιμονοσήμαντη. Για να δείξω ότι είναι ομοιομορφισμός (όπου οℝ∪{∞}
είναι η συμπαγοποίηση ενός σημείου του ℝ), αρκεί να δείξω ότι είναι συνεχής.
Για να δείξω την συνέχεια σε κάποιο 𝜉𝑜 ∈ ℝ, πρέπει να δείξω ότι αν 𝜉 → 𝜉𝜊,
τότε 𝜑𝜉(𝑓) → 𝜑𝜉𝜊

(𝑓) για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ), δηλαδή ότι

lim
𝜉→𝜉𝜊

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = ∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑜𝑑𝑡

και αυτό είναι απλή συνέπεια του Θεωρήματος κυριαρχημένης σύγκλισης.
Για να δείξω την συνέχεια στο σημείο ∞, πρέπει να δείξω ότι για κάθε 𝑓 ∈
𝐿1(ℝ) και κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾 ⊆ ℝ συμπαγές ώστε |𝜑𝜉(𝑓)| < 𝜀 για κάθε
𝜉 ∉ 𝐾. Ισοδύναμα πρέπει να αποδειχθεί το κλασσικό

Λήμμα 10.19 ( Riemann - Lebesgue) Για κάθε 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ),

lim
𝜉→±∞

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = 0.
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Απόδειξη Επειδή 𝑒−𝑖𝜋 = −1, έχουμε

𝜑𝜉(𝑓) = − ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜉(𝑡+ 𝜋

𝜉 )𝑑𝑡 = − ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡 − 𝜋

𝜉 )𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

και συνεπώς

2𝜑𝜉(𝑓) = ∫
+∞

−∞
(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 𝜋

𝜉 ))𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡 = ∫
+∞

−∞
(𝑓(𝑡) − 𝑓 𝜋

𝜉
(𝑡))𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡

άρα
2|𝜑𝜉(𝑓)| ≤ ‖𝑓 − 𝑓 𝜋

𝜉
‖1.

Αλλά η συνέχεια της 𝑠 → 𝑓𝑠 ως προς την νόρμα ‖.‖1 δείχνει ότι το δεξιά μέλος
τείνει στο 0 καθώς το 𝜉 τείνει στο ±∞. 2

Δείξαμε λοιπόν ότι το ℝ είναι ομοιομορφικό με το ℳ(𝐿1(ℝ)). Αν ταυτίσουμε
τους δύο αυτούς χώρους, τότε ο μετασχηματισμός Gelfand ταυτίζεται με τον
μετασχηματισμό Fourier

ℱ ∶ 𝐿1(ℝ) → 𝐶0(ℝ) ∶ 𝑓 → ̂𝑓

που ορίζεται από την σχέση

̂𝑓(𝜉) ∶= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝜉𝑑𝑡.

Η συνάρτηση ̂𝑓 ανήκει στην 𝐶0(ℝ) γιατί είναι συνεχής και lim𝜉→±∞ ̂𝑓(𝜉) = 0,
όπως δείξαμε.

Ισχυρισμός Ο μετασχηματισμός Gelfand είναι 1-1.
Απόδειξη Αν 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) και ̂𝑓(𝜉) = 0 για κάθε 𝜉, πρέπει να δείξω ότι 𝑓 = 0
σχεδόν παντού. Αρκεί να δείξω ότι∫ 𝑓(𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = 0 για “αρκετές” συναρτήσεις
ℎ. Αν 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ) και ̂𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ), έχουμε

0 = ∫
+∞

−∞
̂𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

+∞

−∞
(∫

+∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑥𝑑𝑡) 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡) (∫

+∞

−∞
𝑔(𝑥)𝑒−𝑖𝑡𝑥𝑑𝑥) 𝑑𝑡

= ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡) ̂𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
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Μένει να βρεθούν “αρκετές” συναρτήσεις της μορφής ̂𝑔. Παρατηρούμε πρώτα
ότι κάθε συνάρτηση της μορφής ℎ(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑒−𝑎𝑡2 όπου 𝑎 > 0 και 𝑝 πολυώνυμο
ισούται με ̂𝑔 για κάποια 𝑔 της ίδιας μορφής (άσκηση). Συνεπώς

∫
+∞

−∞
𝑓(𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = 0

για κάθε συνάρτηση της μορφής ℎ(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑒−𝑎𝑡2 .
Ισχυρίζομαι όμως ότι κάθε συνάρτηση 𝜓 ∈ 𝐶𝑜(ℝ) προσεγγίζεται ομοιόμορφα
από γραμμικούς συνδυασμούς τέτοιων συναρτήσεων. Πράγματι, αν ονομάσω
𝒜 την γραμμική θήκη όλων των συναρτήσεων της μορφής ℎ(𝑡) = 𝜆 + 𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡2

όπου 𝜆 ∈ ℂ,𝑛 = 0, 1, 2, … και 𝑎 > 0, παρατηρώ ότι κάθε ℎ ∈ 𝒜 επεκτείνεται σε
συνεχή συνάρτηση στην συμπαγοποίηση ενός σημείου ℝ∪{∞} του ℝ (θέτοντας
ℎ(∞) = 𝜆). Έτσι η 𝒜 γίνεται υπάλγεβρα της 𝐶(ℝ ∪ {∞}) που περιέχει τις
σταθερές, χωρίζει τα σημεία και περιέχει τον μιγαδικό συζυγή κάθε στοιχείου
της. Από το Θεώρημα Stone - Weierstrass (μιγαδική μορφή) έπεται ότι η𝒜 είναι
πυκνή στην 𝐶(ℝ ∪ {∞}). Άρα υπάρχει ακολουθία (𝜓𝑛) στην 𝒜 που συγκλίνει
στην 𝜓 ομοιόμορφα στο ℝ ∪ {∞}. Επειδή 𝜓(∞) = 0, η ακολουθία (ℎ𝑛) όπου
ℎ𝑛(𝑡) = 𝜓𝑛(𝑡) − 𝜓𝑛(∞) συγκλίνει στην 𝜓 ομοιόμορφα στο ℝ. Αλλά κάθε ℎ𝑛
είναι γραμμικός συνδυασμός όρων της μορφής 𝑡𝑘𝑒−𝑎𝑡2 , άρα ∫ℝ 𝑓ℎ𝑛 = 0 για
κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Λόγω ομοιόμορφης σύγκλισης, έπεται ότι ∫ℝ 𝑓𝜓 = 0. Αφού αυτό
ισχύει για κάθε 𝜓 ∈ 𝐶𝑜(ℝ), συμπεραίνουμε ότι 𝑓 = 0 σχεδόν παντού.

10.3.6 Μία μεταθετική άλγεβρα Banach που δεν είναι ημιαπλή

Το απλούστερο παράδειγμα είναι να ξεκινήσει κανείς απο ένα μηδενοδύναμο
ή ψευδομηδενοδύναμο στοιχείο 𝑥 μιάς άλγεβρας Banach ℬ με μονάδα, και να
θεωρήσει την μικρότερη άλγεβρα Banach 𝒜 που παράγει το 𝑥 και η μονάδα.
Πρόκειται για την κλειστή θήκη της άλγεβρας των πολυωνύμων του 𝑥. Η𝒜 έχει
έναν μόνο χαρακτήρα, εκείνον που μηδενίζει το 𝑥. Το ριζικό της είναι επομένως
ο πυρήνας του χαρακτήρα αυτού, είναι δηλαδή το (μεγιστικό!) ιδεώδες που
παράγει το 𝑥.
Για ένα συγκεκριμένο παράδειγμα, μπορεί κανείς να θεωρήσει την άλγεβρα
ℬ = 𝑀𝑛(ℂ) και 𝑥 ∈ ℬ τον πίνακα που ικανοποιεί 𝑥𝑖𝑗 = 𝛿𝑖,𝑗+1.
Ή ακόμα, μπορεί κανείς να πάρει ℬ = ℬ(ℓ2) και 𝑥 ∈ ℬ τον τελεστή που
ικανοποιεί 𝑥𝑒𝑛 = 1𝑛𝑒𝑛+1 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ.
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10.4 Ιδεώδη και φασματική σύνθεση

Μια μεταθετική άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα, ¹⁸ αν είναι ημιαπλή, είναι ισο-
μορφική, ως άλγεβρα, με μια άλγεβρα συνεχών συναρτήσεων, την άλγεβρα
𝒜 ⊆ 𝐶(𝐾) όπου 𝐾 = ℳ(𝒜) ο συμπαγής και Hausdorff χώρος των χαρακτή-
ρων της𝒜 με την ασθενή-* τοπολογία (Θεώρημα 10.15). Επιπλέον η ανισότητα

‖ ̂𝑥‖∞ = sup{| ̂𝑥(𝜔)| ∶ 𝜔 ∈ 𝐾} = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥)} = 𝜌(𝑥) ≤ ‖𝑥‖

δείχνει ότι η νόρμα ‖ ⋅ ‖ της 𝒜 είναι μεγαλύτερη από τη νόρμα ‖ ⋅ ‖∞. Αυτό
σημαίνει ότι η εμφύτευση

(𝒜, ‖ ⋅ ‖) → (𝐶(𝐾), ‖ ⋅ ‖∞)
της 𝒜 στην 𝐶(𝐾) μέσω του μετασχηματισμού Gelfand είναι συνεχής.
Παρατηρούμε ότι η εικόνα 𝒜 της 𝒜 χωρίζει τα σημεία του 𝐾: αν 𝜔1 ≠ 𝜔2
υπάρχει 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜 ώστε 𝑓(𝜔1) = 0 και 𝑓(𝜔2) = 1.

Ορισμός 10.5 Μια μεταθετική άλγεβρα Banach 𝒜 με μονάδα λέγεται κανο-
νική (regular) αν για κάθε κλειστό𝐸 ⊆ 𝐾 και κάθε 𝜔 ∉ 𝐾 υπάρχει 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜
ώστε 𝑓|𝐸 = 0 και 𝑓(𝜔) = 1.

Για παράδειγμα, η άλγεβρα 𝒜 = 𝐶(𝐾) είναι κανονική: αυτό είναι το περιεχό-
μενο του λήμματος Urysohn (εδώ 𝒜 = 𝐶(𝐾)).
Η άλγεβρα του δίσκου δεν είναι κανονική. Πράγματι, ξέρουμε (Παράγραφος
10.3.2) ότι ℳ(𝐴(𝔻)) = 𝔻. Αν 𝐸 είναι άπειρο συμπαγές υποσύνολο του 𝔻 και
μια ̃𝑓 μηδενίζεται στο 𝐸, τότε μηδενίζεται παντού (από την αρχή της ταυτότη-
τας).
Η άλγεβρα ℓ1(ℤ), αλλά και η (μοναδοποίηση της) 𝐿1(ℝ) είναι κανονικές άλγε-
βρες Banach. ¹⁹ Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.

Αν 𝒜 είναι μια κανονική μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα, σε κάθε κλει-
στό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 αντιστοιχεί ένα κλειστό υποσύνολο 𝑍(𝐽) ⊆ 𝐾 = ℳ(𝒜),
το σύνολο μηδενισμού του 𝐽 :

𝑍(𝐽) = {𝜔 ∈ 𝐾 ∶ ̂𝑥(𝜔) = 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝐽} .

Δυικά, σε κάθε κλειστό υποσύνολο 𝑍 ⊆ 𝐾 αντιστοιχεί ένα κλειστό ιδεώδες

𝐼(𝑍) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ ̂𝑥(𝜔) = 0 για κάθε 𝜔 ∈ 𝑍} .
¹⁸ περιοριζόμαστε για ευκολία στην περίπτωση άλγεβρας με μονάδα
¹⁹ Μάλιστα αυτό αληθεύει για την άλγεβρα 𝐿1(𝐺) για οποιαδήποτε τοπικά συμπαγή αβε-

λιανή ομάδα 𝐺

91



Στην ειδική περίπτωση 𝒜 = 𝐶(𝐾), η αντιστοιχία αυτή είναι αμφιμονοσήμα-
ντη: Αν 𝐸 ⊆ 𝐾 είναι κλειστό, το μόνο κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝐶(𝐾) με σύνολο
μηδενισμού 𝑍(𝐽) = 𝐸 είναι το 𝐽 = 𝐼(𝐸). (Απόδειξη: άσκηση.)
Αυτό όμως δεν είναι αλήθεια σε όλες τις κανονικές μεταθετικές άλγεβρες Banach
με μονάδα.

Ορισμός 10.6 Αν𝒜 είναι μια κανονική μεταθετική άλγεβρα Banach με μονάδα,
ένα κλειστό υποσύνολο 𝐸 ⊆ ℳ(𝒜) λέγεται σύνολο σύνθεσης για την 𝒜 αν
το μόνο κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 με σύνολο μηδενισμού 𝑍(𝐽) = 𝐸 είναι το
𝐽 = 𝐼(𝐸).

Αν 𝐸 ⊆ ℳ(𝒜) είναι κλειστό, ορίζουμε

𝐽0(𝐸) = {𝑥 ∈ 𝒜 ∶ υπάρχει ανοικτό 𝑉 ⊇ 𝐸 με ̂𝑥|𝑉 = 0}
και 𝐽(𝐸) = 𝐽0(𝐸) .

Αποδεικνύεται ότι κάθε κλειστό ιδεώδες 𝐽 ⊆ 𝒜 με σύνολο μηδενισμού 𝑍(𝐽) =
𝐸 ικανοποιεί

𝐽(𝐸) ⊆ 𝐽 ⊆ 𝐼(𝐸) .
Επομένως, ένα κλειστό σύνολο 𝐸 ⊆ 𝐾 είναι σύνολο σύνθεσης αν και μόνον αν
𝐽(𝐸) = 𝐼(𝐸), ισοδύναμα αν κάθε συνάρτηση 𝑥 ∈ 𝒜 που η ̂𝑥 μηδενίζεται στο
𝐸 προσεγγίζεται (ως προς τη νόρμα της 𝒜) από ακολουθία (𝑥𝑛) της 𝒜 που οι

̂𝑥𝑛 μηδενίζονται σε περιοχές του 𝐸. Έτσι το πρόβλημα της σύνθεσης είναι ένα
πρόβλημα προσέγγισης,
Για παράδειγμα, ένα κλειστό 𝐸 ⊆ 𝕋 είναι σύνολο σύνθεσης για την άλγε-
βρα Fourier ή Wiener 𝒲 ανν για κάθε 𝑓 ∈ 𝒲 (δηλαδή της μορφής 𝑓(𝑡) =
∑𝑘

̂𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡) που μηδενίζεται στο 𝐸, και κάθε 𝜖 > 0 υπάρχει 𝑔 ∈ 𝒲 (δηλαδή
επίσης της μορφής 𝑔(𝑡) = ∑𝑘 ̂𝑔(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑡) που μηδενίζεται σε μια περιοχή του
𝐸, τέτοια ώστε ∑𝑘 | ̂𝑓(𝑘) − ̂𝑔(𝑘)| < 𝜖.
Το πρόβλημα της σύνθεσης είναι από τα δυσκολότερα της αρμονικής ανάλυ-
σης. Μόλις το 1947 ο L. Schwartz έδωσε το πρώτο παράδειγμα συνόλου στον
ℝ3 που δεν είναι σύνολο σύνθεσης για την 𝐿1(ℝ3) (το συγκεκριμένο παρά-
δειγμα ήταν η μοναδιαία σφαίρα 𝑆2 του ℝ3). Το 1959 P. Malliavin έδειξε ότι
για κάθε αβελιανή τοπικά συμπαγή ομάδα𝐺 που δεν είναι συμπαγής, υπάρχει
𝐸 ⊆ ℳ(𝐿1(𝐺)) που δεν είναι σύνολο σύνθεσης για την 𝐿1(𝐺).
Περισσότερα μπορεί κανείς να βρει στο [6, Κεφάλαιο 8].
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11 𝐶∗ άλγεβρες

11.1 Ενελίξεις

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι ο αξιωματικός χαρακτηρισμός εκείνων των
μεταθετικών αλγεβρών Banach για τις οποίες ο μετασχηματισμός Gelfand εί-
ναι ισομετρία και επί. Μια τέτοια άλγεβρα θα είναι κατ’ ανάγκην ισομετρικά
ισόμορφη, δηλαδή “ίδια” ως άλγεβρα Banach, με την 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Ζητάμε
δηλαδή να χαρακτηρίσουμε ως άλγεβρες Banach (και όχι απλώς ως χώρους
Banach) τις άλγεβρες της μορφής 𝐶(𝐾), όπου Κ συμπαγής και Hausdorff τοπο-
λογικός χώρος.
Παρατήρησε ότι κάθε𝐶(Κ) είναι εφοδιασμένη με μιαν ακόμη εσωτερική πράξη,
την ενέλιξη 𝑓 ⟶ 𝑓∗, όπου 𝑓∗(𝑡) ∶= 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ Κ) . Η ύπαρξη της ενέλιξης μας
επιτρέπει, μεταξύ άλλων, να απομονώσουμε τον πραγματικό υπόχωρο 𝐶𝑅(Κ)
που αποτελείται από τις 𝑓 ∈ 𝐶(Κ)ώστε 𝑓 = 𝑓∗ (τις πραγματικές συναρτήσεις)
και που έχει την ιδιότητα𝐶(Κ) = 𝐶𝑅(Κ)+𝑖𝐶𝑅(Κ) (κάθε μιγαδική συνάρτηση
𝑓 γράφεται κατά μοναδικό τρόπο 𝑓 = 𝑓1 + 𝑖𝑓2, όπου οι 𝑓1 = (𝑓 + 𝑓∗)/2 και
𝑓2 = (𝑓 − 𝑓∗)/2𝑖 ανήκουν στον 𝐶𝑅(Κ). Επιτρέπει επίσης να απομονώσουμε
το σύνολο 𝐶+(Κ) των μη αρνητικών συναρτήσεων: είναι ακριβώς εκείνες οι
𝑓 ∈ 𝐶(Κ) για τις οποίες υπάρχει 𝑔 ∈ 𝐶(Κ) με 𝑔∗𝑔 = 𝑓 .
Υπάρχουν όμως και άλλες άλγεβρες (Banach) που εφοδιάζονται κατά φυσιολο-
γικό τρόπο με μια ενέλιξη, και που τα στοιχεία τους δεν “μοιάζουν” καθόλου
με μιγαδικές συναρτήσεις, οπως η άλγεβρα ℬ(Η) όλων των τελεστών σ’ έναν
χώρο Hilbert Η (βλ. παράδειγμα 5 πιό κάτω).
Οι κοινές ιδιότητες τέτοιων αλγεβρών οδηγούν στους επόμενους ορισμούς:

Ορισμός 11.1 Ενέλιξη (involution) σε μια (μιγαδική) άλγεβρα𝒜 είναι μια απει-
κόνιση 𝑥 ⟶ 𝑥∗ ∶ 𝒜 ⟶ 𝒜 με τις ιδιότητες

(𝑥 + 𝑦)∗ = 𝑥∗ + 𝑦∗

(𝜆𝑥)∗ = 𝜆̄𝑥∗

(𝑥𝑦)∗ = 𝑦∗𝑥∗

(𝑥∗)∗ = 𝑥
για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜆 ∈ ℂ.

Ορισμός 11.2 Μια C∗ άλγεβρα 𝒜 είναι μια άλγεβρα Banach με ενέλιξη που
έχει την ιδιότητα

𝐶∗ ∶ ‖𝑥∗𝑥‖ = ‖𝑥‖2 (𝑥 ∈ 𝒜).
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Παρατήρησε ότι αν μια άλγεβρα𝒜 με ενέλιξη έχει μονάδα 𝟏, τότε κατ’ ανάγκην
𝟏∗ = 𝟏 (γιατί;). Αν επί πλέον η 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα, τότε ‖𝟏‖ = 1 (γιατί;).

Παρατήρηση 11.1 (i) Σε μια 𝐶∗ άλγεβρα 𝒜, η ενέλιξη είναι αυτομάτως συνε-
χής, μάλιστα είναι ισομετρία. Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε ‖𝑥‖2 ≤ ‖𝑥∗𝑥‖ ≤
‖𝑥∗‖.‖𝑥‖, άρα ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥∗‖. Eφαρμόζοντας την ανισότητα αυτή στο 𝑥∗ προκύπτει
‖𝑥∗‖ ≤ ‖𝑥∗∗‖ = ‖𝑥‖. Συνεπώς ‖𝑥∗‖ = ‖𝑥‖.
(ii) Η ανισότητα ‖𝑥‖2 ≤ ‖𝑥∗𝑥‖ (𝑥 ∈ 𝒜) αρκεί για να εξασφαλίσει την ισχύ
της ισότητας 𝐶∗, όταν η νόρμα της άλγεβρας είναι υποπολλαπλασιαστική.
Πράγματι, από την ανισότητα αυτή έπεται, όπως μόλις παρατηρήσαμε, ότι
‖𝑥∗‖ = ‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜, οπότε

‖𝑥‖2 ≤ ‖𝑥∗𝑥‖ ≤ ‖𝑥∗‖.‖𝑥‖ = ‖𝑥‖2

άρα ισχύει ισότητα.

11.1.1 Παραδείγματα

1. Η άλγεβρα Banach ℂ είναι 𝐶∗ άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝜆 ⟶ 𝜆̄.
Έχουμε δείξει (Θεώρημα Gelfand-Mazur) ότι κάθε διαιρετική𝐶∗ άλγεβρα είναι
ισομετρικά ισόμορφη με την ℂ.
2. Η άλγεβρα Banach 𝐶(𝐾) είναι 𝐶∗ άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝑓 ⟶ 𝑓∗,
όπου 𝑓∗(𝑡) ∶= 𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐾). Πράγματι, οι αλγεβρικές ιδιότητες είναι προφα-
νείς, και

‖𝑓∗𝑓‖∞ = sup{|𝑓∗(𝑡)𝑓(𝑡)| ∶ 𝑡 ∈ 𝐾} = sup{|𝑓(𝑡)|2 ∶ 𝑡 ∈ 𝐾} = ‖𝑓‖2
∞.

Θα δείξουμε (Θεώρημα Gelfand-Naimark) ότι κάθε μεταθετική 𝐶∗ άλγεβρα με
μονάδα είναι ισομετρικά *-ισόμορφη (δηλαδή ο ισομορφισμός διατηρεί και την
ενέλιξη) με κάποιον 𝐶(Κ).
3. Η απεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓∗ που ορίσαμε στο (2) δεν είναι εσωτερική πράξη
στην Α(𝔻) (αν 𝑓 ∈ Α(𝔻), η 𝑓∗ δεν είναι ολόμορφη, εκτός αν είναι σταθερή).
Δηλαδή η Α(𝔻) είναι Banach υπάλγεβρα της 𝐶(𝔻), όχι όμως 𝐶∗- υπάλγεβρα.
Η απεικόνιση 𝑓 ⟶ 𝑓# όπου 𝑓#(𝑧) = 𝑓∗( ̄𝑧) (𝑧 ∈ 𝔻) είναι ενέλιξη στην
Α(𝔻), και μάλιστα ισομετρική (γιατί;). Δεν ικανοποιεί ομως την ιδιότητα 𝐶∗.
Παραδείγματος χάριν, αν 𝑓(𝑧) = exp(𝑖𝑧), έχουμε 𝑓#(𝑧) = exp(−𝑖𝑧), άρα
‖𝑓𝑓#‖ = ‖𝟏‖ = 1, αλλά ‖𝑓‖ ≥ |𝑓(−𝑖)| = 𝑒, άρα ‖𝑓𝑓#‖ ≠ ‖𝑓‖2.
4. Αν Χ είναι τοπικά συμπαγής χώρος Hausdorff, η άλγεβρα Banach 𝐶𝑜(𝑋)
είναι 𝐶∗ -άλγεβρα ως προς την ενέλιξη 𝑓 ⟶ ̄𝑓 .
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Το ίδιο ισχύει και για τις άλγεβρες Banach ℓ∞(Γ) και 𝐿∞(Ω, 𝒮, 𝜇).
5. Έστω Η μιγαδικός χώρος Hilbert. Ξέρουμε ήδη ότι ο χώρος ℬ(Η) όλων των
γραμμικών και φραγμένων τελεστών Τ ∶ Η ⟶ Η αποτελεί άλγεβρα Banach με
πολλαπλασιασμό την σύνθεση απεικονίσεων, μονάδα τον ταυτοτικό τελεστή Ι
και νόρμα

‖Τ‖ ∶= sup{‖𝑇 𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝐻, ‖𝑥‖ ≤ 1}.
Εκμεταλλευόμενοι την δομή του χώρου Hilbert, μπορούμε να ορίσουμε μια ενέ-
λιξη στον ℬ(Η) ως εξής:
Για κάθε Τ ∈ ℬ(Η) υπάρχει μοναδικός Τ∗ ∈ ℬ(Η) (ο συζυγής του Τ) ώστε

⟨𝑇 ∗𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻).

Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ Η η απεικόνιση

𝑓𝑥 ∶ 𝑦 ⟶ ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ ∶ 𝐻 ⟶ ℂ

είναι προφανώς γραμμική, και είναι φραγμένη γιατί

|𝑓𝑥(𝑦)| = |⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩| ≤ ‖𝑥‖.‖𝑇 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑇 ‖.‖𝑦‖.

Aπο το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz, υπάρχει μοναδικό 𝑧𝑥 ∈ Η ώστε

⟨𝑦, 𝑧𝑥⟩ = 𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩

δηλαδή ⟨𝑧𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ για κάθε 𝑦 ∈ Η. Ελέγχεται εύκολα ότι η απεικόνιση
Τ∗ ∶ Η ⟶ Η ∶ 𝑥 ⟶ 𝑧𝑥 είναι γραμμική, και η ανισότητα ‖𝑧𝑥‖ = ‖𝑓𝑥‖ ≤
‖Τ‖.‖𝑥‖ δείχνει ότι είναι φραγμένη, δηλαδή Τ∗ ∈ ℬ(Η). Η μοναδικότητα του
Τ∗ είναι εύκολη άσκηση.
[ Σημειώνουμε ότι η έννοια του συζυγούς τελεστή συνδέεται, αλλά δεν ταυτί-
ζεται με την έννοια του δυικού τελεστή που ορίζεται σε κάθε χώρο Banach. Aν
Τ ∈ ℬ(Ε), όπου Ε χώρος Banach, ο δυικός τελεστής ανήκει στον ℬ(Ε∗) και όχι
στον ℬ(Ε). ]
Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι η απεικόνιση Τ ⟶ Τ∗ είναι ενέλιξη στον ℬ(Η).
Ελέγχουμε ότι ικανοποιεί την ιδιότητα 𝐶∗: Για κάθε 𝑥 ∈ Η,

‖𝑇 𝑥‖2 = ⟨𝑇 𝑥, 𝑇 𝑥⟩ = ⟨𝑇 ∗𝑇 𝑥, 𝑥⟩ ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 𝑥‖.‖𝑥‖ ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 ‖.‖𝑥‖2,

επομένως ‖𝑇 ‖2 ≤ ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ για κάθε Τ ∈ ℬ(Η). Οπως έχουμε ήδη παρατηρήσει,
η ανισότητα αυτή συνεπάγεται την ισότητα ‖𝑇 ‖2 = ‖𝑇 ∗𝑇 ‖ για κάθεΤ ∈ ℬ(Η).
Συμπέρασμα: Η άλγεβρα ℬ(Η) είναι (εν γένει μη μεταθετική) 𝐶∗ άλγεβρα με
μονάδα.
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Κάθε ‖.‖-κλειστή *-υπάλγεβρα 𝒜 του ℬ(Η) (δηλαδή τέτοια ώστε Τ ∈ 𝒜 ⟹
Τ∗ ∈ 𝒜) είναι, φυσικά,𝐶∗ άλγεβρα. Το αξιοσημείωτο (που δεν θα αποδείξουμε
εδώ) είναι ότι ισχύει το αντίστροφο:

Θεώρημα 11.2 (Gelfand - Naimark) Κάθε 𝐶∗ άλγεβρα (μεταθετική ή όχι) εί-
ναι ισομετρικά *-ισόμορφη με μια ‖ ⋅ ‖-κλειστή *-υπάλγεβρα κάποιου ℬ(Η).

11.1.2 Η Μοναδοποίηση

Θα δείξουμε ότι κάθε 𝐶∗ άλγεβρα χωρίς μονάδα εμφυτεύεται ισομετρικά ως
μεγιστικό ιδεώδες σε μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα.
Έστω (𝒜, ‖ ⋅ ‖) μια 𝐶∗ -άλγεβρα χωρίς μονάδα (δεν υποθέτω ότι η 𝒜 είναι
μεταθετική). Είναι εύκολο να ελέγξει κανείς ότι η μοναδοποιημένη άλγεβρα
𝒜1 ∶= 𝒜 ⊕ ℂ εφοδιάζεται με την ενέλιξη (𝑥, 𝜆)∗ = 𝑥∗ + 𝜆̄ ((𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1).
Ξέρουμε ότι η𝒜1 γίνεται άλγεβραBanach αν εφοδιασθεί με την νόρμα ‖⋅‖1 όπου
‖(𝑥, 𝜆)‖1 = ‖𝑥‖ + |𝜆| (𝑥 ∈ 𝒜, 𝜆 ∈ ℂ). Η ‖ ⋅ ‖1 δεν ικανοποιεί²⁰ την ιδιότητα
𝐶∗. Υπάρχει όμως μία (ισοδύναμη) νόρμα στην 𝒜1 ως προς την οποία γίνεται
𝐶∗ άλγεβρα. Η νόρμα αυτή είναι η ‖ ⋅ ‖𝜋 όπου 𝜋 είναι η κανονική αριστερή
παράσταση της 𝒜 στον χώρο Banach 𝒜, δηλαδή 𝜋(𝑥)𝑦 = 𝑥𝑦 (βλ. Πρόταση
3.3). Επειδή η 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα, η 𝜋 είναι ισομετρική: πράγματι, για κάθε
𝑥 ∈ 𝒜,

‖𝑥‖2 = ‖𝑥𝑥∗‖ = ‖𝜋(𝑥)(𝑥∗)‖ ≤ ‖𝜋(𝑥)‖.‖𝑥∗‖ = ‖𝜋(𝑥)‖.‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖.‖𝑥‖

άρα ‖𝜋(𝑥)‖ = ‖𝑥‖. Επομένως, όπως παρατηρήσαμε στην παράγραφο 3.2, αν
ορίσουμε τη νόρμα

‖(𝑥, 𝜆)‖𝜋 ∶= ‖𝜋(𝑥) + 𝜆Ι‖ = sup{‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖ ∶ 𝑦 ∈ 𝒜, ‖𝑦‖ ≤ 1}

η (𝒜, ‖ ⋅ ‖𝜋) γίνεται άλγεβρα Banach με μονάδα.
Ισχυρισμός Με τον ορισμό (𝑥, 𝜆)∗ = 𝑥∗ + 𝜆̄, η (𝒜1, ‖ ⋅ ‖𝜋) είναι 𝐶∗-άλγεβρα.
Απόδειξη Το μόνο που μένει να ελεγχθεί είναι η ιδιότητα 𝐶∗:
Έστω 𝑎 = (𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1. Για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 με ‖𝑦‖ ≤ 1 θεωρούμε το στοιχείο

(𝑦, 0)∗(𝑥, 𝜆)∗(𝑥, 𝜆)(𝑦, 0) = ((𝑥, 𝜆)(𝑦, 0))∗((𝑥, 𝜆)(𝑦, 0))
= ((𝑥𝑦 + 𝜆𝑦)∗(𝑥𝑦 + 𝜆𝑦), 0) = (𝑧∗𝑧, 0) ∈ 𝒜1

²⁰Αν παραδείγματος χάριν 𝑥 = 𝑥∗ ∈ 𝒜 τότε ‖(𝑥, 𝑖)∗(𝑥, 𝑖)‖1 = ‖𝑥‖2 + 1 ενώ ‖(𝑥, 𝑖)‖2
1 =

(‖𝑥‖ + 1)2.
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όπου το 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝜆𝑦 ανήκει στην 𝒜 (που ικανοποιεί την ιδιότητα 𝐶∗), άρα
‖𝑧‖2 = ‖𝑧∗𝑧‖. Αλλά ‖𝑧∗𝑧‖ = ‖𝜋(𝑧∗𝑧)‖ = ‖(𝑧∗𝑧, 0)‖𝜋. Έχω λοιπόν

‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖2 = ‖𝑧‖2 = ‖𝑧∗𝑧‖ = ‖(𝑧∗𝑧, 0)‖𝜋 = ‖(𝑦, 0)∗(𝑥, 𝜆)∗(𝑥, 𝜆)(𝑦, 0)‖𝜋
≤ ‖(𝑦, 0)‖𝜋‖𝑎∗𝑎‖𝜋‖(𝑦, 0)‖𝜋 ≤ ‖𝑎∗𝑎‖𝜋 .

Επομένως

‖𝑎‖2
𝜋 = sup{‖𝑥𝑦 + 𝜆𝑦‖2 ∶ 𝑦 ∈ 𝒜, ‖𝑦‖ ≤ 1} ≤ ‖𝑎∗𝑎‖𝜋

και επομένως ισχύει ισότητα (Παρατήρηση 11.1). 2

11.2 Το Θεώρημα Gelfand-Naimark

Θεώρημα 11.3 Αν 𝒜 είναι μεταθετική 𝐶∗-άλγεβρα με μονάδα, τότε ο μετα-
σχηματισμός Gelfand 𝒢 ∶ 𝒜 ⟶ 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗) είναι ισομετρία επί και διατηρεί
την ενέλιξη, δηλαδή (𝒢𝑥)∗ = 𝒢(𝑥∗) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜.

Χωρίζουμε την απόδειξη σε μερικά λήμματα:

Λήμμα 11.4 (i) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 και 𝑥 = 𝑥∗, τότε 𝜑(𝑥) ∈ ℝ για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜).
(ii) Για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 και 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), ισχύει 𝜑(𝑦∗) = 𝜑(𝑦).

Απόδειξη (i) Θυμίζω ότι ‖𝜑‖ = 𝜑(𝟏) = 1. Έστω 𝑛 ∈ ℤ και 𝑦 = 𝑥 + 𝑖𝑛𝟏. Θέτω
𝜑(𝑥) = 𝛼 + 𝑖𝛽 με 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. Τότε 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝑖𝑛𝜙(𝟏) = 𝛼 + 𝑖(𝛽 + 𝑛), οπότε

𝛼2 + (𝛽 + 𝑛)2 = |𝜑(𝑦)|2 ≤ ‖𝑦‖2 = ‖𝑦∗𝑦‖ = ‖(𝑥 − 𝑖𝑛𝟏)(𝑥 + 𝑖𝑛𝟏)‖
= ‖𝑥2 + 𝑛2𝟏‖ ≤ ‖𝑥‖2 + 𝑛2

άρα 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛽𝑛 ≤ ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑛 ∈ ℤ, πράγμα που δεν μπορεί να συμβεί
παρά μόνον αν 𝛽 = 0, δηλαδή 𝜑(𝑥) ∈ ℝ.
(ii) Κάθε 𝑦 ∈ 𝒜 γράφεται μοναδικά 𝑦 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2 με 𝑦∗

𝑖 = 𝑦𝑖 (όπου 𝑦1 =
(𝑦 + 𝑦∗)/2, 𝑦2 = (𝑦 − 𝑦∗)/2𝑖). Από το (i) έχουμε 𝜑(𝑦𝑖) ∈ ℝ. Συνεπώς

𝜑(𝑦∗) = 𝜑(𝑦1 − 𝑖𝑦2) = 𝜑(𝑦1) − 𝑖𝜑(𝑦2) = 𝜑(𝑦1) + 𝑖𝜑(𝑦2) = 𝜑(𝑦). 2

Παρατήρηση Στην απόδειξη του Λήμματος, οι μόνες ιδιότητες του 𝜑 που χρη-
σιμοποιήθηκαν είναι ότι 𝜑(𝟏) = 1 και ότι ‖𝜑‖ = 1. Επομένως το συμπέρασμα
του Λήμματος ισχύει για κάθε γραμμική απεικόνιση 𝜑 ∶ 𝒜 ⟶ ℂ που έχει αυ-
τές τις δύο ιδιότητες. Μάλιστα, είναι φανερό ότι αρκεί η ιδιότητα ‖𝜑‖ = 𝜑(𝟏).
Παρατήρησε επίσης ότι η μεταθετικότητα της 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 δεν χρησιμοποι-
ήθηκε.
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Λήμμα 11.5 Για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 ισχύει ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥).

Απόδειξη Από την ιδιότητα 𝐶∗ έχουμε

‖𝑥‖4 = ‖𝑥∗𝑥‖2 = ‖(𝑥∗𝑥)∗(𝑥∗𝑥)‖ = ‖(𝑥∗𝑥)2‖.

Αλλά η 𝒜 είναι μεταθετική, άρα (𝑥∗𝑥)2 = 𝑥∗𝑥𝑥∗𝑥 = 𝑥∗𝑥∗𝑥𝑥 = (𝑥2)∗𝑥2,
επομένως

‖𝑥‖4 = ‖(𝑥2)∗𝑥2‖ = ‖𝑥2‖2.
Mε επαγωγή βρίσκουμε, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑥‖2𝑛 = ‖𝑥2𝑛‖. Αρα

𝜌(𝑥) = lim
𝑚

‖𝑥𝑚‖1/𝑚 = lim
𝑛

‖𝑥2𝑛‖1/2𝑛 = ‖𝑥‖. 2

Απόδειξη του Θεωρήματος 11.3Από το Λήμμα 11.4 προκύπτει ότι ο μετασχη-
ματισμός Gelfand διατηρεί την ενέλιξη: Πράγματι, αν 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε

𝒢(𝑥∗)(𝜑) = 𝜑(𝑥∗) = 𝜑(𝑥) = 𝒢(𝑥)(𝜑) = (𝒢𝑥)∗(𝜑)

για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒜), άρα 𝒢(𝑥∗) = (𝒢𝑥)∗.
Από το Λήμμα 11.5 έχουμε ότι

‖ ̂𝑥‖∞ = 𝜌(𝑥) = ‖𝑥‖

για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜. Επομένως ο μετασχηματισμός Gelfand είναι ισομετρία της
𝒜 επί της εικόνας του 𝒜, η οποία, συνεπώς, είναι ‖ ⋅ ‖∞-κλειστή υπάλγεβρα
της 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Η 𝒜 περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις. Επίσης, χωρίζει
τα σημεία του ℳ(𝒜): πράγματι αν 𝜑, 𝜓 ∈ ℳ(𝒜) και ̂𝑥(𝜑) = ̂𝑥(𝜓), δηλαδή
𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥), για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜, τότε 𝜑 = 𝜓. Τέλος, αν 𝑓 = ̂𝑥 ∈ 𝒜, τότε η
𝑓∗ = 𝒢(𝑥∗) ανήκει επίσης στην 𝒜.
Δηλαδή η 𝒜 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος Stone - Weierstrass (μι-
γαδική μορφή) και επομένως ισούται με την 𝐶(ℳ(𝒜), 𝑤∗). 2

Παρατήρηση 11.6 Από το θεώρημα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οι άλ-
γεβρες Banach 𝐴(𝔻) και ℓ1(ℤ) δεν είναι C*-άλγεβρες. Για την ακρίβεια, δεν
υπάρχουν ενελίξεις στις άλγεβρες αυτές με τις οποίες να γίνονται C*-άλγεβρες.
Γιατί αν πχ. η𝐴(𝔻) ήταν C*-άλγεβρα, τότε ο μετασχηματισμόςGelfand θα ήταν
ισομορφισμός επί της άλγεβρας 𝐶(𝐾), όπου 𝐾 ο χώρος των χαρακτήρων της
𝐴(𝔻). Όμως έχουμε δείξει (Παράγραφος 10.3) ότι ο μετασχηματισμός Gelfand
για την 𝐴(𝔻) δεν είναι επί. Το ίδιο και για την άλγεβρα ℓ1(ℤ).
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Πρόταση 11.7 Αν 𝒜1, 𝒜2 είναι μεταθετικές C*-άλγεβρες με μονάδα, τα ακό-
λουθα είναι ισοδύναμα

1. Οι C*-άλγεβρες 𝒜1 και 𝒜2 είναι ισομετρικά *-ισόμορφες.

2. Οι άλγεβρες 𝒜1 και 𝒜2 είναι αλγεβρικά ισόμορφες.

3. Οι τοπολογικοί χώροι ℳ(𝒜1) και ℳ(𝒜2) είναι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη (1) ⇒ (2) Προφανές.

(2) ⇒ (3) Έστω 𝑇 ∶ 𝒜1 → 𝒜2 αλγεβρικός ισομορφισμός.
Για κάθε 𝜓 ∈ ℳ(𝒜2), θεωρούμε την απεικόνιση

𝜓 ∘ 𝑇 ∶ 𝒜1 → 𝒜2 → ℂ.

Είναι σύνθεση μορφισμών, άρα μορφισμός, και δεν μηδενίζεται, γιατί
𝜓(𝑇 (𝟏)) = 𝜓(𝟏) = 1. Δηλαδή𝜓∘𝑇 ∈ ℳ(𝒜2). Ορίζεται λοιπόν μια απεικόνιση

𝜔 ∶ ℳ(𝒜2) → ℳ(𝒜1) ∶ 𝜓 → 𝜓 ∘ 𝑇 .

Η 𝜔 είναι 1-1, γιατί αν 𝜓 ∘ 𝑇 = 𝜓1 ∘ 𝑇 τότε 𝜓 = 𝜓1 αφού η 𝑇 είναι 1-1.
Η𝜔 είναι επί, γιατί για κάθε 𝜙 ∈ ℳ(𝒜1), αν𝜓 = 𝜙∘𝑇 −1, ο𝜓 είναι χαρακτήρας
της 𝒜2 και 𝜔(𝜓) = 𝜙 .
Τέλος η 𝜔 είναι συνεχής ως προς τις ασθενείς-* τοπολογίες, γιατί αν 𝜓𝑖, 𝜓 ∈
ℳ(𝒜2) και 𝜓𝑖

𝑤∗→ 𝜓, δηλαδή 𝜓𝑖(𝑏)→𝜓(𝑏) για κάθε 𝑏 ∈ 𝒜2, τότε για κάθε
𝑎 ∈ 𝒜1 έχουμε

𝜔(𝜓𝑖)(𝑎) = 𝜓𝑖(𝑇 (𝑎)) → 𝜓(𝑇 (𝑎)) = 𝜔(𝜓)(𝑎) ,

δηλαδή 𝜔(𝜓𝑖) 𝑤∗→ 𝜔(𝜓). Με τον ίδο τρόπο φαίνεται ότι και η 𝜔−1 είναι συνεχής.

(3) ⇒ (1) Υποθέτουμε ότι υπάρχει ομοιομορφισμός

𝛾 ∶ 𝐾2 ∶= ℳ(𝒜2) → ℳ(𝒜1) ∶= 𝐾1 .

Τότε για κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) η συνάρτηση 𝑓 ∘𝛾 ∶ 𝐾2 → ℂ είναι συνεχής (σύνθεση
συνεχών συναρτήσεων). Έτσι ορίζεται μια απεικόνιση

𝑇1 ∶ 𝐶(𝐾1) → 𝐶(𝐾2) ∶ 𝑓 → 𝑓 ∘ 𝛾 .

Ελέγχεται εύκολα ότι η απεικόνιση αυτή είναι 1-1 και επί, με αντίστροφη την
𝑔 → 𝑔 ∘ 𝛾−1.
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Είναι επίσης άμεσο ότι η 𝑇1 διατηρεί το άθροισμα το γινόμενο και την ενέλιξη:
(𝑓1 +𝑓2) ∘𝛾 = 𝑓1 ∘𝛾 +𝑓2 ∘𝛾, (𝑓1 ⋅ 𝑓2) ∘𝛾 = (𝑓1 ∘𝛾) ⋅ (𝑓2 ∘𝛾), 𝑓 ∘ 𝛾 = 𝑓 ∘𝛾 .
Τέλος, η 𝑇1 διατηρεί και τη νόρμα:

‖𝑇1(𝑓)‖ = sup{𝑓(𝛾(𝑡)) ∶ 𝑡 ∈ 𝐾2} = sup{𝑓(𝑠) ∶ 𝑠 ∈ 𝐾1} = ‖𝑓‖

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι η 𝛾 απεικονίζει τον 𝐾2 επί του 𝐾1.
Δηλαδή, η 𝑇1 είναι ένας ισομετρικός *-ισομορφισμός από την 𝐶(𝐾1) επί της
𝐶(𝐾2).
Όμως, από τo θεώρημα Gelfand-Naimark ξέρουμε ότι, για 𝑖 = 1, 2, ο μετασχη-
ματισμός Gelfand 𝒢𝑖 απεικονίζει την μεταθετική C*-άλγεβρα 𝒜𝑖 ισομετρικά
και *-ισομορφικά επί της 𝐶(𝐾𝑖). Επομένως η σύνθεση

𝑇 ∶ 𝒜1
𝒢1→ 𝐶(𝐾1)

𝑇1→ 𝐶(𝐾2)
𝒢−1

2→ 𝒜2

είναι ένας ισομετρικός *-ισομορφισμός από την 𝒜1 επί της 𝒜2.

11.3 Μεταθετικές 𝐶∗-άλγεβρες χωρίς μονάδα

Αν𝒜 είναι μεταθετική𝐶∗-άλγεβρα χωρίς μονάδα, η μοναδοποίηση της,𝒜1, με
την νόρμα που ορίσθηκε στην 11.1.2, είναι μεταθετική𝐶∗ -άλγεβρα με μονάδα,
επομένως ο μετασχηματισμόςGelfand 𝑎 ⟶ ̂𝑎 είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός
της 𝒜1 επί της 𝐶(Κ1), όπου Κ1 το σύνολο ℳ(𝒜1) των χαρακτήρων της 𝒜1
με την ασθενή-* τοπολογία.
Παρατήρησε ότι η𝒜 είναι μεγιστικό ιδεώδες της𝒜1, επομένως (Θεώρημα 10.7)
υπάρχει μοναδικό 𝜑∞ ∈ Κ1 ώστε ker 𝜑∞ = 𝒜. Κάθε άλλος χαρακτήρας
της 𝒜1, περιοριζόμενος στην 𝒜, ορίζει έναν χαρακτήρα της 𝒜. Αντίστροφα
κάθε χαρακτήρας 𝜑 της 𝒜 επεκτείνεται μοναδικά σε έναν χαρακτήρα 𝜑̃ της
𝒜1 θέτοντας 𝜑̃(𝑥, 𝜆) ∶= 𝜑(𝑥)+𝜆. Δηλαδή αν ονομάσουμε𝐾𝑜 ⊆ 𝐾1 το σύνολο
των χαρακτήρων της 𝒜1 που δεν μηδενίζουν την 𝒜, έχουμε 𝐾1 = 𝐾𝑜 ∪ {𝜑∞}
και 𝐾𝑜 = {𝜑̃ ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒜)}.
Ισχυρισμός Αν 𝐾 είναι ο τοπολογικός χώρος (ℳ(𝒜), 𝑤∗), τότε ο 𝐾 είναι
ομοιομορφικός με τον 𝐾𝑜.

Πράγματι, αν 𝜑𝑖, 𝜑 ∈ 𝐾 τότε 𝜑𝑖(𝑥) ⟶ 𝜑(𝑥) για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 αν και μόνον αν
𝜑̃𝑖(𝑥, 𝜆) ⟶ 𝜑̃(𝑥, 𝜆) για κάθε (𝑥, 𝜆) ∈ 𝒜1. Άρα η απεικόνιση 𝜑 → 𝜑̃ ∶ 𝐾 →
𝐾𝑜 είναι ομοιομορφισμός.
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Παρατήρησε ότι για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 και 𝜑 ∈ 𝐾 ισχύει 𝜑̃(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥). Επομέ-
νως, αν ταυτίσουμε τους χώρους 𝐾 και 𝐾𝑜 (μέσω της απεικόνισης 𝜑 → 𝜑̃), ο
μετασχηματισμός Gelfand 𝑥 → ̂𝑥 του 𝑥 (ως προς την 𝒜) δεν είναι παρά ο πε-
ριορισμός του μετασχηματισμού Gelfand (𝑥, 0) → (̂𝑥, 0) (ως προς την 𝒜1) στον
𝐾𝑜, δηλαδή

(̂𝑥, 0)(𝜑̃) = ̂𝑥(𝜑) 𝜑 ∈ 𝐾.
Είναι φανερό ότι οι συναρτήσεις (̂𝑥, 0) με 𝑥 ∈ 𝒜 είναι ακριβώς εκείνες οι συ-
ναρτήσεις 𝑓 ∈ 𝐶(Κ1) με την ιδιότητα 𝑓(𝜑∞) = 0. Πράγματι κάθε 𝑓 ∈ 𝐶(Κ1)
είναι της μορφής 𝑓 = ̂𝑎 για ένα (μοναδικό) 𝑎 ∈ 𝒜1, και ισχύει ̂𝑎(𝜑∞) = 0 αν
και μόνον αν 𝜑∞(𝑎) = 0, δηλαδή αν και μόνον 𝑎 ∈ 𝒜.
Επομένως η 𝒜 είναι ισομετρική και *-ισομορφική με την 𝐶∗-άλγεβρα
{𝑓 ∈ 𝐶(Κ1) ∶ 𝑓(𝜑∞) = 0}.
Αλλά η απεικόνιση 𝑓 → 𝑓|𝐾𝑜

είναι ισομετρικός ισομορφισμός της
{𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) ∶ 𝑓(𝜙∞) = 0} επί της 𝐶𝑜(𝐾𝑜).
Πράγματι: αν μία 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾1) μηδενίζεται στο σημείο 𝜙∞ τότε (αφού είναι συ-
νεχής στο 𝜙∞) για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει ανοικτή περιοχή 𝑈 ⊆ 𝐾1 του 𝜙∞ ώστε
|𝑓(𝜓)| < 𝜀 για κάθε 𝜓 ∈ 𝑈 . Θέτοντας Ω = 𝑈𝑐, που είναι συμπαγές υποσύνολο
του 𝐾𝑜, βλέπουμε ότι 𝑓|𝐾𝑜

∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜) (και φυσικά ‖𝑓‖∞ = ‖𝑓|𝐾𝑜
‖∞).

Αντίστροφα, κάθε 𝑔 ∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜) επεκτείνεται στο 𝐾1 θέτοντας 𝑔(𝜑∞) = 0, και
η επέκταση είναι συνεχής στο 𝜑∞, γιατί για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝐾𝜀 ⊆ 𝐾𝑜
συμπαγές ώστε |𝑔(𝜓)| < 𝜀 για κάθε 𝜓 ∉ 𝐾𝜀 (αφού 𝑔 ∈ 𝐶𝑜(𝐾𝑜)), δηλαδή
υπάρχει ανοικτή περιοχή 𝑈 = (𝐾𝜀)𝑐 του 𝜑∞ όπου |𝑔(𝜓)| < 𝜀.
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το

Θεώρημα 11.8 Αν 𝒜 μεταθετική 𝐶∗-άλγεβρα, ο μετασχηματισμός Gelfand εί-
ναι ισομετρικός *-ισομορφισμός της𝒜 επί της𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗). H𝒜 έχει μονάδα
αν και μόνον αν ο ℳ(𝒜) είναι 𝑤∗-συμπαγής.

Απόδειξη Αν η 𝒜 δεν έχει μονάδα, τότε, οπως δείξαμε παραπάνω, είναι ισο-
μετρικά *-ισόμορφη με την 𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗). Επεται ότι ο ℳ(𝒜) δεν είναι 𝑤∗-
συμπαγής γιατί αν ήταν, η σταθερή συνάρτηση𝟏 θαανήκε στην𝐶𝑜(ℳ(𝒜), 𝑤∗),
άρα η 𝒜 θα είχε μονάδα. Αν πάλι η 𝒜 έχει μονάδα, τότε ο ℳ(𝒜) είναι συμπα-
γής, άρα 𝐶𝑜(ℳ(𝒜)) = 𝐶(ℳ(𝒜)) και το αποτέλεσμα έπεται από το 11.3. 2
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11.4 Ο συναρτησιακός λογισμός για συνεχείς συναρτήσεις

Εγκαταλείπουμε τώρα τις μεταθετικές 𝐶∗ άλγεβρες, και ενδιαφερόμαστε να
εφαρμόσουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα σε τυχαίες 𝐶∗ άλγεβρες.
Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα και 𝑥 ∈ 𝒜. Αν 𝑝 είναι πολυώνυμο, η απει-
κόνιση 𝑝 ⟶ 𝑝(𝑥) είναι μορφισμός από την άλγεβρα των πολυωνύμων στην
𝒜. Με άλλα λόγια (δοθέντος του 𝑥 ∈ 𝒜) είναι ένας “κανόνας υπολογισμού”
(calculus) του στοιχείου 𝑝(𝑥) ∈ 𝒜 συναρτήσει του 𝑝. Η Θεωρία Gelfand επιτρέ-
πει, οπως θα δούμε, να επεκτείνουμε αυτόν τον κανόνα υπολογισμού από τα
πολυώνυμα σε κάποιες συνεχείς συναρτήσεις που προσεγγίζονται από πολυώ-
νυμα²¹. Οι συναρτήσεις αυτές θα έχουν πεδίο ορισμού το φάσμα του στοιχείου
𝑥. Για να εφαρμόσουμε εδώ την μεταθετική θεωρία, είναι αναγκαίο να δείξουμε
ότι, σε 𝐶∗ άλγεβρες, το φάσμα δεν εξαρτάται από την άλγεβρα:

Λήμμα 11.9 Αν 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα 𝟏 και ℬ είναι 𝐶∗-υπάλγεβρα
της 𝒜 με 𝟏 ∈ ℬ, τότε για κάθε 𝑥 ∈ ℬ ισχύει 𝜎𝒜(𝑥) = 𝜎ℬ(𝑥).

Απόδειξη Αρκεί (γιατί;) να δείξουμε ότι αν το 𝑥 ∈ ℬ έχει αντίστροφο 𝑥−1

στην 𝒜, τότε το 𝑥−1 είναι στοιχείο της ℬ.
Υποθέτουμε πρώτα ότι 𝑥 = 𝑥∗, και ονομάζουμε 𝒞 = 𝐶∗(𝑥) την μικρότερη
𝐶∗ υπάλγεβρα της 𝒜 που περιέχει το 𝑥 και την 𝟏 (είναι η κλειστή θήκη του
συνόλου των πολυωνύμων του 𝑥). Είναι φανερό ότι 𝒞 ⊆ ℬ, και ότι η 𝒞 είναι
μεταθετική 𝐶∗ άλγεβρα. Θα δείξω ότι το 𝑥 είναι αντιστρέψιμο στοιχείο της
𝒞. Από το Λήμμα 11.4 γνωρίζουμε ότι 𝜑(𝑥) ∈ ℝ για κάθε 𝜑 ∈ ℳ(𝒞), άρα
𝜎𝒞(𝑥) = {𝜑(𝑥) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒞)} ⊆ ℝ. Συνεπώς, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, το στοιχείο
𝑥𝑛 ∶= 𝑥− 𝑖𝑛𝟏 είναι αντιστρέψιμο στην𝒞, άρα και στην𝒜. Επειδή lim𝑛 𝑥𝑛 = 𝑥
και η πράξη 𝑦 → 𝑦−1 είναι συνεχής στο σύνολο Inv(𝒜), η ακολουθία ((𝑥𝑛)−1)𝑛
είναι βασική και αποτελείται από στοιχεία της 𝒞. Επομένως και το όριό της,
𝑥−1, θα ανήκει στην 𝒞 και άρα στην ℬ.
Για την γενική περίπτωση θέτω 𝑦 = 𝑥∗𝑥 και παρατηρώ ότι, αφού το 𝑥 είναι
αντιστρέψιμο στην𝒜, το ίδιο ισχύει για το 𝑦 (γιατί𝑥−1(𝑥−1)∗.𝑦 = 𝑦.𝑥−1(𝑥−1)∗ =
𝟏). Από την προηγούμενη παράγραφο, το 𝑦−1 ανήκει στην ℬ. Επειδή 𝟏 =
𝑦−1(𝑥∗𝑥) = (𝑦−1𝑥∗)𝑥, η μοναδικότητα του αντιστρόφου δείχνει τώρα ότι𝑥−1 =
𝑦−1𝑥∗, που ανήκει στην ℬ. 2

Πόρισμα 11.10 Έστω 𝒜 μια 𝐶∗-άλγεβρα.

²¹ Η επέκταση αυτή δεν προϋποθέτει τον συναρτησιακό λογισμό για ολόμορφες συναρτήσεις.
Θα συγκρίνουμε τους δύο λογισμούς στο τέλος της παραγράφου.
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(i) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι φυσιολογικό (normal) (δηλ. αν 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗) τότε ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥).
(ii) Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι αυτοσυζυγές (δηλαδή αν 𝑥 = 𝑥∗), τότε 𝜎(𝑥) ⊆ ℝ.

Απόδειξη Περνώντας εν ανάγκη στην μοναδοποίηση, μπορώ να υποθέσω ότι
η 𝒜 έχει μονάδα. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 είναι φυσιολογικό, η 𝐶∗-υπάλγεβρα 𝒞 = 𝐶∗(𝑥)
που παράγεται από το 𝑥 είναι μεταθετική, άρα ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥) από το Λήμμα 11.5.
Το (ii) είναι άμεσο από το προηγούμενο Λήμμα και την απόδειξή του. 2

Παρατήρηση Η σχέση ‖𝑥‖ = 𝜌(𝑥) δεν ισχύει βέβαια εν γένει για τυχαία
στοιχεία μιάς (μη μεταθετικής) 𝐶∗ άλγεβρας (π.χ. μπορεί 𝑥2 = 0). Παρόλα
αυτά, από το Λήμμα έπεται ότι σε μια 𝐶∗ άλγεβρα 𝒜 η νόρμα καθορίζεται μο-
ναδικά από την αλγεβρική δομή της 𝒜. Πράγματι, για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε
‖𝑥‖2 = ‖𝑥∗𝑥‖ = 𝜌(𝑥∗𝑥):

‖𝑥‖2 = sup{|𝜆| ∶ 𝜆 ∈ 𝜎(𝑥∗𝑥)} .

Δηλαδή η ‖𝑥‖2 ισούται με το supremum των απολύτων τιμών των στοιχείων
του φάσματος 𝜎(𝑥∗𝑥), που είναι ένα καθαρά αλγεβρικό αντικείμενο. Από την
παρατήρηση αυτή συμπεραίνουμε ότι οι απεικονίσεις μεταξύ𝐶∗ αλγεβρών που
διατηρούν την αλγεβρική δομή είναι αυτομάτως συνεχείς. Συγκεκριμένα

Πρόταση 11.11 (Αυτόματη συνέχεια μορφισμών) Αν𝒜,ℬ είναι𝐶∗ άλγεβρες
με μονάδα²² και 𝜑 ∶ 𝒜 ⟶ ℬ είναι *-μορφισμός, τότε ο 𝜑 είναι συνεχής και μά-
λιστα ‖𝜑‖ ≤ 1. Αν ο 𝜑 είναι *-ισομορφισμός, τότε είναι ισομετρία.

Απόδειξη Παρατηρώ ότι το 𝜑(𝟏) είναι μονάδα της *-άλγεβρας 𝜑(𝒜), άρα και
της κλειστής της θήκης, έστω 𝒞. Επομένως, περιοριζόμενος εν ανάγκη στην𝐶∗

άλγεβρα 𝒞, μπορώ να υποθέσω ότι 𝜑(𝟏) = 𝟏. Παρατήρησε ότι 𝜎(𝜑(𝑦)) ⊆ 𝜎(𝑦)
(αν 𝜆𝟏 − 𝑦 ∈ Inv(𝒜), τότε 𝜆𝟏 − 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝜆𝟏 − 𝑦) ∈ Inv(𝒞)) για κάθε 𝑦 ∈ 𝒜.
Επομένως για κάθε 𝑥 ∈ 𝒜 έχουμε 𝜌(𝜑(𝑥∗𝑥)) ≤ 𝜌(𝑥∗𝑥), άρα

‖𝜑(𝑥)‖2 = ‖𝜑(𝑥)∗𝜑(𝑥)‖ = 𝜌(𝜑(𝑥)∗𝜑(𝑥)) = 𝜌(𝜑(𝑥∗𝑥)) ≤ 𝜌(𝑥∗𝑥) = ‖𝑥∗𝑥‖ = ‖𝑥‖2 ,

δηλαδή ‖𝜑(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖. Αν ο 𝜑 είναι *-ισομορφισμός, τότε εφαρμόζοντας τα
προηγούμενα στον 𝜑 και στον 𝜑−1, βρίσκουμε

‖𝜑(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖ = ‖𝜑−1(𝜑(𝑥))‖ ≤ ‖𝜑(𝑥)‖

άρα ‖𝜑(𝑥)‖ = ‖𝑥‖. 2

²²το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει και για 𝐶∗ άλγεβρες χωρίς μονάδα
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Πρόταση 11.12 (Μοναδικότητα της νόρμας) Αν𝒜 είναι μία άλγεβρα με ενέ-
λιξη, τότε ορίζεται το πολύ μία νόρμα στην 𝒜 ως προς την οποία είναι 𝐶∗

άλγεβρα.

Προχωρούμε τώρα στην κατασκευή του συναρτησιακού λογισμού. Θα χρεια-
σθεί ένα Λήμμα.

Λήμμα 11.13 Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μονάδα 𝟏 και 𝑥 ∈ 𝒜 με 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗.
Αν 𝒞 = 𝐶∗(𝑥) είναι η𝐶∗-υπάλγεβρα της𝒜 που παράγεται από το 𝑥 και την 𝟏,
τότε ο χώρος ℳ(𝒞) των χαρακτήρων της 𝒞 είναι ομοιομορφικός με το φάσμα
𝜎(𝑥) του 𝑥.

Απόδειξη Επειδή 𝜎(𝑥) = 𝜎𝒞(𝑥) = {𝜑(𝑥) ∶ 𝜑 ∈ ℳ(𝒞)}, η απεικόνιση

̂𝑥 ∶ ℳ(𝒞) → 𝜎(𝑥) ∶ 𝜑 → 𝜑(𝑥)

είναι επί, και είναι βεβαίως συνεχής (από τον ορισμό της τοπολογίας του χώρου
ℳ(𝒞)).
Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι είναι 1-1. Έστω 𝜑, 𝜓 ∈ ℳ(𝒞) με ̂𝑥(𝜑) = ̂𝑥(𝜓),
δηλαδή 𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥). Τότε 𝜑(𝑥𝑛) = 𝜓(𝑥𝑛) για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Αλλά από το
Λήμμα 11.4 έχουμε 𝜑(𝑥∗) = 𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥∗). Επομένως 𝜑(𝑥∗𝑚) =
𝜓(𝑥∗𝑚) για κάθε 𝑚 ∈ ℕ και άρα 𝜑(𝑥𝑛𝑥∗𝑚) = 𝜓(𝑥𝑛𝑥∗𝑚) για κάθε 𝑛, 𝑚 ∈
ℕ. Όμως η 𝒞 είναι η κλειστή γραμμική θήκη του συνόλου {𝑥𝑛𝑥∗𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 =
0, 1, 2, …} και οι φ και ψ είναι συνεχείς. Έπεται λοιπόν ότι 𝜑 = 𝜓. 2

Θεώρημα 11.14 (Συναρτησιακός λογισμός) Έστω 𝒜 μια 𝐶∗ άλγεβρα με μο-
νάδα 𝟏 και 𝑥 ∈ 𝒜. Ο συναρτησιακός λογισμός για πολυώνυμα

Φ𝜋 ∶ 𝒫 → 𝒜 ∶ 𝑝 → 𝑝(𝑥)

επεκτείνεται σε *-μορφισμό

Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜

αν και μόνον αν 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗. Η επέκταση αυτή (αν υπάρχει) είναι μοναδική και
ισομετρική, και το πεδίο τιμών της είναι ακριβώς η 𝐶∗-υπάλγεβρα 𝐶∗(𝑥) της
𝒜 που παράγεται από το 𝑥 και την 𝟏.
Αν 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑥)), γράφουμε συνήθως 𝑓(𝑥) αντί για Φ𝑐(𝑓).
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Απόδειξη (α) Η συνθήκη 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗ είναι αναγκαία για την ύπαρξη του Φ𝑐.
Πράγματι, αν 𝑓𝑜 ∶ 𝜎(𝑥) → ℂ είναι η συνάρτηση 𝑓𝑜(𝑧) = 𝑧, τότε (αφού η 𝑓𝑜
είναι πολυώνυμο) Φ𝑐(𝑓𝑜) = Φ𝜋(𝑓𝑜) = 𝑥. Επομένως 𝑥∗ = (Φ𝑐(𝑓𝑜))∗ = Φ𝑐(𝑓∗

𝑜)
αφού η Φ𝑐 είναι *-μορφισμός. Αλλά οι συναρτήσεις 𝑓𝑜 και 𝑓∗

𝑜 μετατίθενται,
συνεπώς και οι εικόνες τους 𝑥 και 𝑥∗ πρέπει να μετατίθενται.

(β)Υποθέτουμε τώρα ότι η συνθήκη 𝑥∗𝑥 = 𝑥𝑥∗ ικανοποιείται. Από το Λήμμα, η
απεικόνιση ̂𝑥 ∶ ℳ(𝒞) → 𝜎(𝑥) είναι ομοιομορφισμός. Είναι εύκολο να ελέγξεις
ότι η απεικόνιση

Ψ ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝐶(ℳ(𝒞)) ∶ 𝑓 → 𝑓 ∘ ̂𝑥

είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός. Αλλά από το Θεώρημα Gelfand - Naimark
(11.3) η απεικόνιση

𝒢−1 ∶ 𝐶(ℳ(𝒞)) → 𝒞 ∶ ̂𝑦 → 𝑦
είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός. Αν ονομάσω Φ𝑐 την σύνθεση 𝒢−1 ∘ Ψ, τότε
η Φ𝑐 είναι ισομετρικός *-ισομορφισμός της 𝐶(𝜎(𝑥)) επί την 𝒞 ⊆ 𝒜.
Μένει να ελεγχθεί ότι η Φ𝑐 επεκτείνει τον συναρτησιακό λογισμό για πολυώ-
νυμα. Αρκεί γι’αυτό να ελέγξουμε ότι Φ𝑐(𝟏) = 𝟏 και ότι Φ𝑐(𝑓𝑜) = 𝑥. Η πρώτη
σχέση αληθεύει γιατίΨ(𝟏) = 𝟏 καιΘ(𝟏) = 𝟏. Η δεύτερη επίσης αληθεύει γιατί
Ψ(𝑓𝑜) = ̂𝑥 και Θ( ̂𝑥) = 𝑥.
(γ) (Μοναδικότητα) Έστω Φ ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜 *-μορφισμός με Φ(𝟏) = 𝟏 και
Φ(𝑓𝑜) = 𝑥. Επειδή οι 𝐶(𝜎(𝑥)) και 𝒜 είναι 𝐶∗ άλγεβρες με μονάδα, έπεται από
την Πρόταση 11.11 ότι ο Φ είναι συνεχής. Εφόσον όμως ο Φ είναι *-μορφισμός,
για κάθε 𝑛, 𝑚 = 0, 1, … θα έχουμε

Φ(𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ) = Φ(𝑓𝑜)𝑛Φ(𝑓𝑜)∗𝑚 = 𝑥𝑛𝑥∗𝑚 = Φ𝑐(𝑓𝑜)𝑛Φ𝑐(𝑓𝑜)∗𝑚 = Φ𝑐(𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ) .

Επομένως οιΦ καιΦ𝑐 ταυτίζονται στην γραμμική θήκη του συνόλου {𝑓𝑛
𝑜 𝑓∗𝑚

𝑜 ∶
𝑛, 𝑚 = 0, 1, …}. Αλλά η γραμμική αυτή θήκη είναι αυτοσυζυγής υπάλγεβρα
της 𝐶(𝜎(𝑥)) που περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις και χωρίζει τα σημεία
του 𝜎(𝑥). Επομένως, από το Θεώρημα Stone - Weierstrass, είναι πυκνή στην
𝐶(𝜎(𝑥)). Αφού οι Φ και Φ𝑐 είναι συνεχείς, έπεται ότι θα ταυτίζονται. 2

Είναι άμεσο πόρισμα του συναρτησιακού λογισμού ότι το Λήμμα 7.1 (φασμα-
τικής απεικόνισης) επεκτείνεται από τα πολυώνυμα σε όλην την 𝐶(𝜎(𝑥)):

Θεώρημα 11.15 (φασματικής απεικόνισης) Έστω 𝒜 μια 𝐶∗-άλγεβρα με μο-
νάδα. Αν 𝑥 ∈ 𝒜 φυσιολογικό και 𝑓 ∈ 𝐶(𝜎(𝑥)) τότε

𝜎(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜎(𝑥)) = {𝑓(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.
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Απόδειξη Αν 𝐶∗(𝑥) είναι η μικρότερη 𝐶∗-υπάλγεβρα της 𝒜 που περιέχει το 𝑥
και την 𝟏, η απεικόνιση

Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) ⟶ 𝐶∗(𝑥) ∶ 𝑓 ⟶ 𝑓(𝑥)
είναι ισομορφισμός αλγεβρών. Επομένως, 𝜆𝟏 − 𝑓(𝑥) ∈ Inv(𝐶∗(𝑥)) αν και μό-
νον αν 𝜆𝟏 − 𝑓 ∈ Inv(𝐶(𝜎(𝑥)). Αυτό όμως συμβαίνει αν και μόνον αν 𝜆 ∉
𝑓(𝜎(𝑥)). Συνεπώς 𝜎𝐶∗(𝑥)(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜎(𝑥))). Ξέρουμε όμως τώρα (Λήμμα 11.4)
ότι 𝜎𝐶∗(𝑥)(𝑓(𝑥)) = 𝜎𝒜(𝑓(𝑥)). 2

Σύγκριση των συναρτησιακών λογισμών
Ο συναρτησιακός λογισμός Φ𝑐 ∶ 𝐶(𝜎(𝑥)) → 𝒜 που κατασκευάσαμε επεκτεί-
νει, όταν η 𝒜 είναι 𝐶∗-άλγεβρα και το 𝑥 είναι φυσιολογικό, τον συναρτησιακό
λογισμό 𝑓 ⟶ 𝐟(𝑥) ∶ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) ⟶ 𝒜 που εφαρμόζεται σε οποιαδήποτε άλγεβρα
Banach.
Πράγματι, αν 𝑝 είναι πολυώνυμο (μιάς μεταβλητής), τότε 𝑝 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) και𝐩(𝑥) =
Φ𝑐(𝑝). Εφόσον οι 𝑓 ⟶ 𝐟(𝑥) και Φ𝑐 είναι μορφισμοί που στέλνουν την μονάδα
στην μονάδα, έπεται ότι θα ταυτίζονται και σε κάθε ρητή συνάρτηση. Αν τώρα
𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) με πεδίο ορισμού 𝑈 ⊇ 𝜎(𝑥), υπάρχει ακολουθία 𝑟𝑛 ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝑥)
από ρητές συναρτήσεις που συγκλίνει στην 𝑓 ομοιόμορφα στα συμπαγή υπο-
σύνολα του 𝑈 , άρα 𝐫𝐧(𝑥) → 𝐟(𝑥). Από την άλλη μεριά όμως η ακολουθία
(𝑟𝑛) συγκλίνει στην 𝑓 ομοιόμορφα στο 𝜎(𝑥), άρα Φ𝑐(𝑟𝑛) → Φ𝑐(𝑓). Επομένως
𝐟 (𝑥) = Φ𝑐(𝑓).
Ο λογισμός 𝑓 ⟶ 𝐟(𝑥) ∶ 𝐻𝑜𝑙(𝑥) ⟶ 𝒜 έχει βέβαια πολύ ευρύτερη εφαρμογή:
ορίζεται για κάθε στοιχείο κάθε άλγεβρας Banach, ενώ ο Φ𝑐 ορίζεται μόνον
γαι 𝐶∗-άλγεβρες, και μάλιστα μόνον για φυσιολογικά στοιχεία. Από την άλλη
μεριά, όταν ορίζεται, ο Φ𝑐 έχει σημαντικότατα πλεονεκτήματα:
(α) Ορίζεται σε κάθε συνεχή συνάρτηση, όχι μόνον στην 𝐻𝑜𝑙(𝑥).
(β) Διατηρεί την ενέλιξη, δηλαδή

𝑓(𝑥)∗ = (Φ𝑐(𝑓))∗ = Φ𝑐(𝑓∗) = 𝑓∗(𝑥) και

(γ) είναι ισομετρικός, δηλαδή

‖𝑓(𝑥)‖ = sup{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ 𝜎(𝑥)}.

Παρατήρηση Το Θεώρημα 11.14 λέει ότι, αν 𝑥 είναι ένα φυσιολογικό στοιχείο
μιας 𝐶∗-άλγεβρας 𝒜, “μπορούμε να θεωρούμε το 𝑥 ως συνάρτηση ορισμένη
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στο 𝜎(𝑥)” και, παίρνοντας σύνθεση, να κατασκευάζουμε “συναρτήσεις του 𝑥”.
Μπορούμε, για παράδειγμα, να κατασκευάσουμε τα εξής χρησιμότατα στοι-
χεία μιας 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 (μεταθετικής ή όχι):
Έστω 𝑥 ∈ 𝒜 με 𝑥 = 𝑥∗ (τέτοια στοιχεία λέγονται αυτοσυζυγή (selfadjoint)
ή καμμιά φορά ερμιτιανά (hermitian)). Ξέρουμε τώρα ότι 𝜎(𝑥) ⊆ ℝ. Θεωρούμε
τις εξής συναρτήσεις, ορισμένες στο 𝜎(𝑥):

𝑓1(𝑡) = |𝑡|, 𝑓+(𝑡) = (|𝑡| + 𝑡)/2, 𝑓−(𝑡) = (|𝑡| − 𝑡)/2, 𝑓4(𝑡) =
√

𝑡

(η τελευταία ορίζεται μόνον όταν επιπλέον 𝜎(𝑥) ⊆ [0, +∞)). Ονομάζουμε τα
αντίστοιχα στοιχεία της 𝒜

𝑓1(𝑥) = |𝑥|, 𝑓+(𝑥) = 𝑥+, 𝑓−(𝑥) = 𝑥−, 𝑓4(𝑥) = 𝑥1/2

Από τις αντίστοιχες ιδιότητες των συναρτήσεων συμπεραίνουμε αμέσως ότι
𝑥 = 𝑥+ − 𝑥−, |𝑥| = 𝑥+ + 𝑥−, 𝑥+𝑥− = 0 = 𝑥−𝑥+. Ετσι, κάθε αυτοσυζυγές
στοιχείο μιας 𝐶∗-άλγεβρας έχει “θετικό και αρνητικό μέρος”, “απόλυτη τιμή”,
και, όταν 𝜎(𝑥) ⊆ [0, +∞), “τετραγωνική ρίζα”. Ας σημειώσουμε όμως ότι η
απόλυτη τιμή δεν ικανοποιεί μερικές από τις αναμενόμενες ιδιότητες: για πα-
ράδειγμα, δεν είναι εν γένει αλήθεια ότι |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|.
Ασκηση Αν 𝒜 είναι 𝐶∗-άλγεβρα με μονάδα και 𝑥 = 𝑥∗ ∈ 𝒜 με 𝜎(𝑥) ⊆
[0, +∞), να αποδειχθεί ότι η τετραγωνική ρίζα 𝑥1/2 είναι το μοναδικό θετικό
στοιχείο 𝑦 της 𝒜 που ικανοποιεί 𝑦2 = 𝑥 (λέμε ότι ένα στοιχείο 𝑦 μιάς 𝐶∗-
άλγεβρας 𝒜 είναι θετικό όταν είναι αυτοσυζυγές και 𝜎(𝑦) ⊆ [0, +∞)).
Παρατήρηση Αν το 𝑥 είναι φυσιολογικό στοιχείο μιας 𝐶∗ άλγεβρας 𝒜 χωρίς
μονάδα, μπορούμε να χρησιμοποιούμε τον συναρτησιακό λογισμό θεωρώντας
το 𝑥 ως στοιχείο της μοναδοποίησης 𝒜1, με την παρατήρηση ότι, αν η 𝑓 είναι
συνεχής στο 𝜎(𝑥), το στοιχείο 𝑓(𝑥) της 𝒜1 ανήκει στην 𝒜 αν και μόνον αν
𝑓(0) = 0 (γιατί;).
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