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Απόκλιση και στροβιλισµός ενός διανυσµατικού πεδίου 
 

Έστω F  ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο του 3R , δηλαδή 3 3:F D R R⊆ →  1C  

συνάρτηση µε D  ανοικτό στο 3R  και ( )1 2 3, ,F F F F= .  

Στο διανυσµατικό πεδίο F  αντιστοιχούµε ένα άλλο διανυσµατικό πεδίο που 
ονοµάζεται στροβιλισµός του F  και συµβολίζεται µε curlF  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

                        3 32 1 2 1F FF F F F
curlF i j k

y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

                              ( όπου ( ) ( )1,0,0 , 0,1,0i j= = , ( )0,0,1k =  ). 

Με τον συµβολισµό των τελεστών έχουµε ότι το σύµβολο, , ,
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

 µπορεί 

να θεωρηθεί ως ένας τελεστής που δρα πάνω σε βαθµωτές ( διαφορίσιµες ) 
συναρτήσεις 
Έτσι µε χρήση του εξωτερικού γινοµένου µπορούµε να γράψουµε:    

                

1 2 3

              

    

         

i j k

F
x y z

F F F

∂ ∂ ∂
∇× = =

∂ ∂ ∂
3 32 1 2 1F FF F F F

i j k
y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
. 

Συνεπώς         curlF F= ∇×  
 
          Παρατήρηση Αν το διανυσµατικό πεδίο F  είναι της κλάσης ( )1kC k ≥  τότε 

το διανυσµατικό πεδίο curlF  είναι της κλάσης ( )1kC −  ( όπου 0C  είναι η κλάση των 
συνεχών συναρτήσεων ). 
 
         Παράδειγµα: Έστω ( ) ( ), , cos , sin ,r z r r zθ θ θΤ = , ο µετασχηµατισµός σε 

κυλινδρικές συντεταγµένες τότε έχουµε: 
                           

                

rcos     rsin         z

i j k

r zθ
θ θ

∂ ∂ ∂
∇×Τ = =

∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )sin cos sin cosr r r rz z
i j k

z z r r

θ θ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂     ∂ ∂
− + − + −     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
=

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 sin sini j r kθ θ− + − + − − ( )sin sinr kθ θ= + = ( )1 sinr kθ+ . 

 
         24.1 Θεώρηµα Για κάθε 2C  συνάρτηση 3:f U R R⊆ →   ( 3U R⊆ ανοικτό) 
ισχύει ότι: 
                                                        ( ) 0f∇× ∇ =  

∆ηλαδή ο στροβιλισµός ενός 1C  πεδίου κλίσεων είναι το µηδενικό διάνυσµα. 
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           Απόδειξη: Έστω , ,
f f f

F f F
x y z

 ∂ ∂ ∂
= ∇ ⇔ =  ∂ ∂ ∂ 

. Έπεται ότι: 

F f∇× = ∇×∇ =

              

    

    

i j k

x y z

f f f

x y z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

2 2f f
i

y z z y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2f f
j

z x x z

 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

+

2 2f f
k

x y y x

 ∂ ∂
− ∂ ∂ ∂ ∂ 

. 

Επειδή η f  είναι 2C  συνάρτηση οι µεικτές παράγωγοι είναι ανά δύο ίσες 
2 2

i j j i

f f

x x x x

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 συνεπώς όλες οι συνιστώσες του διανύσµατος ( )curl f∇  

µηδενίζονται και έτσι έχουµε το αποτέλεσµα. 
 
          24.2 Ορισµός Ένα διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  λέγεται αστρόβιλο αν  

0curlF =  επί του U . 
Ο όρος αστρόβιλο διανυσµατικό πεδίο προέρχεται από τη Φυσική. Για παράδειγµα αν 
το F  είναι πεδίο ταχυτήτων ενός υγρού µέσα σε ένα σωλήνα µε σταθερή ροή, τότε η 
φυσική σηµασία του ότι 0curlF =  στο σηµείο Ρ είναι πως το υγρό δεν 
περιστρέφεται, είναι δηλαδή αστρόβιλο στο Ρ. 
 
         Παρατηρήσεις. 1) έπεται από το προηγούµενο θεώρηµα ότι αν ένα 
διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  είναι πεδίο κλίσεων µιας 2C  συνάρτησης 

3:f U R R⊆ → , δηλαδή αν F f= ∇ , τότε το F  είναι ένα αστρόβιλο διανυσµατικό 

πεδίο. Με διαφορετικά λόγια αν ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R⊆ →  είναι 
συντηρητικό τότε είναι και αστρόβιλο.Θα αποδείξουµε στη συνέχεια  ότι το 
αντίστροφο δεν ισχύει. 
 
2) Έστω 2 2:F U R R⊆ → , ( )1 2,F F F=  ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο στον 2R , τότε το 

F  µπορεί να θεωρηθεί και ως διανυσµατικό πεδίο στον 3R  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

θέτοµε 3 3:F U R R R× ⊆ →  όπου ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2, , , ,0 , , , ,0F x y z F x y F x y F x y= = , 

( ), ,x y U z R∈ ∈ .  ∆ηλαδή ( )1 2 3, ,F F F F=  όπου 3 0F =  στο U R× . 

Είναι τότε σαφές ότι F  είναι 1C  ( δηλαδή της ίδιας κλάσης µε την F  ) διανυσµατικό 
πεδίο στο 3R .  

Ο στροβιλισµός του F  ορίζεται τότε ως ο στροβιλισµός του F  
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1 2

                    

         

              0

i j k

curlF curlF
x y z

F F

ορ

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
3 32 1 2 1F FF F F F

i j k
y z z x x y

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
=

2 10 0
F F

i j k
x y

 ∂ ∂
+ + − ∂ ∂ 

= 2 1F F
k

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

. Παρατηρούµε ότι ( αν 2U R⊆  ανοικτό 

συνεκτικό και ) και  2:F U R→ , ( ) 1
1 2, ,F F F C=  διανυσµατικό πεδίο τότε τοF  ( 

δηλαδή το F ) είναι αστρόβιλο αν και µόνο αν 2 1F F

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 . Έπεται ιδιαίτερα από το 

θεώρηµα 23.3 ( κατεύθυνση (ι) ⇒ (ιι)) ή το Θεώρηµα 24.1  ότι αν F  συντηρητικό 

τότε ( το F  και άρα) το F είναι αστρόβιλο. 

       Παραδείγµατα 1) Έστω ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , , , 0,0

y x
V x y x y

x y x y

 
= − ≠ + + 

. 

Αποδείξτε ότι το V  είναι ένα αστρόβιλο διανυσµατικό πεδίο στο ( ){ }2 0,0U R= − .  

          Λύση Σύµφωνα µε την προηγούµενη παρατήρηση, θεωρούµε το διανυσµατικό 

πεδίο ( )3: : , ,F U R R F x y z× → =
2 2 2 2

, ,0
y x

x y x y

 
− + + 

, ( ) ( ){ }2, 0,0x y R∈ − και 

z R∈ . Έχουµε τότε: 

2 2 2 2

                               

                     

     0

i j k

F
x y z

y x

x y x y

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

−
+ +

=
2 2 2 2

x y
k

x x y y x y

    ∂ ∂
− −    ∂ + ∂ +    

=

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2

2 22 2 2 2
0 0

x y y x
k k

x y x y

 − − + − +
 − = ⋅ =
 + + 

, ( 
( )

2 2

22 2 2 2

x y x

x x y x y

 ∂ −
= ∂ +  +

και 

( )
2 2

22 2 2 2

y x y

y x y x y

 ∂ −
= ∂ +  +

). 

 
2) Έστω ( ) ( ) ( ) 3, , , ,0 , , ,V x y z y x x y z R= − ∈ . Αποδείξτε ότι το V  δεν είναι πεδίο 

κλίσεων. 
         Λύση Αν το V  ήταν πεδίο κλίσεων κάποιας 3:f R R→  η οποία είναι 2C  
συνάρτηση τότε θα είχαµε ότι ( σύµφωνα µε το θεώρηµα  24.1)   curlV=0. 

Όµως, 
( ) ( ) ( )

                

     1 1 2 0

          0

i j k

x y
curlV k k k

x y z x y

y x

∂ − ∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − − = − ≠ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
−

. 

Έπεται ότι το V  δεν µπορεί να είναι το πεδίο κλίσεων κάποιας 2C  συνάρτησης 
3:f R R→  αφού ο στροβιλισµός του V  δεν είναι µηδέν. 
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3) Έστω 2U R⊆  και ( )2: , ,f U R f u v→ =  ολόµορφη συνάρτηση τότε τα 

διανυσµατικά πεδία ( ),g v u=  και ( ),g u v= −ɶ  είναι αστρόβιλα ( Πρβλ την 

προηγούµενη παρατήρηση και το παράδειγµα (4) µετά το θεώρηµα 23.3) 
 
         Παρατήρηση24.2.1 Έστω 2U R⊆  απλά συνεκτικό σύνολο και 

2 2:F U R R⊆ →  C1 διανυσµατικό πεδίο. Έπεται από το θεώρηµα 23.3  και την 
παρατήρηση (2) µετά τον ορισµό 24.2 ότι το F  είναι συντηρητικό αν και µόνο αν το 
F  είναι αστρόβιλο, δηλαδή το επαγόµενο διανυσµατικό πεδίο 3 3:F U R R R× ⊆ →ɶ  

µε ( ) ( )( ), , , ,0F x y z F x y=ɶ  είναι αστρόβιλο. Έτσι το γεγονός ότι το 

( ) ( ) ( ) 3, , , ,0 , , ,V x y z y x x y z R= − ∈  δεν είναι αστρόβιλο προκύπτει από το ότι το 

πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  δεν είναι συντηρητικό. 

Από την άλλη µεριά το διανυσµατικό πεδίο 

( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

,( ) ( ){ }2, 0,0x y U R∈ = −  είναι αστρόβιλο και βέβαια 

ικανοποιεί την συνθήκη (ιι) του θεωρήµατος 23.3 , όµως δεν είναι συντηρητικό. 
Πράγµατι, αν ήταν τότε για κάθε κλειστή καµπύλη [ ]: ,a b Uσ →  θα είχαµε 

0V ds
σ

⋅ =∫ . Έστω ( ) ( ) ( ) ( )( )cos ,sin ,t t t x t y tσ = = , [ ]0,2t π∈  ο µοναδιαίος κύκλος 

µε την συνήθη παραµέτρηση. Τότε έχουµε, 

( )( ) ( )
2

0

'V ds V t t dt
π

σ

σ σ⋅ = ⋅ =∫ ∫

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
2

2 2 2 2
0

, ' , '
y t x t

x t y t dt
x t y t x t y t

π  
 − ⋅
 + + 

∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

2

2 2
0

' 'y t x t x t y t
dt

x t y t

π ⋅ − ⋅

+
∫

( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
0

sin sin cos cos

cos sin

t t t t
dt

t t

π − −
=

+∫ =

( )
2

2 2

0

sin cost t dt
π

− −∫ ( )
2

2 2

0

cos sint t dt
π

= − +∫
2

0

dt
π

= − ∫ 2 0π= − ≠ . 

Έπεται ότι το πεδίο V  είναι αστρόβιλο αλλά όχι συντηρητικό. Παρατηρούµε ότι το 
θεώρηµα 23.3  δεν µπορεί να εφαρµοσθεί ( αν και ικανοποιείται η συνθήκη (ιι) του 
θεωρήµατος ) αφού το πεδίο ορισµού του V  δεν είναι απλά συνεκτικό. ( Το ανοικτό 
συνεκτικό υποσύνολο ( ){ }2 0,0U R= −  του 2R  δεν είναι απλά συνεκτικό ). Για 

περαιτέρω ιδιότητες του διανυσµατικού πεδίου ( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

, δες 

τις παρατηρήσεις στο τέλος αυτής της παραγράφου. 
 
Απόκλιση διανυσµατικού πεδίου. Έστω 3 3:F U R R⊆ →  1C  διανυσµατικό πεδίο, µε 

( )1 2 3, ,F F F F= . Η απόκλιση του F  ορίζεται ως εξής: 

                                   31 2 FF F
divF F

x y z

∂∂ ∂
= ∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
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∆ηλαδή η divF  είναι το εσωτερικό γινόµενο των ∇  και F . Παρατηρούµε ότι η 
απόκλιση ενός διανυσµατικού πεδίου είναι βαθµωτό πεδίο. Σηµειώνουµε ότι η έννοια 
της απόκλισης έχει φυσική σηµασία που σχετίζεται µε την διαστολή ή συστολή ενός 
ρευστού.  
 
Το επόµενο θεώρηµα συνδέει τις πράξεις του στροβιλισµού και της απόκλισης. 
        24.3 Θεώρηµα Αν  3 3:F U R R⊆ →   µε  ( )1 2 3, ,F F F F=  είναι 2C  

διανυσµατικό πεδίο, τότε  
                                         ( ) 0divcurlF F= ∇⋅ ∇× =  

 δηλαδή η απόκλιση κάθε στροβιλισµού είναι µηδέν.  
       Απόδειξη: Όπως και στο θεώρηµα 24.1 , η απόδειξη στηρίζεται στην ισότητα 
των µεικτών παραγώγων µιας 2C  συνάρτησης, έτσι παραλείπεται. 
 
       24.4 Ορισµός. Αν 0divF F= ∇ ⋅ = , τότε λέµε ότι το πεδίο είναι ασυµπίεστο. 
 
Παρατηρούµε ότι ο στροβιλισµός ενός 2C  διανυσµατικού πεδίου είναι ασυµπίεστο 
πεδίο. 
 
      Παράδειγµα. Να βρεθεί η απόκλιση των διανυσµατικών πεδίων. 
(α) ( ) 2, sinF x y xy i xj= +  

(β) ( ) 2 2, , 2F x y z xi y j xz k= + + ,   (γ) ( ), , 2F x y z xi yj zk= + − . 

       Λύση (α) ( ) ( )2 2 2sin 0divF xy x y y
x y

∂ ∂
= + = + =

∂ ∂
. 

(β) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2divF x y xz y xz
x y z

∂ ∂ ∂
= + + = + +

∂ ∂ ∂
 

(γ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 0divF x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= + + − = + − =

∂ ∂ ∂
 και το πεδίο είναι ασυµπίεστο. 

 
        Παρατήρηση. Όσον αφορά το (γ) παρατηρούµε ότι 

                 

      

          2

i j k

curlF F
x y z

x y z

∂ ∂ ∂
= ∇× = =

∂ ∂ ∂

−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2z y i x z j y x k
y z z x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − + − − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
= 0 0 0 0i j k+ + =  

και το πεδίο είναι αστρόβιλο. Το πεδίο αυτό είναι και συντηρητικό, µια συνάρτηση 

δυναµικού για το F  είναι η ( )
2 2

2, ,
2 2

x y
f x y z z= + − . 

Έτσι συµπεραίνουµε ότι: 0divF =  και 0curlF = , παρόλα αυτά το F  δεν είναι 
σταθερό. Πρέπει βέβαια να είναι σαφές ότι για ένα σταθερό διανυσµατικό πεδίο 

( )1 2 3, ,F c c c=  ισχύει ότι 0divF =  και 0curlF = . 

 



                                                                                                                      255 

     (*)   Παρατηρήσεις.1) Έστω [ ] 2: ,a b Rσ →  κλειστή καµπύλη µε [ ]0 σ∉   και 

( ) 2 2 2 2
, ,

y x
g x y

x y x y

 
= − + + 

. 

Τότε , ( )1 1
0

2 2

d
g ds

i σ
σ σ

ζ
δ

π π ζ
⋅ = =∫ ∫ . ∆ηλαδή το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄ είδους 

της g  κατά µήκος της σ  διαιρεµένο µε 2π , ισούται µε τον δείκτη στροφής της σ  
ως προς το 0. 
       Απόδειξη: Από τον ορισµό του ο δείκτης στροφής της σ  ως προς το σηµείο 0 

είναι το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( ) 1
0

2

d

iσ ορ
σ

ζ
δ

π ζ
= ∫ . Όµως 

( )
( )
'b

a

td
dt

tσ

σζ
ζ σ

=∫ ∫ =
( ) ( )( )
( ) ( )
' 'b

a

x t iy t
dt

x t iy t

+

+∫ =

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )2 2

' ' ' 'b

a

x t x t y t y t i x t y t x t y t
dt

x t y t

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

+
∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t x t y t y t
dt

x t y t

⋅ + ⋅

+
∫ +

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t y t x t y t
i dt

x t y t

⋅ − ⋅

+
∫ =

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

'2 2

2 2

1

2

b

a

x t y t
dt

x t y t

+

+
∫ +

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' 'b

a

x t y t x t y t
i dt

x t y t

⋅ − ⋅

+
∫      (1) 

Παρατηρούµε ότι, 
( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
'2 2

2 2

u bb

a u a

x t y t du
dt

ux t y t

+
=

+
∫ ∫  όπου ( ) ( )( ) ( )( )2 2

u t x t y t= + , 

[ ],t a b∈ . Επειδή η καµπύλη σ  είναι κλειστή ισχύει ότι ( ) ( )u b u a=  και συνεπώς 

( )

( )

0
u b

u a

du

u
=∫    (2) 

Έπεται από τις (1) και (2) ότι, 

( ) 1
0

2

d

iσ
σ

ζ
δ

π ζ
= ∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' '1

2

b

a

x t y t x t y t
i dt

i x t y tπ
⋅ − ⋅

⋅
+

∫ =

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )2 2

' '1

2

b

a

x t y t x t y t
dt

x t y tπ
⋅ − ⋅

+
∫ =

1

2
g ds

σπ
⋅∫ . 

Παρατηρούµε ότι η g  είναι η συνάρτηση V−  του παραδείγµατος 1, 

( ) ( ) 2 2 2 2
, , ,

y x
g x y V x y

x y x y

 
= − = − + + 

, ( ) ( ), 0,0x y ≠ .  

Η g  σε µιγαδικό συµβολισµό γράφεται ( ) 2 , 0
iz

g z z x iy
z

= = + ≠ . Επίσης ότι η 

g προκύπτει ως σύνθεση της ολόµορφης συνάρτησης ( ) 1
, 0h z z

z
= ≠  µε τον 
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µετασχηµατισµό ( ) ( ), ,x y y xΤ = , δηλαδή g oh= Τ  ( Πρβλ. και τα παραδείγµατα (4) 

µετα το θεωρηµα  23.3 και (3) µετα τον Ορισµό 24.2 .) 
 
 

2) Το διανυσµατικό πεδίο ( ) 2 2 2 2
, ,

y x
V x y

x y x y

 
= − + + 

, ( ή το V−  ) είναι 

συντηρητικό στο ( ] { }{ }2 ,0 0D R= − −∞ ×  ( ή στο [ ) { }{ }2 0, 0W R= − +∞ ×  ) 

Πράγµατι µια συνάρτηση δυναµικού για το 

( ) ( ) 2 2 2 2
, , ,

y x
f x y V x y

x y x y

 
= − = − + + 

 στο D  είναι η συνάρτηση 

( )arg ,x y = πρωτεύον όρισµα του ( ),x y , δηλαδή 

( ) ( ) ( )2 2arg , , cos ,sinx y x y x yθ θ θ= ⇔ = +

 και ( ),θ π π∈ − ⇔ ( )2 2 cosx x y θ= + , 

( )2 2 siny x y θ= +  και ( ),θ π π∈ −  

θα χρειασθούµε το ακόλουθο: 
 

                    24.5Λήµµα 

( )
2 2

arg , 2
y

x y
x x y

τοξεϕ=
+ +

, 

( ),x y D∈  

       Απόδειξη Έστω ( ),x y D∈  τότε 

( )2 2 cosx x y θ= +  και ( )2 2 siny x y θ= +  και ( ),θ π π∈ − . 

2

sin 2sin cos sin2 2 2
2 1 coscos 2cos

2 2

θ θ θ
θ θ

εϕ
θ θ θ

⋅
= = =

+
=

2 2

2 2

2 2
1

y

x y y
x x y x

x y

+
=

+ ++
+

 

Έπεται ότι: ( )
2 2

arg , 2
y

x y
x x y

θ τοξεϕ= =
+ +

,( ),x y D∈ . 

[ Υπενθυµίζουµε ότι: η συνάρτηση : ,
2 2

R
π π

τοξεϕ  → − 
 

 ορίζεται ως εξής: 

,
2 2

x
π π

τοξεϕ θ θ  = ⇔ ∈ − 
 

 και xεϕθ = ]. 

Η συνάρτηση arg είναι 1C  στο D  ( στην πραγµατικότητα C∞  στο D ) και µε 

απευθείας υπολογισµό βρίσκουµε ότι:  
2 2

arg y

x x y

∂
= −

∂ +
 και 

2 2

arg x

y x y

∂
=

∂ +
⇔ arg V∇ = − . 
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Η ύπαρξη µιας συνάρτησης δυναµικού για την V  ή την f V= −  στο D  έπεται από το 
γεγονός ότι το D  είναι απλά συνεκτικό και ότι ικανοποιείται η συνθήκη (ιι) του 
θεωρήµατος 23.3  για την V  ( ή την f V= − ). Στην προκειµένη περίπτωση 
βρίσκουµε µε απευθείας υπολογισµό µια συνάρτηση δυναµικού για την  f V= −  στο 
D . 


