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 Το θεώρηµα Αλλαγής µεταβλητής και οι µετασχηµατισµοί 
συντεταγµένων 

 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η δεύτερη βασική µέθοδος υπολογισµού πολλαπλών 
ολοκληρωµάτων είναι αυτή της αλλαγής µεταβλητής, την οποία έχουµε ήδη 
συναντήσει στον Λογισµό της µιας µεταβλητής. Υπενθυµίζουµε το θεώρηµα αλλαγής 
µεταβλητής στην περίπτωση αυτή. Έστω [ ]: ,g c d R→   1C  συνάρτηση και f  

συνεχής στο διάστηµα [ ]( ),g c d  τότε, ( )
( )

( )

( )( ) ( )'
g d d

g c c

f x dx f g t g t dt= ⋅∫ ∫       (1). 

Θέτοµε [ ],c dΙ =  και ( )J g= Ι . 

Ας υποθέσουµε ότι ( )' 0g x ≠  για κάθε x∈Ι , εποµένως είτε ( )' 0g x >  για κάθε x∈Ι  

( και άρα g  γνήσια αύξουσα ) ή ( )' 0g x <  για κάθε x∈Ι  ( και άρα g  γνήσια 

φθίνουσα ). Αν ( )' 0g x >  για κάθε x∈Ι  τότε η (1) γράφεται,   

                                   ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= ⋅∫ ∫    (2)    

( αφού τότε, ( ) ( ) ( ),g g c g dΙ =     ). 

Αν ( )' 0g x <  για κάθε x∈Ι  τότε η (1) γράφεται, 

                                    ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= − ⋅∫ ∫  (3)  

( αφού τότε ( ) ( ) ( ),g g d g cΙ =     ). 

Οι (2) και (3) µπορούν να γραφούν µε ενιαίο τρόπο ως εξής: 

                                    ( ) ( )( ) ( )
( )

'
g

f x dx f g t g t dt
Ι Ι

= ⋅∫ ∫    (4) 

( Η (4) ισχύει ακόµη και όταν c d>  ) Η τελευταία αυτή µορφή είναι εκείνη η οποία 
θα γενικευθεί στα πολλαπλά ολοκληρώµατα. Η συνάρτηση g  η οποία 
µετασχηµατίζει τις µεταβλητές θα αντικατασταθεί από ένα µετασχηµατισµό των 
συντεταγµένων, που ορίζεται ως εξής:  
  
      20.1 Ορισµός. Έστω nU R⊆  ανοικτό. Μια συνάρτηση : n ng U R R⊆ →  
καλείται ένας µετασχηµατισµός των συντεταγµένων αν ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Η g είναι 1C  συνάρτηση. 
(ιι) Η g  είναι 1 1−  

(ιιι) Η Ιακωβιανή ορίζουσα ( )( )det 0g xJ ≠  για κάθε x U∈ . 

 
Σηµειώνουµε ότι οι (ι) και (ιιι) έχουν ως συνέπεια ότι η g είναι ανοικτή απεικόνιση ( 

δηλαδή ( )g V  ανοικτό στον nR  για κάθε V U⊆  µε V  ανοικτό στον nR ), ιδιαίτερα 

έπεται ότι το ( )W g U=  είναι ανοικτό υποσύνολο του nR . Από το θεώρηµα 

αντίστροφης συνάρτησης έπεται ότι η 1 :g W U− →  είναι 1C  συνάρτηση. Μια τέτοια 
συνάρτηση g  ονοµάζεται αµφιδιαφόριση. (Πρβλ. και το βιβλίο [1]) 
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       20.2 Θεώρηµα ( Αλλαγής µεταβλητής για πολλαπλά ολοκληρώµατα) 

Έστω , nRΑ Β⊆  Jordan µετρήσιµα σύνολα, nU R⊆  ανοικτό µε UΑ⊆  και 

: ng U R→  µετασχηµατισµός συντεταγµένων µε ( )g Α = Β . Αν η :f RΒ→  είναι 

ολοκληρώσιµη ( π.χ. f  συνεχής στο Β ) τότε η det :gfog J R⋅ Α→  είναι 

ολοκληρώσιµη και ισχύει, ( )
( )

( )( ) ( )det g x
g

f y dy f g x J dx
Β= Α Α

=∫ ∫    (1). 

      Σηµείωση 20.2.1 Το θεώρηµα αλλαγής µεταβλητής ισχύει και µε την υπόθεση 
ότι τα , nRΑ Β⊆  είναι ανοικτά Jordan µετρήσιµα σύνολα, η :g Α→Β  είναι 

µετασχηµατισµός συντεταγµένων µε ( )g Α = Β  και ακόµη ότι οι συναρτήσεις 

det gJ  και 
1

det gJ
 είναι φραγµένες επί του Α ( δες το [5] σ. 505-6)  

        Παρατηρήσεις. 1) Αν η f  είναι η σταθερά συνάρτηση 1f ≡ , τότε ο τύπος (1) 
δίνει για το n − διάστατο όγκο ( περιεχόµενο ) του Β:         

                                              ( ) ( )det g xV J dx
Α

Β = ∫     (2). 

Ο τύπος (2) ερµηνεύεται γεωµετρικά ως εξής:  
Η Ιακωβιανή ορίζουσα det gJ  του µετασχηµατισµού g  µας δίνει το µέτρο της 

µεταβολής που ο g  επιφέρει στους όγκους ( ή στα εµβαδά αν 2n =  ). Αυτό φαίνεται 

καλύτερα στην περίπτωση που ο : n ng R R→  είναι ένας γραµµικός 

µετασχηµατισµός, οπότε gJ L= , όπου L  ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού 

g  ( πρβλ το παράδειγµα 2 µετά τον ορισµό 5.4 ) και εποµένως   

                                         ( ) ( )det detV L dx V L
Α

Β = = Α ⋅∫ . 

 

2) Αν 2n =  ( ) ( ) ( )( ), , , ,g u v x u v y u v=  και συµβολίσουµε µε 
( )
( )

,

,

x y

u v

∂

∂
 την det gJ  

τότε οι τύποι (1) και (2) γράφονται και ως εξής 

                             ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

,
, , , ,

,g

x y
f x y dxdy f x u v y u v dudv

u vΒ= Α Α

∂
=

∂∫ ∫    (3) 

                                                  ( ) ( )
( )

,

,

x y
V dudv

u vΑ

∂
Β =

∂∫    (4). 
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          Ένας από τους σκοπούς ( ίσως ο πλέον σηµαντικός )του θεωρήµατος αλλαγής 
µεταβλητής είναι να µας δώσει µια µέθοδο µε την οποία κάποια διπλά, τριπλά ή 
πολλαπλά ολοκληρώµατα απλοποιούνται. Έτσι µπορεί να συναντήσουµε ένα 

ολοκλήρωµα ( )f y dy
Β
∫ , όπου είτε η f  ή το χωρίο Β είναι πολύπλοκα και ο 

απευθείας υπολογισµός του ολοκληρώµατος είναι δύσκολος. Με κατάλληλη επιλογή 
του µετασχηµατισµού συντεταγµένων, η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ή ( γεγονός 

που είναι σηµαντικότερο ) το καινούργιο χωρίο Α ( )( )1g −= Β  ενδέχεται να 

απλοποιούνται και το ολοκλήρωµα ( )( ) ( )det g xf g x J dx
Α
∫  να υπολογίζεται 

ευκολότερα. 
 

Αλλαγή µεταβλητής στο διπλό ολοκλήρωµα 
 

          Στην συνέχεια θα εξετάσουµε κάποιους χρήσιµους µετασχηµατισµούς 
συντεταγµένων στο 2R . 
 

1)Ο µετασχηµατισµός των πολικών συντεταγµένων στο 2R . 
Έστω 2 2:g R R→ ( ) ( ): , cos , sing r r rθ θ θ= , δηλαδή, cosx r θ=  και siny r θ=  

Η g  είναι βέβαια µια C∞  απεικόνιση καθώς οι συντεταγµένες συναρτήσεις 

( ), cosx r rθ θ=  και ( ), siny r rθ θ=  της g  είναι C∞  διαφορίσιµες. Το ζεύγος ( ),r θ  

είναι οι πολικές συντεταγµένες του ( ) 2,x y R∈  µε ( ) ( ), 0,0x y ≠ . Η g  δεν είναι 1 1−  

απεικόνιση, αν όµως περιορίσουµε κατάλληλα το πεδίο ορισµού της µπορεί να γίνει 
1 1− . Για παράδειγµα αν απαιτήσουµε ότι 0r >  και 0 2θ π≤ <  ( ή π θ π− < ≤  ) τότε 

η ( ) [ )0, 0,2g π+∞ ×  είναι 1 1−  και ( ) [ )( ) ( ){ }20, 0,2 0,0g Rπ+∞ × = − . Αν 

περιορίσουµε ακόµη την g  στο ανοικτό σύνολο ( ) ( )0, 0,2U π= +∞ ×  τότε το 

( ) ( ){ }2 ,0 : 0g U R x x= − ≥  είναι επίσης ανοικτό σύνολο και η g  γίνεται 

αµφιδιαφόριση αφού η αντίστροφή της ( ) ( ) ( )1 : : , ,h g g U U h x y r θ−= → = , όπου 

2 2r x y= +  και ( )0,2 : cosx rθ π θ∈ =  και siny r θ=  είναι επίσης C∞  διαφορίσιµη 

συνάρτηση. ( Η συνάρτηση 1h g −=  µας δίνει ουσιαστικά την τριγωνοµετρική µορφή 
του µιγαδικού 0x iy+ ≠ .) Η ορίζουσα του πίνακα Jacobi της g  είναι 

( )
( ) ( )2 2

   
cos  sin,

cos sin
sin     cos,

    

x x
rx y r r r

y y rr

r

θ θθ θ θ
θ θθ

θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= = = + =

∂ ∂∂
∂ ∂

. 

 
 
 
 
 
 
 
 O
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O τύπος αλλαγής µεταβλητής από πολικές σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι, όπως 
προκύπτει από τον γενικό τύπο (3), 

                            ( )
( )

( ), cos , sin
g

f x y dxdy f r r rdrdθ θ θ
Β= Α Α

= ⋅∫ ∫  (5) 

Το εµβαδόν του ( )g Α = Β  δίνεται από τον τύπο που ( προκύπτει από τον (4) ) 

                                                      ( )V rdrdθ
Α

Β = ∫                 (6) 

Το Α είναι βέβαια ένα Jordan µετρήσιµο σύνολο στο επίπεδο rθ  των πολικών 

συντεταγµένων µε ( ) ( )0, 0,2πΑ⊆ +∞ ×  και το Β η εικόνα του στο καρτεσιανό 

xy − επίπεδο µέσω του πολικού µετασχηµατισµού.  

              
 
             Πολικό επίπεδο                                                  Καρτεσιανό επίπεδο 

Η εικόνα του ανοικτού ορθογωνίου ( ) ( )0,1 0,2πΑ = ×  µέσω του πολικού 

µετασχηµατισµού g  είναι ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος εκτός της ακτίνας 

( ) ( )0,0 , 1,0   . ∆ηλαδή ( ) ( ){ } ( ){ }2 2, : 1 ,0 : 0 1g x y x y x xΑ = Β = + < − ≤ < . Η εικόνα 

του ( ] [ )0,1 0,2πℜ = ×  είναι ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος εκτός του σηµείου ( )0,0 . 

 
2) Έστω 2 2: R RΤ →  µια 1 1−  γραµµική απεικόνιση ώστε, 

( ) ( ), ,u v au v u vβ γ δΤ = + + , 2,u v R∈ . Επειδή Τ είναι 1 1−  ο πίνακας 
a β
γ δ
 

Α =  
 

 

που δίνει την Τ  είναι αντιστρέψιµος και έχει ορίζουσα det 0aδ βγΑ = − ≠ . Επίσης η 

Τ  είναι και επί του 2R  ( )( )2 2R RΤ =  αφού είναι γραµµική και 1 1− . Εδώ έχουµε 

x au vβ= +  και y u vγ δ= + . 
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Η Τ  είναι βέβαια C∞ −απεικόνιση ως γραµµική. Η Ιακωβιανή ορίζουσα της Τ  είναι 

η 
  

    
det 0

    
   

x x
au vJ a

y y

u v

β
δ βγ

γ δΤ

∂ ∂
∂ ∂= = = − ≠
∂ ∂
∂ ∂

. 

Αυτό το αποτέλεσµα ήταν αναµενόµενο αφού η Τ  είναι γραµµική και εποµένως 

( )D aΤ = Τ  για κάθε 2a R∈ . 

Η απεικόνιση Τ  ως γραµµική απεικονίζει ( παράλληλες ) ευθείες σε ( παράλληλες ) 
ευθείες και άρα παραλληλόγραµµα σε παραλληλόγραµµα. 
Η Τ  δεν διατηρεί αναγκαία τις γωνίες ( εκτός αν a δ=  και β γ= −  ). 
Ο τύπος αλλαγής µεταβλητής στην περίπτωση του γραµµικού µετασχηµατισµού 

( ) ( ), ,u v au v u vβ γ δΤ = + +  είναι ο ακόλουθος ( Α είναι βέβαια ένα Jordan  

µετρήσιµο υποσύνολο του 2R ). 

( )
( )

( ), ,f x y dxdy a f au v u v dudvδ βγ β γ δ
Β=Τ Α Α

= − + +∫ ∫ . 

Το εµβαδόν του ( )Β = Τ Α  είναι το, 

 

 
          Σηµείωση. Το προηγούµενο αποτέλεσµα γενικεύεται εύκολα και για 
γραµµικές 1 1−  απεικονίσεις : n nR RΤ →  για κάθε 1n ≥ . 
 

          Παραδείγµατα 1) Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα ( )2 2 1x y dxdy
ℜ

+ +∫ , 

όπου ℜ  είναι το εσωτερικό του κύκλου 2 2 4x y+ = , δηλαδή 

( ){ }2 2, : 4x y x yℜ = + < . 

         Λύση Στο παράδειγµα αυτό το ℜ  είναι σε καρτεσιανές συντεταγµένες. 
Οφείλουµε να το περιγράψουµε σε πολικές συντεταγµένες, δηλαδή να βρούµε το 

( )1D g −= ℜ  όπου ( ) ( ), cos , sing r r rθ θ θ=  ο πολικός µετασχηµατισµός. Το 

εσωτερικό D  του κύκλου 2 2 4x y+ =  σε πολικές συντεταγµένες περιγράφεται ως 

εξής: ( ){ }, : 0 2,0 2D r rθ θ π= ≤ < ≤ < . Το ℜ  σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

περιγράφεται ως ( ){ }2 2, : 2 2 και 4 4x y x x y xℜ = − < < − − < < −  και βέβαια 

( )g D =ℜ  όπου g  ο πολικός µετασχηµατισµός δηλαδή το ℜ  είναι χωρίο τύπου 1. 

Έτσι το δοθέν διπλό ολοκλήρωµα ( χρησιµοποιώντας την περιγραφή τύπου 1 του ℜ  ) 

γράφεται ως: ( ) ( )
2

2

2 4
2 2 2 2

2 4

1 1
x

x

x y dxdy x y dy dx
−

ℜ − − −

 
 + + = + +
 
 

∫ ∫ ∫ . 

Το ολοκλήρωµα αυτό είναι αρκετά δύσκολο να υπολογισθεί. Χρησιµοποιώντας όµως 
τον τύπο αλλαγής µεταβλητής και τον πολικό µετασχηµατισµό βρίσκουµε: 

( ) ( )V dxdy a dudv a Vδ βγ δ βγ
Β Α

Β = = − = − ⋅ Α∫ ∫
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( )
( )

( )2 2 1 cos , sin
g D D

x y dxdy f r r rdrdθ θ θ
ℜ=

+ + = =∫ ∫ ( )2 1
D

r rdrdθ+∫ =

( )
2 2

2

0 0

1r rdrd
π

θ+∫ ∫ = ( )
22 2 2 24 2

3

0 0 0 00

6
4 2

r r
r r dr d d d

π π π

θ θ θ
   

+ = + =   
  

∫ ∫ ∫ ∫ = [ ]206 12
π

θ π= . 

( Πρβλ και την παρατήρηση στο τέλος της παραγράφου ) 
2) Έστω 1 2a aπ π− < < <  και [ ]1 2: ,a a Rϕ →  συνεχής µε ( ) 0ϕ θ >  για κάθε 

[ ]1 2,a aθ ∈ . 

Να υπολογισθεί το εµβαδόν του συνόλου ( )g Α = Β  ( όπου g  ο πολικός 

µετασχηµατισµός και ) ( ) ( ){ }1 2, :  και 0r a a rθ θ ϕ θΑ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Από τον τύπο (4) εφαρµοσµένο για τον πολικό µετασχηµατισµό, βρίσκουµε 

( )
( )2

1 0

a

a

V rdrd rdr d
ϕ θ

θ θ
Α

 
Β = =  

 
 

∫ ∫ ∫ =
( )

( )( )
2 2

1 1

2
2

0

1

2 2

ra a

a ar

r
d d

ϕ θ

θ ϕ θ θ
=

=

 
= 

 
∫ ∫ . Έτσι το εµβαδόν 

του ( )g Α = Β  που είναι ένα Jordan µετρήσιµο χωρίο του 2R  ( που σε πολικές 

συντεταγµένες φράσσεται από τις ευθείες 1aθ =  και 2aθ =  και την καµπύλη 

( )r ϕ θ= ) δίνεται από τον παραπάνω τύπο. 

3) Υπολογίστε το εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη 2 2 cos 2r a θ= , όπου 
0a > . 

         Λύση Φτιάχνουµε σε καρτεσιανές συντεταγµένες το γράφηµα αυτής της 
καµπύλης, ( που ονοµάζεται ληµνίσκος ) ώστε να καθορίσουµε τα όρια 
ολοκλήρωσης. 

Εδώ η συνάρτηση [ ] ( ): 0,  είναι η cos 2R aϕ π ϕ θ θ→ = . 

Για να ολοκληρώσουµε στο γραµµοσκιασµένο χωρίο, αφήνουµε το r , 

0 cos 2r a θ≤ ≤  και το θ , 0
4

π
θ≤ ≤ . 

( ), : 0  και 0 cos 2
4

r r a
π

θ θ θ Α = ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

 χωρίο τύπου ΙΙ στο πολικό επίπεδο, 
3 5 7

0, , , , 2
4 4 4 4

π π π π
θ π π π       ∈               

∪ ∪ ∪
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θ r  
0 

4

π
 

a  
 
0 

3

4

π
 

π  

0 
 
a  

Λόγω συµµετρίας του χωρίου που περικλείεται από την 2 2 cos 2r a θ= , το ζητούµενο 
εµβαδόν είναι 4 φορές το εµβαδόν που βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο.  
Έτσι έχουµε:  

( )
cos24

0 0

a

rdr d

π
θ

θ
 

Α Β = =  
 
∫ ∫

cos2

24

0 0
2

r a

r

r
d

θπ

θ

=

=

 
 
 
∫ =

24

0

cos 2

2

a
d

π

θ
θ∫ =

2 4

0

sin 2

2 2

a
π

θ 
  

=
2

2 2

a

⋅
2

4

a
= . Άρα το ζητούµενο εµβαδό ισούται µε 

2
24

4

a
a= . 

          Σηµείωση. (α) Παρατηρούµε ότι το εµβαδόν του τµήµατος του ληµνίσκου που 
βρίσκεται στο 1ο τεταρτηµόριο µπορεί να προκύψει και από παράδειγµα (2) µε           

1 20
4

a a
π

= < =  και ( ) cos 2 , 0,
4

a
π

ϕ θ θ θ  = ∈   
 

Έτσι έχουµε:                ( )( )
24 4

2 2

0 0

1 1
cos 2

2 2 4

a
d a d

π π

ϕ θ θ θ θ= =∫ ∫  

(β) Επίσης από το παράδειγµα (2) µε ( ) [ ]1 2, ,a a aϕ θ θ= ∈ −    ( )0a > λαµβάνουµε το 

εµβαδόν του δίσκου ( ){ }2 2 2, :x y x y aℜ = + ≤ . Πράγµατι, αν ( )1 2,a aℜ είναι η εικόνα 

του ορθογωνίου [ ] [ ]1 20, ,a a a×  µέσω του g  τότε, 

( )( )
( )1 2

1 2

,

,
a a

V a a dxdy
ℜ

ℜ = =∫ ( )
2

1

2 2
2 1

1 1

2 2

a

a

a d a a aθ = −∫ . Λαµβάνοντας όρια θα έχουµε, 

( )( ) ( )
1

2

2 2
1 2

1
lim , 2

2a
a

V a a a a
π
π

π π
→
→−

ℜ = = . ( Πρβλ. και την παρατήρηση στο τέλος της 

παραγράφου ). 

4) Αποδείξτε ότι ισχύει: 
2 2

0 0

lim
2

u
x x

u
e dx e dx

π+∞
− −

→+∞
= =∫ ∫  και κατά συνέπεια:       
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2xe dx π

+∞
−

−∞

=∫ . 

Λύση Θεωρούµε την συνεχή συνάρτηση ( ) ( )2 2

,
x y

f x y e
− +

= , ( ) 2,x y R∈  και 

υπολογίζουµε τα διπλά ολοκληρώµατα ( ),
uD

f x y dxdy∫ , ( ),
uR

f x y dxdy∫  και 

( )
2

,
uD

f x y dxdy∫ , όπου ( ){ }2 2 2, : 0, 0 και uD x y x y x y u= ≥ ≥ + ≤ ,    

( ){ }2 2 2
2 , : 0, 0 και 4uD x y x y x y u= ≥ ≥ + ≤  και [ ] [ ]0, 0, , 0uR u u u= × > . Έπεται ότι 

2u u uD R D⊆ ⊆  

 
( ) ( )2 2 2 2 2 2

0 0 0 0u

u u u u
x y x y x y

R

e dxdy e dxdy e e dy dx
− + − + − − 

= = ⋅ 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =
2 2

0 0

u u
x ye e dy dx− − 

 
 
∫ ∫ =

2 2

0 0

u u
x ye dx e dy− −⋅∫ ∫ =

2

2

0

u
xe dx− 

 
 
∫ . ( Θεώρηµα Fubini ) 

( )2 2 2
2

0 0u

u
x y r

D

e dxdy re drd

π

θ
− + −= =∫ ∫ ∫ ( ) ( )2 2

2 2

00 0

1 1
1 1

2 2

u
r ue d e d

π π

θ θ− − − = − =  ∫ ∫ ( )21
1

2 2
ue

π −⋅ − . 

Εδώ χρησιµοποιούµε τον πολικό µετασχηµατισµό ( ) ( ), cos ,sing r rθ θ θ=  και 

παρατηρούµε ότι [ ]0, 0,
2 ug u D
π  × =    

. Επίσης για τον υπολογισµό του 
2

0

u
rre dr−∫  

κάνουµε την αλλαγή µεταβλητής, 2 2
dx

x r r
dr

= − ⇒ = − , άρα 

2

0

u
rre dr−∫ =

2

0

1

2

u
xe dx

−

− ∫ =
2

0

1

2

uxe
−

 −   ( ) ( )2 21 1
1 1

2 2
u ue e− −= − − = −  

Ανάλογα υπολογίζουµε: ( ) ( )
2 2 2

2

41
4

u

x y u

D

e dxdy e
π− + −= −∫  

Επειδή 2u u uD R D⊆ ⊆  και ( )2 2

0
x y

e
− +

>  για κάθε ( ) 2,x y R∈ , έπεται ότι 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

2u u u

x y x y x y

D R D

e dxdy e dxdy e dxdy
− + − + − +

≤ ≤∫ ∫ ∫        για κάθε 0u > . 
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Έτσι συµπεραίνουµε ότι : ( ) ( )2 2 2
1 1

42 2

0

1 1
2 2

u
u x ue e dx e

π π− − −⋅ − ≤ ≤ ⋅ −∫ , 0u > . 

Από την τελευταία ανισότητα λαµβάνοντας όρια δηλαδή αφήνοντας u →+∞ , 

ευρίσκουµε                               
2

0 2
xe dx

π+∞
− =∫ . 

 
5) Έστω Ρ το παραλληλόγραµµο που φράσσεται από τις ευθείες 

2 , 2 2,y x y x y x= = − =  και 1y x= + . Υπολογίστε το xydxdy
Ρ
∫  κάνοντας την αλλαγή 

µεταβλητής x u v= −  και 2y u v= −  δηλαδή ( ) ( ), ,2u v u v u vΤ = − − . 

          Λύση Ο Τ  είναι ένας γραµµικός 1 1−  µετασχηµατισµός ( 

( )
1 1

,
2 1

u
u v

v

−  
Τ =   −  

 και ο πίνακας 
1 1

2 1

− 
Α =  − 

 είναι αντιστρέψιµος αφού 

( )det 1 1 2 1 2 1 0Α = − − − ⋅ = − + = > ). 

Παρατηρούµε ότι ( )1− ∗Τ Ρ = Ρ  ,όπου ∗Ρ  είναι το ορθογώνιο που ορίζεται από τις 

ευθείες  0, 2, 0, 1v v u u= = − = =  

Επιπλέον , 
( )
( )

  
1 1,

det det 1
2 1,

  

x x
x y u v

y yu v

u v

∂ ∂ 
  −∂  ∂ ∂= = =   ∂ ∂ −∂     
∂ ∂ 

 όπως ήταν αναµενόµενο 

αφού Τ γραµµική συνάρτηση και άρα το διαφορικό της συµπίπτει µε τον εαυτό της.  
Έπεται από το θεώρηµα αλλαγής µεταβλητής ( τύπος (3) και από την εφαρµογή (2) ) 
ότι 

( )
( )( )det 2xydxdy u v u v dudv

∗∗ ΡΡ=Τ Ρ

= Α ⋅ − − =∫ ∫ ( ) ( )2u v u v dudv
∗Ρ

= − − =∫
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2 3u uv v dudv
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− + =∫ ∫
10 2

3 2
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u v
u v u du
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∫
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2
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v v dv

−

 − + 
 ∫ =

03
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2 3

3 4 3

v
v v

−

 
− + 

 
( )2 8 12

2 3 3 7
3 3 3
   = − − − − = − − − =      

. 
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Παρατήρηση. Οι τύποι (3) και (4) του θεωρήµατος αλλαγής µεταβλητής ισχύουν και 
όταν οι συνθήκες ότι ο µετασχηµατισµός g  είναι 1C  και 1-1 δεν ικανοποιούνται σε 
κάποια σηµεία ή σε ένα πεπερασµένο σύνολο καµπυλών µέτρου µηδέν. Η 
παρατήρηση αυτή, την οποία ήδη έχουµε ( σιωπηρά) χρησιµοποιήσει στα 
παραδείγµατα, µπορεί να δικαιολογηθεί χρησιµοποιώντας το ίδιο το θεώρηµα και την 
σηµείωση 20.2.1. Ας ελέγξουµε πως µπορεί να γίνει αυτό µε ένα παράδειγµα. Έστω 
ℜ  ο κλειστός δίσκος 2 2 , 0x y a a+ ≤ >  του xy  επιπέδου. Η εικόνα του τετραγώνου 

[ ] [ ]0, 0,2a π×  µέσω του πολικού µετασχηµατισµού g  είναι ο δίσκος ℜ . 

Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( ) [ ],0 ,2 ,0 , 0,g r g r r r aπ= = ∈  και η g  δεν είναι 1 1− . 

Θεωρούµε το τετράγωνο ( ) [ ] [ ], , 0,2D aρ ε ρ π ε= × − , όπου 0 aρ< <  και 

0 2ε π< <  στο πολικό επίπεδο και την εικόνα του ( ),ρ εℜ  µέσω του g . 

2
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-10 -5 5 10r

θ

2π-ε

αρ

 
 

Οι συνθήκες του θεωρήµατος ικανοποιούνται τώρα για τον g  και τα χωρία 

( ) ( ), , ,D ρ ε ρ εℜ  έτσι έχουµε:  

( )( )
( ) ( )

2 2 2 2

, , 0 0

,
2 2

a

D

a
V dxdy rdrd rdr d d

π ε π ε

ρ ε ρ ε ρ

ρ
ρ ε θ θ θ

− −

ℜ

   
ℜ = = = = −       

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

( )
2 2

2
2 2

a ρ
π ε

 
= − − 

 
. 

Λαµβάνοντας όρια συµπεραίνουµε ότι                    

                         ( )( ) ( )
2 2

2

0 0

lim , lim 2
2 2a a

a
V a

ρ ρ
ε ε

ρ
ρ ε π ε π

→ →
→ →

 
ℜ = − − = 

 
 

Ανάλογα επιχειρήµατα µπορεί να εφαρµοσθούν και στη γενική περίπτωση και βέβαια 
ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν και στην περίπτωση τριπλών ή πολλαπλών 
ολοκληρωµάτων. 
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