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Σύνολα µέτρου µηδέν στον nR  και ο χαρακτηρισµός του Lebesgue  
των Riemann ολοκληρωσίµων συναρτήσεων 
 
          17.1 Ορισµός. Έστω nRΑ⊆ , λέµε ότι το Α έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν αν, 

για κάθε 0ε >  υπάρχει ακολουθία ανοικτών n − διάστατων ορθογωνίων ( )nℜ  ώστε   
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∞
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Α⊆ ℜ∪  και ( )
1

n
n

µ ε
∞

=

ℜ ≤∑ . 

Γράφουµε τότε ( ) 0nµ Α = ή ( ) 0µ Α =  ( και λέµε ότι το Α έχει µέτρο µηδέν) αν δεν 

υπάρχει αµφιβολία για την διάσταση. 
Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι η έννοια του  n − διάστατου µέτρου µηδέν δεν 
εξαρτάται από το είδος των ορθογωνίων που καλύπτουν το Α, έτσι µπορούµε π.χ. να 
αντικαταστήσουµε στον ορισµό τα ανοικτά µε κλειστά ορθογώνια.  
        Παραδείγµατα 1) Κάθε αριθµήσιµο υποσύνολο του nR  έχει  n − διάστατο 
µέτρο µηδέν. 
Πράγµατι, έστω { }1,..., ,... n

kx x RΑ = ⊆ . Αν 0ε > , επιλέγουµε για κάθε 1k ≥  ένα 

ανοικτό ορθογώνιο n
k RΙ ⊆  µε k kx ∈Ι  ώστε ( )
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2) Κάθε ευθεία του 2R  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
Ας αποδείξουµε το αποτέλεσµα – για λόγους απλότητας- για την ευθεία των 
πραγµατικών αριθµών, δηλαδή το σύνολο ( ){ } 2,0 :x x R RΑ = ∈ ⊆ . Έστω 0ε > , 

καλύπτουµε τότε την ευθεία Α µε την ακολουθία των ορθογωνίων 
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Είναι προφανές ότι 
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ℜ = = ⋅ =∑ ∑ ∑ , έχουµε το συµπέρασµα.  

 
         Παρατηρήσεις 1) Η έννοια του n − διάστατου µέτρου µηδέν εξαρτάται από τον 
χώρο που «ζει» το σύνολο που εξετάζουµε, έτσι η ευθεία των πραγµατικών έχει 
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διδιάστατο  µέτρο µηδέν ως υποσύνολο του 2R , όµως ως υποσύνολο του εαυτού της 
έχει βέβαια (µονοδιάστατο ) µέτρο που είναι διαφορετικό του µηδενός ( αφού 
απειρίζεται ). 
 
2) Το προηγούµενο αποτέλεσµα γενικεύεται σε κάθε διάσταση ( 2n ≥ ). Έτσι 
αποδεικνύεται ότι κάθε υπερεπίπεδο του nR  ( 2n ≥ ) έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν. 
( Άσκηση). 
 
∆εν είναι δύσκολο να αποδειχθεί και το ακόλουθο αποτέλεσµα η απόδειξη του οποίου 
αφήνεται ως άσκηση. 
 
          17.2 Πρόταση Έστω , 1k kΑ ≥  µια ακολουθία υποσυνόλων του nR  που το 

καθένα έχει n − διάστατο µέτρου µηδέν, τότε το σύνολο 
1

n
n

∞

=

Α = Α∪  έχει n − διάστατο 

µέτρου µηδέν. 
 
Σύνολα διδιάστατου µέτρου µηδέν στον  2R   που παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον 
για εµάς είναι τα γραφήµατα συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής 
µεταβλητής.  
 
         17.3 Θεώρηµα Έστω [ ]: ,f a b R R⊆ →  ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( ιδιαίτερα 

η f  είναι συνεχής ) τότε το γράφηµα της f  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
         Απόδειξη: Έστω 0ε > , επειδή f  είναι ολοκληρώσιµη ικανοποιεί το κριτήριο 

Riemann. Άρα υπάρχει διαµέριση { }0 1 ... nt a t t bΡ = = < < < =  του [ ],a b , ώστε αν 

( ) [ ]{ }1inf : ,k k km f x x t t−= ∈  και ( ) [ ]{ }1sup : ,k k kf x x t t−Μ = ∈ , 1,2,...,k n=  τότε 

( ) ( ) ( )( )1
1

, ,
n

k k k k
k

U f L f t t m ε−
=

Ρ − Ρ = − Μ − ≤∑  (1). 

Παρατηρούµε ότι τα ορθογώνια [ ] [ ]1, , , 1,2,...,k k k k kt t m k n−ℜ = × Μ =  καλύπτουν το 

γράφηµα της f , ( ) ( )( ) [ ]{ }, : ,G f x f x x a b= ∈ . Πράγµατι, αν [ ],x a b∈  τότε υπάρχει 

{ }1,2,...,k n∈  ώστε [ ]1,k kx t t−∈ , άρα ( )( ) [ ] [ ]1, , ,k k k k kx f x t t m−∈ × Μ =ℜ . 

Επί πλέον από την (1) έπεται προφανώς ότι ( ) ( )( )1
1 1

n n

k k k k k
k k

t t mµ ε−
= =

ℜ = − Μ − ≤∑ ∑ . 

Συνεπώς το ( )G f  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 

          Στην περίπτωση που η f  είναι συνεχής, τότε όπως γνωρίζουµε ικανοποιεί το 
κριτήριο του Riemann ( ισοδύναµα είναι ολοκληρώσιµη ). Ας υπενθυµίσουµε την 
απόδειξη αυτού του ισχυρισµού: 
Έστω 0ε > , επειδή η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής, ως συνεχής στο συµπαγές [ ],a b , 

υπάρχει 0δ > , ώστε [ ], ,x y a b∈  και x y δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f y
b a

ε
− ≤

−
  (2). 

Επιλέγουµε  µια διαµέριση { }0 1 ... nt a t t bΡ = = < < < =  του [ ],a b  µε λεπτότητα 

( ) { }1max :1k kt t k nδ δ−Ρ = − ≤ ≤ ≤  και παρατηρούµε ( µε τον προηγούµενο 

συµβολισµό ) ότι όπως έπεται από την (2)  θα έχουµε, ( ) ( ), ,U f L fΡ − Ρ =  
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= ( ) ( ) ( )1 1
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Έτσι η f  ικανοποιεί το κριτήριο του Riemann και συνεπώς είναι ολοκληρώσιµη. 
 
Το προηγούµενο θεώρηµα αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο και για συναρτήσεις 
πολλών µεταβλητών.  
 
          17.4 Θεώρηµα Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  και 

:f Rℜ→ ολοκληρώσιµη συνάρτηση ( ιδιαίτερα η f  είναι συνεχής) τότε το 

γράφηµα της f έχει 1n + − διάστατο µέτρο µηδέν ( ως υποσύνολο του 1nR + ). 
 

         Παραδείγµατα 1) Ο µοναδιαίος κύκλος ( ){ }1 2 2 2, : 1S x y R x y= ∈ + =  του 2R  

έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 
Πράγµατι, ο 1S  είναι ένωση του άνω και του κάτω ηµικυκλίου που είναι γραφήµατα 

των συναρτήσεων ( ) [ ]21 , 1,1f x x x= − ∈ −  και  ( ) [ ]21 , 1,1g x x x= − − ∈ −  

αντίστοιχα. Εποµένως ( )1
2 0Sµ = . 

 

2) Η επιφάνεια της µοναδιαίας σφαίρας ( ){ }2 2 2 2, , : 1S x y z x y z= + + =  του 3R  έχει 

τρισδιάστατο µέτρο µηδέν αφού µπορεί να γραφεί ως ένωση του άνω και του κάτω 

ηµισφαιρίου που είναι γραφήµατα  των συναρτήσεων, ( ) ( )2 2, 1f x y x y= − +  και 

( ) ( )2 2, 1g x y x y= − − + , µε κοινό πεδίο ορισµού τον κλειστό δίσκο 

� ( ) ( ){ }2 2 20,1 , : 1x y R x yΒ = ∈ + ≤  του Ευκλειδείου επιπέδου. 

 
Τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα εύκολα γενικεύονται στον nR . Έτσι η επιφάνεια 

( ){ }1 2 2
1 1,..., : ... 1 , 2n n

n nS x x R x x n− = ∈ + + = ≥  της µοναδιαίας σφαίρας του nR  έχει 

n − διάστατο µέτρο µηδέν ( Άσκηση). 
 

3) Η καµπύλη ( παραβολή) ( ){ }2, :C x x x R= ∈  έχει διδιάστατο µέτρο µηδέν. 

Πράγµατι, θέτοµε ( ) [ ]{ }2, : ,nC x x x n n= ∈ −  για n N∈ , τότε η nC  είναι γράφηµα της 

συνεχούς συνάρτησης ( ) 2f x x=  περιορισµένης στο διάστηµα [ ],n n− . Επειδή 

( )2 0nCµ =  για κάθε 1n ≥  και       
1

n
n

C C
∞

=

=∪      έχοµε το συµπέρασµα. 

 
∆ιατυπώνουµε τώρα, χωρίς απόδειξη, ένα σηµαντικό αποτέλεσµα του Lebesgue που 
χαρακτηρίζει τις κατά Riemann  ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.  
 
           17.5 Θεώρηµα Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  και :f Rℜ→  φραγµένη 
συνάρτηση. Οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη. 
(ιι) Το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f  έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν.  
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                              Jordan  µετρήσιµα υποσύνολα του nR . 
Η θεωρία ολοκλήρωσης που αναπτύξαµε µέχρι τώρα αφορά πολλαπλά 

ολοκληρώµατα ( )f x dx
ℜ
∫  όπου ℜ  κλειστό ορθογώνιο του Ευκλειδείου χώρου nR . 

Όµως στις εφαρµογές είναι απαραίτητο να έχουµε έναν ορισµό του πολλαπλού 
ολοκληρώµατος σε µια κλάση υποσυνόλων του nR  ευρύτερη των ορθογωνίων. Έτσι 
δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό.  
 
         17.6 Ορισµός. Έστω nRΑ⊆  φραγµένο και :f RΑ→  φραγµένη συνάρτηση. 

Έστω ακόµη ℜ  ένα κλειστό ορθογώνιο του  nR  που περιέχει το Α, ορίζουµε µια 

συνάρτηση g  επί τουℜ  µε τον ακόλουθο τρόπο: ( )
( ) ,  αν 

0,  αν 

f x x
g x

x

∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Η f  λέγεται ολοκληρώσιµη ( κατά Riemann ) επί του Α αν το ολοκλήρωµα  

( Riemann ) ( )g x dx
ℜ
∫  υπάρχει. Γράφουµε τότε ( ) ( )f x dx g x dx

Α ℜ

=∫ ∫  

 
          Σηµείωση ∆εν είναι δύσκολο να αποδείξουµε ( π.χ. θεωρώντας τα αθροίσµατα 

Riemann που προσεγγίζουν το ( )g x dx
ℜ
∫ ) ότι το ολοκλήρωµα ( )f x dx

Α
∫  είναι 

ανεξάρτητο του ορθογωνίου που περιέχει το Α.  
 
Ας εξετάσουµε τον καινούριο ορισµό µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα: Έστω 

( ) ( )2 2, , ,f x y x yx x y R= + ∈  και Α ο κλειστός µοναδιαίος δίσκος του 2R , δηλαδή 

( ){ }2 2, : 1x y x yΑ = + ≤ . Το τετράγωνο [ ] [ ]1,1 1,1ℜ = − × −  περιέχει τον δίσκο Α και 

µένει να εξακριβώσουµε αν το ολοκλήρωµα ( ),g x y dxdy
ℜ
∫  υπάρχει όπου 

( )
( )

( )

2 , ,
,

0,   ,

x xy x y
g x y

x y

 + ∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Παρατηρούµε ότι η g  δεν είναι συνεχής 
στο τετράγωνο ℜ , µάλιστα τα σηµεία 
ασυνέχειας της g είναι ακριβώς τα 
σηµεία του µοναδιαίου κύκλου 

( ){ }1 2 2, : 1S x y x y= + =  που έχουν 

βέβαια άπειρο ( υπεραριθµήσιµο ) 
πλήθος. Παρόλα αυτά η συνάρτηση 
g είναι ολοκληρώσιµη στο ℜ  όπως 
έπεται εύκολα από τον χαρακτηρισµό 
των Riemann ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων του Lebesgue  και το 
γεγονός ( που ήδη γνωρίζουµε ) ότι 

καµπύλες όπως ο κύκλος που είναι πεπερασµένες ενώσεις γραφηµάτων συνεχών 
συναρτήσεων έχουν µέτρο µηδέν.  
Από το παράδειγµα που µόλις εξετάσαµε προκύπτει ότι πρέπει να είµαστε 
προσεκτικοί µε τον ορισµό του πολλαπλού ολοκληρώµατος πάνω από ένα φραγµένο  
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σύνολο nRΑ⊆  που δώσαµε πριν, και αυτό διότι η διαδικασία αυτή εισάγει 
καινούριες ασυνέχειες στην συνάρτησή µας ( που βρίσκονται στο σύνορο του Α ) και 
αυτό βρίσκεται σε αντίθεση µε τον χαρακτηρισµό Lebesgue των ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων. Από το ίδιο παράδειγµα ( αλλά και από άλλα παραδείγµατα ) 
προκύπτει ακόµη ότι σύνολα κατάλληλα για την ολοκλήρωση είναι αυτά που το 
σύνορό τους είναι σχετικά οµαλό. 
 
Ας ξεκινήσουµε την διερεύνηση των συνόλων µε οµαλό σύνορο ( ως προς την 
ολοκλήρωση ) µε την ακόλουθη.  
       Παρατήρηση. Έστω  nRΑ⊆ , θεωρούµε την χαρακτηριστική συνάρτηση 

f xΑ=  του συνόλου Α. Τότε είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι αν nx R∈ , το x  είναι 

σηµείο ασυνέχειας της f  αν και µόνο αν το x  ανήκει στο σύνορο του Α. ( Άσκηση ). 

Υπενθυµίζουµε ότι το σύνορο ∂Α  του Α ορίζεται ως, nR∂Α = Α −Α∩  και ακόµη ότι 

ισχύει η εξίσωση ,         ( ) ( )int intn nR R= − Α ∂Α Α∪ ∪ . 

Έπεται αµέσως από των χαρακτηρισµό του Lebesgue  των Riemann ολοκληρωσίµων 
συναρτήσεων και την παρατήρηση αυτή η ακόλουθη. 
 

17.7Πρόταση Έστω nRΑ⊆  φραγµένο σύνολο και f xΑ= . Τα ακόλουθα είναι 

ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη. 

(ιι) Το σύνορο του Α έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν ( ( ) 0nµ ∂Α = ). 

 
       17.8 

Ορισµός Θα λέµε ότι ένα φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  έχει περιεχόµενο ή 
ότι είναι Jordan µετρήσιµο υποσύνολο του nR , αν η χαρακτηριστική συνάρτησή του 
f xΑ=  είναι ολοκληρώσιµη, ισοδύναµα αν ( ) 0nµ ∂Α =  ( σύµφωνα µε την 

προηγούµενη πρόταση). 
 Αν το nRΑ⊆  είναι Jordan µετρήσιµο ορίζουµε τότε ( ως n − διάστατο) περιεχόµενο 

ή (n − διάστατο ) όγκο του Α τον αριθµό ( ) 1n dxµ
Α

Α = ∫ x dxΑ
ℜ

 
= 
 
∫ , δηλαδή το 

ολοκλήρωµα Riemann της χαρακτηριστικής συνάρτησης του Α. Ο όγκος του Α 
συµβολίζεται και µε ( )V Α . 

Ο ορισµός του όγκου είναι φυσιολογικός επειδή ο χώρος κάτω από το γράφηµα της 
f xΑ=  είναι µια « κυλινδρική» περιοχή µε βάση το σύνολο Α και ύψος 1. 
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          Παρατηρήσεις 1) Έστω nRΑ⊆  φραγµένο, τότε το Α είναι Jordan µετρήσιµο 

µε περιεχόµενο µηδέν ( δηλαδή ( ) 1 0n dxµ
Α

Α = =∫  ) αν και µόνο αν, για κάθε 0ε >  

υπάρχει µια πεπερασµένη ακολουθία 1,..., Nℜ ℜ  από ορθογώνια ώστε 
1

N

k
k=

Α⊆ ℜ∪  και 

( )
1

N

k
k

µ ε
=

ℜ ≤∑  ( η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση). Έπεται προφανώς ότι αν το Α έχει 

περιεχόµενο µηδέν τότε έχει και µέτρο µηδέν.  
 
2)Αν nRΑ⊆  είναι συµπαγές τότε το Α έχει (n − διάστατο) µέτρο µηδέν , αν και µόνο 
αν, έχει (n − διάστατο) περιεχόµενο µηδέν ( Άσκηση ). 
Έπεται ιδιαίτερα ότι αν nRΑ⊆  φραγµένο, τότε Α Jordan  µετρήσιµο αν και µόνο αν 
το σύνορό του έχει περιεχόµενο µηδέν. 
 
3)Ένα φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  ενδέχεται να έχει µέτρο µηδέν αλλά όχι 
περιεχόµενο µηδέν. Ένα τέτοιο παράδειγµα ( στην διάσταση 1n =  ) είναι το σύνολο 

[ ]0,1QΑ = ∩  των ρητών του διαστήµατος [ ]0,1 . Πράγµατι η χαρακτηριστική 

συνάρτηση f xΑ=  ( = η συνάρτηση του Dirichlet ), δεν είναι ολοκληρώσιµη στο 

[ ]0,1 , αφού για κάθε διαµέριση Ρ του [ ]0,1  έχουµε ότι ( ), 0L f Ρ =  και ( ), 1U f Ρ = . 

Είναι βέβαια σαφές ότι το Α ως αριθµήσιµο υποσύνολο του R  έχει ( µονοδιάστατο ) 
µέτρο µηδέν. ( Σηµειώνοµε ότι, το σύνορο ∂Α  του Α είναι το σύνολο [ ]0,1  και άρα 

( ) 1µ ∂Α = .) 

 
4)Η κλάση nJ  των Jordan µετρήσιµων υποσυνόλων του nR  είναι µια άλγεβρα, 

δηλαδή είναι κλειστή για τις πεπερασµένες ενώσεις και τοµές, καθώς και για τα 
συµπληρώµατα. ( Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. Παρατηρήστε ότι 

( ) ( ) ( )∂ Α Β ⊆ ∂ Α ∂ Β∪ ∪  για , nRΑ Β⊆ ). 

 
Τα σύνολα της άλγεβρας nJ  έχουν οµαλό σύνορο και αυτό επιτρέπει την 

ολοκλήρωση φραγµένων συναρτήσεων πάνω σε αυτά οι οποίες είναι σχετικά οµαλές. 
 
        17.9Θεώρηµα Έστω nRΑ⊆  Jordan µετρήσιµο σύνολο και :f RΑ→  
φραγµένη συνάρτηση. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
(ι) Η f  είναι ολοκληρώσιµη επί του Α. 
(ιι) Το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f  στο Α είναι σύνολο µέτρου µηδέν.  

       Απόδειξη: Έστω ℜ  κλειστό ορθογώνιο του nR  που περιέχει το Α. Επεκτείνουµε 
την f  σε µια συνάρτηση :g Rℜ→  ( σύµφωνα µε τον σχετικό ορισµό ) θέτοντας 

( )
( ) ,

0,

f x x
g x

x

∈Α
= 

∈ℜ−Α
 

Παρατηρούµε ότι η g  παραµένει φραγµένη και ότι ασυνέχειες της f  
κληροδοτούνται στην g . Όµως η g  ενδέχεται να έχει ασυνέχειες σε κάποια ή και σ’ 
όλα από τα συνοριακά σηµεία του Α. Επειδή το Α είναι Jordan  µετρήσιµο έπεται 
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προφανώς ότι η g  είναι ολοκληρώσιµη ακριβώς τότε αν το σύνολο των σηµείων 
ασυνέχειας της f  έχει µέτρο µηδέν.  
 
Έπεται προφανώς το ακόλουθο 
        17.10 Πόρισµα Έστω nRΑ⊆  Jordan µετρήσιµο. Αν η συνάρτηση :f RΑ→  
είναι συνεχής και φραγµένη τότε η f  είναι ολοκληρώσιµη επί του Α. 
 
        Παραδείγµατα Jordan  µετρήσιµων συνόλων. 1) Κάθε πεπερασµένο 
υποσύνολο του nR  έχει περιεχόµενο µηδέν ( προφανές). 
Γενικότερα κάθε φραγµένο υποσύνολο nRΑ⊆  µε πεπερασµένο σύνολο σηµείων 
συσσώρευσης ( Α΄ πεπερασµένο ) έχει περιεχόµενο µηδέν ( Άσκηση ). 
 
2)Κάθε  φραγµένο ορθογώνιο ℜ  του nR  είναι Jordan µετρήσιµο σύνολο ( αν 

[ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bℜ = × ×  τότε ο όγκος του είναι ( ) ( ) ( )1 1 ... n nV b a b aℜ = − − ). 

 
3)Κάθε σφαίρα του Ευκλειδείου χώρου ( ανοικτή ή κλειστή ) είναι Jordan µετρήσιµο 
σύνολο. Αυτό το αποτέλεσµα το έχουµε ήδη αποδείξει για την µοναδιαία σφαίρα του 

nR  ( αφού η επιφάνειά της 1nS −  έχει µέτρο µηδέν ). Το γενικότερο αποτέλεσµα 
αποδεικνύεται παρόµοια. Ιδιαίτερα στο R  κάθε φραγµένο διάστηµα είναι Jordan 
µετρήσιµο ( γιατί;). 
 
4)Κάθε φραγµένο υποσύνολο του 2R  του οποίου το σύνορο αποτελείται από ένα 
πεπερασµένο σύνολο γραφηµάτων συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής 
µεταβλητής είναι Jordan µετρήσιµο. Γενικότερα, κάθε φραγµένο υποσύνολο του 

( )2nR n ≥ , του οποίου το σύνορο είναι πεπερασµένη ένωση γραφηµάτων συνεχών 

συναρτήσεων 1n −  µεταβλητών είναι Jordan µετρήσιµο, αφού τότε το σύνορό του 
έχει n − διάστατο µέτρο µηδέν. 
 
5)Έστω [ ]: ,f a b R→  ολοκληρώσιµη συνάρτηση ώστε 0f ≥  στο [ ],a b . Τότε το 

σύνολο ( ) [ ] ( ){ }2, : ,  και 0D t z R t a b z f t= ∈ ∈ ≤ ≤  είναι Jordan µετρήσιµο στο 2R ( 

Άσκηση). 
 
        Παρατήρηση Αποδεικνύεται ότι κάθε φραγµένο και κυρτό υποσύνολο του nR  
είναι Jordan µετρήσιµο. 


