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Το εξωτερικό γινόµενο στον 3R  
 

Το εσωτερικό γινόµενο δεν είναι ο µόνος τρόπος για να πολλαπλασιάζουµε 
διανύσµατα. Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε ένα άλλο τρόπο 
πολλαπλασιασµού διανυσµάτων που αφορά όµως µόνο τον 3R  ( 3n = ) και 
ονοµάζεται εξωτερικό γινόµενο ή και διανυσµατικό γινόµενο. Θα υπενθυµίσουµε 
πρώτα την ανισότητα Cauchy-Schwarz και το πώς η ανισότητα αυτή επιτρέπει τον 
ορισµό της γωνίας µεταξύ δύο µη µηδενικών διανυσµάτων του nR . 
Αν , nx y R∈  τότε x y x y⋅ ≤ ⋅  ( ανισότητα Cauchy-Schwarz) ( όπου αν 

( ) ( )1 1,..., , ,..., n
n nx x x y y y R= = ∈  τότε 

1

n

k k
k

x y x y
=

⋅ =∑  και 2 2
1 ... nx x x= + + ). 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι αν { }, 0nx y R∈ − τότε 

1 1
x y

x y

⋅
− ≤ ≤

⋅
. 

Έτσι ως γωνία των x  και y  ορίζεται ο ( µοναδικός) αριθµός [ ]0,θ π∈  ώστε,       

                                cos cos
x y

x y x y
x y

θ θ
⋅

= ⇔ ⋅ = ⋅ ⋅
⋅

. 

Το x  και y  λέγονται ορθογώνια ( γράφουµε δε x y⊥ ) αν 

0 cos 0( )
2

x y
π

θ θ⋅ = ⇔ = ⇔ = . 

Επιστρέφουµε τώρα στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο 3R και ορίζουµε την έννοια 
του εξωτερικού γινοµένου διανυσµάτων σε αυτόν. 
 
           4.1 Ορισµός. Έστω ( )1 2 3, ,x x x x=  και ( )1 2 3, ,y y y y=  διανύσµατα του 3R .  

Ως εξωτερικό γινόµενο των ,x y  ορίζεται το διάνυσµα ( χρησιµοποιώντας ορίζουσες )   

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

       

  

  

i j k
x x x x x x

x y x x x i j k
y y y y y y

y y y

× = = − +  όπου 

( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1i e j e k e= = = = = =   

Εποµένως ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1x y x y x y i x y x y j x y x y k× = − − − + −  

= ( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1x y x y i x y x y j x y x y k− + − + − . 

         Παράδειγµα Να βρεθεί το x y×  όπου 2 3x i j k= − +  ( ( )2, 1,3= − ) και 

( )7 4 ( 0,7, 4 )y j k= − = − . 

Λύση 
        

1   3 2    3 2    -1
2 1  3

7  4 0  4 0     7  
0   7 4

i j k

x y i j k
−

× = − = − +
− −

−

( )( 1)( 4) 3 7 (2 ( 4) 3 0) (2 7 ( 1) 0)i j k= − − − ⋅ − ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅

( )17 8 14 17,8,14i j k= − + + = −  
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          4.2 Θεώρηµα ( Ιδιότητες εξωτερικού γινοµένου) 
Έστω 3, ,x y z R∈  και Rλ∈  τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 

1) ( ) ( ) ( )x y x y x yλ λ λ× = × = ×  , ιδιαίτερα 0 0 0y y× = × =  

2) 0x x× =  
3) ( )x y y x× = − ×  

4) ( )x y z x y x z× + = × + ×  και ( )y z x y x z x+ × = × + ×  

5) ( )2 2 2 2
x y x y x y× = ⋅ − ⋅  ( ταυτότητα Lagrange ) 

6) ( ) ( )x y z x y z⋅ × = × ⋅  

7) ( ) ( ) ( )x y z x z y x y z× × = ⋅ − ⋅  

           Απόδειξη:  Όλες οι ιδιότητες αποδεικνύονται µε χρήση του ορισµού του  
εξωτερικού γινοµένου και µε πράξεις. Ενδεικτικά αποδεικνύουµε τις (3) και (5). 
Έστω,  ( )1 2 3, ,x x x x=  και ( )1 2 3, ,y y y y=  

( )1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

              

    

    

i j k i j k

x y x x x y y y y x

y y y x x x

× = = − = − × . 

Η (5) είναι ειδική περίπτωση της ταυτότητας  Lagrange ( 3n = ) η οποία µε την 
βοήθεια των συνιστωσών των διανυσµάτων γράφεται: 

( ) ( ) ( )2 2 2

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1x y x y x y x y x y x y− + − + − =

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3x x x y y y x y x y x y= + + + + − + +  

Η ταυτότητα αυτή επαληθεύεται εύκολα µε πράξεις  
          Σηµείωση. Η ταυτότητα Lagrange στην γενική µορφή της θα αποδειχθεί 
αργότερα στην παράγραφο αυτή. 
 
Το εξωτερικό γινόµενο συχνά χρησιµοποιείται και για γεωµετρικούς σκοπούς, για να 
ορίσει το διάνυσµα που είναι κάθετο σε δύο δοσµένα διανύσµατα. Το αποτέλεσµα 
που ακολουθεί µας λέει ότι αν x  και y  είναι δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα του 

3R  τότε το x y×  είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν τα x  και y . 

χxy

y

x
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          4.3 Πρόταση. Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x  και y  του 3R  είναι 
ορθογώνιο προς τα διανύσµατα x  και y . 

          Απόδειξη: Αρκεί να αποδείξουµε ότι ( ) ( ) 0x x y y x y⋅ × = ⋅ × = . Παρατηρούµε 

ότι, 

( )x x y⋅ × = ( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1x x y x y x x y x y x x y x y− + − + − =

1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1 0x x y x x y x x y x x y x x y x x y− + − + − =  

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι ( ) 0y x y⋅ × = . 

 
         Παράδειγµα. Να βρεθεί ένα µη µηδενικό διάνυσµα ορθογώνιο στα διανύσµατα 

2 3 7x i j k= − + −  και 5 9y i k= + .  
         Λύση Το εξωτερικό γινόµενο x y×  είναι ορθογώνιο και στο x  και στο y . 

           
3  7 2   7 2   3

2  3  7
0     9 5         9 5      0

5    0     9

i j k

x y i j k
− − − −

× = − − = − + =

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 9 7 0 2 9 7 5 2 0 3 5i j k⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ + − ⋅ − ⋅ 27 17 15i j k= − − . 

 
Το εσωτερικό γινόµενο των µη µηδενικών διανυσµάτων x  και y  του 3R  ικανοποιεί 

την εξίσωση cosx y x y θ⋅ = ⋅ ⋅  όπου θ  η γωνία [ ]( )0,θ π∈  µεταξύ των x  και y . 

Ένα ανάλογο αποτέλεσµα ισχύει και για το εξωτερικό γινόµενο. 
 
           4.4 Πρόταση Αν x  και y  µη µηδενικά διανύσµατα του 3R  και [ ]0,θ π∈  η 

µεταξύ τους γωνία τότε               sinx y x y θ× = ⋅ ⋅ . 

          Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα του Lagrange ( θεώρηµα 4.2 
(5)). 

( ) ( )22 2 2 2 22
cosx y x y x y x y x y θ× = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ =

2 2 2 2 2cosx y x y θ⋅ − ⋅ ⋅ = ( )2 2 2 2 21 sinx y x y θ⋅ − ⋅ ⋅ − =
2 2 2sinx y θ⋅ ⋅ . 

Επειδή sin 0θ ≥  όταν 0 θ π≤ ≤ , συµπεραίνουµε ότι sinx y x y θ× = ⋅ ⋅ . 

         4.5 Πόρισµα  Αν 3,x y R∈ , τότε τα x  και y είναι συγγραµµικά αν και µόνο αν 
0x y× = . 

         Απόδειξη: Προφανής 
 
         Σηµείωση. Το προηγούµενο αποτέλεσµα είναι σηµαντικό εφόσον µας δίνει ένα 
τρόπο υπολογισµού ( του µέτρου ) του εξωτερικού γινοµένου που δεν εξαρτάται από 
συντεταγµένες, αλλά µόνο από την γεωµετρία των εµπλεκοµένων διανυσµάτων. 
 
         Παρατήρηση. Έστω x  και y  µη συγγραµµικά διανύσµατα του 3R τότε η  

τριάδα διανυσµάτων ( ), ,x y x y×  αποτελεί ένα δεξιόστροφο σύστηµα διανυσµάτων, 

δηλαδή ανάλογο µε το σύστηµα ( ), ,i j k . Έτσι η κατεύθυνση του x y×  

προσδιορίζεται µε τον κανόνα του «δεξιού χεριού» ή µε τον κανόνα του 
δεξιόστροφου κοχλία   Για να γίνουµε περισσότερο σαφείς, το εξωτερικό γινόµενο 
δεν είναι µεταθετικό ( δες και την (3) του θεωρήµατος 4.2). Έτσι στο εξωτερικό 
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γινόµενο x y× , η σειρά που παρατίθενται τα 
διανύσµατα ( πρώτα το x   και µετά το y ) 
καθορίζει και τον προσανατολισµό της 
κυρτής γωνίας των x  και y . Αν ένας δεξιόστροφος κοχλίας ( βίδα ή τριµπουσόν ) 

περιστρέφεται σύµφωνα µε την προσανατολισµένη γωνία ,x y τότε η κίνηση του 

κοχλία ( προς τα πάνω ή κάτω ) καθορίζει και την φορά του διανύσµατος x y×  ( το 
οποίο είναι βέβαια κάθετο στο επίπεδο των 
διανυσµάτων x  και y . 
 
 
 
 
 
 

 
       Εφαρµογές του εξωτερικού γινοµένου. 1) Έστω a  και b  µη συγγραµµικά 
διανύσµατα στον 3R . Τότε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές τα 
σηµεία Ο, , ,a a b+  και b  ισούται µε a b× . 

Λύση Έστω Ε το εµβαδόν του 
παραλληλογράµµου µε κορυφές τα 
Ο, , ,a a b+  και b  και h  το ύψος 
που άγεται από το b  στην πλευρά 

aΟ . Τότε sinh b θ= ⋅ , άρα 

sina b a bθΕ = ⋅ ⋅ = ×  ( πρόταση 

4.4) 
 
 

2)Αν 3, ,a b c R∈  τότε το γινόµενο ( )a b c⋅ ×  ονοµάζεται το αριθµητικό ή τριπλό 

γινόµενο των ,a b και c  και συµβολίζεται συνήθως µε ( )a b c⋅ ⋅ . Ισχύει τότε 

( ) ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

a b c a b c b b b

c c c

⋅ ⋅ = ⋅ × =  όπου ( )1 2 3, ,a a a a= , ( )1 2 3, ,b b b b=   και 

( )1 2 3, ,c c c c=  

Λύση Με πράξεις βρίσκουµε: 

( ) ( ) 2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2

b b b b b b
a b c a i a j a k i j k

c c c c c c

 
⋅ × = + + ⋅ − + 

 
= ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

a b c b b b

c c c

⋅ ⋅ = . 

Από τις ιδιότητες των οριζουσών έχουµε ότι: ( ) ( ) ( )a b c b c a c a b⋅ × = ⋅ × = ⋅ × . 

3) Έστω , ,a b c  τρία µη συνεπίπεδα διανύσµατα του 3R , τότε ο όγκος του 

παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ,a b  και c  ισούται µε ( )c a b⋅ × , δηλαδή 

( )V c a b= ⋅ × . 

χxy

θ

y

x

χxy

θ

y

x

h

θO

b
α+b

α
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Λύση  
 
 
 
 
 

0
2

π
θ< <  

Το 

παραλληλόγραµµο µε κορυφές Ο, , ,a a b+  και b  

έχει εµβαδόν a bΕ = × . Από την γεωµετρία είναι γνωστό ότι ο όγκος του 

παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα ,a b  και c ισούται µε V h= Ε⋅ , όπου h  το 
ύψος που άγεται από την κορυφή c    στο επίπεδο του παραλληλογράµµου µε 
κορυφές τα Ο, , ,a a b+  και b . Αν θ  είναι η γωνία των a b×  και c  τότε 

( ) cosc a b c a b θ⋅ × = ⋅ × ⋅  ( τύπος του εσωτερικού γινοµένου). Όµως cosh c θ= ⋅ , 

( αν 0  τότε cos
2

h c
π

θ θ< < = ⋅  και αν 
2

π
θ π< <  τότε 

( )cos cosh c cπ θ θ= ⋅ − = − ⋅ ). 

Έπεται ότι:                    ( )cosV a b h a b c c a bθ= × ⋅ = × ⋅ ⋅ = ⋅ × . 

 
         Παρατήρηση. Από την εφαρµογή (2) έπεται ότι ο όγκος V  του 
παραλληλεπιπέδου που παράγεται από τα διανύσµατα ,a b  και c  ισούται µε την 

απόλυτη τιµή της ορίζουσας 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

    

    

    

a a a

b b b

c c c

. 

 
 
 
 
 
 
 
 

2

π
θ π< < . 
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