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Συµπάγεια και οµοιόµορφη συνέχεια 
 

Μια πολύ σηµαντική έννοια στην Ανάλυση είναι αυτή της συµπάγειας . Όπως θα 
δούµε τα συµπαγή υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου nR  συµπεριφέρονται λίγο 
πολύ ως πεπερασµένα σύνολα.  
          3.8. Ορισµός Έστω nRΚ ⊆ . 

(ι) Το Κ λέγεται συµπαγές αν κάθε ακολουθία ( )kx ⊆ Κ  έχει υπακολουθία που 

συγκλίνει µέσα στο Κ. 
(ιι) Το Κ λέγεται φραγµένο αν υπάρχει 0 : xΜ > ≤ Μ    για κάθε x∈Κ . 

Πρέπει να είναι σαφές ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο του nR είναι 
συµπαγές. (∆ώστε τις λεπτοµέρειες.) 
 
           3.9 Θεώρηµα. Έστω nRΚ ⊆ . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα. 
(ι) Το Κ είναι συµπαγές. 
(ιι) Το Κ είναι κλειστό και φραγµένο.  
           Απόδειξη. (ι) ⇒  (ιι) Έστω ( )kx ⊆ Κ  ώστε k k

x x
→∞

→ . Η ( )kx  έχει 

συγκλίνουσα υπακολουθία µέσα στο Κ και συνεπώς x∈Κ . Άρα το Κ είναι κλειστό.  
Ας υποθέσουµε ότι το Κ δεν είναι φραγµένο. Τότε µπορούµε επαγωγικά να 
επιλέξουµε µια ακολουθία ( )ky ⊆ Κ  ώστε ky k≥  για κάθε 1,2,...k =  Είναι τώρα 

σαφές ότι η ( )ky  δεν µπορεί να έχει υπακολουθία συγκλίνουσα, άτοπο. 

(ιι) ⇒  (ι) Έστω, ( )kx  τυχούσα ακολουθία σηµείων του Κ. Επειδή το Κ είναι 

φραγµένο η ( )kx  είναι και αυτή φραγµένη, συνεπώς από το θεώρηµα Bolzano έχει 

µια υπακολουθία ( )
1mk m

x
≥

 η οποία συγκλίνει έστω 
m

n
k m

x x R→∞→ ∈ . Επειδή το Κ 

είναι κλειστό έπεται ότι x∈Κ . Άρα το Κ είναι συµπαγές. 
 
          3.10. Πρόταση. Έστω, nRΚ ⊆  και : mf RΚ →  συνεχής. Τότε το ( )f Κ  είναι 

συµπαγές υποσύνολο του mR .( Έπεται ιδιαίτερα ότι η f  είναι φραγµένη 
συνάρτηση.) 
          Απόδειξη Έστω ( ) ( )ky f⊆ Κ  τυχούσα ακολουθία. Επιλέγουµε 

( ) ( ):k k kx f x y⊆ Κ =  για κάθε 1,2,...k = . Επειδή το Κ είναι συµπαγές η ( )kx  έχει 

µια συγκλίνουσα υπακολουθία έστω 
mk m

x x→∞→ ∈Κ . Από την συνέχεια της f  

έπεται ότι ( ) ( ) ( )
m mk k m

y f x f x f→∞= → ∈ Κ . 

 
Στο επόµενο Λήµµα φαίνεται και η συµπεριφορά ενός συµπαγούς συνόλου ως 
πεπερασµένο. 
          3.11 Λήµµα Αν Κ είναι συµπαγές και µη κενό υποσύνολο του R ( )1n = , τότε 

το Κ έχει µέγιστο και ελάχιστο στοιχείο. 
          Απόδειξη: Το Κ είναι φραγµένο σύνολο αφού είναι συµπαγές. Έστω  

infm = Κ  και supΜ = Κ . Οι αριθµοί m και Μ  είναι σηµεία επαφής του Κ ( γιατί;), 

δηλαδή ,m Μ∈Κ = Κ , αφού το Κ είναι κλειστό. Έπεται αµέσως ότι τα m και Μ  
είναι το ελάχιστο και το µέγιστο στοιχείο του Κ αντίστοιχα. 
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Το ακόλουθο θεώρηµα, το οποίο είναι µια σπουδαία αρχή για την Μαθηµατική 
Ανάλυση, έπεται τώρα αµέσως από τα δύο προηγούµενα αποτελέσµατα ( την 
πρόταση 3.10 και το Λήµµα 3.11). 
         3.12 Θεώρηµα Έστω nRΚ ⊆  συµπαγές και :f RΚ →  συνεχής ( πραγµατική ) 
συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση f  έχει µέγιστη και ελάχιστη τιµή, δηλαδή υπάρχουν 

σηµεία ,p q∈Κ  ώστε ( ) ( ) ( )f p f x f q≤ ≤  για κάθε x∈Κ . 

        Απόδειξη: Η εικόνα ( )f RΚ ⊆  του Κ είναι συµπαγές υποσύνολο του R  από 

την πρόταση 3.10. Από το Λήµµα 3.11 έπεται ότι το ( )f Κ  έχει µέγιστο Μ και 

ελάχιστο στοιχείο m . Έστω ,p q∈Κ  ώστε ( )f p m=  και ( )f q = Μ , τότε 

( ) ( ) ( )f p f x f q≤ ≤  για κάθε x∈Κ . 

Παρατήρηση: Κάθε κλειστό υποσύνολο συµπαγούς συνόλου είναι συµπαγές. 
(Γιατί;) 
 

Παραδείγµατα συµπαγών συνόλων 

1)Κάθε κλειστή σφαίρα � ( ) { }, :nx y R x yε εΒ = ∈ − ≤  είναι συµπαγές υποσύνολο 

του nR , αφού είναι κλειστό και φραγµένο σύνολο. 

2)Η επιφάνεια ( ),S x ε  της  σφαίρας � ( ),x εΒ  είναι συµπαγές σύνολο ( γιατί; ).  

3)Κάθε κλειστό ορθογώνιο [ ] [ ]1 1, ... ,n na b a bΠ = × ×  του nR  είναι οµοίως κλειστό και 

φραγµένο σύνολο του nR  και άρα συµπαγές. ( Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες). 
Ιδιαίτερα ένα κλειστό και φραγµένο διάστηµα [ ],a b  του R  είναι συµπαγές σύνολο.  

4)Αν ( )kx  είναι συγκλίνουσα ακολουθία στον nR  έστω kx x→  τότε το σύνολο 

{ } { }1,..., ,...kx x xΚ = ∪  είναι συµπαγές. Πράγµατι, το σύνολο Κ είναι βέβαια 

φραγµένο και εύκολα αποδεικνύεται ότι το σύνολο nU R= −Κ  είναι ανοικτό, 
συνεπώς, το Κ είναι κλειστό. Έπεται αµέσως ότι το Κ είναι κλειστό και φραγµένο 
άρα συµπαγές.  
5) Ο nR  δεν είναι συµπαγής χώρος ( γιατί;). 
 
Η έννοια της οµοιόµορφης συνέχειας, η οποία είναι ισχυρότερη από αυτήν της 
συνέχειας  θα µας χρειασθεί όταν µελετήσουµε το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης 
πολλών µεταβλητών. 
Ας θεωρήσουµε  µια συνεχή συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ → , τότε, για κάθε 0ε >  και 

για κάθε a∈Α υπάρχει ( ), 0 :a xδ ε > ∈Α  και x a δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f a ε− ≤ . 

Η f  θα λέγεται οµοιόµορφα συνεχής αν ο θετικός αριθµός  ( ), 0aδ ε >  εξαρτάται 

µόνο από το ε . Με περισσότερη ακρίβεια, µια συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  θα 

λέγεται οµοιόµορφα συνεχής, αν για κάθε 0ε > υπάρχει ( ) 0δ δ ε= >  ώστε, 

,x y∈Α και ( ) ( )x y f x f yδ ε− ≤ ⇒ − ≤ . 

 
          Παραδείγµατα. 1) Κάθε συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ → η οποία είναι Lipschitz, 

δηλαδή υπάρχει ( ) ( )0 : f x f y x yΚ > − ≤ Κ −  για κάθε ,x y∈Α , είναι 
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οµοιόµορφα συνεχής. Πράγµατι, δοθέντος του 0ε > , θέτουµε 
ε

δ =
Κ

 και ελέγχουµε 

ότι αν x y
ε

δ− ≤ =
Κ

  

( µε ,x y∈Α ) τότε ( ) ( )f x f y x y
ε

δ ε− ≤ Κ − ≤ Κ ⋅ = Κ ⋅ =
Κ

. 

Έπεται ιδιαίτερα ότι κάθε γραµµική συνάρτηση : n mf R R→  είναι οµοιόµορφα 
συνεχής. 

2) Η συνάρτηση [ ) ( ): 0, : , 0f R f x x x+∞ → = ≥ , είναι οµοιόµορφα συνεχής 

(χρησιµοποιήστε την ανισότητα, x y x y− ≤ − , x 0≥ , y 0≥ ), αλλά δεν είναι 

Lipschitz. 
Ας εξακριβώσουµε τον τελευταίο ισχυρισµό. Έστω ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη 

Lipschitz µε σταθερά 0Κ > , δηλαδή x y x y− ≤ Κ −  για κάθε , 0x y ≥ . Τότε θα 

είχαµε ότι ( µε 0y = ) x x≤ Κ  για κάθε 0x ≥ ή 
1x

x x
= ≤ Κ  για κάθε 0x > , 

άτοπο. 
3) Η συνάρτηση ( ) 2,f x x x R= ∈  είναι βέβαια συνεχής αλλά όχι οµοιόµορφα 

συνεχής. Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε  ότι αν δ  είναι τυχών θετικός αριθµός   

τότε η ποσότητα ( )2 2 22x x xδ δ δ+ − = +  µπορεί να γίνει αυθαίρετα µεγάλη, (αφού 

( )2lim 2
x

xδ δ
→+∞

+ = +∞ ) και συγχρόνως ( )x xδ δ+ − = . 

 
Η οµοιόµορφη συνέχεια µιας συνάρτησης χαρακτηρίζεται µε χρήση ακολουθιών µε 
τον ακόλουθο τρόπο. 
 
           3.13 Θεώρηµα. Έστω,  : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση. Τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: (ι) Η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

(ιι) Για κάθε ζεύγος ακολουθιών ( )kx  και ( )ky  από το Α µε 0k k k
x y →+∞− →  

ισχύει ότι ( ) ( ) 0k k k
f x f y

→∞
− →  

          Απόδειξη: (ι) ⇒  (ιι) Έστω ( ) ( ),k kx y ⊆ Α  µε 0k k k
x y →+∞− →  και ακόµη 

έστω 0ε > . Υπάρχει τότε ( ) 0δ δ ε= >  ώστε ,x y∈Α  και 

( ) ( )x y f x f yδ ε− < ⇒ − <  (1) 

Αλλά αφού 0k k k
x y →+∞− →  υπάρχει ( ) NδΚ = Κ ∈  ώστε k kk x y δ≥ Κ ⇒ − ≤  

(2). Από τις (1) και (2) συνάγοµε ότι ( ) ( )k kk f x f y ε≥ Κ ⇒ − ≤  και άρα 

( ) ( ) 0k k k
f x f y

→∞
− → . 

(ιι) ⇒   (ι) Αν η f  δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει 0 0ε >  ώστε για κάθε 

0δ >  να υπάρχουν σηµεία ( )x δ  και ( )y δ  του Α µε ( ) ( )x yδ δ δ− ≤  και 

( )( ) ( )( ) 0f x f yδ δ ε− ≥  (3). Εφαρµόζοντας την (3) για 
1

,k N
k

δ = ∈  βρίσκουµε 
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σηµεία ,k kx y ∈Α  µε 
1

k kx y
k

− ≤  και συγχρόνως ( ) ( ) 0k kf x f y ε− ≥ . Αλλά τότε 

0k k k
x y →+∞− →  και ( ) ( )k kf x f y−  δεν συγκλίνει στο 0, που αντιφάσκει στην 

υπόθεσή µας. Συνεπώς ο ισχυρισµός µας είναι σωστός. 
 
        Παραδείγµατα: 1) Η συνάρτηση ( ),f x y xy=  είναι συνεχής αλλά όχι 

οµοιόµορφα συνεχής.  

Έστω, ( ) ( ), ,k kx y k k=  και ( )' ' 1 1
, , , 1k kx y k k k

k k
 = + + ≥ 
 

. Τότε 

( ) ( )
2

' ', ,k k k kx y x y− =
2

1 1
,

k k
 
 
 

=
2

2

k
0→ ⇔ ( ) ( )' ', , 0k k k kx y x y− → . Όµως 

( ) ( )' ', ,k k k kf x y f x y− =
2

2 1
k k

k
 − + 
 

2

1
2

k
= +  δεν συγκλίνει στο 0. 

2)Η συνάρτηση ( ) ( ]1
, 0,1f x x

x
= ∈  είναι συνεχής αλλά όχι οµοιόµορφα συνεχής. 

Έστω, 
1

kx
k

=  και 
1

, 1
1ky k

k
= ≥

+
. Τότε έχουµε k kx y− =

1 1
0

1k k
− →

+
, όµως 

( ) ( ) 1 1k kf x f y k k− = + − =  για κάθε 1k ≥ . 

 
Το ακόλουθο θεµελιώδες αποτέλεσµα συνδέει την συµπάγεια και την οµοιόµορφη 
συνέχεια. 
 
         3.14 Θεώρηµα Έστω, nRΚ ⊆  συµπαγές και : mf RΚ →  συνεχής συνάρτηση. 
Τότε η f  είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

         Απόδειξη: Έστω, ότι υπάρχει ένα ζεύγος ακολουθιών ( ) ( ),k kx y  του Κ ώστε, 

0k k k
x y →+∞− →  ενώ η ( ) ( )k kf x f y− , 1k ≥  δεν συγκλίνει στο 0. 

Επειδή η ακολουθία µη αρνητικών αριθµών  ( ) ( )k kf x f y− , 1k ≥ , δεν είναι 

µηδενική έχει µια υπακολουθία η οποία θα έχει ένα θετικό κάτω φράγµα, έστω χωρίς 
περιορισµό της γενικότητας ότι η ίδια ακολουθία έχει αυτή την ιδιότητα, δηλαδή 

υπάρχει ( ) ( )0 : k kc f x f y c> − ≥  για κάθε 1k ≥ .  

Επειδή το Κ είναι συµπαγές η ( )kx  ( ή η ( )ky ) θα έχει µια συγκλίνουσα 

υπακολουθία, έστω 
mk m

x x
→∞

→ ∈Κ . Από το γεγονός ότι 0
m mk k m

x y
→∞

− →  

έπεται αµέσως ότι 
mk m

y x
→∞

→ ∈Κ . Έπεται τώρα από την συνέχεια της f ότι 

( ) ( )
mk m

f x f x
→∞

→  και ( ) ( )
mk m

f y f x
→∞

→ συνεπώς 

( ) ( ) 0
m mk k m

f x f y
→∞

− →  και η τελευταία σχέση αντιφάσκει µε την 

( ) ( )k kf x f y c− ≥  για κάθε 1k ≥ . 

 
Ασκήσεις 

1) Αποδείξτε µε χρήση του χαρακτηρισµού της οµοιόµορφης συνέχειας µε 

ακολουθίες ότι οι συναρτήσεις: (α) ( ) 2, 0f x x x= ≥ , (β) ( ),f x y xy= , (γ) 
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( ), ,f x y z = x 2 + y 2 + z  και (δ) ( )f x =  
x

x
, x ∈ nR , x ≠ 0 δεν είναι οµοιόµορφα 

συνεχείς,  
 
2)Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις, (α) ( ) [ )log , ,f x x x c= ∈ +∞  όπου 0c > , (β) 

( ) , 0f x x x= ≥ , και (γ) ( ) ( )
1

2
1 1 ... n nf x a x a x= + + , ( )1,...,

n
nx x x R= ∈  και 1,..., na a  

πραγµατικές σταθερές, είναι οµοιόµορφα συνεχείς. 
 
3) Αποδείξτε ότι οι συναρτήσεις ( ) ( )2, max ,x y R x y∈ →  και 

( ) ( )2, min ,x y R x y∈ →  είναι οµοιόµορφα συνεχείς. 

 
4) Αποδείξτε ότι αν Κ  είναι φραγµένο και µη κενό υποσύνολο του nR  τότε η 
κλειστότητα Κ  του Κ  είναι συµπαγές σύνολο. 
 
5) Έστω 1 2 .... ...nΚ ⊇ Κ ⊇ ⊇ Κ ⊇ , φθίνουσα ακολουθία συµπαγών µη κενών 

υποσυνόλων του nR ,αποδείξτε ότι η 
1

n
n

∞

=

Κ∩  είναι µη κενό και συµπαγές υποσύνολο 

του nR . 
 
6) Έστω Α  κλειστό µη κενό υποσύνολο του nR  και na R∈ . Αποδείξτε ότι η 
συνάρτηση ( ) , nf x x a x R= − ∈ , έχει ελάχιστη τιµή επί του Α . ∆ηλαδή υπάρχει 

1 0 1 0:x x x x x∈Α − ≥ −  για κάθε x∈Α . [ Υπόδειξη. Έστω { }inf :m x a x= − ∈Α . 

Αν 0ε > , το σύνολο { }:x x a m ε∈Α − ≤ +  είναι κλειστό και φραγµένο ] 

 7)Έστω ( ): 0,f RΒ Μ →  συνεχής συνάρτηση ( όπου ( ) { }0, :nx R xΒ Μ = ∈ ≤ Μ ). 

Θέτοµε ( ) ( ){ }sup : ,0g r f x x r r= ≤ ≤ ≤ Μ . Τότε η g  είναι συνεχής συνάρτηση 

του [ ]0,r ∈ Μ . 

[ Υπόδειξη. Η g  είναι αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [ ]0,Μ  και συνεπώς τα 

πλευρικά όρια ( ) ( )0 lim
r

r

g r g
ρ
ρ

ρ
→
>

+ =  και  ( ) ( )0 lim
r

r

g r g
ρ
ρ

ρ
→
<

− =  υπάρχουν και ισχύει 

( ) ( ) ( )0 0g r g r g r+ ≤ ≤ − . Αποδείξτε ότι ( ) ( ) ( )0 0g r g r g r= + = − .] 


