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Ακολουθίες στον Rn 
 

       1.4. Ορισµός Έστω ( )kx  ακολουθία διανυσµάτων στον nR  και nx R∈ , θα λέµε 

ότι η ακολουθία ( )kx  συγκλίνει στο x  και θα γράφουµε, lim k
k

x x
⋅

→+∞
=  ή kx x

⋅

→  αν η 

ακολουθία πραγµατικών 0kx x− →   

Ισοδύναµα: lim k
k

x x
⋅

→+∞
=  ⇔ για κάθε 0ε >  υπάρχει 

( )0 0 0: kk k N k k x xε ε= ∈ ≥ ⇒ − < . 

 
  

 Παραδείγµατα: 1) Έστω 
1 1

, 1 , 1
2

k

k k
x k

k

  = + ≥     
 ακολουθία στον 2R , τότε 

( )0,kx e
⋅

→ . 

Πράγµατι, ( )
2

2

1 1 1 1
0, , 1 1

2 2

k k

k k k
x e e e

k k

      − = + − = + + −               
 

Όµως  

2

2

1 1
1 0 0

2

k

k
e

k

  + + − → +     
εφόσον 

1
1

k

e
k

 + → 
 

. 

Συνεπώς ( ) ( )0, 0 0,k kx e x e
⋅

− → ⇔ → . 

(2) Η ακολουθία ( ) 1
1 ,

k

ky
k

 = − 
 

 του 2R  δεν είναι συγκλίνουσα. Πράγµατι αν 

υπήρχε 2 : ky R y y
⋅

∈ →  τότε η ποσότητα ky y−  θα γινόταν οσοδήποτε µικρή για 

µεγάλο k , π.χ. 
1

4ky y− <  για µεγάλο k .Έπεται τότε από την τριγωνική ανισότητα 

ότι για µεγάλα k  και λ  µε k λ≠  θα είχαµε, 
1 1 1

4 4 2k ky y y y y yλ λ− ≤ − + − < + = . 

Όµως ( ) ( )
2

2 1

1

1 1
1 1 ,

1
k k

k ky y
k k

+

+
 − = − − − − + 

=  

=

( )

( )

2 2
2

2 2
2

1 1 1 1
2, 2 4 αν   άρτιος

1 1

1 1 1 1
2, 2 4 αν   περιττός

1 1

k
k k k k

k
k k k k

    + − = + + − >    + +   

    − − = − + − >    + +   

 

Έτσι 1 2k ky y +− >  για κάθε k N∈ . Άρα η ( )ky  δεν είναι συγκλίνουσα ακολουθία 

στον 2R . 
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           1.5Πρόταση Έστω ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥ ακολουθία στον nR  και 

( )1,..., n nx x x R= ∈ . Τότε, k k
k k

x x x xλ λ
⋅

→+∞ →+∞
→ ⇔ →  για κάθε 1,2,...,nλ = . 

          Απόδειξη: Θα χρειαστούµε την ακόλουθη ανισότητα: 

Αν ( )1,...,
n

na a a R= ∈  τότε, 
1 1
max maxk k

k n k n
a a n a

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ⋅  

Πράγµατι, έστω ( )1max ,..., na a aλ =  τότε 2 2
1 ... na a a aλ ≤ + + =  ή 

1
max k

k n
a a

≤ ≤
≤ . 

Επίσης, 
2 2 22 2

1 ... ....n
n έ

a a a a n aλ λ λ
ϕορ ς−

+ + ≤ + + = ⇒
1
max k

k n
a n a

≤ ≤
≤ ⋅  

Προχωρούµε τώρα στην απόδειξη της πρότασης. Παρατηρούµε ότι για κάθε 1k ≥ , 

1 1
max maxk k k

n n
x x x x n x xλ λ λ λ

λ λ≤ ≤ ≤ ≤
− ≤ − ≤ ⋅ −  . Από την ανισότητα αυτή έπεται αµέσως 

το συµπέρασµα. 
 
       Παρατηρήσεις (1). Η προηγούµενη πρόταση µας λέει ότι µια ακολουθία 

( ) ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  του nR  συγκλίνει στο ( )1,..., nx x ⇔  συγκλίνει κατά 

συντεταγµένες. 

Έτσι ο έλεγχος της σύγκλισης µιας ακολουθίας ( ) ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  του nR  

ανάγεται στην σύγκλιση των « συνιστωσών» ακολουθιών πραγµατικών αριθµών 

( ) , 1kx kλ ≥ , 1, 2,....,nλ =  

Για παράδειγµα η ακολουθία ( ) 1
1 , , 1

k

ky k
k

 = − ≥ 
 

 του 2R  ( βλέπε παράδειγµα (2) 

ανωτέρω ), δεν είναι συγκλίνουσα καθώς , όπως γνωρίζουµε, η ακολουθία 

( )1 , 1
k

k− ≥  δεν είναι συγκλίνουσα στο R . 

 

      (2) Αν µια ακολουθία ( )kx  είναι συγκλίνουσα στον Ευκλείδειο χώρο nR , τότε το 

όριό της είναι µοναδικό. Αυτό έπεται εύκολα χρησιµοποιώντας  τριγωνική ανισότητα 
 
Άλγεβρα συγκλινουσών ακολουθιών στον Rn: 

Αν kx x
⋅

→  και ky y
⋅

→  στον nR  τότε: 

(α) k kx y x y
⋅

+ → +  

(β) kx xλ λ
⋅

→  για κάθε Rλ∈  και  

(γ) k kx y x y
⋅

⋅ → ⋅  ( εσωτερικό γινόµενο) 

 
Η απόδειξη των (α) και (β) είναι ανάλογη µε την αντίστοιχη ιδιότητα των 
πραγµατικών ακολουθιών και έτσι αφήνεται ως άσκηση. ( Μπορεί να συναχθεί ακόµη 
από την πρόταση 1.5). Η απόδειξη της (γ) έπεται από την πρόταση 1.5 και την 
αντίστοιχη ιδιότητα, για το όριο του γινοµένου πραγµατικών ακολουθιών. 
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Φραγµένες ακολουθίες στον Rn 

            1.6 Ορισµός. Μια ακολουθία ( ) n
kx R⊆  λέγεται φραγµένη αν υπάρχει 

0 : kxΜ > ≤Μ  για κάθε 1k ≥ . 

        1.7 Πρόταση. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία kx x
⋅

→  του nR  είναι φραγµένη ( 

αλλά όχι το αντίστροφο). 

         Απόδειξη Έστω 0k kx x x x
⋅

→ ⇔ − → . Η µηδενική ακολουθία πραγµατικών 

αριθµών , 1kx x k− ≥  είναι βέβαια φραγµένη, άρα υπάρχει 0 : 0 kc x x c> ≤ − ≤  για 

κάθε 1k ≥ . Από την τριγωνική ανισότητα συµπεραίνουµε ότι  

( )k k kx x x x x x x c x= − + ≤ − + ≤ + . Θέτουµε c xΜ = +  

 

Το παράδειγµα της ακολουθίας ( ) 1
1 , , 1

k

ky k
k

 = − ≥ 
 

 ( του παραδείγµατος (2) 

ανωτέρω ) η οποία δεν είναι συγκλίνουσα στον 2R , αλλά είναι φραγµένη. ( Εφόσον 

( )2 2

2 2

1 1
1 1 2 2

k

k ky y
k k

= − + = + ≤ ⇔ ≤ , για κάθε 1k ≥ ) µας πείθει ότι το 

αντίστροφο της προηγουµένης πρότασης δεν ισχύει . 
 
Το θεµελιώδες θεώρηµα του Bolzano για την πραγµατική ευθεία ισχύει γενικότερα 

και για τον Ευκλείδειο χώρο nR . 
 

           1.8 Θεώρηµα (Bolzano). Έστω ( )1 ,..., , 1n
k k kx x x k= ≥  φραγµένη ακολουθία 

στοιχείων του nR  τότε η ( )kx  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία µέσα στον nR . 

            Απόδειξη: Υποθέτουµε για απλότητα ότι 2n =  έτσι ( )1 2, , 1k k kx x x k= ≥ . 

Επειδή, 
1 2
max k kx xλ

λ≤ ≤
≤  για κάθε k N∈  έπεται ότι οι δύο ακολουθίες πραγµατικών 

αριθµών ( )1
kx  και ( )2

kx  είναι φραγµένες. Έστω ( )1

lkx  συγκλίνουσα υπακολουθία της 

( )1
kx  ώστε 1 1

lkx x→  ( θεώρηµα Bolzano για το R ). 

Έπεται ότι η υπακολουθία ( )2

1lk l
x

≥
 της ( )2

kx  που είναι βέβαια φραγµένη έχει µια 

συγκλίνουσα υπακολουθία έστω ( )2

1lm
k

m
x

≥
 ώστε 2 2

lm
kx x→  (επίσης µε το θεώρηµα 

Bolzano). Είναι τώρα σαφές ότι 1 1

lm
kx x→  και από την πρόταση 1.5, έπεται ότι η 

υπακολουθία ( )1 2

1
,

l lm m
k k

m
x x

≥
 της ( )kx  είναι συγκλίνουσα και ( )1 2,

lm
k

m
x x x x

⋅

→+∞
→ = . 

 
 Όπως και στην περίπτωση του R  ( ή ακόµη χρησιµοποιώντας την πρόταση 
1.5) , αποδεικνύεται και η ακόλουθη 
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           1.9 Πρόταση: (α) Αν ( ) ,n n
kx R x R⊂ ∈  και kx x

⋅

→  τότε κάθε υπακολουθία 

( )
nkx  της ( )kx  συγκλίνει στο ίδιο όριο (

nkx x
⋅

→ ). 

(β) Αν kx x
⋅

→  τότε kx x→   στο R . ( k kx x x x− ≤ − ). 

 
          Παρατήρηση: Μπορούµε να ορίσουµε και την έννοια της ακολουθίας Cauchy 

(ή βασικής ακολουθίας ) στον ( ),nR ⋅  και να αποδείξουµε ( χρησιµοποιώντας την 

πρόταση 1.5) ότι ο ( ),nR ⋅  είναι πλήρης χώρος, δηλαδή  ότι κάθε ακολουθία Cauchy 

( ) n
kx R⊂  είναι συγκλίνουσα στον nR . Ακόµη να αποδείξουµε ότι κάθε συγκλίνουσα 

ακολουθία είναι Cauchy κλπ. 

Επίσης µπορούµε να ορίσουµε την έννοια της σειράς στον nR  και να αποδείξουµε 

αντίστοιχα αποτελέσµατα όπως στον R . Για παράδειγµα η σειρά του 2R , 
1

n
n

x
∞

=
∑ , 

όπου 
2

1 1
, , 1

2n n
x n

n
 = ≥ 
 

 είναι συγκλίνουσα στον 2R ,  εφόσον οι σειρές 
1

1
1

2n
n

∞

=

=∑  

και 
2

2
1

1
,

6n n

π∞

=

 
< +∞ = 

 
∑ . Συνεπώς 

2

1

1,
6n

n

x
π∞

=

 
=  
 

∑  στον 2R .  

 Οι παραπάνω ορισµοί και αποδείξεις είναι ανάλογοι µε τους αντίστοιχους ορισµούς 

και αποδείξεις στο R        

Παραδείγµατα: 

1)Να υπολογιστούν τα όρια, αν υπάρχουν, lim ,
2n

n
n

π
ηµ συν

→+∞

 
 
 

 και 

3 5 41 2 5
lim ,

3 2

n n

n nn

n n n
→+∞

 + − +
 
 
 

 

Λύση: Η ακολουθία , , 1
2

n
n n

π
ηµ συν  ≥ 
 

 δεν είναι συγκλίνουσα στο 2R , εφόσον η 

ακολουθία πραγµατικών , 1
2

n
n

π
συν ≥  δεν είναι συγκλίνουσα στο R . Πράγµατι οι 

υπακολουθίες ( )4
2 1, 1

2

n
n n

π
συν συν π= = ≥  και  

( )2 1
0, 1

2 2

n
n n

π π
συν συν π

+  = + = ≥ 
 

 της ακολουθίας , 1
2

n
n

π
συν ≥  συγκλίνουν 

προφανώς σε διαφορετικά όρια.  

Για την δεύτερη ακολουθία παρατηρούµε ότι: 
3 1

0
3

n

n

n +
→  αφού 3 1 1n n + →  και 

3n →+∞  και ακόµη ότι 
5 42 5

0
2

n

n

n n− +
→  αφού 5 42 5 1n n n− + →  και 2n →+∞ . 
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Έπεται ότι ( )
3 5 41 2 5

, 0,0
3 2

n n

n n

n n n ⋅ + − +
→ 

 
 

 

 
2)Να ελεγχθεί αν οι ακολουθίες, 

 (α) 
3

3

1 2 3 ... 1 1 1
, 1 ...

2 3

n

n
n n

n
x

n n

 + + + +
= + + + +  
 

 και 

(β) ,
2

n

n
n

n n
y

n n

συν
ηµ

 
=   − 

 συγκλίνουν και να βρεθούν τα όριά τους οποτεδήποτε 

υπάρχουν. 
 
Λύση: Αρκεί σε κάθε περίπτωση να ελέγξουµε τις συντεταγµένες ακολουθίες: 

(α) Η ακολουθία 
31 2 3 ...

1
n n

n

+ + + +
→ , εφόσον 1n n →  από το Λήµµα Cesaro. 

Η ακολουθία              
3 φορές

1 1 1
1 1 ... 1 1 ... 1

2 3 n n
n

n −
≤ + + + + ≤ + + + =          άρα  

 

3

1 1 1
1 1 ... 1

2 3
n

n
n

n
n

≤ + + + + ≤ →  συνεπώς 
3

1 1 1
1 ... 1

2 3
n

n n
+ + + + → . 

Έπεται ότι ( )1,1nx
⋅

→ . 

(β) 
1

0 0
n n

n n n

συν συν
≤ → ⇒ →  

Παρατηρούµε ότι 1 2 3nηµ≤ − ≤  για κάθε 1n ≥ . Άρα 1 2 3 1nn nηµ≤ − ≤ →  έπεται 

ότι 2 1n nηµ− → . Έτσι συµπεραίνουµε ότι 
1

1
12

n

n

n

nηµ
→ =

−
 

Άρα ( )0,1ny
⋅

→ . 

 
    Παρατηρήσεις 1) Η ακολουθία , 1n nηµ ≥   δεν είναι συγκλίνουσα. Αν συνέκλινε 

έστω n a Rηµ → ∈ , τότε θα είχαµε µε χρήση γνωστών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων: 

( )( ) ( )0 lim 2 2 1 lim 1
n n

n n nηµ ηµ ηµ συν
→+∞ →+∞

= + − = ⋅ +  και συνεπώς lim 0
n

nσυν
→+∞

=  (1), 

επίσης ( )( ) ( )0 lim 2 2 1 lim 1
n n

n n nσυν συν ηµ ηµ
→+∞ →+∞

= + − = − ⋅ + , άρα lim 0
n

nηµ
→+∞

=   (2). 

Οι (1) και (2) όµως αντιφάσκουν µε την γνωστή ταυτότητα 2 2 1,n n n Nηµ συν+ = ∈ . 

Υπενθυµίζουµε ότι: Αν ,x y R∈  τότε: 

2
2 2

x y x y
x yηµ ηµ ηµ συν

− +
− = ⋅  και 2

2 2

x y x y
x yσυν συν ηµ ηµ

− +
− = − ⋅  

2) Περαιτέρω σηµειώνουµε ότι η ακολουθία , 1n nηµ ≥  είναι πυκνή στο [ ]1,1− . Αυτό 

έπεται από το θεώρηµα του Kronecker. 
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( Αν R Qθ ∈ −  δηλαδή άρρητος αριθµός τότε η ακολουθία 2 , 1in

nz e nπ θ= ≥  είναι 

πυκνή στο µοναδιαίο κύκλο { }: 1T z C z= ∈ = . Για 
1

2
θ

π
=  έχουµε ότι η 

in
nz e n i nηµ συν= = +  είναι πυκνή στον κύκλο Τ, από όπου έπεται ότι οι ακολουθίες 

nηµ  και , 1n nσυν ≥  είναι πυκνές στο [ ]1,1− . Σηµειώνουµε ότι Q  συµβολίζει το 

σύνολο των ρητών στο R ). ( Πρβλ. το [6], σελίδα 96-101.) 

 

3) Το Λήµµα Cesaro ισχυρίζεται ότι, αν ( nx ) είναι ακολουθία πραγµατικών ώστε 

nx x→ , µε x−∞ ≤ ≤ +∞  , τότε 1 2 ... nx x x
x

n

+ + +
→ . 

                                                                                                                              
Ασκήσεις 

1)Βρείτε τα όρια αν υπάρχουν των ακολουθιών: 

(α) ( )1 2
, , 0,1

1 4 !

n
nn

n n

 +
 − 

, (β) 
3

8

1 1 1 1
... , , 5

2 4 2 2 5
n

n nn n

 
+ + + 

− + 
 

(γ) 
51 2 10 1

1 , , 1
3 ! 2

nn

n

n

n n

 +  − −     
,  (δ) 

3
8 7 2

2
, 100

5 8 4
nn

n n n
n n

 
− + + + 

 

 
2)(α) ∆ιατυπώστε τον ορισµό της ακολουθίας Cauchy ( βασικής ακολουθίας ) στον 

Ευκλείδειο χώρο nR  και αποδείξτε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι Cauchy. 
(β) Αποδείξτε ότι ο Ευκλείδειος χώρος είναι πλήρης, δηλαδή κάθε ακολουθία Cauchy 
είναι συγκλίνουσα. 
 

3)(α) Μια σειρά 
1

xκ
κ

∞

=
∑  στον nR  λέγεται απόλυτα συγκλίνουσα, αν η σειρά 

πραγµατικών αριθµών 
1

xκ
κ

∞

=
∑  είναι συγκλίνουσα. Αποδείξτε ότι κάθε απόλυτα 

συγκλίνουσα σειρά είναι και συγκλίνουσα. 

(β) Αν η σειρά 
1

xκ
κ

∞

=
∑  είναι συγκλίνουσα, αποδείξτε ότι η ακολουθία 0xκ

⋅→  

[ Υπόδειξη για το (α): Η ακολουθία 1 ... , 1m mS x x m= + + ≥ , των µερικών 

αθροισµάτων είναι Cauchy]. 
 
4) Εξετάστε ως προς την σύγκλιση ( απόλυτη και απλή ) τις σειρές: 

(α) 
1

1 1
,

2 !n
n n

∞

=

 
 
 

∑ , (β) 
2

2
1

,
4 5n

n

n n

n n

∞

=

 
 − 

∑  και (γ) 
( )3

2 5
1

1sin 1
, ,

n

n

n

n n n

∞

=

 −
 
 
 

∑ . 

 
 
 
 


