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ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ 2021 



ΕΝΟΤΗΤΑ Α (ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΜΟΤΗΤΑ) 

1) ΘΕΩΡΙΑ 

Α) Διαφορίσιμη Συνάρτηση 

Έ𝜎𝜏𝜔 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ𝑚, 𝛪 𝛼휈휊휄𝜒𝜏ό 휅𝛼휄 �⃗�0 ∈ 𝐼. 

𝛩𝛼 휆έ휇휀 ό𝜏휄 휂 𝑓 𝛿휄𝛼𝜑휊휌ί𝜎휄휇휂 𝜎𝜏휊 �⃗�0 휀ά휈 𝜐휋ά휌𝜒휀휄 𝑇: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 𝛾휌𝛼휇휇휄휅ή 

𝛼휋휀휄휅ό휈휄𝜎휂 𝜏έ𝜏휊휄𝛼 ώ𝜎𝜏휀: 

lim
�⃗�→�⃗�0

𝑓(�⃗�) − 𝑓(�⃗�0) − 𝑇(�⃗� − �⃗�0)

�⃗� − �⃗�0
= 0.  𝐻 𝑇 = 𝑓′ 휅𝛼휆휀ί𝜏𝛼휄 휋𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍 𝜏휂𝜍 𝑓 

𝜎𝜏휊 𝑥0. 

Β) Μερική Παράγωγος Συνάρτησης 

Έ𝜎𝜏𝜔 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ, 𝛪 𝛼휈휊휄𝜒𝜏ό 휅𝛼휄 �⃗�0 ∈ 𝐼, 𝑖 ∈ {1, … 𝑛} 

𝛩𝛼 휆έ휇휀 ό𝜏휄 휂 𝑓 휀ί휈𝛼휄 휇휀휌휄휅ώ𝜍 휋𝛼휌𝛼𝛾𝜔𝛾ί𝜎휄휇휂 𝜔𝜍 휋휌휊𝜍 𝑥𝑖 𝜎𝜏휊 �⃗�0 휀ά휈 𝜐휋ά휌𝜒휀휄 𝜏휊: 

lim
ℎ→0

𝑓(�⃗�0 + ℎ ∙ 𝑒𝑖) − 𝑓(�⃗�0)

ℎ
, 𝜏휊 휊휋휊ί휊 휅𝛼휆휀ί𝜏𝛼휄 휇휀휌휄휅ή𝜍 휋𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍 𝜏휂𝜍 𝑓 𝜔𝜍 

휋휌휊𝜍 𝑥𝑖  휅𝛼휄 휃𝛼 𝜎𝜐휇𝛽휊휆ί휁휀𝜏𝛼휄 휇휀 
𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥𝑖
  ή  𝑓𝑥𝑖

(�⃗�0) 

Γ) Κλίση της f-Ανάδελτα 

Έ𝜎𝜏𝜔 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ, 𝛪 𝛼휈휊휄𝜒𝜏ό 휅𝛼휄 �⃗�0 ∈ 𝐼 ώ𝜎𝜏휀 𝜐휋ά휌𝜒휊𝜐휈 휊휄 휇휀휌휄휅휊ί 

휋𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊휄 휋휌ώ𝜏휂𝜍 𝜏ά휉휂𝜍 𝜏휂𝜍 𝑓 𝜎𝜏휊 �⃗�0,
𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥𝑛
. 𝛵ό𝜏휀 𝜏휂휈 휋𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊 

𝜏휂𝜍 𝑓 𝜎𝜏휊 �⃗�0 𝛿휂휆𝛼𝛿ή 𝜏휊 𝛿휄ά휈𝜐𝜎휇𝛼 𝑓′(�⃗�0) = (
𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥2
, … ,

𝜕𝑓(�⃗�0)

𝜕𝑥𝑛
) 

𝜏휂휈 휊휈휊휇ά휁휊𝜐휇휀 휅휆ί𝜎휂  (ή 𝛼휈ά𝛿휀휆𝜏𝛼) 𝜏휂𝜍 𝑓 𝜎𝜏휊 �⃗�0. 𝛵휂휈 𝜎𝜐휇𝛽휊휆ί휁휊𝜐휇휀 휇휀 ∇𝑓(�⃗�0). 

 

2) ΑΣΚΗΣΗ 

Υποθέτουμε ότι ένα βουνό έχει το σχήμα του ελλειπτικού παραβολοειδούς 

𝑧 = 𝑐 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2𝑦 όπου a,b και c είναι θετικές σταθερές, x και y οι γεωγραφικές 

συντεταγμένες (ανατολή-δύση, βορράς-νότος αντίστοιχα), και z είναι το 

υψόμετρο πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας (τα x,y,z μετριούνται όλα σε 

μέτρα). Στο σημείο (1,1), σε ποια διεύθυνση αυξάνει γρηγορότερα το υψόμετρο; 

i) Αν ο Άγιος Βασίλης άφηνε έναν βόλο στο (1,1), σε ποια διεύθυνση θα άρχιζε 

να κατρακυλάει; ii) Στο υποθετικό βουνό μας, αφού ο τάρανδος του Άη Βασίλη 

κουράστηκε, ένας μηχανικός ήθελε να τον βοηθήσει με το να φτιάξει  μία 

σιδηροδρομική γραμμή. Η κλίση απευθείας προς την κορυφή του βουνού είναι 

πολύ μεγάλη για τη δύναμη των μηχανών του τραίνου. Στο σημείο (1,1), προς 

ποιες διευθύνσεις πρέπει να στρωθεί η γραμμή, ώστε να ανεβαίνει με κλίση 3% , 

δηλαδή η κλίση να έχει εφαπτομένη 0,03; (Υπάρχουν δύο δυνατότητες). Κάντε 

ένα πρόχειρο σχήμα στο οποίο να φαίνονται οι δύο δυνατές διευθύνσεις για 

κλίση 3% στο (1,1) 



ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑧 = 𝑐 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
) = (−2𝑎𝑥, −2𝑏𝑦) 

Στο (𝑥, 𝑦) = (1,1) 휂 𝑓(𝑥, 𝑦) αυξάνεται περισσότερο στην κατεύθυνση 

∇𝑓(1,1) = (−2𝑎, −2𝑏) 

Ο βώλος θα κυλήσει στην κατεύθυνση του (2𝛼, 2𝑏). Δηλαδή στην κατεύθυνση 

−∇𝑓(1,1), καθώς είναι η κατεύθυνση της μεγαλύτερης μείωσης. 

 

 

Έστω �⃗⃗� το μοναδιαίο διάνυσμα στο 𝑥𝑦 − επίπεδο, όπου: 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 ⟺ 𝑦2 = 1 − 𝑥2       (1) 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ �⃗⃗�  είναι ο ρυθμός μεταβολής της 𝑓(𝑥, 𝑦) στην κατεύθυνση του 

μοναδιαίου διανύσματος �⃗⃗�. 



∇𝑓(1,1) = (−2𝑎, −2𝑏)  휇휀 𝛼 > 0, 𝛽 > 0. Εάν 𝑟 = 0,03, τότε: 

∇𝑓(1,1) ∙ (𝑥, 𝑦) = 𝑟 ⟺ −2𝑎𝑥 − 2𝑏𝑦 = 0,03 = 𝑟 ⟺ 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = −
𝑟

2
      (2) 

𝑎𝑥 +
𝑟

2
= −𝑏𝑦 ⟺ (𝑎𝑥 +

𝑟

2
)

2

= 𝑏2𝑦2 ⟹⏞
(1)

𝑎2𝑥2 + 𝑎𝑟𝑥 +
𝑟2

4
= 𝑏2(1 − 𝑥2) ⟹ 

𝑎2𝑥2 + 𝑎𝑟𝑥 +
𝑟2

4
− 𝑏2 + 𝑏2𝑥2 = 0 ⟹ (𝑎2 + 𝑏2)𝑥2 + 𝑎𝑟𝑥 +

𝑟2

4
− 𝑏2 = 0      (3) 

Παίρνουμε την διακρίνουσα: 

𝛥 = 𝑎2𝑟2 − 4 ∙ (𝑎2 + 𝑏2) ∙ (
𝑟2

4
− 𝑏2) > 0 ⟺ 𝑎2𝑟2 > (𝑎2 + 𝑏2) ∙ (𝑟2 − 4𝑏2) ⟺ 

𝑎2𝑟2 > 𝑎2𝑟2 − 4𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑟2 − 4𝑏4 ⟺ 4𝑎2 + 4𝑏2 > 𝑟2 ⟺ 𝑎2 + 𝑏2 >
𝑟2

4
 

Το οποίο ισχύει για r=0,03 κι ένα λογικό μέγεθος βουνού (τιμές των a,b). 

 

Για 𝑟 = 0,03 η (3) γράφεται: 

(𝑎2 + 𝑏2)𝑥2 + 0,03𝑎𝑥 +
0,032

4
− 𝑏2 = 0 

Από τη (2) έχουμε: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = −
𝑟

2
⟹ 𝑦 =

−
𝑟
2 − 𝑎𝑥

𝑏
⟹ 𝑦 = −

𝑟 + 2𝑎𝑥

2𝑏
 

Οπότε οι ζητούμενες κατευθύνσεις είναι οι: 

(𝑥1, −
0,03 + 2𝑎𝑥

2𝑏
)  휅𝛼휄 (𝑥2, −

0,03 + 2𝑎𝑥

2𝑏
) , όπου 𝑥1, 𝑥2 οι λύσεις της  

(𝑎2 + 𝑏2)𝑥2 + 0,03𝑎𝑥 +
0,032

4
− 𝑏2 = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ Β (GREEN) 

1) ΘΕΩΡΙΑ 

Αρχικά να επισημάνουμε ότι το θεώρημα Green, με το οποίο θ’ ασχοληθούμε στη 

συνέχεια, αναφέρεται αποκλειστικά στα παρακάτω υποσύνολα του ℝ2. 

Α) Σύνολο Green 

 Έστω 𝐷 ⊆ ℝ2, έτσι ώστε το σύνορο του 𝑑𝐷 휈α είναι μια απλή, κλειστή, 𝐶1  

 (ή κατά τμήματα 𝐶1), λεία καμπύλη 𝛤. Tο 𝐷 καλείται Σύνολο Green. 

Β) Στοιχειώδες Σύνολο Green 

 Έστω 𝐷 ⊆ ℝ2, έτσι ώστε το σύνορο του 𝑑𝐷 να είναι απλές, πεπερασμένες το 

 πλήθος, κλειστές, 𝐶1 (ή κατά τμήματα 𝐶1), λείες καμπύλες 𝛤𝑘 (𝑘 ≥ 2). 

 Tο 𝐷 καλείται Στοιχειώδες Σύνολο Green. 

 

Γ) Θεώρημα Green 

Έστω 𝐷 ⊆ ℝ2, ένα σύνολο Green. 

Τότε εάν �⃗�: 𝐷 → ℝ2 휇휀 �⃗� = (𝑃, 𝑄), C1 διανυσματικο πεδίο. Τότε: 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝑑𝐷+

= ∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

⟺ ∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝑑𝐷+

= ∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

 

2) ΑΣΚΗΣΗ 

Έστω οι συναρτήσεις: 

𝑃(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
−

𝑦 − 1

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2
  휅𝛼휄 

𝑄(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
+

𝑥 − 3

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2
 

Να βρεθούν όλες οι πιθανές τιμές του επικαμπυλίου ολοκληρώματος: 

𝐼 = ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

, 

όπου Γ είναι απλή, κλειστή, λεία, C1 καμπύλη της οποίας η τροχιά περιέχεται στο 

ℝ2\{(0,0), (3,1)}. 

 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε το διανυσματικό πεδίο �⃗�: ℝ2\{(0,0), (3,1)} → ℝ2 το οποίο  

είναι 𝐶1 εφόσον 𝑃, 𝑄 είναι 𝐶1. 

𝛰휋ό𝜏휀: 𝐼 = ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

= ∮ �⃗�
𝛤+

∙ 𝑑𝑟 



Θεωρούμε τις: 

𝑃1(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑄1 =

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
 

𝑃2(𝑥, 𝑦) = −
𝑦 − 1

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2
, 𝑄2 =

𝑥 − 3

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2
. 

Τότε προφανώς: 

𝑃 = 𝑃1 + 𝑃2  휅𝛼휄  𝑄 = 𝑄1 + 𝑄2 

Επίσης: 

�⃗�(𝑥, 𝑦) = �⃗�1(𝑥, 𝑦) + �⃗�2(𝑥, 𝑦) για (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2\{(0,0), (3,1)}, όπου: 

�⃗�1(𝑥, 𝑦) = (𝑃1(𝑥, 𝑦), 𝑄1(𝑥, 𝑦)), (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2\{(0,0)} 

�⃗�2(𝑥, 𝑦) = (𝑃2(𝑥, 𝑦), 𝑄2(𝑥, 𝑦)), (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2\{(3,1)} 

Προφανώς �⃗�1, �⃗�2 είναι 𝐶1 εφόσον 𝑃1, 𝑄1 και 𝑃2, 𝑄2 είναι 𝐶1. 

Άρα από τα παραπάνω έχουμε ότι το ολοκλήρωμα που ψάχνουμε: 

𝐼 = ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟 = ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

=
𝛤+

 

∮ 𝑃1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

+ ∮ 𝑃1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

 

Παρατηρούμε ότι: 

�⃗�1 και �⃗�2 είναι αστρόβιλα. Πράγματι: 

𝜕𝑃1

𝜕𝑦
=

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

𝜕𝑄1

𝜕𝑥
  휀ά휈 (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2\(0,0)       (1) 

𝜕𝑃2

𝜕𝑦
=

(𝑦 − 1)2 − (𝑥 − 3)2

[(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2]2
=

𝜕𝑄2

𝜕𝑥
  휀ά휈 (𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2\(3,1)      (2) 

 

Διακρίνουμε περιπτώσεις: 

α) Η Γ δεν περιέχει στο εσωτερικό της κάποιο από τα (0,0), (3,1).  

Έστω D το σύνολο που περικλείει η Γ. Το D είναι σύνολο Green 

Θα εφαρμόσουμε Green στο D.  

Έχουμε: 

𝛪 = ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

= 

= ∮ 𝑃1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

+ ∮ 𝑃2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

=⏞
𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛

 



= ∬ (
𝜕𝑄1

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃1

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

+ ∬ (
𝜕𝑄2

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃2

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=⏞

(1),(2)

0 + 0 = 0 

β) Έστω ότι η Γ περιέχει στο εσωτερικό της το (0,0). Έστω Γ1 κύκλος με κέντρο 

το (0,0) και ακτίνα r>0 τέτοια ώστε ο κύκλος να βρίσκεται στο εσωτερικό της 

καμπύλης Γ. Θεωρούμε τον κύκλο με τη συνήθη παραμέτρηση: 

�⃗�: [0,2휋] → ℝ2 휇휀 �⃗�(𝑡) = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡). 

Έστω D το σύνολο του επιπέδου που βρίσκεται  

μεταξύ της καμπύλης Γ και του κύκλου Γ1. 

Το D είναι στοιχειώδες σύνολο Green. 

Θα εφαρμόσουμε Green στο D. 

Έχουμε: 

𝛪 = ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝑑𝐷

=⏞
𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛

∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦 ⟹

𝐷

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝑑𝐷

=⏞
(1),(2)

0 ⟹ 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

+ ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

−
= 0 ⟹ ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝛤+

− ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
= 0 ⟹ 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

= ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
= ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟

𝛤1
+

+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
       (3) 

 

Έχουμε ότι ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
= 0     (4) 

(�⃗�2 συντηρητικό, εφόσον �⃗�2 αστρόβιλο, 𝐶1 και 𝐷 στοιχειώδες σύνολο Green άρα 

μπορεί να εφαρμοστεί Green) 

Όμως �⃗�1 όχι συντηρητικό, αφού δεν είναι 𝐶1 συνεπώς ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
≠ 0.  Άρα: 

∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
= ∫ �⃗�1(�⃗�(𝑡)) ∙ �⃗�′(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

= 

∫ (𝑃1(�⃗�(𝑡)), 𝑄1(�⃗�(𝑡))) ∙ (−𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

= 

∫ 𝑃1(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡) ∙ (−𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡) + 𝑄1(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡) ∙ 𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

= 

∫
−𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡

(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡)2 + (𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡)2
∙ (−𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡)

2𝜋

0

+
𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡

(𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡)2 + (𝑟𝑠𝑖𝑛𝑡)2
∙ (𝑟𝑐𝑜𝑠𝑡) 𝑑𝑡 = 

∫ (𝑠𝑖𝑛𝑡)2 + (𝑐𝑜𝑠𝑡)2𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ 1𝑑𝑡
2𝜋

0

= 2휋    (5) 

Από (3), (4), (5) έπεται ότι 𝛪 = 0 + 2휋 = 2휋 

Όμοια δείχνουμε ότι Ι = 2π αν η Γ περιέχει μόνο το (3,1). Όπως είδαμε δεν έχει 

σημασία η ακτίνα αφού το ολοκλήρωμα τελικά είναι ανεξάρτητο αυτής. 



γ) Έστω ότι η Γ περιέχει στο εσωτερικό της το (0,0) και το (3,1). Έστω Γ1,Γ2 

κύκλοι με κέντρα τα (0,0) και (3,1) και ακτίνες r1,r2 αντίστοιχα τέτοιες ώστε να 

βρίσκονται εντός της Γ και να μην τέμνονται μεταξύ τους. 

Θεωρούμε τις αντίστοιχες παραμετρήσεις: 

�⃗�1: [0,2휋] → ℝ2 휇휀 �⃗�1(𝑡) = 𝑟1(𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡) = (𝑟1𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟1𝑠𝑖𝑛𝑡) 

�⃗�2: [0,2휋] → ℝ2 휇휀 �⃗�2(𝑡) = 𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑠𝑖𝑛𝑡) = (𝑟2𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝑡) 

Έστω D το σύνολο του επιπέδου που βρίσκεται μεταξύ  

της καμπύλης Γ και των κύκλων Γ1 και Γ2. 

Το D είναι στοιχειώδες σύνολο Green.  

Θα εφαρμόσουμε Green στο D. 

Έχουμε: 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝑑𝐷

=⏞
𝐺𝑟𝑒𝑒𝑛

∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦 ⟹

𝐷

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝑑𝐷

=⏞
(1),(2)

0 ⟹ 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

+ ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

−
+ ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝛤2
−

= 0 ⟹ 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

− ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
− ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟

𝛤2
+

= 0 ⟹ 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

= ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
+ ∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟 ⟹

𝛤2
+

 

∮ �⃗� ∙ 𝑑𝑟
𝛤+

= ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤1
+

+ ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤2

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤2
+

 

Στο (𝛃) δείξαμε ήδη ότι εάν η Γ περιέχει στο εσωτερικό της το (0,0) τότε: 

∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤1
+

= 2휋 

Όμοια δείχνουμε ότι εάν η Γ περιέχει στο εσωτερικό της το (3,1), τότε: 

∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤2

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤2
+

= 2휋 

Από τα παραπάνω έπεται ότι εάν η Γ περιέχει και το (0,0) και το (3,1) τότε: 

𝛪 = ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤1

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤1
+

+ ∮ �⃗�1 ∙ 𝑑𝑟
𝛤2

+
+ ∮ �⃗�2 ∙ 𝑑𝑟

𝛤2
+

= 2휋 + 2휋 = 4휋 

 

Τελικά οι πιθανές τιμές που μπορεί να πάρει το  

𝛪 = ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝛤+

     είναι: 

0, 2π, 4π ανάλογα αν η Γ περιέχει στο εσωτερικό της κανένα, ακριβώς ένα 

ή και τα δύο σημεία αντίστοιχα. 
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