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ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισµός

΄Εστω Ω δειγµατικός χώρος στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή

ϕαινοµένου).

Μία συνάρτηση, η οποία σε κάθε ενδεχόµενο A ⊆ Ω αντιστοιχεί

(εκχωρεί) έναν πραγµατικό αριθµό P(A), καλείται πιθανότητα αν

ικανοποιεί τα αξιώµατα (ιδιότητες):

(α) µη αρνητικότητας : P(A) ≥ 0, για κάθε ενδεχόµενο A ⊆ Ω,

(ϐ) νορµαλισµού : P(Ω) = 1, και

(γ) αριθµήσιµης προσθετικότητας :

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν ∪ · · · ) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν) + · · · ,

για οποιαδήποτε ακολουθία Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, . . . ν . . . , κατά Ϲεύγη

ξένων (αµοιβαίως αποκλειοµένων) ενδεχοµένων.



ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω αντί του

αξιώµατος της αριθµήσιµης προσθετικότητας αρκεί το ασθενέστερο

αξίωµα

(γ΄) προσθετικότητας :

P(A ∪ B) = P(A) + P(B),

για οποιαδήποτε ξένα ενδεχόµενα A ⊆ Ω και B ⊆ Ω, από το οποίο

συνάγεται επαγωγικά η σχέση

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν),

για οποιαδήποτε κατά Ϲεύγη ξένα ενδεχόµενα Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, . . . , ν.



ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Σηµειώνουµε ότι ο αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας δεν καθορίζει

κάποια έκφραση (τύπο) υπολογισµού της (συνάρτησης) πιθανότητας

P(A) για κάθε ενδεχόµενο A ⊆ Ω. Απλώς περιορίζεται στον

καθορισµό των συνθηκών που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση P(A),

A ⊆ Ω, για να είναι πιθανότητα.

Η ύπαρξη πρόσθετων στοιχείων σχετικών µε το δειγµατικό χώρο Ω και

τις πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχοµένων του δύναται να οδηγήσει

στον προσδιορισµό µιας έκφρασης (τύπου) υπολογισµού της

πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Τέτοιες περιπτώσεις

εξετάζουµε στα επόµενα παραδείγµατα. για οποιαδήποτε κατά Ϲεύγη

ξένα ενδεχόµενα Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, . . . , ν.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN} δ.χ. και A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωiκ } ⊆ Ω ενδεχ.

Η πιθανότητα P(A) δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει των πιθανοτήτων

των στοιχειωδών ενδεχοµένων του Ω :

P({ωi}) = pi , i = 1, 2, . . . ,N.

Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας την έκφραση

A = {ωi1} ∪ {ωi2} ∪ · · · ∪ {ωiκ } και το αξίωµα της προσθετικότητας,

συνάγουµε τον τύπο

P(A) = pi1 + pi2 + · · ·+ piκ .

Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε το αξίωµα του νορµαλισµού και επειδή

P(Ω) = p1 + p2 + · · ·+ pN , οι πιθανότητες των στοιχειωδών

ενδεχοµένων ικανοποιούν τη σχέση p1 + p2 + · · ·+ pN = 1.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Συµπερασµατικά, στην περίπτωση πεπερασµένου δειγµατικού χώρου, η

γνώση των πιθανοτήτων των στοιχειωδών ενδεχοµένων επιτρέπει τον

υπολογισµό της πιθανότητας οποιουδήποτε ενδεχοµένου. Οι αρχικές

αυτές πιθανότητες δύνανται να προκύψουν από την εξέταση και

ανάλυση των συνθηκών και των οργάνων εκτέλεσης του

συγκεκριµένου στοχαστικού πειράµατος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην

περίπτωση ισοπιθάνων δειγµατικών σηµείων,

pi = P({ωi}) =
1

N
, i = 1, 2, . . . ,N,

η ανωτέρω έκφραση της πιθανότητας P(A) απλοποιείται στη µορφή

P(A) =
N(A)

N
,

η οποία συµφωνεί µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα της ϱίψης ενός κύβου.

Καταγράφοντας την ένδειξη της επάνω έδρας του κύβου, ο δειγµατικός

χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

µε N = N(Ω) = 6 δειγµατικά σηµεία.

(α) Στην περίπτωση συνήθους κύβου, ο οποίος είναι συµµετρικός και

κατασκευασµένος από οµοιογενές υλικό, όλες οι έδρες έχουν την ίδια

πιθανότητα εµφάνισης :

pj = P({j}) =
1

6
, j = 1, 2, . . . , 6.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου A δίνεται τότε από τον τύπο

P(A) =
N(A)

6
,

της κλασικής πιθανότητας.

΄Ετσι, αν A είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού µεγαλυτέρου ή

ίσου του 5, τότε A = {5, 6} και N(A) = 2, οπότε

P(A) =
1

3
.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

(ϐ) Στην περίπτωση κύβου µε ανοµοιογενές υλικό κατασκευής, τέτοιο

ώστε η πιθανότητα εµφάνισης οποιασδήποτε έδρας να είναι ανάλογη

του αριθµού (των κουκκίδων) που ϕέρει, τότε

pj = P({j}) = c · j, j = 1, 2, . . . , 6.

όπου c είναι ο συντελεστής αναλογίας. ΄Οµως

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1, οπότε c · (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 1

και έτσι c = 1/21. Εποµένως η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου

A = {j1, j2, . . . , jκ} δίνεται από τον τύπο

P(A) =
j1 + j2 + · · ·+ jκ

21

΄Ετσι, αν A είναι το ενδεχόµενο εµφάνισης αριθµού µεγαλυτέρου ή

ίσου του 5, τότε A = {5, 6} και

P(A) =
5 + 6

21
=

11

21
.



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Θεώρηµα

(α) Αν ∅ είναι το αδύνατο ενδεχόµενο ως προς το δειγµατικό χώρο Ω,

τότε

P(∅) = 0. (1)

(ϐ) Αν Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, . . . , ν είναι κατά Ϲεύγη ξένα ενδεχόµενα, τότε

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν). (2)



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Απόδειξη.

(α) Θέτοντας Ai = ∅, i = 1, 2, . . . , έχουµε A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν · · · = ∅
και χρησιµοποιώντας το αξίωµα της αριθµήσιµης προσθετικότητας,

συνάγουµε τη σχέση

P(∅) = P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν · · · ) = P(A1) + P(A2) + · · · P(Aν) + · · ·

= P(∅) + P(∅) + · · ·+ P(∅) + · · · .

Επιπλέον, σύµφωνα µε το αξίωµα της µη αρνητικότητας, έχουµε

P(∅) ≥ 0 και εποµένως η σειρά µη αρνητικών όρων

P(∅) + · · ·+ P(∅) + · · · = 0

ως µηδενική, συνεπάγεται ότι P(∅) = 0. �



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

(ϐ) Ας ϑεωρήσουµε και τα ενδεχόµενα Ai = ∅, i = ν + 1, ν + 2, . . . .
Τότε, χρησιµοποιώντας το αξίωµα της αριθµήσιµης προσθετικότητας και

την (1), συµπεραίνουµε ότι

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν) = P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν ∪ Aν+1 ∪ · · · )

= P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν) + P(Aν+1) + · · ·

= P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν).



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Θεώρηµα

(α) Αν A′ είναι το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου A ως προς το

δειγµατικό χώρο Ω, τότε

P(A′) = 1 − P(A). (3)

(ϐ) Αν A ⊆ Ω και B ⊆ Ω είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε

P(A − B) = P(A) − P(AB) (4)

P(A − B) = P(A) − P(B), για B ⊆ A. (5)

(γ) Αν A ⊆ Ω και B ⊆ Ω είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB) (6)

P(A′B′) = 1 − P(A) − P(B) + P(AB). (7)



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Απόδειξη.

(α) Τα ενδεχόµενα A και A′ είναι ξένα, A ∩ A′ = ∅, και A ∪ A′ = Ω.

Εποµένως

P(A) + P(A′) = P(A ∪ A
′) = P(Ω) = 1.

(ϐ) Τα ενδεχόµενα A − B = A ∩ B′ και A ∩ B είναι ξένα µεταξύ τους και

(A ∩ B′) ∪ (A ∩ B) = A ∩ (B′ ∪ B) = A ∩ Ω = A. Εποµένως

P(A) = P[(A ∩ B
′) ∪ (A ∩ B)] = P(A ∩ B

′) + P(A ∩ B)

και έτσι

P(A − B) = P(A ∩ B
′) = P(A) − P(AB).

Στην περίπτωση που B ⊆ A έχουµε AB = B και εποµένως

P(A − B) = P(A) − P(B).

�



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

(γ) Τα ενδεχόµενα A και B − A = B ∩ A′ είναι ξένα µεταξύ τους και

A ∪ (B ∩ A
′) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ A

′) = (A ∪ B) ∩ Ω = A ∪ B.

Εποµένως, σύµφωνα µε την ιδιότητα της προσθετικότητας,

P(A ∪ B) = P[A ∪ (B − A)] = P(A) + P(B − A),

και χρησιµοποιώντας την (4), συνάγουµε την έκφραση (6). Επίσης, από

τον τύπο του De Morgan

(A ∪ B)′ = A
′
B
′

και σύµφωνα µε την (3), παίρνουµε τη σχέση

P(A′B′) = P[(A ∪ B)′] = 1 − P(A ∪ B),

στην οποία εισάγοντας την έκφραση (6), συνάγουµε την (7).



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Πόρισµα

Αν Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, 3, είναι οποιαδήποτε ενδεχόµενα, τότε

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3)

− {P(A1A2) + P(A1A3) + P(A2A3)}

+ P(A1A2A3) (8)

και

P(A′1A
′
2A
′
3) = 1 − {P(A1) + P(A2) + P(A3)}

+ {P(A1A2) + P(A1A3) + P(A2A3)}

− P(A1A2A3). (9)



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Απόδειξη.

Η πιθανότητα της ένωσης των ενδεχοµένων A = A1 ∪ A2 και B = A3,

σύµφωνα µε την (6), εκφράζεται ως εξής :

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1 ∪ A2) + P(A3) − P[(A1 ∪ A2)A3]

= P(A1) + P(A2) − P(A1A2) + P(A3)

− P[(A1A3) ∪ (A2A3)].

Επίσης, σύµφωνα και πάλιν µε την (6),

P[(A1A3) ∪ (A2A3)] = P(A1A3) + P(A2A3) − P(A1A2A3)

και έτσι συνάγεται η έκφραση (8). Επειδή A′
1
A′

2
A′

3
= (A1 ∪ A2 ∪ A3)

′,

εφαρµόζοντας διαδοχικά τις (3) και (8), συµπεραίνουµε την (9). �



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Θεώρηµα

Η πιθανότητα P λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [0, 1],

0 ≤ P(A) ≤ 1, για κάθε A ⊆ Ω, (10)

και είναι αύξουσα συνολοσυνάρτηση,

P(A) ≤ P(B), για κάθε A ⊆ Ω, B ⊆ Ω µε A ⊆ B. (11)



Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Απόδειξη.

Σύµφωνα µε το αξίωµα της µη αρνητικότητας, P(A) ≥ 0, για κάθε

A ⊆ Ω. Οµοίως P(A′) ≥ 0 και επειδή

P(A′) = 1 − P(A),

συνάγουµε και το δεξιό µέλος της διπλής ανισότητας (10). Επίσης,

σύµφωνα µε το αξίωµα της µη αρνητικότητας, η πιθανότητα του

ενδεχοµένου B − A ⊆ Ω είναι µη αρνητική, P(B − A) ≥ 0, και επειδή

P(B − A) = P(B) − P(A),

εφόσον A ⊆ B, συνάγουµε την (11). �



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία σειρά τριών γεννήσεων σ΄ ένα µαιευτήϱιο και το

ενδεχόµενο B της γέννησης ενός τουλάχιστο αγοριού. Υποθέτοντας ότι

η γέννηση αγοριού είναι εξίσου πιθανή µε τη γέννηση κοριτσιού, να

υπολογισθεί η πιθανότητα P(B).

Το συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου B είναι το ενδεχόµενο B′ της

γέννησης κοριτσιού και στις τρεις γεννήσεις. Η πιθανότητα P(B′)
υπολογίζεται πιο εύκολα από την P(B).

Ο δειγµατικός χώρος Ω των τριών γεννήσεων περιλαµβάνει

N(Ω) = 23 = 8 ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία, από τα οποία µόνο ένα

ανήκει στο B′, οπότε

P(B′) =
1

8

και

P(B) = 1 − P(B′) = 1 −
1

8
=

7

8
.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

΄Ενας άλλος τρόπος υπολογισµού της πιθανότητας P(B) είναι να

ϑεωρήσουµε το ενδεχόµενο B ως ένωση των κατά Ϲεύγη ξένων

ενδεχοµένων A1, A2 και A3 της γέννησης 1, 2 και 3 αγοριών, αντίστοιχα.

Τότε

P(B) = P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3)

=
3

8
+

3

8
+

1

8
=

7

8
.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

Το πρόβληµα των γενεθλίων. Ας ϑεωρήσουµε ένα σύνολο κ ατόµων

των οποίων καταγράφουµε τα γενέθλια. Σηµειώνουµε ότι ένα έτος έχει

365 ηµέρες εκτός και αν είναι δίσεκτο οπότε έχει 366 ηµέρες. Επίσης

έχει παρατηρηθεί ότι ο αριθµός των γεννήσεων δεν είναι αρκετά

σταθερός καθ΄ όλη τη διάρκεια του έτους. ΄Οµως, σε πρώτη

προσέγγιση, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι ένα έτος έχει 365 ηµέρες

οι οποίες είναι εξίσου πιθανές ως ηµέρες γενεθλίων. Να υπολογισθεί

η πιθανότητα του ενδεχοµένου A όπως δύο τουλάχιστον από τα κ
άτοµα έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα.

Οι ηµέρες γενεθλίων ενός συνόλου κ ατόµων µπορούν να

παρασταθούν από µία διάταξη (i1, i2, . . . , iκ) του συνόλου των 365

ηµερών {1, 2, . . . , 365} ανά κ µε επανάληψη, όπου ir είναι η ηµέρα

γέννησης του r-οστού ατόµου, r = 1, 2, . . . , κ. Εποµένως ο αριθµός

των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω είναι ίσος µε N(Ω) = 365κ .



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Το συµπληρωµατικό του ενδεχοµένου A είναι το ενδεχόµενο A′, όπως

και τα κ άτοµα έχουν διαφορετικές ηµέρες γενεθλίων, το οποίο

περιλαµβάνει τις διατάξεις του συνόλου των 365 ηµερών ανά κ χωρίς

επανάληψη. Συνεπώς N(A′) = (365)κ , οπότε

P(A′) =
(365)κ
365κ

και

P(A) = 1 − P(A′) = 1 −
(365)κ
365κ

.

Σηµειώνουµε ότι για κ = 23 έχουµε P(A) = 0,5073 > 1/2.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

΄Εστω ότι από µία κληρωτίδα που περιέχει 10 σφαιρίδια αριθµηµένα από

το 0 µέχρι το 9 κληρώνεται κάθε εβδοµάδα ένας αριθµός. Μετά από

κάθε κλήρωση το εξαγόµενο σφαιρίδιο επανατοποθετείται στην

κληρωτίδα. Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα τρεις (διαδοχικών)

κληρώσεων. Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου όπως ο

µεγαλύτερος από τους τρεις αριθµούς των κληρώσεων είναι το 5.

Το ενδεχόµενο όπως ο µεγαλύτερος από τους τρεις αριθµούς των

κληρώσεων είναι το 5 δύναται να παρασταθεί ως διαφορά A − B του

ενδεχοµένου A όπως ο µεγαλύτερος από τους τρεις αριθµούς της

κλήρωσης είναι ένας από τους αριθµούς {0, 1, 2, 3, 4, 5} και του

ενδεχοµένου B όπως ο µεγαλύτερος από τους τρεις αριθµούς της

κλήρωσης είναι ένας από τους αριθµούς {0, 1, 2, 3, 4}. Παρατηρούµε

ότι B ⊆ A και σύµφωνα µε την (5),

P(A − B) = P(A) − P(B).



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Ο αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω των τριων

κληρώσεων είναι ίσος µε N(Ω) = 103, τον αριθµό των διατάξεων των

10 αριθµών {0, 1, . . . , 9} ανά 3 µε επανάληψη.

Ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου A είναι ίσος µε N(A) = 63,

τον αριθµό των διατάξεων των 6 αριθµών {0, 1, . . . , 5} ανά 3 µε

επανάληψη. Οµοίως N(B) = 53. Τα δειγµατικά σηµεία είναι ισοπίθανα

και έτσι

P(A − B) =
63

103
−

53

103
= 0,091.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

(Συνέχεια). Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου να

κληρωθούν οι αριθµοί 0 και 1 (από µια τουλάχιστο ϕορά ο καθένας).

Ας ϑεωρήσουµε τα ενδεχόµενα A και B να µη κληρωθούν οι αριθµοί 0

και 1, αντίστοιχα. Τότε, A′B′ είναι το ενδεχόµενο κληρωθούν οι 0 και 1

(από µια τουλάχιστο ϕορά ο καθένας) και

P(A′B′) = 1 − P(A) − P(B) + P(AB).

Επίσης : N(A) = 93 (αριθµός των διατάξεων των 9 αριθµών {1, 2, . . . , 9}
ανά 3 µε επανάληψη), N(B) = 93 (αριθµός των διατάξεων των 9

αριθµών {0, 2, 3, . . . , 9} ανά 3 µε επανάληψη), και N(AB) = 83,

(αριθµός των διατάξεων των 8 αριθµών {2, 3, . . . , 9} ανά 3 µε

επανάληψη). Εποµένως

P(A′B′) = 1 − 2
93

103
+

83

103
= 0,054.


