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ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Η δεσµευµένη µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής Y σε δεδοµένο

σηµείο µιας άλλης τυχαίας µεταϐλητής X = x , συµϐολιϹόµενη µε

E(Y |x) ή mY |X (x) ή απλώς m(x), αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης,

δίνεται από τη σχέση

mY |X (x) ≡ E(Y |x) =
∞∑

j=0

yj fY |X (yj |x), (1)

αν η (X , Y ) είναι διακριτή, και από τη σχέση

mY |X (x) ≡ E(Y |x) =

∫ ∞

−∞

y fY |X (y |x)dy, (2)

αν η (X , Y ) είναι συνεχής.



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Σηµειώνουµε ότι η δεσµευµένη µέση τιµή είναι µία πραγµατική

συνάρτηση mY |X (x) ≡ E(Y |x), η οποία ορίζεται για κάθε x = xi ,

i = 0, 1, . . . , αν η τ.µ. X είναι διακριτή, ή για κάθε x ∈ RX , αν η τ.µ X

είναι συνεχής.

Επισηµαίνουµε ότι η δεσµευµένη µέση τιµή για συγκεκριµένο x είναι

ένας πραγµατικός αριθµός.



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µια διδιάστατη τυχαία µεταβλητή και mY |X (x) = E(Y |x) η

δεσµευµένη µέση τιµή της Y δεδοµένης της X = x . Η καµπύλη µε

εξίσωση

y = mY |X (x) (3)

καλείται καµπύλη (µέσης) παλινδρόµησης της Y στην X . Επίσης, η

συνάρτηση mY |X (x) καλείται συνάρτηση παλινδρόµησης της Y στη X .

Κατά τον ίδιο τρόπο ορίζονται η συνάρτηση παλινδρόµησης της X στην

Y : mX |Y (y) = E(X |y) και η καµπύλη (µέσης) παλινδρόµησης της X

στην Y :

x = mX |Y (y). (4)



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Στην (ακραία) περίπτωση που ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων

µεταϐλητών X και Y είναι κατ΄ απόλυτη τιµή ίσος µε τη µονάδα,

ρ(X , Y ) = ±1, τότε, όπως έχουµε ήδη αποδείξει, υπάρχουν πραγµατικοί

αριθµοί α , 0 και � τέτοιοι ώστε, µε πιθανότητα 1, να ισχύει η σχέση

Y = αX + �. Εποµένως

mY |X (x) = E(Y |x) = E(αX + � |x) = αx + �,

mX |Y (y) = E(X |y) = E((Y − �)/α |y) = (y − �)/α,

και οι καµπύλες παλινδρόµησης y = mY |X (x) και x = mX |Y (y)
συµπίπτουν µε την ευθεία y = αx + �.



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες, τότε

mY |X (x) = E(Y |x) = E(Y ) = µY , mX |Y (y) = E(X |y) = E(X) = µX

και οι καµπύλες παλινδρόµησης y = mY |X (x) και x = mX |Y (y) είναι οι

ευθείες y = µY και x = µX , οι οποίες είναι παράλληλες προς τους

άξονες x και y , αντίστοιχα, και τέµνονται στο σηµείο (µX , µY ).



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Στη γενική περίπτωση η καµπύλη παλινδρόµησης y = mY |X (x) δεν είναι

κατ΄ ανάγκη ευθεία και, από άποψη εφαρµογών, είναι συχνά χρήσιµη η

προσέγγιση αυτής από µία ευθεία γραµµή y = αx + �.

Ο υπολογισµός των σταθερών α και � γίνεται µε την ελαχιστοποίηση

(ως προς α και �) της µέσης τετραγωνικής απόκλισης της Y από την

αX + �,

E{[Y − (αX + �)]2}. (5)

Σηµειώνεται ότι η ευθεία αυτή αποτελεί την ϐέλτιστη προσέγγιση της

καµπύλης παλινδρόµησης y = mY |X (x) µε την έννοια της

ελαχιστοποίησης της µέσης τετραγωνικής απόκλισης

E{[mY |X (X) − (αX + �)]2}. (6)



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Θεώρηµα

΄Εστω (X , Y ) µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε

E(X) = µX , E(Y ) = µY , V(X) = σ2
X
, V(Y ) = σ2

Y
, ρ(X , Y ) = ρ.

Τότε η ευθεία y = αx + � για την οποία ελαχιστοποιείται η µέση

τετραγωνική απόκλιση (5) έχει κλίση

α = ρ
σX

σY

(7)

και τέµνει τον άξονα των y στο σηµείο

� = µY − ρ
σY

σX

µX . (8)

Επιπλέον

E{[Y − (αX + �)]2} = σ2
Y
(1 − ρ2). (9)



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Απόδειξη.

Η µέση τετραγωνική απόκλιση (5) ϑεωρούµενη ως συνάρτηση των α και

�, έστω Q(α, �), δύναται να γραφεί στη µορφή

Q(α, �) =E{[(Y − µY ) − α(X − µX ) + (µY − αµX − �)]
2}

=α2
E[(X − µX )2] + E[(Y − µY )2]

− 2αE[(X − µX )(Y − µY )] + (µY − αµX − �)
2

=α2σ2
X

+ σ2
Y
− 2αρσXσY + (µY − αµX − �)

2,

Λαµβάνοντας τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης Q(α, �) ως

προς α και � και ϑέτοντας αυτές ίσες µε µηδέν, συνάγουµε το

σύστηµα των εξισώσεων :

ασ2
X
− ρσXσY − µX (µY − αµX − �) = 0, µY − αµX − � = 0.

�



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Η λύση του συστήµατος αυτού είναι η

α = ρ
σX

σY

, � = µX − ρ
σX

σY

µY

και ελαχιστοποιεί την συνάρτηση Q(α, �).

Εισάγοντας τις τιµές αυτές στη συνάρτηση Q(α, �) λαµβάνουµε την

ελάχιστη µέση τετραγωνική απόκλιση :

Q(α, �) =E

{[
(Y − µY ) − ρ

σY

σX

(X − µX )
]2}

=E[(Y − µY )2] + ρ2
σ2

Y

σ2
X

E[(X − µX )2] − 2ρ
σY

σX

E[(X − µX )(Y − µY )]

=σ2
Y
(1 − ρ2).



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε

E(X) = µX , E(Y ) = µY , V(X) = σ2
X
, V(Y ) = σ2

Y
, ρ(X , Y ) = ρ.

Η ευθεία

y = µY + ρ
σY

σX

(x − µX )

καλείται ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της Y στη X .

Η ελάχιστη µέση τετραγωνική απόκλιση

E

{[
(Y − µY ) − ρ

σY

σX

(X − µX )
]2}

= σ2
Y
(1 − ρ2)

καλείται µέσο τετραγωνικό σφάλµα της γραµµικής παλινδρόµησης της

Y στη X ή υπόλοιπο διασποράς.



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Παράδειγµα

΄Εστω (X , Y ) µια συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας

fX ,Y (x, y) = 2, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Να υπολογισθούν (α) οι καµπύλες (µέσης) παλινδρόµησης, (ϐ) οι

ευθείες γραµµικής παλινδρόµησης και (γ) να συγκριθούν.

(α) Οι δεσµευµένες συναρτήσεις πυκνότητας της Y δεδοµένης της

X = x και της X δεδοµένης της Y = y δίνονται από τις

fY |X (y |x) =
1

1 − x
, x ≤ y ≤ 1, (0 ≤ x < 1),

fX |Y (x |y) =
1

y
, 0 ≤ x ≤ y, (0 < y ≤ 1).



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Εποµένως

mY |X (x) = E(Y |x) =
1

1 − x

∫
1

x

ydy =
1 − x

2

2(1 − x)
=

1 + x

2
,

mX |Y (y) = E(X |y) =
1

y

∫
y

0

xdx =
y

2

2y
=

y

2

και οι καµπύλες παλινδρόµησης της Y στη X και της X στην Y είναι οι

y =
x + 1

2
, 0 ≤ x < 1

και

x =
y

2
, 0 ≤ y < 1.

αντίστοιχα.



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

(ϐ) Οι µέσες τιµές, οι διασπορές και ο συντελεστής συσχέτισης των

τυχαίων µεταβλητών X και Y δίνονται από τις (ϐλ. Παράδειγµα ;;)

µX =
1

3
, µY =

2

3
, σ2

X
= σ2

Y
=

1

18
, ρ =

1

2
.

Η ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της Y στη X , y = αx + �,

σύµφωνα µε τις (7) και (8), έχει κλίση

α = ρ
σY

σX

=
1

2
,

και τέµνει τον άξονα των y στο σηµείο

� = µY − ρ
σY

σX

µX =
2

3
−

1

2
·

1

3
=

1

2
.

Εποµένως η ευθεία αυτή είναι η

y =
x + 1

2
, 0 ≤ x < 1



ΚΑΜΠΥΛΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΣ

Οµοίως, για την ευθεία γραµµικής παλινδρόµησης της X στην Y , έστω

x = γy + δ, παίρνουµε

γ = ρ
σX

σY

=
1

2
, δ = µX − ρ

σX

σY

µY =
1

3
−

1

2
·

2

3
= 0.

και έτσι

x =
y

2
, 0 ≤ y < 1.

(γ) Παρατηρούµε ότι οι καµπύλες παλινδρόµησης της Y στη X και της X

στην Y είναι ευθείες και (αναγκαστικά) συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες

ευθείες γραµµικής παλινδρόµησης της Y στη X και της X στην Y .



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.11 Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας f(x, y) των τυχαίων

µεταβλητών X και Y δίνεται από τις σχέσεις

f(1, 1) = f(2, 1) =
1

8
, f(1, 2) =

1

4
, f(2, 2) =

1

2
.

(α) Να ϐρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας fX (x) και fY (y),

οι δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας fX |Y (x |y) και fY |X (y |x) και να

εξετασθεί κατά πόσον οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες.

(ϐ) Να υπολογισθούν οι µέσες τιµές E(X) και E(Y ) και οι δεσµευµένες

µέσες τιµές E(X |y), y = 1, 2, και E(Y |x), x = 1, 2.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(α)

HH
HH

f(x, y)
y

x
1 2 fX (x)

1 1/8 1/4 3/8

2 1/8 1/2 5/8

fY (y) 1/4 3/4 1

HHHH

fX |Y (x |y)
y

x
1 2

1 1/2 1/3

2 1/2 2/3

H
HHH

fY |X (y |x)
y

x
1 2

1 1/3 2/3

2 1/5 4/5

Επειδή f(1, 1) , fX (1)fY (1) οι τ.µ. X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.
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E(X) = 1 ·
3

8
+ 2 ·

5

8
=

13

8
, E(Y ) = 1 ·

1

4
+ 2 ·

3

4
=

7

4
,

E(X |Y = 1) = 1 ·
1

2
+ 2 ·

1

2
=

3

2
, E(X |Y = 2) = 1 ·

1

3
+ 2 ·

2

3
=

5

3
,

E(Y |X = 1) = 1 ·
1

3
+ 2 ·

2

3
=

5

3
, E(Y |X = 2) = 1 ·

1

5
+ 2 ·

4

5
=

9

5
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.13 ΄Εστω ότι η διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) κατανέµεται

οµοιόµορφα στο τρίγωνο 0 < x < y < θ, όπου θ > 0 είναι παράµετρος.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση πυκνότητας αυτής δίνεται από την

f(x, y) =
2

θ2
, 0 < x < y < θ.

(ϐ) Υπολογίστε το συντελεστή συσχέτισης ρ(X , Y ) και τις δεσµευµένες

µέσες τιµές E(X |y), 0 < y < θ και E(Y |x), 0 < x < θ.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(α) Το ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο

Ω = {(x, y) ∈ R
2 : 0 < x < y < θ}

έχει εµβαδό µ(Ω) = θ2/2 και έτσι

f(x, y) =
1

µ(Ω)
=

2

θ2
, 0 < x < y < θ.

(ϐ)

fX (x) =
2

θ2

∫ θ

x

dy =
2(θ − x)

θ2
, 0 < x < θ,

fY (y) =
2

θ2

∫
y

0

dx =
2y

θ2
, 0 < y < θ,



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

E(XY ) =
2

θ2

∫ θ

0

y

{ ∫
y

0

xdx

}
dy =

2

θ2

∫ θ

0

y

[
x

2

2

]
y

0

dy

=
1

θ2

∫ θ

0

y
3
dy =

1

θ2

[
y

4

4

]θ
0

=
θ2

4
,

E(X) =
2

θ2

∫ θ

0

x(θ − x)dx =
2

θ2

[θx
2

2
−

x
3

3

]θ
0

=
2

θ2

(θ3

2
−
θ3

3

)
=
θ

3
,

E(Y ) =
2

θ2

∫ θ

0

y
2
dy =

2

θ2

[
y

3

3

]θ
0

=
2θ

3
,

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
θ2

4
−

2θ2

9
=
θ2

36
.
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E(X 2) =
2

θ2

∫ θ

0

x
2(θ − x)dx =

2

θ2

[θx
3

3
−

x
4

4

]θ
0

=
2

θ2

θ4

12
=
θ2

6
,

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
θ2

6
−
θ2

9
=
θ2

18
,

E(Y 2) =
2

θ2

∫ θ

0

y
3
dy =

2

θ2

[
y

4

4

]θ
0

=
θ2

2
,

V(Y ) = E(Y 2) − [E(Y )]2 =
θ2

2
−

4θ2

9
=
θ2

18
,

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=
θ2/36

θ2/18
=

1

2
.
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fX |Y (x |y) =
f(x, y)

fY (y)
=

1

y
, 0 < x < y,

E(X |y) =
1

y

∫
y

0

xdx =
1

y

[
x

2

2

]
y

0

=
y

2
, 0 < y < θ,

fY |X (y |x) =
f(x, y)

fX (x)
=

1

θ − x
, x < y < θ,

E(Y |x) =
1

θ − x

∫ θ

x

ydy =
1

θ − x

[
y

2

2

]θ
x

=
θ2 − x

2

2(θ − x)
=
θ+ x

2
, 0 < x < θ.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5.14 ΄Εστω (X , Y ) µια διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε

συνάρτηση πιθανότητας

f(x, y) =
x + y − 2

18
, x = 1, 2, 3, y = 1, 2, 3.

Να υπολογισθούν

(α) ο συντελεστής συσχέτισης ρ(X , Y ) και

(ϐ) η καµπύλη (µέσης) παλινδρόµησης της X στην Y , x = mX |Y (y), για

y = 1, 2, 3.
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(α)

fX (x) =
3∑

y=1

x + y − 2

18
=

(x − 1) + x + (x + 1)

18
=

x

6
, x = 1, 2, 3,

fY (y) =
y

6
, y = 1, 2, 3.

E(XY ) =
3∑

y=1

3∑
x=1

xy
x + y − 2

18
=

1

18

3∑
y=1

[y(y − 1) + 2y
2 + 3y(y + 1)]

=
1

9

3∑
y=1

y(3y + 1) =
48

9
=

16

3
,
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E(X) = E(Y ) =
1

6

3∑
x=1

x
2 =

14

6
=

7

3
,

E(X 2) = E(Y 2) =
1

6

3∑
x=1

x
3 =

36

6
= 6,

V(X) = V(Y ) = 6 −

(
7

3

)2

= 6 −
49

9
=

5

9
,

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
16

3
−

49

9
= −

1

9
,

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=
−1/9

5/9
= −

1

5
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(ϐ)

fX |Y (x |y) =
f(x, y)

fY (y)
=

x + y − 2

3y
, x = 1, 2, 3,

mX |Y (y) = E(X |y) =
3∑

x=1

x ·
x + y − 2

3y
=

(y − 1) + 2y + 3(y + 1)

3y

=
2(3y + 1)

y
,

x =
2(3y + 1)

y
, y = 1, 2, 3.


