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ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ορισµός

(α) ΄Εστω (X , Y ) διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας fX ,Y (xi , yj), i, j = 0, 1, . . . , και περιθώριες συναρτήσεις

πιθανότητας fX (xi), i = 0, 1, . . . , και fY (yj), j = 0, 1, . . . .

Οι τυχαίες µεταβλητές X και Y καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητες αν

και µόνο αν

fX ,Y (xi , yj) = fX (xi)fY (yj), i, j = 0, 1, . . . . (1)

(ϐ) ΄Εστω (X , Y ) συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας fX ,Y (x, y), x, y ∈ R και περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας

fX (x), x ∈ R και fY (y), y ∈ R.

Οι τυχαίες µεταβλητές X και Y καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητες αν

και µόνο αν

fX ,Y (x, y) = fX (x)fY (y), x, y ∈ R. (2)



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Επισηµαίνουµε ότι, σύµφωνα µε τον ορισµό, αν υπάρχει έστω και ένα

Ϲεύγος τιµών (x0, y0) µε fX ,Y (x0, y0) , fX (x0)fY (y0), τότε οι τυχαίες

µεταβλητές X και Y είναι (στοχαστικά) εξαρτηµένες.

Η έννοια της στοχαστικής ανεξαρτησίας δύο τυχαίων µεταβλητών

επεκτείνεται άµεσα και σε ν τυχαίες µεταβλητές.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ας ϑεωρήσουµε την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας ν τυχαίων

µεταβλητών X1, X2, . . . , Xν ,

f(x1, x2, . . . , xν)=P(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xν = xν), xi ∈ RXi
, i =1, 2, . . . , ν,

στην περίπτωση που αυτές είναι διακριτές ή την από κοινού συνάρτηση

πυκνότητας,

f(x1, x2, . . . , xν) ≥ 0, xi ∈ RXi
, i = 1, 2, . . . , ν,

στην περίπτωση που αυτές είναι συνεχείς. Τότε οι τυχαίες µεταβλητές

X1, X2, . . . , Xν καλούνται (στοχαστικά) ανεξάρτητες αν και µόνο αν

f(x1, x2, . . . , xν) = fX1
(x1)fX2

(x2) · · · fXν(xν), (3)

για xi ∈ RXi
, i = 1, 2, . . . , ν.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

∆εσµευµένες κατανοµές και στοχαστική ανεξαρτησία.

΄Εστω X και Y διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε από κοινού συνάρτηση

πιϑανότητας fX ,Y (xi , yj), i, j = 0, 1, . . . , και περιθώριες συναρτήσεις

πιθανότητας fX (xi), i = 0, 1, . . . , και fY (yj), j = 0, 1, . . . .

(α) Αν η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Y δεδοµένης της

X = xi , fY |X (yj |xi) = fX ,Y (xi , yj)/fX (xi), j = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . , είναι

fY |X (yj |xi) = fY (yj), j = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . ,

τότε, εξισώνοντας της δύο αυτές εκφράσεις, συµπεραίνουµε ότι

fX ,Y (xi , yj) = fX (xi)fY (yj), i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . ,

και εποµένως οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες.

Οµοίως, αν fX |Y (xi |yj) = fX (xi), i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , τότε οι

τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

(ϐ) Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες, οπότε ισχύει η

σχέση

fX ,Y (xi , yj) = fX (xi)fY (yj), i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . ,

τότε, η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας,

fY |X (yj |xi) = fX ,Y (xi , yj)/fX (xi), j = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . , είναι

fY |X (yj |xi) = fY (yj), j = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . .

Οµοίως, συµπεραίνουµε ότι fX |Y (xi |yj) = fX (xi), i = 0, 1, . . . ,

j = 0, 1, . . . .

Εποµένως, οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες αν και µόνο

αν οι δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας δεν εξαρτώνται από την

τιµή της δεσµεύουσας τυχαίας µεταβλητής.

Ανάλογη παρατήρηση ισχύει και στην περίπτωση που οι X και Y είναι

συνεχείς τυχαίες µεταβλητές.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία κληρωτίδα που περιέχει 5 αριθµηµένα σφαιρίδια

{1, 2, 3, 4, 5} από τα οποία το {1} είναι άσπρο, τα {2, 3} είναι µαύρα και

τα {4, 5} κόκκινα.

΄Εστω ότι εξάγονται στην τύχη δύο σφαιρίδια

(α) χωϱίς επανάθεση και

(ϐ) µε επανάθεση.

Αν X είναι ο αριθµός των εξαγοµένων άσπρων σφαιριδίων και Y ο

αριθµός των εξαγοµένων µαύρων σφαιριδίων, να υπολογισθούν η από

κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των τυχαίων

µεταβλητών X και Y και να εξετασθεί αν είναι ανεξάρτητες.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

(α) Ο δειγµατικός χώρος, στην περίπτωση που η εξαγωγή των

σφαιριδίων γίνεται χωρίς επανάθεση, είναι το σύνολο

Ω = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2),

(3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4)}

των 20 διατάξεων των 5 ανά 2. Τα 20 αυτά δειγµατικά σηµεία είναι

ισοπίθανα. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας f(x, y) και οι

περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας fX (x) και fY (y) υπολογίζονται

σύµφωνα µε τον Ορισµό και δίνονται στον ακόλουθο Πίνακα.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

HH
HH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 2 fX (x)

0 1/10 4/10 1/10 3/5

1 2/10 2/10 0 2/5

fY (y) 3/10 6/10 1/10 1

Πίνακας 5.4. Από κοινού και περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας

Παρατηρούµε ότι f(x, y) , fX (x)fY (y) και εποµένως οι τυχαίες

µεταβλητές X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

(ϐ) Ο δειγµατικός χώρος, στην περίπτωση που η εξαγωγή των

σφαιριδίων γίνεται µε επανάθεση, είναι το σύνολο

Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5),

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5),

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5)}

των 25 διατάξεων των 5 ανά 2 µε επανάληψη. Τα 25 αυτά δειγµατικά

σηµεία είναι ισοπίθανα. Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας f(x, y)
και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας fX (x) και fY (y)
υπολογίζονται σύµφωνα µε τον Ορισµό και δίνονται στον ακόλουθο

Πίνακα.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

HH
HH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 2 fX (x)

0 4/25 8/25 4/25 16/25

1 4/25 4/25 0 8/25

2 1/25 0 0 1/25

fY (y) 3/10 6/10 1/10 1

Πίνακας 5.5. Από κοινού και περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας

Παρατηρούµε ότι f(x, y) , fX (x)fY (y) και εποµένως οι τυχαίες

µεταβλητές X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Παράδειγµα

Η κατανοµή του ήχου σε διάφορα σηµεία µιας αίθουσας διδασκαλίας

είναι χρήσιµη στη µελέτη της ηχητικής της αίθουσας.

΄Εστω η συνάρτηση πυκνότητας του ήχου στο σηµείο (X , Y ) δίνεται από

την

fX ,Y (x, y) = xye
−(x2+y2)/2, 0 < x < ∞, 0 < y < ∞.

Να εξετασθεί κατά πόσον οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι

ανεξάρτητες.



ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της X είναι η

fX (x) =

∫ ∞

−∞

fX ,Y (x, y)dy = xe
−x2/2

∫ ∞

0

ye
−y2/2

dy = xe
−x2/2, 0 < x < ∞.

Οµοίως

fY (y) = ye
−y2/2, 0 < y < ∞.

Εποµένως

fX ,Y (x, y) = fX (x)fY (y), 0 < x < ∞, 0 < y < ∞,

και οι X και Y είναι ανεξάρτητες.



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Ας ϑεωρήσουµε µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) και µία

συνάρτηση αυτής Z = g(X , Y ).

Η Z είναι µία (µονοδιάστατη) τυχαία µεταβλητή και η συνάρτηση

πιθανότητας fZ (zκ), κ = 0, 1, . . . , ή πυκνότητας fZ (z), z ∈ R, αυτής

προσδιορίζεται µέσω της συνάρτησης πιθανότητας fX ,Y (xi , yj),

i, j = 0, 1, . . . , ή πυκνότητας fX ,Y (x, y), x, y ∈ R, της διδιάστατης τυχαίας

µεταβλητής (X , Y ).

Είναι εποµένως ενδιαφέρον και έχει έννοια ο υπολογισµός της µέσης

τιµής της Z = g(X , Y ).

Τούτο δεν είναι αναγκαίο να γίνεται σε κάθε µερική περίπτωση.



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Σχετικά ισχύει η ακόλουθη έκφραση

E(Z) ≡ E[g(X , Y )] =
∞∑

j=0

∞∑
i=0

g(xi , yj)fX ,Y (xi , yj) (4)

αν η διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) είναι διακριτή και η έκφραση

E(Z) ≡ E[g(X , Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

g(x, y)fX ,Y (x, y)dxdy (5)

αν η (X , Y ) είναι συνεχής.



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Χρησιµοποιώντας τις (4) και (5) προκύπτει άµεσα η σχέση

E[g(X , Y ) + h(X , Y )] = E[g(X , Y )] + E[h(X , Y )] (6)

και ως µερική περίπτωση αυτής συνάγουµε τη σχέση

E[g(X) + h(Y )] = E[g(X)] + E[h(Y )]. (7)

Θέτοντας g(X) = αX και h(Y ) = �Y , µε α και � σταθερές,

συµπεραίνουµε ότι

E(αX + �Y ) = αE(X) + �E(Y ). (8)

Επίσης, αν X και Y ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, τότε

χρησιµοποιώντας (4) και (5), συνάγουµε άµεσα τη σχέση

E[g(X)h(Y )] = E[g(X)]E[h(Y )], (9)

και ειδικότερα τη σχέση

E(XY ) = E(X)E(Y ). (10)



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Οι ϱοπές µιας διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής ορίζονται ως µέση τιµή

µιας συγκεκριµένης, σε κάθε περίπτωση, συνάρτησης αυτής.

Η από κοινού διακύµανση (διασπορά) δύο τυχαίων µεταβλητών

εισάγεται στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε µX = E(X) και

µY = E(Y ). Η συνδιακύµανση (ή συνδιασπορά) των τυχαίων

µεταβλητών X και Y , συµβολιζόµενη µε C(X , Y ) ή σX ,Y , ορίζεται από τη

σχέση

σX ,Y ≡ C(X , Y ) = E[(X − µX )(Y − µY )]. (11)

Σύµφωνα µε τον ορισµό, συµπεραίνουµε ως µερική περίπτωση τη

σχέση C(X , X) = V(X).



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Θεώρηµα

(α) Αν X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές και α, �, γ, και δ είναι

οποιεσδήποτε σταθερές, τότε

C(αX + �, γY + δ) = αγ C(X , Y ). (12)

(ϐ) Η συνδιακύµανση δύο τυχαίων µεταβλητών X και Y εκφράζεται ως

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ). (13)



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Απόδειξη.

(α) Σύµφωνα µε τον ορισµό και χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα της

µέσης τιµής,

E(αX + �) = αµX + �, E(γY + δ) = γµY + δ,

συνάγουµε διαδοχικά

C(αX + � , γY + δ) =E{[αX + � − E(αX + �)] · [γY + δ − E(γY + δ)]}

=E[(αX + � − αµX − �) · (γY + δ − γµY − δ)]

=αγE[(X − µX )(Y − µY )] = αγ C(X , Y ).

�



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τις (6) και (8) παίρνουµε

C(X , Y ) = E[(X − µX )(Y − µY )] = E(XY − µX Y − µY X + µXµY )

= E(XY ) + E(−µX Y − µY X + µXµY )

= E(XY ) − µX E(Y ) − µY E(X) + µXµY = E(XY ) − E(X)E(Y ).

Παρατηρούµε ότι αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες,

τότε C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 0.

Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά.

Οι τυχαίες µεταβλητές µε συνδιακύµανση µηδέν παϱουσιάϹουν

ιδιαίτερο ενδιαφέρον και έτσι ϑεωρείται σκόπιµος ο ακόλουθος

ορισµός.



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Θεώρηµα

΄Εστω X και Y οποιεσδήποτε τυχαίες µεταβλητές και α και � σταθερές.

Τότε

V(αX + �Y ) = α2
V(X) + �2

V(Y ) + 2α�C(X , Y ) (14)

και ειδικότερα

V(X ± Y ) = V(X) + V(Y ) ± 2C(X , Y ).

Αν οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες (ή απλώς

ασυσχέτιστες), τότε

V(αX + �Y ) = α2
V(X) + �2

V(Y ) (15)

και ειδικότερα

V(X ± Y ) = V(X) + V(Y ).



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Απόδειξη.

Χρησιµοποιώντας διαδοχικά την (6), παίρνουµε τη σχέση

V(αX + �Y ) = E{[(αX + �Y ) − E(αX + �Y )]2}

= E{[(αX + �Y ) − (αµX + �µY )]2}

= E{[α(X − µX ) + �(Y − µY )]2}

= E[α2(X − µX )2 + �2(Y − µY )2 + 2α�(X − µX )(Y − µY )]

= α2
E[(X − µX )2] + �2

E[(Y − µY )2] + 2α�E[(X − µX )(Y − µY )]

από την οποία συµπεραίνουµε άµεσα την (14).

Στην περίπτωση που οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες (ή

απλώς ασυσχέτιστες), C(X , Y ) = 0 και έτσι από την (14) προκύπτει η

(15). �



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνδιακύµανση

σX ,Y = C(X , Y ) και διασπορές σ2
X

= V(X) και σ2
Y

= V(Y ).

Ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X και Y ,

συµβολιζόµενος µε ρ(X , Y ) ή ρX ,Y ή, απλώς, ρ, ορίζεται από τη σχέση

ρ ≡ ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=

σX ,Y

σXσY

. (16)
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Θεώρηµα

Αν X και Y είναι τυχαίες µεταβλητές και α, �, γ και δ είναι σταθερές, µε

αγ , 0, τότε

ρ(αX + � , γY + δ) =

{
ρ(X , Y ), αν αγ > 0,
−ρ(X , Y ), αν αγ < 0.

(17)

Απόδειξη.

Χρησιµοποιώντας την (12) και τις σχέσεις V(αX + �) = α2V(X),

V(γY + δ) = γ2V(Y ), συνάγουµε τη σχέση

ρ(αX + � , γY + δ) =
C(αX + � , γY + δ)√

V(αX + �)
√

V(γY + δ)

=
αγ

|α| · |γ |

C(X , Y )√
V(X)

√
V(Y )

=
αγ

|αγ |
ρ(X , Y ),

η οποία είναι ισοδύναµη µε την (17). �
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Θεώρηµα

Αν ρ = ρ(X , Y ) είναι ο συντελεστής συσχέτισης δύο τυχαίων

µεταβλητών X και Y , τότε

− 1 ≤ ρ ≤ 1. (18)

Απόδειξη.

Ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X και Y , σύµφωνα

µε τις (11) και (16), είναι

ρ ≡ ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
= E

[(
X − µX

σX

)(
Y − µY

σY

)]
,

και εισάγοντας τις τυποποιηµένες τυχαίες µεταβλητές

Z =
X − µX

σX

, W =
Y − µY

σY

,

�
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δύναται να εκφρασθεί ως

ρ ≡ ρ(X , Y ) = E(ZW). (19)

Ας ϑεωρήσουµε την τυχαία µεταβλητή U = t Z −W , για t ∈ R. Τότε

E(U2) = t
2
E(Z 2) − 2tE(ZW) + E(W 2) = t

2 − 2tE(ZW) + 1, t ∈ R

εφ΄ όσον E(Z 2) = V(Z) = 1 και E(W 2) = V(W) = 1. ΄Οµως E(U2) ≥ 0

και έτσι

t
2 − 2E(ZW)t + 1 ≥ 0, t ∈ R,

Το τριώνυµο αυτό δεν αλλάζει πρόσηµο αν και µόνο αν η διακρίνουσά

του δεν είναι ϑετική και εποµένως

[E(ZW)]2 − 1 ≤ 0,

ή ισοδύναµα

−1 ≤ E(ZW) ≤ 1.

Η τελευταία σχέση, λόγω της (19), συνεπάγεται την (18).
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Η σηµασία του συντελεστή συσχέτισης δύο τυχαίων µεταβλητών ως

µέτρου συσχέτισης (γραµµικής εξάρτησης) τούτων απορρέει από το

ακόλουθο ϑεώϱηµα.

Θεώρηµα

΄Εστω X και Y δύο τυχαίες µεταβλητές µε συντελεστή συσχέτισης

ρ = ρ(X , Y ). Τότε ρ = ±1 αν και µόνο αν υπάρχουν πραγµατικοί

αριθµοί α και �, µε α , 0, τέτοιοι ώστε, µε πιθανότητα 1, να ισχύει η

γραµµική σχέση

Y = αX + �. (20)
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Απόδειξη.

Αν ισχύει η γραµµική σχέση Y = αX + �, µε πιθανότητα 1, τότε,

σύµφωνα µε την (12), C(X , Y ) = C(X , αX + �) = αC(X , X) = αV(X)
και έτσι

ρ(X , Y ) =
C(X , αX + �)√

V(X)
√

V(αX + �)
=

αV(X)√
V(X)

√
α2V(X)

=
α

|α|
= ±1,

και µάλιστα ρ = 1 όταν α > 0, ενώ ρ = −1 όταν α < 0.

Αντίστροφα, ας ϑεωϱήσουµε τις αντίστοιχες των X και Y τυποποιηµένες

τυχαίες µεταβλητές

Z =
X − µX

σX

και W =
Y − µY

σY

,

και την U = ρZ −W . �



ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ

Τότε E(U) = ρE(Z) − E(W) = 0 και

V(U) = E(U2) = ρ2
E(Z 2)−2ρE(ZW)+E(W 2) = ρ2−2ρ2 +1 = 1−ρ2,

εφ΄ όσον E(ZW) = ρ(X , Y ) = ρ. ΄Ετσι, αν ρ = ±1, τότε V(U) = 0 και

επειδή E(U) = 0, έπεται ότι P(U = 0) = 1.

Εποµένως, αν ρ = ±1, τότε, µε πιθανότητα 1, ισχύει η σχέση W = ±Z ή,

ισοδύναµα, η σχέση

Y = µY ±
σY

σX

(X − µX ).

Συµπερασµατικά, αν ρ = 1, η (20) ισχύει µε α = σY/σX > 0 και

� = µY − µXσY/σX , ενώ αν ρ = −1, η (20) ισχύει µε α = −σY/σX < 0

και � = µY + µXσY/σX .
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Παράδειγµα

΄Εστω (X , Y ) µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας

fX ,Y (x, y) =
x + y

21
, x = 1, 2, y = 1, 2, 3.

Να υπολογισθεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X

και Y .

Η µέση τιµή του γινοµένου των τυχαίων µεταβλητών X και Y , σύµϕωνα

µε την (4), είναι

E(XY ) =
3∑

y=1

2∑
x=1

xy
x + y

21
=

3∑
y=1

y(1 + y) + 2y(2 + y)

21

=
3∑

y=1

y(3y + 5)

21
=

24

7
.
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Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X και Y δίνονται από τις

fX (x) =
x + 2

7
, x = 1, 2, fY (y) =

2y + 3

21
, y = 1, 2, 3.

Συνεπώς,

E(X) =
2∑

x=1

x
x + 2

7
=

11

7
, E(X 2) =

2∑
x=1

x
2 x + 2

7
=

19

7
,

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
19

7
−

(
11

7

)2

=
12

49

και

E(Y ) =
3∑

y=1

y
2y + 3

21
=

46

21
, E(Y 2) =

3∑
y=1

y
2 2y + 3

21
=

114

21
,

V(Y ) = E(Y 2) − [E(Y )]2 =
114

21
−

(
46

21

)2

=
278

441
.
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Η συνδιακύµανση των τυχαίων µεταβλητών X και Y είναι ίση µε

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
24

7
−

11

7
·

46

21
= −

2

147

και εποµένως

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=

−2/147
√

12/49
√

278/441
= −

1
√

834
� −0,03.

Η µικρή (κοντά στο 0) αυτή τιµή του ρ δείχνει ότι υπάρχει πολύ ασθενής

(αµελητέα) αρνητική γραµµική εξάρτηση των X και Y .
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Παράδειγµα

΄Εστω (X , Y ) µια συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας

fX ,Y (x, y) = 2, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Να υπολογισθεί ο συντελεστής συσχέτισης των τυχαίων µεταβλητών X

και Y .

Η µέση τιµή του γινοµένου των τυχαίων µεταβλητών X και Y , σύµφωνα

µε την (5), είναι

E(XY ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

xy fX ,Y (x, y)dxdy = 2

∫
1

0

∫
y

0

xydxdy =

∫
1

0

y
3
dy =

1

4
.
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Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των X και Y δίνονται από τις

fX (x) = 2(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1, fY (y) = 2y, 0 ≤ y ≤ 1,

και έτσι

E(X r) =

∫ ∞

−∞

x
r
fX (x)dx = 2

∫
1

0

x
r(1−x)dx =

2

(r + 1)(r + 2)
, r = 1, 2, . . . ,

E(Y r) =

∫ ∞

−∞

y
r
fY (y)dy = 2

∫
1

0

y
r+1

dy =
2

r + 2
, r = 1, 2, . . . ,

οπότε

E(X) =
1

3
, V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =

1

6
−

(
1

3

)2

=
1

18
,

E(Y ) =
2

3
, V(Y ) = E(Y 2) − [E(Y )]2 =

1

2
−

(
2

3

)2

=
1

18
.
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Η συνδιακύµανση των X και Y , σύµφωνα µε την (13), είναι ίση µε

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
1

4
−

1

3
·

2

3
=

1

36

και εποµένως

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=

1/36
√

1/18
√

1/18
=

1

2
.


