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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Ενδιαφέρον τόσο από ϑεωρητική άποψη, όσο και από άποψη

εφαρµογών, παρουσιάζει και η από κοινού µελέτη δύο χαρακτηριστικών

των δειγµατικών σηµείων.

Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να αντιστοιχήσουµε σε κάθε δειγµατικό

σηµείο ένα Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών.

Η αντιστοίχηση αυτή γίνεται από ένα Ϲεύγος πραγµατικών συναρτήσεων

µε (κοινό) πεδίο ορισµού τον δειγµατικό χώρο.

Σχετικά ϑέτουµε τον ακόλουθο ορισµό.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Ορισµός

΄Εστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειϱάµατος.

΄Ενα Ϲεύγος πραγµατικών συναρτήσεων (X , Y ) που ορίζεται στο

δειγµατικό χώρο Ω καλείται διδιάστατη τυχαία µεταβλητή.

Το Ϲεύγος των συναρτήσεων αυτών αντιστοιχεί σε κάθε δειγµατικό

σηµείο ω ∈ Ω ένα Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών (x, y) µε x = X(ω) και

y = Y (ω).

Σηµειώνουµε ότι αν (X , Y ) είναι µία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή, τότε

τόσο η X όσο και η Y είναι (µονοδιάστατες) τυχαίες µεταβλητές και

αντίστροφα.

Η συνάρτηση κατανοµής µίας διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής ορίζεται,

κατ΄ αναλογία µε τη µονοδιάστατη περίπτωση, ως εξής :



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Ορισµός

Η συνάρτηση

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y), x, y ∈ R,
(1)

καλείται συνάρτηση κατανοµής της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής

(X , Y ) ή από κοινού συνάρτηση κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών X

και Y .

Σηµειώνεται ότι, για συγκεκριµένους πραγµατικούς αριθµούς x και y , η

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) παριστάνει την πιθανότητα του ενδεχοµένου

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}∩{ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ y} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x και Y (ω) ≤ y},

το οποίο συµβολίζεται και ως

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y} ή {X ≤ x, Y ≤ y}.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Η συνάρτηση κατανοµής, ως πιθανότητα, λαµβάνει τιµές στο διάστηµα

[0, 1], δηλαδή

0 ≤ F(x, y) ≤ 1, −∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞. (2)

Επίσης ικανοποιεί τις οριακές σχέσεις

F(−∞, y) = lim
x→−∞

F(x, y) = P(∅) = 0, −∞ < y < ∞,

F(x,−∞) = lim
y→−∞

F(x, y) = P(∅) = 0, −∞ < x < ∞,

F(+∞,+∞) = lim
x → +∞
y → +∞

F(x, y) = P(Ω) = 1



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

και

F(x,+∞) = lim
y→+∞

F(x, y) = P(X ≤ x) = FX (x), −∞ < x < ∞, (3)

F(+∞, y) = lim
x→+∞

F(x, y) = P(Y ≤ y) = FY (y), −∞ < y < ∞. (4)

Η συνάρτηση κατανοµής FX (x) = P(X ≤ x), −∞ < x < ∞, της τυχαίας

µεταϐλητής X , ϑεωρούµενη στο πλαίσιο της διδιάστατης τυχαίας

µεταβλητής (X , Y ) καλείται, ιδιαιτέρως, περιθώρια συνάρτηση

κατανοµής της X .

Οµοίως η συνάρτηση κατανοµής FY (y) = P(Y ≤ y), −∞ < y < ∞ της

τυχαίας µεταβλητής Y καλείται περιθώρια συνάρτηση κατανοµής της Y .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα της εξαγωγής ενός σφαιριδίου

από µια κληρωτίδα που περιέχει 10 σφαιρίδια ϕέροντα τους αριθµούς

Ω = {1, 2, . . . , 10} και τα ενδεχόµενα A = {1, 2} και B = {3, 4, 5, 6}.
΄Εστω

X =

{
1, αν ο εξαγόµενος αριθµός ανήκει στο A,
0, αν ο εξαγόµενος αριθµός δεν ανήκει στο A,

και

Y =

{
1, αν ο εξαγόµενος αριθµός ανήκει στο B,
0, αν ο εξαγόµενος αριθµός δεν ανήκει στο B,

Να υπολογισθούν η από κοινού συνάρτηση κατανοµής F(x, y), x, y ∈ R,

και οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής FX (x), x ∈ R, και FY (y),

y ∈ R, των τυχαίων µεταβλητών X και Y .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Παρατηρούµε ότι το ενδεχόµενο {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y}, για τις

διάφορες τιµές των x και y , ισούται µε :

(α) ∅, αν x < 0, ή y < 0,

(ϐ) {7, 8, 9, 10}, αν 0 ≤ x < 1 και 0 ≤ y < 1,

(γ) {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, αν 0 ≤ x < 1 και y ≥ 1,

(δ) {1, 2, 7, 8, 9, 10}, αν x ≥ 1 και 0 ≤ y < 1,

(ε) Ω, αν x ≥ 1 και y ≥ 1,

΄Ετσι, η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών X και

Y , σύµφωνα µε την (1), δίνεται από την

F(x, y) =



0, x < 0, ή y < 0,
2/5, 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1,
4/5, 0 ≤ x < 1, y ≥ 1,
3/5, x ≥ 1, 0 ≤ y < 1,
1, x ≥ 1, y ≥ 1.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής των X και Y , σύµφωνα µε τις (3)

και (4), δίνονται από τις

FX (x) =


0, x < 0,
4/5, 0 ≤ x < 1,
1, x ≥ 1,

FY (y) =


0, y < 0,
3/5, 0 ≤ y < 1,
1, y ≥ 1.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισµός

Μία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) καλείται διακριτή ή απαριθµητή

αν παίρνει, µε πιθανότητα 1, τιµές σ΄ ένα πεπερασµένο ή αριθµησίµως

άπειρο σύνολο RX ,Y = {(x0, y0), (x0, y1), (x1, y0), . . . , (xi , yj), . . .}.
Η συνάρτηση f , η οποία σε κάθε σηµείο (xi , yj) εκχωρεί την πιθανότητά

του,

f(xi , yj) = P(X = xi , Y = yj) = P({ω ∈ Ω : X(ω) = xi , Y (ω) = yj),
(5)

για i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , καλείται συνάρτηση (πυκνότητας)

πιθανότητας της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y ) ή από κοινού

συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας των τυχαίων µεταβλητών X και Y .

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση

πιθανότητας της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y ) συµβολίζεται µε

fX ,Y και η τιµή της στο (xi , yj) µε fX ,Y (xi , yj).



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνθήκη ότι η (X , Y ) παίρνει, µε πιθανότητα 1, τιµές στο σύνολο RX ,Y ,

χρησιµοποιώντας την παράσταση

RX ,Y = {(x0, y0)} ∪ {(x0, y1)} ∪ {(x1, y0)} ∪ · · · ∪ {(xi , yj)} ∪ · · · ,

µπορεί να γραφεί στη µορφή

∞∑
j=0

∞∑
i=0

P(X = xi , Y = yj) = 1.

Σηµειώνουµε οτι η συνάρτηση πιθανότητας (5), όπως προκύπτει άµεσα

από τον ορισµό της, είναι µη αρνητική:

f(xi , yj) ≥ 0, i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , f(x, y) = 0, (x, y) < RX ,Y .
(6)

και
∞∑

j=0

∞∑
i=0

f(xi , yj) = 1. (7)



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνάρτηση πιθανότητας f(xi , yj) µιας διακριτής διδιάστατης τυχαίας

µεταβλητής (X , Y ) συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής αυτής

F(x, y). Συγκεκριµένα

F(x, y) =
∑
yj≤y

∑
xi≤x

f(xi , yj), x, y ∈ R, (8)

και

f(xi , yj) = F(xi , yj) − F(xi , yj−1) − F(xi−1, yj) + F(xi−1, yj−1), (9)

για i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , όπου x−1 = −∞, y−1 = −∞.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισµός

Μία διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) καλείται συνεχής αν υπάρχει µη

αρνητική συνάρτηση

f(x, y) ≥ 0, x, y ∈ R, (10)

µε ∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy = 1, (11)

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α, �, γ και δ µε α < � και

γ < δ,

P(α < X ≤ � , γ < Y ≤ δ) =

∫ δ

γ

∫ �

α
f(x, y)dxdy. (12)

Η συνάρτηση f(x, y), x, y ∈ R, καλείται συνάρτηση πυκνότητας

(πιθανότητας) της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y ) ή από κοινού

συνάρτηση πυκνότητας (πιθανότητας) των τυχαίων µεταβλητών X και Y .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Σηµειώνουµε ότι η (12) είναι ισοδύναµη µε την

F(x, y) =

∫
y

−∞

∫
x

−∞

f(t, u)dtdu, x, y ∈ R. (13)

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής στο σηµείο (x, y), τότε

παραγωγίζοντας τη σχέση αυτή παίρνουµε

f(x, y) =
∂2F(x, y)

∂y∂x
. (14)

Οι σχέσεις (13) και (14) είναι οι αντίστοιχες των (8) και (9) για συνεχείς

τυχαίες µεταβλητές.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της µερικής παραγώγου και χρησιµοποιώντας

την (14) συνάγουµε, για µικρά h1 > 0, h2 > 0, την προσεγγιστική σχέση

P(x < X ≤ x + h1 , y < Y ≤ y + h2) � f(x, y)h1h2.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ας επανέλθουµε στην περίπτωση µιας διακριτής διδιάστατης τυχαίας

µεταϐλητής (X , Y ) µε συνάρτηση πιθανότητας

f(xi , yj) = P(X = xi , Y = yj), i, j = 0, 1, . . . .

και ας ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση

fX (xi) =
∞∑

j=0

f(xi , yj), i = 0, 1, . . . . (15)

Χρησιµοποιώντας τη σχέση

∞∑
j=0

P(X = xi , Y = yj) = P(X = xi), i = 0, 1, . . . ,

συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση αυτή είναι η συνάρτηση πιθανότητας

της τυχαίας µεταβλητής X ,

fX (xi) = P(X = xi), i = 0, 1, . . . ,

η οποία ϑεωρούµενη στο πλαίσιο της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής

(X , Y ), καλείται περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της X .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ανάλογα προκύπτει και η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της

τυχαίας µεταβλητής Y :

fY (yj) =
∞∑

i=0

f(xi , yj), j = 0, 1, . . . . (16)

Ο χαρακτηρισµός των συναρτήσεων πιθανότητας fX (xi) και fY (yj) ως

περιθωρίων, ϑεωρουµένων στο πλαίσιο της συνάρτησης πιθανότητας

f(xi , yj) της διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y ), δικαιολογείται από

τη σχηµατική παϱουσία τους στον Πίνακα 5.1.

Σηµειώνουµε ότι στον πίνακα αυτόν τα στοιχεία της τελευταίας στήλης

και τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής προκύπτουν, σύµφωνα µε τις

(15) και (16), µε άθροιση των στοιχείων των αντιστοίχων γραµµών ή

στηλών.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

HH
HH

fX ,Y (x, y)
y

x y0 y1 · · · yj · · · fX (x)

x0 f(x0, y0) f(x0, y1) · · · f(x0, yj) · · · fX (x0)
x1 f(x1, y0) f(x1, y1) · · · f(x1, yj) · · · fX (x1)
...

...
... · · ·

... · · ·
...

xi f(xi , y0) f(xi , y1) · · · f(xi , yj) · · · fX (xi)
...

...
... · · ·

... · · ·
...

fY (y) fY (y0) fY (y1) · · · fY (yj) · · · 1

Πίνακας 5.1. Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Στην περίπτωση µιας συνεχούς διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y )
µε συνάρτηση πυκνότητας f(x, y), x, y ∈ R, οι περιθώριες συναρτήσεις

πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών X και Y δίνονται από τις σχέσεις

fX (x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy, x ∈ R, fY (y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx, y ∈ R. (17)



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε τις τυχαίες µεταβλητές X και Y του Παραδείγµατος 1.

Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X , Y , οι

οποίες υπολογίζονται σύµφωνα µε τον Ορισµό 4 και τις σχέσεις (15) και

(16), δίνονται στον Πίνακα 5.2.

HHHH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 fX (x)

0 2/5 2/5 4/5

1 1/5 0 1/5

fY (y) 3/5 2/5 1

Πίνακας 5.2. Από κοινού και περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία διδιάσταστη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) η οποία

κατανέµεται οµοιόµορφα στο τετράγωνο 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

Να προσδιορισθούν οι από κοινού συναρτήσεις κατανοµής και

πυκνότητας και οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των τυχαίων

µεταβλητών X και Y .

Η υπόθεση της οµοιόµορφης κατανοµής της πιθανότητας συνεπάγεται

ότι, για κάθε x1, x2 και y1, y2, µε 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1, και 0 ≤ y1 < y2 ≤ 1,

P(x1 ≤ X ≤ x2 , y1 ≤ Y ≤ y2) = c · (x2 − x1)(y2 − y1),

όπου c η σταθερά αναλογίας. Θέτοντας στη σχέση αυτή x1 = y1 = 0,

x2 = y2 = 1 και επειδή

P(0 ≤ X ≤ 1 , 0 ≤ Y ≤ 1) = 1,

συµπεραίνουµε ότι c = 1.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Εποµένως η συνάρτηση κατανοµής F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) της

διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής (X , Y ) δίνεται από την

F(x, y) =



0, x < 0 ή y < 0,
xy, 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1,
x, 0 ≤ x < 1, y ≥ 1,
y, x ≥ 1, 0 ≤ y < 1,
1, x ≥ 1, y ≥ 1.

Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε, σύµφωνα µε την (14), τη συνάρτηση

πυκνότητας της (X , Y ):

f(x, y) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,
0, διαφορετικά.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των X και Y , σύµφωνα µε την

(17), δίνονται από τις

fX (x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1,
0, διαφορετικά,

και fY (y) =

{
1, 0 ≤ y ≤ 1,
0, διαφορετικά,

που σηµαίνει ότι τόσο η X όσο και η Y ακολουθούν οµοιόµορφη

κατανοµή στο διάστηµα [0, 1].



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Ας ϑεωρήσουµε µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) µε

συνάρτηση πιθανότητας

fX ,Y (xi , yj) = P(X = xi , Y = yj), i, j = 0, 1, . . . ,

και έστω

fY (yj) = P(Y = yj), j = 0, 1, . . .

η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της Y . Η συνάρτηση

fX |Y (xi |yj) =
fX ,Y (xi , yj)

fY (yj)
, i = 0, 1, . . . , (18)

ϑεωρούµενη ως συνάρτηση του xi , µε yj δεδοµένη τιµή της τυχαίας

µεταϐλητής Y για την οποία fY (yj) > 0, είναι µία συνάρτηση πιθανότητας.

Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας,

P(X = xi |Y = yj) =
P(X = xi , Y = yj)

P(Y = yj)
, i = 0, 1, . . . ,

και έτσι

fX |Y (xi |yj) = P(X = xi |Y = yj), i = 0, 1, . . . .
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Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας fX ,Y (xi , yj), i, j = 0, 1, . . . , και fY (yj), j = 0, 1, . . . , η

περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Y .

Η συνάρτηση πιθανότητας (18) καλείται δεσµευµένη συνάρτηση

πιθανότητας της X δεδοµένης της Y = yj , και ορίζεται µόνο για εκείνα

τα yj για τα οποία fY (yj) > 0.

Ανάλογα ορίζεται και η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της Y , για

δεδοµένη τιµή xi της τυχαίας µεταβλητής X µε fX (xi) > 0,

fY |X (yj |xi) =
fX ,Y (xi , yj)

fX (xi)
, j = 0, 1, . . . . (19)
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Στην περίπτωση συνεχών τυχαίων µεταβλητών, οι δεσµευµένες

συναρτήσεις πυκνότητας ορίζονται ανάλογα.

Ορισµός

΄Εστω (X , Y ) µία συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε fX ,Y (x, y),

x, y ∈ R, συνάρτηση πυκνότητας και fY (y), y ∈ R, περιθώρια συνάρτηση

πυκνότητας της Y . Η συνάρτηση

fX |Y (x |y) =
fX ,Y (x, y)

fY (y)
, x ∈ R, (20)

ϑεωρούµενη ως συνάρτηση του x , µε δεδοµένο y τέτοιο ώστε

fY (y) > 0, καλείται δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της X

δεδοµένης της Y = y .

Ανάλογα, ορίζεται και η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της Y , για

δεδοµένη τιµή x της τυχαίας µεταβλητής X µε fX (x) > 0,

fY |X (y |x) =
fX ,Y (x, y)

fX (x)
, y ∈ R. (21)
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Παρατήρηση

(α) Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση fX |Y (x |y), η οποία ορίζεται από την

(20), είναι µία γνήσια συνάρτηση πυκνότητας. Πράγµατι fX |Y (x |y) ≥ 0

και, λόγω της (17),∫ ∞
−∞

fX |Y (x |y)dx =
1

fY (y)

∫ ∞
−∞

fX ,Y (x, y)dx =
fY (y)

fY (y)
= 1.

(ϐ) Σε αντίθεση µε τη διακριτή περίπτωση, η συνάρτηση fX |Y (x |y) δεν

εκφράζει την πιθανότητα P(X = x |Y = y) και γενικά δεν εκφράζει

κάποια δεσµευµένη πιθανότητα.

Η ϕυσική της σηµασία είναι ότι για µικρά h1 > 0 και h2 > 0 ισχύει κατά

προσέγγιση

P(x ≤ X ≤ x + h1 |y ≤ Y ≤ y + h2) � fX |Y (x |y)h1.
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Παράδειγµα

΄Εστω (X , Y ) µία διακριτή διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας

fX ,Y (x, y) =
x + y

21
, x = 1, 2, y = 1, 2, 3.

Να υπολογισθούν οι δεσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας της X

δεδοµένης της Y = y και της Y δεδοµένης της X = x .

Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X και Y είναι

fX (x) =
3∑

y=1

x + y

21
=

3x + 6

21
, x = 1, 2,

και

fY (y) =
2∑

x=1

x + y

21
=

2y + 3

21
, y = 1, 2, 3.
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Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό, οι Ϲητούµενες δεσµευµένες

συναρτήσεις πιθανότητας δίνονται από τις

fX |Y (x |y) =
x + y

2y + 3
, x = 1, 2, (y = 1, 2, 3),

και

fY |X (y |x) =
x + y

3x + 6
, y = 1, 2, 3, (x = 1, 2).



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Σηµειώνουµε ότι οι δεσµευµένες αυτές συναρτήσεις πιθανότητας

δύνανται να δοθούν και στη µορφή πινάκων ως εξής :

H
HHH

fX |Y (x |y)
y

x
1 2 3

1 2/5 3/7 4/9

2 3/5 4/7 5/9

HH
HH

fY |X (y |x)
y

x
1 2 3

1 2/9 3/9 4/9

2 3/12 4/12 5/12

Πίνακας 5.3. ∆εσµευµένες συναρτήσεις πιθανότητας
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Παράδειγµα

΄Εστω (X , Y ) µια συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας

fX ,Y (x, y) = 2, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Να υπολογισθούν οι δεσµευµένες συναρτήσεις πυκνότητας της X

δεδοµένης της Y = y και της Y δεδοµένης της X = x .

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας των X και Y είναι

fX (x) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dy = 2

∫
1

x

dy = 2(1 − x), 0 ≤ x ≤ 1,

fY (y) =

∫ ∞
−∞

f(x, y)dx = 2

∫
y

0

dx = 2y, 0 ≤ y ≤ 1.
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Εποµένως, σύµφωνα µε την (20), η δεσµευµένη συνάρτηση

πυκνότητας της X δεδοµένης της Y = y δίνεται από την

fX |Y (x |y) =
1

y
, 0 ≤ x ≤ y, (0 < y ≤ 1).

Κατά τον ίδιο τρόπο,

fY |X (y |x) =
1

1 − x
, x ≤ y ≤ 1, (0 ≤ x < 1).


