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Θ1. (α) Να δείξετε ότι η απεικόνιση d : R × R → R µε d(x, y) = |ex − ey| είναι
µετρική στο R και να εξετάσετε ποιά από τα σύνολα A = (−∞, 0), B = (−1, 1),
C = (0,+∞) είναι d-ϕραγµένα. Για τα ϕραγµένα να υπολογιστεί η διάµετρος.

(ϐ) ΄Εστω (xn), (yn) ϐασικές ακολουθίες ενός µετρικού χώρου (X, ρ). Να

δείξετε ότι η ακολουθία (an), µε an = ρ(xn, yn), είναι συγκλίνουσα.

Θ2. ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και A ⊆ X.

(α) Να δείξετε ότι ένα G ⊆ A είναι ανοιχτό στον µετρικό υπόχωρο (A, ρA), αν
και µόνον αν υπάρχει H ⊆ X ανοιχτό στον µετρικό χώρο (X, ρ), µε G = A ∩H.

(ϐ) Να δείξετε πλήρως (:χρησιµοποιώντας µόνον τους ορισµούς) ότι

X = Ao ∪ ∂A ∪ (X \A)o

και ότι τα σύνολα Ao
, ∂A και (X \A)o είναι ανά δύο ξένα.

Θ3. (α) ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και A ⊆ X. Να δείξετε ότι για το

παράγωγο σύνολο A′ ισχύουν A′ κλειστό και A′ = (A)′.
(ϐ) Να δείξετε ότι σε ένα διαχωρίσιµο µετρικό χώρο (X, ρ), κάθε οικογένεια

από ανοιχτά και ξένα ανά δύο σύνολα είναι αριθµήσιµη.

Θ4. (α) ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y οµοιόµορφα συνεχής.

Να δείξετε ότι για κάθε y1, y2 ∈ f(X) µε y1 6= y2, ισχύει

dist(f−1({y1}), f−1({y2})) > 0.

(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X συνεχής. Αν

υπάρχει ακολουθία (xn) στον X µε ρ(xn, f(xn)) → 0, να δείξετε ότι η f έχει

σταθερό σηµείο.

Θ5. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι.

(α) Αν f : X → Y συνεχής και K ⊆ X συµπαγές, να δείξετε ότι f(K)
συµπαγές.

(ϐ) ΄Εστω d µετρική-γινόµενο στον X × Y και A ⊆ X, B ⊆ Y . ∆ώστε απόδειξη

ή αντιπαράδειγµα για τις επόµενες προτάσεις :

(ϐ1) A×B συµπαγές, αν και µόνον αν A και B συµπαγή.

(ϐ2) A×B ϕραγµένο, αν και µόνον αν A και B ϕραγµένα.

Θ6. (α) Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση τις

ακολουθίες συναρτήσεων fn, gn : [0, 1]→ R µε

fn(x) = xn και gn(x) = xn(1− x).

(ϐ) Εξετάστε για ποιά x ≥ 0 συγκλίνουν οι σειρές
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.

Για ποιές τιµές του a είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη στο [0, a];

Καλή Επιτυχία !


