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ΘΕΜΑ 1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B,Ai ⊆ X, i ∈ I. Να ελέγξετε

ποιοι από τους παρακάτω εγκλεισµούς ισχύουν (για κάθε έναν, δώστε απόδειξη, ή

αντιπαράδειγµα):

(α) A ∩B ⊆ A ∩B και A ∩B ⊇ A ∩B,

(ϐ) A ∪B ⊆ A ∪B και A ∪B ⊇ A ∪B,

(γ)
⋃
i∈I Ai ⊆

⋃
i∈I Ai και

⋃
i∈I Ai ⊇

⋃
i∈I Ai, όπου I απειροσύνολο,

(δ) X \Ao ⊆ X \A και X \Ao ⊇ X \A.

ΘΕΜΑ 2. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι, f : X → Y συνεχής απεικόνιση και

d µετρική γινόµενο στον X × Y . Να δείξετε ότι :

(α) Η απεικόνιση g : (X × Y, d)→ R µε g(x, y) = σ(f(x), y) είναι συνεχής.

(ϐ) Το σύνολο A = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) ∈ Bσ(y, 1)} είναι ανοιχτό, όπου

Bσ(y, 1) είναι η ανοιχτή µπάλλα µε κέντρο y και ακτίνα 1 στον (Y, σ).
(γ) Αν για κάθε δύο ακολουθίες (xn) και (x′n) στον (X, ρ) µε ρ(xn, x

′
n) → 0

ισχύει σ(f(xn), f(x
′
n))→ 0, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

ΘΕΜΑ 3. Στο σύνολο N των ϕυσικών αριθµών ϑεωρούµε την µετρική

ρ(m,n) =

∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ .
(α) Εξετάστε αν ο (N, ρ) είναι πλήρης µετρικός χώρος.

(ϐ) Εξετάστε αν ο ακόλουθος ισχυρισµός είναι σωστός : κάθε συγκλίνουσα

ακολουθία στον (N, ρ) είναι τελικά σταθερή.

(γ) Εξετάστε αν η ταυτοτική id : (N, d) → (N, ρ), όπου d(n,m) = |n − m| η
συνήθης µετρική, είναι οµοιοµορφισµός. (Εξ΄ ορισµού, id(n) = n για κάθε n ∈ N.)

ΘΕΜΑ 4. Εστω d1, d2 ισοδύναµες µετρικές σ΄ ένα σύνολο X. Εξετάστε αν α-

ληθεύει κάθε µια από τις επόµενες προτάσεις (για κάθε µία, δώστε απόδειξη ή

αντιπαράδειγµα):

(α) Αν το A είναι συµπαγές στον (X, d1), τότε είναι συµπαγές και στον (X, d2).
(ϐ) Αν το A είναι ϕραγµένο στον (X, d1), τότε είναι ϕραγµένο και στον (X, d2).
(γ) Αν το A είναι ανοιχτό στον (X, d1), τότε είναι ανοιχτό και στον (X, d2).
(δ) Αν το A είναι πυκνό στον (X, d1), τότε είναι πυκνό και στον (X, d2).

ΘΕΜΑ 5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) Αν x, y ∈ X µε x 6= y, δείξτε ότι υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V , µε x ∈ U ,

y ∈ V και U ∩ V = ∅.
(ϐ) Αν x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x /∈ F , δείξτε ότι υπάρχουν ανοιχτά U, V

µε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩ V = ∅. Μπορούµε να πετύχουµε να ισχύει επί πλέον

U ∩ V = ∅;
ΘΕΜΑ 6. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεν fn(x) = e−x

2/n2

, x ∈ R, n ∈ N.

(α) Εξετάστε την (fn) ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση.

(ϐ) Εξετάστε την σειρά
∑∞
n=1(1 − e−x

2/n2

) ως προς την κατά σηµείο και την

οµοιόµορφη σύγκλιση.

Καλή Επιτυχία !

Κάθε ϑέµα ανιστοιχεί σε δύο µονάδες.


