
Πραγµατική Ανάλυση (2015-16)

Ακολουθίες και σειρές συναρτήσεων – Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω fn(t) =
1

1+nt , t ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα,
σε κάποια συνάρτηση f στο [0, 1]. Ποιά είναι η f ;

2. ΄Εστω fn(t) =
t2n

1+t2n , t ∈ R. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, σε
κάποια συνάρτηση f στο R. Ποιά είναι η f ;

3. ΄Εστω fn : R→ R µε fn(t) =
{

0, t < 1
n+1 ή 1

n < t

sin2
(
π
t

)
, 1

n+1 6 t 6 1
n

. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά

σηµείο σε κάποια f συνεχή στο R. Ισχύει ότι fn → f οµοιόµορφα στο R;

4. ΄Εστω fn(t) = npt(1−t2)n, t ∈ [0, 1], µε p > 0 παράµετρο στο R. ∆είξτε ότι για κάθε p > 0 η (fn)
συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια f στο [0, 1]. Για ποιές τιµές του p είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη ;
Για ποιές τιµές του p ισχύει ότι

∫ 1

0
fn →

∫ 1

0
f ;

5. ΄Εστω f : R→ R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) = f

(
x+

1

n

)
, n ∈ N

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .

6. Υποθέτουµε ότι η σειρά
∑∞
k=1 ak συγκλίνει απολύτως. ∆είξτε ότι οι σειρές συναρτήσεων∑∞

k=1 ak sin(kt) και
∑∞
k=1 ak cos(kt) συγκλίνουν οµοιόµορφα στο R.

7. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞
k=1

1
1+k2x2 συγκλίνει για κάθε x 6= 0 και αποκλίνει για x = 0. ∆είξτε ότι η

σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [A,∞) ή (−∞,−A], όπου A > 0.

8. ΄Εστω α > 1/2. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

x

kα(1 + kx2)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο R.

9. (α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ασυνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια
συνεχή συνάρτηση.
(ϐ) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [a, b]→ R που συγκλίνει κατά
σηµείο σε µια µη ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [a, b]→ R.

10. (α) ΄Εστω X σύνολο, fn : X → R για n = 1, 2, . . . και f : X → R ώστε fn → f οµοιόµορφα στο
X. Αποδείξτε ότι |fn| → |f | οµοιόµορφα στο X.
(ϐ) ΄Εστω fn : [0, 1]→ R µε fn(x) = (−1)n

(
1 + x

n

)
για n = 1, 2, . . . Αποδείξτε ότι η (|fn|) συγκλίνει

οµοιόµορφα στο [0, 1] ενώ η (fn) δεν συγκλίνει.

11. ΄Εστω X σύνολο, fn, gn, f, g : X → R για n = 1, 2, . . . ώστε fn → f και gn → g οµοιόµορφα
στο X. Αποδείξτε ότι αν οι f, g είναι ϕραγµένες τότε fngn → fg οµοιόµορφα στο X.

12. Βρείτε ακολουθίες (fn), (gn) ορισµένες στο R, οι οποίες συγκλίνουν οµοιόµορφα, αλλά η
(fngn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα.

13. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και fn, f : X → Y ώστε fn → f οµοιόµορφα στο X. Αν
κάθε fn είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.



14. ΄Εστω fn : X → R, n ∈ N. ∆είξτε ότι : αν fn → f οµοιόµορφα στο X και κάθε fn είναι
ϕραγµένη στο X, τότε η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη στο X.

15. ΄Εστω f, fn : (X, ρ)→ [a, b] για κάθε n ∈ N και fn → f οµοιόµορφα στοX. ΄Εστω g : [a, b]→ R
συνεχής. ∆είξτε ότι g ◦ fn → g ◦ f οµοιόµορφα στο X.

16. ΄Εστω δ > 0 και f, fn : X → R ώστε |fn(x)| > δ για κάθε x ∈ X και n = 1, 2, . . .. Αν fn → f
οµοιόµορφα στο X, δείξτε ότι :
(α) f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ X.
(ϐ) 1

fn
→ 1

f οµοιόµορφα στο X.

Οµάδα Β΄

17. ΄Εστω fn(t) = t
1+nt2 , t ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχει f ώστε fn → f οµοιόµορφα στο R. ∆είξτε

ότι f ′n(t) → f ′(t) αν t 6= 0, αλλά f ′n(0) 6→ f ′(0). Για ποιά διαστήµατα [a, b] ισχύει ότι f ′n → f ′

οµοιόµορφα στο [a, b];

18. ΄Εστω fn(t) =
1
ne
−n2t2 , t ∈ R. ∆είξτε ότι fn → 0 οµοιόµορφα στο R και f ′n → 0 κατά σηµείο

στο R. Αποδείξτε ότι σε κάθε διάστηµα το οποίο περιέχει το 0 η f ′n δεν συγκλίνει οµοιόµορφα
στη µηδενική συνάρτηση, ενώ σε κάθε κλειστό διάστηµα το οποίο δεν περιέχει το 0 η f ′n συγκλίνει
οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση.

19. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

f1(x) =
√
x, fn+1(x) =

√
x+ fn(x)

συγκλίνει κατά σηµείο, και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση.

20. ΄Εστω fn : [a, b] → R ακολουθία αυξουσών συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι η (fn) συγκλίνει
κατά σηµείο σε µια συνεχή συνάρτηση f . ∆είξτε ότι η f είναι αύξουσα και ότι η σύγκλιση είναι
οµοιόµορφη.

21. ΄Εστω fn : [0, 1] → R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια
συνάρτηση f : [0, 1]→ R. ∆είξτε ότι∫ 1− 1

n

0

fn(t) dt→
∫ 1

0

f(t) dt.

Ισχύει πάντα το ίδιο αν η σύγκλιση είναι κατά σηµείο ;

22. Ορίζουµε ακολουθία συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) = n2x(1− x)nx.

∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση f . Βρείτε το όριο των
ολοκληρωµάτων

In =

∫ 1

0

fn(t) dt.

Είναι η σύγκλιση της (fn) στην f οµοιόµορφη ;

23. Ορίζουµε fn : [0, π/2]→ R ϑέτοντας f1(x) = sinx και

fn+1(x) = sin(fn(x)). n ∈ N.

Εξετάστε την (fn) ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση.

24. ∆είξτε ότι η
∑∞
k=0(1−x)xk συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1]. Αντιθέτως,

δείξτε ότι η
∑∞
k=0(−1)kxk(1− x) συγκλινει οµοιόµορφα στο [0, 1].



25. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

(−1)k√
k

sin
(
1 +

x

k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [−A,A], A > 0.

26. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞
k=1(−1)k

x2+k
k2 συγκλίνει οµοιόµορφα σε οποιοδήποτε διάστηµα της µορφής

[−A,A], A > 0, αλλά δεν συγκλίνει απολύτως για καµιά τιµή του x.

27. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=0

(
x2k+1

2k + 1
− xk+1

2k + 2

)
συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1].

28. Ορίζουµε I(x) = 0 αν x 6 0 και I(x) = 1 αν x > 0. ΄Εστω (xk) ακολουθία διαφορετικών ανά
δύο σηµείων σε κάποιο διάστηµα (a, b) και έστω

∑∞
k=1 ck απολύτως συγκλίνουσα σειρά. ∆είξτε ότι

η
∞∑
k=1

ckI(x− xk)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο (a, b) και ότι η συνάρτηση που ορίζεται από αυτή τη σειρά είναι συνεχής
σε κάθε x0 ∈ (a, b) \ {xk : k ∈ N}.

29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, A ⊆ X, f, fn : A → R για κάθε n ∈ N και fn → f οµοιόµορφα
στο A. ΄Εστω t0 σηµείο συσσώρευσης του A και limt→t0 fn(t) = xn ∈ R. ∆είξτε ότι :

α. Η (xn) συγκλίνει στο R και

ϐ. limt→t0 f(t) = limn→∞ xn. ∆ηλαδή,

lim
t→t0

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

lim
t→t0

fn(t).

30. ΄Εστω fn(t) = tn στο [0, 1] και g : [0, 1] → R συνεχής στο [0, 1] µε g(1) = 0. ∆είξτε ότι η (gfn)
συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1].

31. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και D = {xn : n ∈ N} πυκνό υποσύνολο του X.
Ορίζουµε την ακολουθία πραγµατικών συναρτήσεων fn : X → R, n = 1, 2, . . . µε

fn(x) = dist(x, {x1, x2, . . . , xn}), x ∈ X.

∆είξτε ότι :
(α) Η (fn) είναι ϕθίνουσα και fn → 0 κατά σηµείο.
(ϐ) fn → 0 οµοιόµορφα στον X αν και µόνον αν ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

32. (α) ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον X συµπαγή. Αν fn : X → Y για n = 1, 2, . . . και
f : X → Y συνεχής ώστε για κάθε x ∈ X και για κάθε (xn) ακολουθία στον X µε xn → x ισχύει
fn(xn)→ f(x), αποδείξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.
(ϐ) Αποδείξτε ότι η συµπάγεια είναι απαραίτητη, ϑεωρώντας την ακολουθία fn : (0, 1]→ R µε

fn(t) =

{
n, 0 < x 6 1

n
1
x ,

1
n < x 6 1

και την f : (0, 1] → R µε f(x) = 1
x . ∆ιαπιστώστε ότι ικανοποιείται η υπόθεση, αλλά fn 6→ f

οµοιόµορφα.



33. Αν fn, gn : [0, 1]→ [0, 1] είναι συνεχείς συναρτήσεις και fn → f, gn → g οµοιόµορφα στο [0, 1],
δείξτε ότι η ακολουθία (hn) όπου hn = fn ◦gn (δηλ. hn(t) = fn(gn(t))) συγκλίνει οµοιόµορφα στην
h = f ◦ g.

34. ΄Εστω (fn) ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1) → R µε fn > fn+1 > · · · > 0 και
fn → 0 κατά σηµείο. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής ή ψευδής
(αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή σας).

(i) Για κάθε a ∈ [0, 1) η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, a].

(ii) Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1).

35. ΄Εστω fn : [0, 1] → R ακολουθία συναρτήσεων και έστω ότι fn → f οµοιόµορφα, όπου
f : [0, 1]→ R συνεχής. Αν κάθε fn έχει ϱίζα, δείξτε ότι η f έχει ϱίζα.

36. (α) Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση τις ακολουθίες συναρτή-
σεων fn, gn : [0, 1]→ R, όπου

fn(x) = xn και gn(x) = xn(1− x).

(ϐ) Εξετάστε για ποιά x > 0 συγκλίνουν οι σειρές

∞∑
n=1

xn

n
και

∞∑
n=1

xn

n2
.

Για ποιές τιµές του a > 0 είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη στο διάστηµα [0, a];

37. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

fn(x) = nxe−
√
nx.

Αποδείξτε ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο αλλά όχι οµοιόµορφα στο [0,∞). Εξετάστε αν fn → 0
οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα [a,∞), a > 0.

38. ΄Εστω fn : [0,∞)→ R µε fn(x) = nx
nx+1 . ∆είξτε ότι :

(i) Η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο. Ποιά είναι η οριακή συνάρτηση f ;

(ii) Για κάθε a > 0, η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a,∞), αλλά δεν συγκλίνει οµοιόµορφα
στο [0, a].

39. ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής και έστω (δn) ακολουθία µε δn > 0 για κάθε n και
δn → 0. Θέτουµε fn(x) = 1

δn

∫ x+δn
x

f(t)dt, x ∈ R. ∆είξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.

40. (α) Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
n=1

x sin(n2x)

n2

συγκλίνει κατά σηµείο στο R. Αποδείξτε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε κλειστό διάστηµα
[−α, α] ⊂ R.

(ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) =
∑∞
n=1

x sin(n2x)
n2 είναι συνεχής.

41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών συµπαγών υπο-
συνόλων του X. Ορίζουµε fn(x) = dist(x,Kn). ∆είξτε ότι υπάρχει f : X → R ώστε fn → f
οµοιόµορφα. Ποιά είναι η f ;


