
Πραγµατική Ανάλυση (2015–16)

Συνεχείς συναρτήσεις – Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω f, g : (X, ρ)→ (Y, σ) δύο συνεχείς συναρτήσεις καιD πυκνό υποσύνολο του (X, ρ). ∆είξτε
ότι :
(α) Το σύνολο E = {x ∈ X : f(x) = g(x)} είναι κλειστό.
(ϐ) Αν f(x) = g(x) για κάθε x ∈ D, τότε f ≡ g.

2. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) και x0 ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν για
κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, x0) < δ, ρ(y, x0) < δ τότε σ(f(x), f(y)) < ε.

3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και G ⊆ X. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό αν και µόνο αν υπάρχουν
συνεχής συνάρτηση f : (X, ρ)→ R και V ⊆ R ανοικτό, ώστε G = f−1(V ).

4. (α) ΄Εστω f : (X, d)→ R συνάρτηση και Z(f) το σύνολο µηδενισµού της f , δηλαδή

Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}.

∆είξτε ότι : αν η f είναι συνεχής τότε το Z(f) είναι κλειστό στον X.
(ϐ) ΄Εστω F ⊆ X. ∆είξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνο αν υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : (X, ρ)→ R ώστε Z(f) = F .

5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Συµβολίζουµε µε χA την χαρακτηριστική συνάρτηση
του A, όπου χA : X → R ορίζεται ως

χA(t) =

{
1, t ∈ A
0, t /∈ A .

Αποδείξτε ότι το σύνολο των σηµείων συνέχειας της χA ειναι το A◦∪(X \A)◦, το σύνολο των σηµείων
ασυνέχειάς της είναι το bd(A) και ότι η χA είναι συνεχής αν και µόνο αν το A είναι ανοικτό και
κλειστό (clopen).

6. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Το γράφηµα της f είναι το σύνολο

Gr(f) =
{
(x, f(x)) : x ∈ X

}
⊆ X × Y.

∆είξτε ότι, αν η f είναι συνεχής συνάρτηση, τότε το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό στον X × Y
ως προς κάθε µετρική γινόµενο. ∆ώστε παράδειγµα το οποίο να δείχνει ότι το αντίστροφο δεν ισχύει.

7. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και έστωA διαχωρίσιµο υποσύνολο τουX (δηλαδή,
ο (A, ρA) είναι διαχωρίσιµος). ∆είξτε ότι το f(A) είναι διαχωρίσιµο υποσύνολο του Y .

8. ∆ώστε παράδειγµα ϕραγµένης, συνεχούς συνάρτησης f : R→ R η οποία δεν είναι οµοιόµορφα
συνεχής. Μπορεί µια µη ϕραγµένη συνάρτηση να είναι οµοιόµορφα συνεχής ;

9. ∆ώστε ένα παράδειγµα δύο ξένων υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου τα οποία διαχωρίζονται,
αλλά δε διαχωρίζονται πλήρως.

10. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιοµορφισµός. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο
αν ο (Y, σ) είναι διαχωρίσιµος.



Οµάδα Β΄

11. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). ∆είξτε ότι, αν για κάθε A ⊆ X ισχύει f(A′) ⊆ (f(A))′, τότε η f είναι
συνεχής. Ισχύει το αντίστροφο ;

12. ∆ίνεται µια συνάρτηση f : R → (Y, δ), όπου δ η διακριτή µετρική στον Y . ∆είξτε ότι η f είναι
συνεχής αν και µόνο αν είναι σταθερή.

13. Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → (Y, σ) λέγεται τοπικά ϕραγµένη (locally bounded) αν για κάθε
x ∈ X υπάρχει περιοχή Ux του x ώστε η f |Ux

να είναι ϕραγµένη.
(α) ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Τότε η f είναι τοπικά ϕραγµένη. Ισχύει το
αντίστροφο ;
(ϐ) ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Η f είναι συνεχής.
(ii) Η f είναι τοπικά ϕραγµένη και έχει κλειστό γράφηµα.

14. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και D πυκνό υποσύνολο του X. Εξετάστε αν οι
παρακάτω ισχυρισµοί είναι αληθείς.
(α) Αν η f |D είναι ϕραγµένη, τότε η f είναι ϕραγµένη.
(ϐ) Αν η f |D είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
(γ) Αν η f |D είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

15. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
(ϐ) Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε : αν A,B ⊆ X µε dist(A,B) < δ, τότε
dist(f(A), f(B)) < ε.

16. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X κλειστά και ξένα. Αν f : X → [0, 1] είναι η
συνάρτηση του Urysohn, δηλαδή f(x) = dist(x,A)

dist(x,A)+dist(x,B) , αποδείξτε ότι :

(α) Αν dist(A,B) = 0, τότε η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.
(ϐ) Αν dist(A,B) = δ > 0, τότε η f είναι δ−1–Lipschitz.

17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X µε dist(A,B) > 0 και f1 : A → R, f2 : B → R
(οµοιόµορφα) συνεχείς συναρτήσεις. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : A ∪B → R µε

f(x) =

{
f1(x), x ∈ A
f2(x), x ∈ B

είναι (οµοιόµορφα) συνεχής.

18. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν f : A→ R είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση,
αποδείξτε ότι η f επεκτείνεται σε µια οµοιόµορφα συνεχή συνάρτηση F : A→ R.

19. Εξετάστε αν ισχύουν τα παρακάτω.
(α) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Z.
(ϐ) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Q.
(γ) Το Q είναι οµοιοµορφικό µε το Z.
(δ) Το Z είναι οµοιοµορφικό µε το N.

20. ∆ίνονται οι µετρικοί χώροι (X1, d1), . . . , (Xk, dk) και ο χώρος γινόµενο
∏k
i=1Xi µε µετρική

γινόµενο την d∞ = max{di : 1 ≤ i ≤ k}. ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος και f : X →
∏k
i=1Xi

µε f = (f1, . . . , fk), όπου fi : X → Xi για i = 1, . . . , k. ∆είξτε τα εξής:
(α) Η f είναι συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι συνεχείς.
(ϐ) Η f είναι Lipschitz αν και µόνο αν κάθε fi είναι Lipschitz.



(γ) Η f είναι οµοιοµόρφα συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι οµοιόµορφα συνεχείς.
(δ) Είναι σωστό ότι η f είναι ισοµετρία αν και µόνο αν οι fi είναι ισοµετρίες ;
(ε) Είναι σωστό ότι η f είναι οµοιοµορφισµός αν και µόνο αν οι fi είναι οµοιοµορφισµοί ;

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

21. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι :
(α) Η συνάρτηση g : X × Y → R µε g(x, y) = σ(f(x), y) είναι συνεχής.
(ϐ) Το σύνολο A = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) ∈ Bσ(y, 1)} είναι ανοικτό.

22. ΄Εστω f : (X, d) → R. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε a, b ∈ R τα
σύνολα {x ∈ X : f(x) < a} και {x ∈ X : f(x) > b} είναι ανοικτά.

23. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα f ◦f = f .
∆είξτε ότι το σύνολο f(X) είναι κλειστό.

24. ΄Εστω f, g : (X, d)→ (Y, σ) συνεχείς συναρτήσεις και έστω x ∈ X ώστε f(x) 6= g(x). Αποδείξτε
ότι υπάρχει r > 0 ώστε : για κάθε y, z ∈ B(x, r) ισχύει f(y) 6= g(z).

25. Θεωρούµε τα σύνολα N και Q µε την συνήθη µετρική.

(α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας {Gn}∞n=1 ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του (Q, | · |) µε
την ιδιότητα

⋂∞
n=1Gn = ∅.

(ϐ) Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : (N, | · |)→ (Q, | · |) είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Εξετάστε αν οι (N, | · |) και (Q, | · |) είναι οµοιοµορφικοί.

26. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → R και g : R → R. Για καθεµία από τις
παρακάτω προτάσεις δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν οι f και g είναι οµοιόµορφα συνεχείς, τότε η g ◦ f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι συνεχής, τότε η g ◦ f είναι
οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Αν η f είναι συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η g ◦ f είναι
οµοιόµορφα συνεχής.

27. ΄Εστω f : (X, d)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Για καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις δώστε
απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν K ⊆ X είναι συµπαγές, τότε το f(K) ⊆ Y είναι συµπαγές.

(ϐ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο, τότε το f(K) ⊆ Y είναι ϕραγµένο.

(γ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο και η f είναι συνάρτηση Lipschitz, τότε το f(K) ⊆ Y είναι
ϕραγµένο.

28. ΄Εστω f, g : R → R συνεχείς συναρτήσεις. Είναι το σύνολο K = {(f(x), g(x)) : x ∈ R}
απαραίτητα κλειστό υποσύνολο του R2;

29. ΄Εστω F1, F2 ξένα κλειστά υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). ΄Εστω f : X → R και
g : X → R ϕραγµένες συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ϕραγµένη συνεχής συνάρτηση
h : X → R µε την ιδιότητα h ≡ f στο F1 και h ≡ g στο F2.

30. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνεχής, 1-1 συνάρτηση f : [0, 1]× [0, 1]→ R.



Οµάδα Γ΄

31. ΄Εστω F µη κενό κλειστό υποσύνολο του R και f : F → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι
υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : R→ R µε την ιδιότητα g(x) = f(x) για κάθε x ∈ F .

32. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . Για κάθε δ ≥ 0 ορίζουµε το µέτρο συνέχειας
(modulus of continuity) της f ως εξής:

ωf (δ) = sup{σ(f(x), f(y)) : d(x, y) ≤ δ, x, y ∈ X}.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ωf : [0,∞) → [0,∞] είναι αύξουσα, δηλαδή αν 0 ≤ δ1 < δ2 τότε
ωf (δ1) ≤ ωf (δ2).
(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : X → Y είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνο αν ισχύει ωf (δ)→ 0
καθώς δ → 0+. [Υπόδειξη. ∆είξτε ότι σ(f(x), f(y)) ≤ ωf (d(x, y)) για κάθε x, y ∈ X].

33. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). Η f λέγεται ανοικτή αν για κάθε ανοικτό G ⊆ X το f(G) είναι
ανοικτό υποσύνολο του Y . Ανάλογα, η f λέγεται κλειστή αν για κάθε κλειστό F ⊆ X το f(F ) είναι
κλειστό υποσύνολο του Y .
(α) ∆ώστε παράδειγµα: συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι ανοικτή, ανοικτής συνάρτησης η
οποία δεν είναι συνεχής, συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι κλειστή, κλειστής συνάρτησης η
οποία δεν είναι συνεχής.
(ϐ) Αν η f : (X, ρ) → (Y, σ) είναι 1-1 και επί, δείξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα: (i) η f είναι
ανοικτή, (ii) η f είναι κλειστή, (iii) η f−1 είναι συνεχής.

Συνεπώς, αν η f είναι συνεχής και ανοικτή (ή κλειστή) τότε είναι οµοιοµορφισµός.

34. ΄Εστω (Xi, di) , i = 1, . . . ,m µετρικοί χώροι και X =
∏m
i=1Xi ο χώρος γινόµενο µε τη µετρική

d =
∑m
i=1 di. Η συνάρτηση i−προβολή είναι η πi : X → Xi που ορίζεται ως εξής:

πi(x1, . . . , xi, . . . , xm) = xi.

Αποδείξτε ότι η πi είναι συνεχής, επί και ανοικτή.

35. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). ∆είξτε ότι η f είναι ανοικτή αν και µόνο αν f(A◦) ⊆ (f(A))◦ για
κάθε A ⊆ X. ∆ώστε παράδειγµα µιας συνεχούς, ανοικτής συνάρτησης f : X → Y και κάποιου
A ⊆ X ώστε το f(A◦) να περιέχεται γνήσια στο (f(A))◦.

36. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Η ρ είναι ισοδύναµη µε τη διακριτή µετρική στον X.
(ϐ) Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον X είναι τελικά σταθερή.
(γ) Ο X δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.
(δ) Για κάθε µετρικό χώρο Y , κάθε f : X → Y είναι συνεχής.
(ε) Η κλειστή ϑήκη κάθε ανοικτού συνόλου G ⊆ X είναι ανοικτό σύνολο.

37. (α) Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → R λέγεται κάτω ηµισυνεχής αν για κάθε t ∈ R το σύνολο
{x ∈ X : f(x) ≤ t} είναι κλειστό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι η f είναι κάτω ηµισυνεχής αν και
µόνο αν, για κάθε ακολουθία (xn) στον X µε xn → x ∈ X, ισχύει

f(x) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

∆ώστε παράδειγµα κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι συνεχής.
(ϐ) Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → R λέγεται άνω ηµισυνεχής αν η −f είναι κάτω ηµισυνεχής.
∆ιατυπώστε και αποδείξτε χαρακτηρισµούς της άνω ηµισυνεχούς συνάρτησης, αντίστοιχους µε τους
χαρακτηρισµούς της κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης που περιγράφτηκαν στο (α).

38. Αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο µετρικοί χώροι (X, ρ), (Y, σ) οι οποίοι δεν είναι οµοιοµορφικοί
αλλά ικανοποιούν το εξής: υπάρχουν συναρτήσεις f : X → Y, g : Y → X οι οποίες είναι συνεχείς,
1-1 και επί.


