
Πραγµατική Ανάλυση (2015-16)

Ασκήσεις - Κεφάλαιο 3

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F,G υποσύνολα του X. Αν το F είναι κλειστό και το G είναι
ανοικτό, δείξτε ότι το F \G είναι κλειστό και το G \ F είναι ανοικτό.

2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο A του X γράφεται ως τοµή ανοικτών
υποσυνόλων του (X, ρ).

3. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι το G = {x ∈ R : f(x) > 0} είναι ανοικτό
υποσύνολο του R και το F = {x ∈ R : f(x) = 0} είναι κλειστό υποσύνολο του R.

4. ∆είξτε ότι κάθε κλειστό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών διαστηµάτων και
κάθε ανοικτό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη ένωση κλειστών διαστηµάτων.

5. Αποδείξτε ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό.

6. Αποδείξτε ότι κάθε σφαίρα ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό σύνολο. Μπορεί σε έναν µετρικό
χώρο µια σφαίρα να είναι το κενό σύνολο ;

7. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και ε > 0. Εξετάστε, αν ισχύει πάντοτε η ισότητα

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ε}.

[Υπενθύµιση : Για κάθε A ⊆ X συµβολίζουµε µε A την κλειστή ϑήκη του A.]

8. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Η διαγώνιος του X × X είναι το σύνολο ∆ = {(x, x) : x ∈ X}.
Αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό στον X ×X ως προς τη µετρική d2, όπου

d2((x1, y1), (x2, y2)) =
√
d2(x1, y1) + d2(x2, y2).

Γενικότερα, αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό ως προς κάθε µετρική γινόµενο στον X ×X.

9. Υπάρχει άπειρο κλειστό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από ϱητούς ; Υπάρχει
ανοικτό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από άρρητους ;

10. ΄Εστω A,B δύο υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). Αποδείξτε ότι :
(α) Αν A ∪B = X, τότε A ∪B◦ = X.
(ϐ) Αν A ∩B = ∅, τότε A ∩B◦ = ∅.

11. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) (A \B)◦ ⊆ A◦ \B◦ για κάθε A,B ⊆ X.
(ϐ) A \B ⊆ A \B για κάθε A,B ⊆ X.
Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τους εγκλεισµούς µε ισότητες ;

12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και ∅ 6= A ⊆ X. ∆είξτε ότι diam(A) = diam(A). Ισχύει το ίδιο για
το εσωτερικό του A;

13. (α) ΄Εστω A ανοικτό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό στο A αν
και µόνο αν είναι ανοικτό στον X.
(ϐ) ΄Εστω A κλειστό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. Είναι σωστό ότι το G είναι κλειστό στο A αν
και µόνο αν είναι κλειστό στον X;

14. Βρείτε ένα αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο του R \Q ως προς τη συνήθη µετρική.



Οµάδα Β΄

15. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα. ∆είξτε ότι B̂(x, r) = B(x, r) για κάθε x ∈ X και κάθε r > 0.

16. ∆είξτε ότι ο c0 είναι κλειστό υποσύνολο του `∞. Τι µπορείτε να πείτε για τον c00; Είναι ανοικτό
υποσύνολο του `∞; κλειστό υποσύνολο του `∞;

17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Το G είναι ανοικτό.
(ϐ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A ⊆ G ∩A.
(γ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A = G ∩A.

18. ∆είξτε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση αριθµήσιµων το πλήθος ανοικτών
διαστηµάτων µε ϱητά άκρα.

19. Αποδείξτε ότι στο R δεν υπάρχουν µη τετριµµένα υποσύνολα (δηλάδή διαφορετικά από το ∅
και το R) τα οποία να είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά.

20. (α) Για κάθε n ∈ Z, έστω Fn κλειστό υποσύνολο του (n, n + 1). Θέτουµε F =
⋃
n∈Z Fn.

Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό στο R.
Υπόδειξη : ∆είξτε πρώτα ότι για κάθε n υπάρχει δn > 0 έτσι ώστε |x− y| > δn οποτεδήποτε x ∈ Fn
και y ∈ Fm, n 6= m.
(ϐ) Βρείτε µια ακολουθία ξένων ανά δυο κλειστών συνόλων στο R των οποίων η ένωση δεν είναι
κλειστό σύνολο.

21. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) Αν το X έχει περισσότερα από ένα στοιχεία, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X, ώστε G 6= ∅ και
X \G 6= ∅.
(ϐ) Αν το X είναι άπειρο σύνολο, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X ώστε το G και το X \ G να είναι
άπειρα.

22. Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και x, y ∈ X µε x 6= y. ∆είξτε ότι υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V
ώστε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅.

23. Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, x ∈ X και F κλειστό υποσύνολο του X µε x /∈ F . ∆είξτε ότι
υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ώστε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩ V = ∅. Μπορούµε να πετύχουµε να
ισχύει, επιπλέον, ότι U ∩ V = ∅;

24. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Θέτουµε A′ το παράγωγο σύνολο του A, δηλαδή το
σύνολο των σηµείων συσσσώρευσης του A. Αποδείξτε τα ακόλουθα:
(α) A = A∪A′. Συµπεράνατε ότι το A είναι κλειστό αν και µόνο αν περιέχει τα σηµεία συσσώρευσής
του.
(ϐ) Το A′ είναι κλειστό σύνολο.
(γ) Αν A ⊆ B ⊆ X τότε A′ ⊆ B′.
(δ) A′ = (A)′. ∆ηλαδή, τα A και A έχουν τα ίδια σηµεία συσσώρευσης.
(ε) (A′)′ ⊆ A′. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε ο εγκλεισµός να είναι γνήσιος.

25. Εξετάστε αν οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι αληθείς:
(α) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = N.
(ϐ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Z.
(γ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Q.

26. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αν A,B ⊆ X, η απόσταση του A από το B ορίζεται ως εξής:

dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες της απόστασης:



(α) αν A ∩B 6= ∅, τότε dist(A,B) = 0.
(ϐ) dist(A,B) = dist(A,B).
(γ) dist(A,B ∪ C) = min{dist(A,B),dist(A,C)}.
(δ) ∆ώστε παράδειγµα κλειστών και ξένων υποσυνόλων A,B ενός µετρικού χώρου (X, ρ) τα οποία
έχουν µηδενική απόσταση.

27. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν x ∈ X ορίζουµε την απόσταση του x από το A να
είναι η απόσταση των συνόλων {x} και A:

dist(x,A) = inf{ρ(x, a) : a ∈ A}.

Αποδείξτε ότι :
(α) dist(x,A) = 0 αν και µόνο αν x ∈ A.
(ϐ) |dist(x,A)− dist(y,A)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X.
(γ) Το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) < ε} είναι ανοικτό, ενώ το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) 6 ε} είναι
κλειστό.
(δ) Αν A ⊆ B ⊆ A, τότε dist(x,A) = dist(x,B) για κάθε x ∈ X.

28. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αποδείξτε ότι

A′ = {x ∈ X : dist(x,A \ {x}) = 0} .

29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι κάθε κλειστό υποσύνολο του X γράφεται ως
αριθµήσιµη τοµή ανοικτών συνόλων και κάθε ανοικτό υποσύνολο του X γράφεται ως αριθµήσιµη
ένωση κλειστών συνόλων.

30. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Αποδείξτε τις εξής ιδιότητες του συνόρου του A:
(α) bd(A) = bd(Ac).
(ϐ) cl(A) = bd(A) ∪A◦.
(γ) X = A◦ ∪ bd(A) ∪ (X \A)◦.
(δ) bd(A) = A \A◦ ή ισοδύναµα bd(A) = A ∩X \A. Εποµένως, το σύνορο είναι κλειστό σύνολο.
(ε) Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν bd(A) ⊆ A.

31. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X. Αποδείξτε τα ακόλουθα:
(α) Αν το A είναι ανοικτό ή κλειστό υποσύνολο του X τότε το bd(A) έχει κενό εσωτερικό.
(ϐ) Αν A ∩B = ∅ τότε bd(A ∪B) = bd(A) ∪ bd(B).

32. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (bd(A))◦ = R.

33. ΄Εστω A υποσύνολο του (X, ρ). Αν G και H είναι ξένα ανοικτά σύνολα στο A, δείξτε ότι
υπάρχουν ξένα ανοικτά σύνολα U και V στο X ώστε G = A ∩ U και H = A ∩ V .

34. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε οικογένεια ξένων ανοικτών υποσυ-
νόλων του X είναι πεπερασµένη ή αριθµήσιµη.

35. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :
(α) Αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του X, τότε D ∩G = G για κάθε ανοικτό υποσύνολο G του
X.
(ϐ) Αν το G είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X και το D είναι πυκνό υποσύνολο του X, τότε
το G ∩D είναι πυκνό υποσύνολο του X. Ισχύει το ίδιο αν το G δεν υποτεθεί ανοικτό ;
(γ) Είναι σωστό ότι η τοµή µιας ακολουθίας ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X είναι πυκνό
υποσύνολο του X;



36. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xn, dn) µετρικοί χώροι. Θεωρούµε τον χώρο γινόµενο (X, d) µε X =∏n
i=1Xi και d = max16i6n di. ∆είξτε ότι :

(α) Αν κάθε Gi είναι di-ανοικτό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1Gi είναι d-ανοικτό στον X.

(ϐ) Αν κάθε Fi είναι di-κλειστό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1 Fi είναι d-κλειστό στον X.

(γ) Αν κάθε Di είναι πυκνό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το D =
∏n
i=1Di είναι πυκνό στον X.

Ειδικότερα, αν κάθε (Xi, di), i = 1, ..., n είναι διαχωρίσιµος τότε ο (X, d) είναι διαχωρίσιµος.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

37. Θεωρούµε το σύνολο A = {1/n : n = 1, 2, . . .} ∪ {0} εφοδιασµένο µε την συνήθη µετρική του
R. Να ϐρεθούν όλα τα ανοικτά υποσύνολα του (A, | · |).

38. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊆ B ⊆ X. ∆είξτε ότι : αν το A είναι πυκνό στο B και το B
είναι πυκνό στο X τότε το A είναι πυκνό στο X.

39. Θεωρούµε το R µε την συνήθη µετρική. Εξετάστε αν υπάρχει E ⊆ R, διαφορετικό από το ∅ και
το R, το οποίο να έχει την εξής ιδιότητα (για καθεµία ξεχωριστά δώστε παράδειγµα µε αιτιολόγηση
ή αποδείξτε ότι τέτοιο σύνολο δεν µπορεί να υπάρχει):

(α) Το E είναι άπειρο σύνολο αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(ϐ) Το E έχει άπειρα σηµεία συσσώρευσης αλλά δεν έχει κανένα εσωτερικό σηµείο.

(γ) Το E είναι ανοικτό αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(δ) Το E είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R.

(ε) Το E είναι ϕραγµένο και έχει άπειρα µεµονωµένα σηµεία (δηλαδή, το E \ E′ είναι άπειρο
σύνολο).

40. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής ή ψευδής (αιτιολογήστε πλήρως
την απάντησή σας).

(i) Αν το A είναι πυκνό υποσύνολο του R και το F είναι πεπερασµένο υποσύνολο του R, τότε το
A \ F είναι πυκνό υποσύνολο του R.

(ii) Αν τα D1, D2 είναι πυκνά υποσύνολα του R, τότε το D1 ∩D2 είναι πυκνό υποσύνολο του R.

41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στον X και x ∈ X. Θέτουµε A = {xn : n =
1, 2, . . .}. Αποδείξτε ότι :

(i) Αν x ∈ A′, τότε υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn → x.

(ii) Αν η (xn) είναι ϐασική, τότε το A′ περιέχει το πολύ ένα σηµείο.

(iii) Αν η (xn) είναι ϐασική και A′ 6= ∅, τότε η (xn) είναι συγκλίνουσα.

42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει εx > 0 ώστε η B(x, εx)
να είναι πεπερασµένο σύνολο. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο του X είναι ανοικτό σύνολο.

43. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής
ή ψευδής (δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα):

(α) Αν το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του X τότε για κάθε πυκνό υποσύνολο D του X ισχύει
x0 ∈ D.

(ϐ) Αν (xn) είναι ακολουθία στον X µε d(xn, xm) ≥ 1 για κάθε n 6= m στο N, τότε το σύνολο
A = {xn : n ∈ N} είναι κλειστό υποσύνολο του X.



44. Θεωρούµε τον Rm µε την Ευκλείδεια µετρική. Αποδείξτε ότι : αν A είναι ϕραγµένο υποσύνολο
του Rm και αν x, y ∈ A◦ τότε ‖x− y‖2 < diam(A).

Ισχύει το αντίστοιχο αποτέλεσµα σε κάθε µετρικό χώρο;

45. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω A ανοικτό υποσύνολο του X. Αν x ∈ A και (xn) είναι
ακολουθία στον X ώστε xn → x, αποδείξτε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n ≥ n0,

B
(
xn,

1

n

)
⊆ A.

46. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Εστω m ≥ 2 και y1, . . . , ym διαφορετικά ανά δύο σηµεία του
X. ∆είξτε ότι υπάρχουν ξένα ανά δύο ανοικτά σύνολα G1, . . . , Gm ⊆ X ώστε yi ∈ Gi για κάθε
i = 1, . . . ,m.

Οµάδα Γ΄

47. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και P ⊆ X. Το P λέγεται τέλειο αν είναι κενό ή είναι κλειστό και
κάθε σηµείο του είναι σηµείο συσσώρευσης γι’ αυτό. Αποδείξτε τα ακόλουθα:
(α) ΄Ενα συνόλο P ⊆ (X, ρ) είναι τέλειο αν και µόνο αν P = P ′.
(ϐ) Κάθε κλειστό (µη τετριµµένο) διάστηµα στο R (µε τη συνήθη µετρική) είναι τέλειο σύνολο.
Επίσης, το R είναι τέλειο αν ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του R2.
(γ) Κάθε µη κενό τέλειο υποσύνολο P του R είναι υπεραριθµήσιµο. [Υπόδειξη. Το P είναι άπειρο.
Αν είναι αριθµήσιµο, γράφεται στη µορφή P = {xn : n ∈ N}. Ορίστε κατάλληλη ακολουθία
κιβωτισµένων διαστηµάτων [an, bn] ώστε, για κάθε n ∈ N, [an, bn] ∩ P 6= ∅ αλλά xn /∈ [an, bn].]

48. ΄Εστω A ⊆ R και x ∈ R. Το x λέγεται σηµείο συµπύκνωσης του A αν για κάθε ε > 0 το σύνολο
A ∩ (x− ε, x+ ε) είναι υπεραριθµήσιµο. Αποδείξτε τα ακόλουθα:
(α) Αν το A είναι αριθµήσιµο τότε δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης.
(ϐ) Αν το A είναι υπεραριθµήσιµο και P είναι το σύνολο των σηµείων συµπύκνωσης του A τότε
P ′ = P και το A \ P είναι αριθµήσιµο.
(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του R τότε υπάρχουν τέλειο σύνολο P και αριθµήσιµο σύνολο
Z ώστε A = P ∪ Z και P ∩ Z = ∅.

49. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στο X. Το x ∈ X λέγεται οριακό σηµείο

της (xn) αν υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn
ρ−→ x. Θέτουµε L(xn) το σύνολο των

οριακών σηµείων της ακολουθίας (xn). Αποδείξτε ότι

(α) Αν xn
ρ−→ x τότε L(xn) = {x}. Ισχύει το αντίστροφο ;

(ϐ) Αν A = {xn : n ∈ N} ⊆ X τότε A′ ⊆ L(xn) ⊆ A. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι οι εγκλεισµοί
µπορεί να είναι γνήσιοι.
(γ) ∆είξτε ότι το L(xn) είναι κλειστό υποσύνολο του X.
(δ) Αν το A δεν είναι κλειστό, δείξτε ότι L(xn) 6= ∅. Αν επιπλέον, η (xn) είναι ρ-Cauchy, τότε είναι
ρ-συγκλίνουσα.
(ε) Το x είναι οριακό σηµείο της (xn) αν και µόνο για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N υπάρχει
m > n ώστε xm ∈ Bρ(x, ε).

50. Σωστό ή λάθος ; Για κάθε άπειρο µετρικό χώρο (X, d) υπάρχει άπειρο υποσύνολο A του X
ώστε κάθε G ⊆ A να είναι ανοικτό ως προς τη σχετική µετρική στο A.

51. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) Το σύνολο των µεµονωµένων σηµείων του X είναι το πολύ αριθµήσιµο.
(ϐ) Αν S είναι ένα υπεραριθµήσιµο υποσύνολο του X τότε υπάρχει ακολουθία διαφορετικών ανά
δυο στοιχείων του S, η οποία συγκλίνει σε σηµείο του S.



52. ΄Εστω θ ∈ R \Q. ∆είξτε ότι το σύνολο

D(θ) := {(cos(2πnθ), sin(2πnθ)) : n ∈ N}

είναι πυκνό στον κύκλο S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

53. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Το A ⊆ X λέγεται πουθενά πυκνό αν int(A) = ∅. Αποδείξτε ότι :

(α) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον αν A ⊆ (X \A).
(ϐ) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό και κλειστό αν και µόνον αν το X \A είναι πυκνό και ανοικτό.
(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του X, τότε το A είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον αν
A = bd(A).
(δ) Αν το A είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του X και το X \ B είναι πυκνό τότε το X \ (A ∪ B)
είναι πυκνό στον X.
(ε) Η ένωση πεπερασµένου πλήθους πουθενά πυκνών υποσυνόλων του X είναι πουθενά πυκνό
υποσύνολο του X.

54. ΄Εστω (qn) µια αρίθµηση του Q. Ορίζουµε

In =

(
qn −

1

2n
, qn +

1

2n

)
, n ∈ N.

∆είξτε ότι το U =
⋃∞
n=1 In είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R και ότι το U c είναι πουθενά

πυκνό.

55. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Το A είναι πουθενά πυκνό.
(ϐ) Το A δεν περιέχει µη κενό ανοικτό σύνολο.
(γ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X περιέχει ένα µη κενό ανοικτό σύνολο ξένο προς το A.
(δ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X περιέχει µια ανοικτή µπάλα ξένη προς το A.

56. ΄Εστω (Xn, ρn), n = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈
Xn, n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το χώρο γινόµενο (X, ρ), όπου X =

∏∞
n=1Xn και ρ(x, y) =∑∞

n=1 2−nρn(x(n), y(n)). Σταθεροποιούµε α = (α(n)) στον X. Θεωρούµε τα σύνολα

Dm = {x = (x(n)) ∈ X : x(n) = α(n), n > m}, m = 1, 2, . . .

και ορίζουµε

Dα :=

∞⋃
m=1

Dm.

Αποδείξτε ότι το Dα είναι πυκνό στον X.

57. ΄Εστω A,B αριθµήσιµα, πυκνά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση f : A→ B η
οποία είναι αύξουσα, 1-1 και επί.


