
¢óêçóç. (á) Áí X ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ìå êáôáíïìÞ ðïõ áíÞêåé óôçí ìïíïðáñáìåôñéêÞ åêèåôéêÞ

ïéêïãÝíåéá, ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x | θ) = exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x),

íá äåßîåôå üôé E[T (X)] = B′(θ)
n′(θ) êáé V [T (X)] = 1

n′(θ)

[
B′(θ)
n′(θ)

]′
.

(â) ¸óôù X1, X2, . . . , Xν ôõ÷áßï äåßãìá áðü êáôáíïìÞ ìå óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò

f(x | θ) = κxκ−1θ exp {−θxκ}, x > 0, θ > 0, κ > 0,

üðïõ κ ãíùóôü. ÁíÞêåé óôçí åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá êáôáíïìþí; Íá âñåèïýí ôá E(Xκ) êáé V (Xκ).

Ëýóç. (á) Ç f(x | θ) åßíáé óõíÜñôçóç ðõêíüôçôáò ðéèáíüôçôáò, ïðüôå∫
exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x)dx = 1 ⇒

∫
exp {n(θ)T (x)}h(x)dx = exp {B(θ)}.

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò θ êáé áëëÜæïõìå ôç óåéñÜ ïëïêëÞñùóçò êáé ðáñáãþãéóçò:∫
exp {n(θ)T (x)}T (x)n′(θ)h(x)dx = exp {B(θ)}B′(θ). (1)

ÖÝñíïõìå óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôïí óôáèåñü (ùò ðñïò x) üñï, exp {B(θ)}:

n′(θ)
∫

exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x)T (x)dx = B′(θ) ⇒ E[T (X)] =
B′(θ)
n′(θ)

.

Ôþñá, óôç ó÷Ýóç (1), ðáñáãùãßæïõìå êáé ôá äýï ìÝëç ùò ðñïò θ:∫
exp {n(θ)T (x)}T (x)2n′(θ)2h(x)dx+

∫
exp {n(θ)T (x)}T (x)n′′(θ)h(x)dx = exp {B(θ)}B′(θ)2+exp {B(θ)}B′′(θ).

ÖÝñíïõìå óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôïí óôáèåñü üñï, exp {B(θ)}:

n′(θ)2
∫

exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x)T (x)2dx+n′′(θ)
∫

exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x)T (x)dx = B′(θ)2+B′′(θ)

⇒ n′(θ)2E[T (X)2]+n′′(θ)E[T (X)] = B′(θ)2+B′′(θ) ⇒ n′(θ)2E[T (X)2] = B′(θ)2+B′′(θ)−n′′(θ)
B′(θ)
n′(θ)

Áðü ôç ãíùóôÞ ó÷Ýóç, V (X) = E(X2)− [E(X)]2, Ý÷ïõìå

V [T (X)] = E[T (X)2]− [E[T (X)]]2 =
B′(θ)2n′(θ) + B′′(θ)n′(θ)− n′′(θ)B′(θ)−B′(θ)2n′(θ)

n′(θ)3

⇒ V [T (X)] =
1

n′(θ)

[
B′′(θ)n′(θ)− n′′(θ)B′(θ)

n′(θ)2

]
=

[
B′(θ)
n′(θ)

]′ 1
n′(θ)

(â) Èá äåßîïõìå ðñþôá üôé ç f(x | θ) áíÞêåé óôçí ìïíïðáñáìåôñéêÞ åêèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá êáôáíïìþí.

f(x | θ) = κxκ−1θ exp {−θxκ}
= κxκ−1 exp {ln (θ)− θxκ}
= exp {n(θ)T (x)−B(θ)}h(x),



üðïõ h(x) = κxκ−1, n(θ) = −θ, T (x) = xκ, B(θ) = − ln (θ).
Óáí åöáñìïãÞ ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ðáßñíïõìå ëïéðüí

E[T (X)] = E(Xκ) =
B′(θ)
n′(θ)

=
1
θ

V [T (X)] = V (Xκ) =
[
B′(θ)
n′(θ)

]′ 1
n′(θ)

=
1
θ2

.


