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ÓÕÌÂÏËÉÓÌÏÉ
Ó' áõ�Ýò �éò óçìåéþóåéò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óõó�çìá�éêÜ (ùò óõí�ïìåý-óåéò) �ïõò åîÞò âáóéêïýò óõìâïëéóìïýò áðü �ç ëïãéêÞ êáé �ç óõíïëïèåùñßá:

& : êáé; ∨ : Þ; ¬ : ü÷é; =⇒ : óõíåðÜãå�áé; ⇐⇒ : �ü�å êáé ìüíïí áí;
∀ : ãéá êÜèå; ∃ : õðÜñ÷åé; ∃! : õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáx ∈ A ⇐⇒ �ï ó�ïé÷åßï x áíÞêåé ó�ï óýíïëï AA ⊆ B ⇐⇒ êÜèå ìÝëïò �ïõ A åßíáé ìÝëïò �ïõ B
⇐⇒ (∀x)[x ∈ A=⇒x ∈ B]A = B ⇐⇒ �á óýíïëá A êáé B Ý÷ïõí áêñéâþò �á ßäéá ìÝëç
⇐⇒ A ⊆ B & B ⊆ Af : A → B ⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï åéóüäïõ (ïñéóìïý)�ï óýíïëï A êáé ðåäßï åîüäïõ (�éìþí) �ï óýíïëï Bf : A  B ⇐⇒ ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñ�çóç)f : A→B ⇐⇒ ç f åßíáé áí�éó�ïé÷ßá (óõíÜñ�çóç Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðß)

{x | P (x)} = �ï óýíïëï üëùí �ùí x ðïõ Ý÷ïõí �çí éäéü�ç�á P (x)

{x ∈ A | P (x)} = {x | x ∈ A êáé P (x)}A×B = {(a; b) | a ∈ A êáé b ∈ B}
= �ï óýíïëï �ùí æåõãþí (a; b) ìå a ∈ A; b ∈ BA×B × C = {(a; b; ) | a ∈ A; b ∈ B;  ∈ C}
= �ï óýíïëï �ùí �ñéÜäùí (a; b; ) ìå a ∈ A; b ∈ B;  ∈ Cf : A×B → C

⇐⇒ ç f åßíáé óõíÜñ�çóç äýï ìå�áâëç�þí, ó�ï A êáé ó�ï ÂÏ êáëý�åñïò �ñüðïò íá åîïéêåéùèåß ï áíáãíþó�çò ì' áõ�ïýò �ïõò óõìâï-ëéóìïýò åßíáé (ó�çí áñ÷Þ) íá �ïõò £ìå�áöñÜæåé¤ êáé íá êá�áóêåõÜæåé £ðáñá-öñÜóåéò¤ �ïõò ó�ç öõóéêÞ ãëþóóá. �éá ðáñÜäåéãìá, ç óõìâïëéêÞ Ýêöñáóçv



vi Óõìâïëéóìïß�çò Áñ÷Þò ÅðáãùãÞò ó�ï åäÜöéï 1A.1 ìðïñåß íá åêöñáó�åß ó�ç öõóéêÞãëþóóá ùò åîÞò:ÊÜèå óýíïëï A öõóéêþí áñéèìþí Ý÷åé �çí åîÞò éäéü�ç�á: áí �ï AðåñéÝ÷åé �ïí áñéèìü 0, êáé áí ãéá êÜèå ìÝëïò n �ïõ A, ï åðüìåíïòáñéèìüò n+1 åßíáé åðßóçò ìÝëïò �ïõ A, �ü�å üëïé ïé öõóéêïß áñéèìïßåßíáé ìÝëç �ïõ A.Ìå�Ü áðü ìåñéêÝò �Ý�ïéåò áóêÞóåéò, ü÷é ìüíï ìáèáßíå�áé ï �ñüðïò áíÜãíù-óçò áõ�þí �ùí óõìâïëéóìþí, áëëÜ êáé ãßíå�áé ðåí�áêÜèáñï �ï ãéá�ß ç ÷ñÞóç�ïõò åßíáé áðáñáß�ç�ç ó' áõ�ü �ïí êëÜäï.Õðåíèõìßæïõìå åðßóçò, ü�é óå ìáèçìá�éêÜ êåßìåíá óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå�ï ßäéï ãñÜììá óå äéáöïñå�éêÜ áëöÜâç�á Þ äéáöïñå�éêÝò ãñáììá�ïóåéñÝòãéá íá ïíïìÜóïõìå äéáöïñå�éêÜ áí�éêåßìåíá: Ý�óé �ï `f ' ðñÝðåé íá èåùñåß�áéäéáöïñå�éêü áðü �ï `ö', êáé (áêüìç ÷åéñü�åñá), ó�ï åäÜöéï 2B, óõó�çìá�éêÜ,�ï `x' ïíïìÜæåé êÜðïéá £óõí�áê�éêÞ ìå�áâëç�Þ¤ ðïõ öÝñåé ùò �éìÞ �ï öõóéêüáñéèìü `x'.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1
�ÑÙÔÏ�ÅÍÇÓ ÊÁÉ ÅËÁ×ÉÓÔÉÊÇ ÁÍÁÄÑÏÌÇ

Ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò, êáé èá ìå-ëå�Þóïõìå äýï óçìáí�éêÝò êëÜóåéò óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò,�éò ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò êáé �éò åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò.
1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéòÏ ìåãÜëïò ìáèçìá�éêüò �ïõ 19ïõ áéþíá Leopold Kroneker öÝñå�áé íáåßðå ü�éï Èåüò ìáò Ýäùóå �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, üëá �á Üëëá åßíáéáíèñþðéíá êá�áóêåõÜóìá�á.�éá íá êÜíïõìå ÷ñÞóç �ùí áñéèìþí üìùò, ï Èåüò ìÜëëïí ìáò Ýäùóå ìáæß�ïõò êáé �çí åîÞò èåìåëéáêÞ1A.1. Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �ïõ óõíüëïõ �ùí(öõóéêþí) áñéèìþí

N = {0; 1; 2; : : : }åßíáé ü�é êÜèå óýíïëï A ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï 0 êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá �çí ðñÜîç�ïõ åðüìåíïõ n 7→ n+ 1, ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò áñéèìïýò, óõìâïëéêÜ
[
0 ∈ A & (∀n)[n ∈ A=⇒n+ 1 ∈ A]

]=⇒N ⊆ A:ÔõðéêÜ åðéêáëïýìáó�å �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ãéá íá áðïäåßîïõìå ü�é üëïéïé öõóéêïß áñéèìïß Ý÷ïõí êÜðïéá éäéü�ç�á P (n), äåß÷íïí�áò îå÷ùñéó�Ü ü�éP (0) êáé (ãéá êÜèå n)[P (n)=⇒P (n+ 1)]·áð' áõ�Ýò �éò ðñï�Üóåéò êáé �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò, Ýðå�áé ü�é �ï óýíïëïA = {n ∈ N | P (n)} ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò áñéèìïýò, äçëáäÞ �ï æç�ïýìåíï
(∀n)P (n).Ç áñ÷Þ åðáãùãÞò äéêáéïëïãåß åðßóçò áðïäåßîåéò ìå ðëÞñç åðáãùãÞ, ó�éòïðïßåò óõìðåñáßíïõìå ü�é üëïé ïé öõóéêïß áñéèìïß Ý÷ïõí êÜðïéá éäéü�ç�áP (n), äåß÷íïí�áò áðëÜ ü�é ãéá êÜèå n,

(∀i < n)P (i)=⇒P (n)·1



2 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞ
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Ó÷Þìá 1. Áíáäñïìéêüò ïñéóìüò.åðåéäÞ áí èÝóïõìå A = {n ∈ N | (∀i < n)P (i)};�ü�å, ðñïöáíþò 0 ∈ A (åðåéäÞ äåí õðÜñ÷ïõí áñéèìïß i < 0, êáé åðïìÝíùò çðñü�áóç ãéá êÜèå i < 0 éó÷ýåé ç P (i)áëçèåýåé �å�ñéììÝíá), êáé ç áðáé�ïýìåíç óõíåðáãùãÞ n ∈ A=⇒n + 1 ∈ AóõíÜãå�áé áìÝóùò áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé �çí éóïäõíáìßá
(∀i < n+ 1)P (i) ⇐⇒ (∀i < n)P (i) êáé P (n):Ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ðçãÜæåé áðü �ç âáóéêÞ äéáßóèçóç ü�é èá ö�Üóïõìå êÜèåöõóéêü áñéèìü áí îåêéíÞóïõìå áðü �ï 0 êáé åðáíáëÜâïõìå £åð' áüñéó�ïí¤ �çíðñÜîç �ïõ åðüìåíïõ. Ç ßäéá äéáßóèçóç ïäçãåß êáé ó�ï åîÞò èåìåëéáêü áðï�Ý-ëåóìá, ðïõ äéêáéþíåé áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñ�Þóåùí ó�ï óýíïëï �ùíöõóéêþí:1A.2. ËÞììá (Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò). �éá üëá �á óýíïëá X;Wêáé äïóìÝíåò óõíáñ�Þóåéò g : X → W; h : W × N × X → W , õðÜñ÷åéáêñéâþò ìéá óõíÜñ�çóç f : N ×X → W �Ý�ïéá ðïõf(0; x) = g(x);f(n+ 1; x) = h(f(n; x); n; x):(1)Åéäéêü�åñá, ÷ùñßò �çí ðáñÜìå�ñï x, ãéá êÜèå w0 ∈ W êáé êÜèå óõíÜñ-�çóç h : W × N → W , õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá óõíÜñ�çóç f : N → W ðïõéêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0) = w0; f(n+ 1) = h(f(n); n):(2)

�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 2



1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 3Ôï Ó÷Þìá 1 áðåéêïíßæåé Ýíáí áíáäñïìéêü ïñéóìü ó�çí áðëïýó�á�ç ðå-ñßð�ùóç, ðïõ ç äïóìÝíç óõíÜñ�çóç h : W → W äåí åîáñ�Ü�áé áðü �çíìå�áâëç�Þ áíáäñïìÞò n Þ êÜðïéá ðáñÜìå�ñï x, ü�áí äçëáäÞ ç æç�ïýìåíç féêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0) = w0; f(n+ 1) = h(f(n)):ÓõíÞèùò �ï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò áðïäåß÷íå�áé áðü �çí Áñ÷Þ �çòÅðáãùãÞò (ðïõ åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ êáëåß�áé ËÞììá), ¢óêçóç x1A.1∗·áëëÜ êáé ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò åðßóçò óõíÜãå�áé áðü �ï Âáóéêü ËÞììá Áíá-äñïìÞò, ¢óêçóç x1A.2∗, Ý�óé ðïõ ìðïñïýìå íá ðïýìå ü�é ïé äýï áõ�Ýò áñ÷ÝòåêöñÜæïõí éóïäýíáìá �çí ßäéá, ÷áñáê�çñéó�éêÞ éäéü�ç�á �ùí öõóéêþí áñéè-ìþí.1A.3. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß. Áðü �çí êáèáñÜ ìáèçìá�éêÞ óêïðéÜ, �ïÂáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 åßíáé êëáóéêü ðáñÜäåéãìá èåùñÞìá�ïò ýðáñ-îçò êáé ìïíáäéêü�ç�áò ëýóçò ãéá Ýíá óýó�çìá åîéóþóåùí (1), üðïõ ï £Üãíù-ó�ïò¤ ãé' áõ�Ü �á óõó�Þìá�á åßíáé óõíÜñ�çóç. ÊÜèå èåþñçìá ýðáñîçò êáéìïíáäéêü�ç�áò ëýóçò áðïöÝñåé êáé ìéá ìÝèïäï ïñéóìïý, �ïõ ìïíáäéêïý áí�é-êåéìÝíïõ �ïõ ïðïßïõ �ï èåþñçìá åããõÜ�áé �çí ýðáñîç· ç éäéáß�åñç óçìáóßá�ïõ Âáóéêïý ËÞììá�ïò ÁíáäñïìÞò ðçãÜæåé áðü �éò åîÞò �ñåéò èåìåëéáêÝòéäéü�ç�åò áíáäñïìéêþí ïñéóìþí:(I) Ïé ðåñéóóü�åñåò óõíáñ�Þóåéò ðïõ áíáêýð�ïõí ó�ç èåùñßá áñéèìþíêáé ó�çí ðëçñïöïñéêÞ ïñßæïí�áé |Þ ìðïñïýí íá ïñéó�ïýí| áíáäñïìéêÜ.Ó�ï åðüìåíï åäÜöéï 1B èá ðÜñïõìå ìéá éäÝá �ïõ ðëïý�ïõ �ïõ óõíüëïõ£ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí¤.(II) Ï áíáäñïìéêüò ïñéóìüò (1) ðáñÜãåé õðïëïãßóéìåò óõíáñ�Þóåéò áðüäïóìÝíåò õðïëïãßóéìåò g êáé h.Áõ�ü èá �ï äéá�õðþóïõìå áõó�çñÜ êáé èá �ï áðïäåßîïõìå ó�ï åäÜöéï 2B,áëëÜ åßíáé êáé êÜðùò ðñïöáíÝò: áí Ý÷ïõìå £áëãïñßèìïõò¤ ðïõ õðïëïãßæïõí�éò g êáé h, �ü�å ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá �õ÷áßá �éìÞ f(n; x) èÝ�ïí�áòäéáäï÷éêÜ f(0; x) = g(x) = w0f(1; x) = h(w0; 0; x) = w1...f(n− 1; x) = h(wn−2; n− 2; x) = wn−1f(n; x) = h(wn−1; n− 1; x):(III) Ç ìïñöÞ �ïõ áíáäñïìéêïý ïñéóìïý (1) ïäçãåß ìå öõóéêü �ñüðï óååðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò éäéï�Þ�ùí �çò óõíÜñ�çóçò f(n; x).�åíéêü�åñá, ç óõó÷Ý�éóçáíáäñïìéêüò ïñéóìüò { åðáãùãéêÞ áðüäåéîç
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4 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞåßíáé áðü �éò ðëÝïí èåìåëéáêÝò ó�á ìáèçìá�éêÜ êáé �ç èåùñç�éêÞ ðëçñïöï-ñéêÞ, êáé èá �ç äéåñåõíÞóïõìå óå âÜèïò. Åäþ èá ðåñéïñéó�ïýìå óå äýï ðáñá-äåßãìá�á, îåêéíþí�áò ìå �çí êëáóéêÞ áðüäåéîç �çò áí�éìå�áèå�éêü�ç�áò �çòðñüóèåóçò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �ç ìÝèïäï �çò £äéðëÞò åðáãùãÞò¤. �ñÜöïõìåf(x; y) áí�ß ãéá x + y ó' áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá, êáé âáóßæïõìå �çí áðüäåéîçìüíï ó�ïí áíáäñïìéêü ïñéóìü �çò f(x; y).1A.4. �ñü�áóç. Äåßî�å ü�é ç óõíÜñ�çóç f(x; y) ó�ïõò áñéèìïýò ðïõïñßæå�áé ìå �éò áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéòf(0; y) = yf(x+ 1; y) = f(x; y) + 1åßíáé áí�éìå�áèå�éêÞ, äçëáäÞ, ãéá üëïõò �ïõò x; yf(x; y) = f(y; x):Ëýóç. Äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ,
(ãéá êÜèå x ∈ N)(∀y)[f(x; y) = f(y; x)]:(3)ÂÜóç, x = 0; (∀y)[f(0; y) = f(y; 0)]. Ç áðüäåéîç áõ�Þò �çò ðñü�áóçò åß-íáé ðÜëé ìå åðáãùãÞ ó�ï y, ðïõ êáëåß�áé âïçèç�éêÞ �çò £êýñéáò¤ åðáãùãéêÞòáðüäåéîçò �çò (3).Âïçèç�éêÞ ÂÜóç, y = 0; f(0; 0) = f(0; 0), �å�ñéììÝíá.Âïçèç�éêü Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáó�å �ç Âïçèç�éêÞ ÅðáãùãéêÞ Õðü-èåóç f(0; y) = f(y; 0)(ÂÅÕ)êáé äåß÷íïõìå áð' áõ�Þ ü�éf(0; y + 1) = f(y + 1; 0)ìå �ïí áðëü õðïëïãéóìü:f(y + 1; 0) = f(y; 0) + 1 (Ïñéóìüò)

= f(0; y) + 1 (ÂÅÕ)
= y + 1 (Ïñéóìüò)
= f(0; y + 1) (Ïñéóìüò):Ó' áõ�ü �ï óçìåßï Ý÷ïõìå óõìðëçñþóåé �ç Âïçèç�éêÞ ÅðáãùãÞ ãéá �ç ÂÜóç�çò êýñéáò åðáãùãÞò.Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáó�å �çí ÅðáãùãéêÞ Õðüèåóç

(∀y)[f(x; y) = f(y; x)](ÅÕ)êáé äåß÷íïõìå, ðÜëé ìå Âïçèç�éêÞ ÅðáãùãÞ ü�é
(∀y)[f(x+ 1; y) = f(y; x+ 1)]:
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1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 5Âïçèç�éêÞ ÂÜóç, f(x+1; 0) = f(0; x+1). Áõ�ü Ýðå�áé áðü �çí áðüäåéîç�çò ÂÜóçò, üðïõ äåßîáìå ü�é ãéá êÜèå y, f(y; 0) = f(0; y).Âïçèç�éêü Åðáãùãéêü ÂÞìá. Äå÷üìáó�å �ç Âïçèç�éêÞ ÅðáãùãéêÞ Õðü-èåóç f(x+ 1; y) = f(y; x+ 1)(ÂÅÕ)êáé äåß÷íïõìå �ï æç�ïýìåíïf(x+ 1; y + 1) = f(y + 1; x+ 1)ìå �ïí åîÞò õðïëïãéóìü:f(x+ 1; y + 1) = f(x; y + 1) + 1 (Ïñéóìüò)
= f(y + 1; x) + 1 (ÅÕ)
= (f(y; x) + 1) + 1 (Ïñéóìüò)
= (f(x; y) + 1) + 1 (ÅÕ)
= f(x+ 1; y) + 1 (Ïñéóìüò)
= f(y; x+ 1) + 1 (ÂÅÕ)
= f(y + 1; x+ 1) (Ïñéóìüò): ⊣1A.5. �áñá�Þñçóç. Ç ìÝèïäïò áðüäåéîçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá �çíáðüäåéîç �çò �ñü�áóçò 1A.4 êáëåß�áé äéðëÞ åðáãùãÞ, åðåéäÞ ÷ñåéÜó�çêáíäéáöïñå�éêÝò, (âïçèç�éêÝò) åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò �çò ÂÜóçò êáé �ïõ Åðá-ãùãéêïý ÂÞìá�ïò �çò £êýñéáò¤ åðáãùãÞò �çò áðüäåéîçò. Áõ�ü åßíáé ÷á-ñáê�çñéó�éêü åðáãùãéêþí áðïäåßîåùí ãéá ðñï�Üóåéò �çò ìïñöÞò

(ãéá êÜèå x)(∀y)P (x; y);üðùò åßíáé ç (3). Ï ëüãïò ðïõ áõ�ü åßíáé áðáñáß�ç�ï ãßíå�áé ðñïöáíÞò áíðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå êá�åõèåßáí �çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç
(ãéá êÜèå x)[f(x; 17) = f(17; x)];ìå åðáãùãÞ ó�ï x.�ñïóï÷Þ: ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �çí áðüäåéîçðñï�Üóåùí �çò ìïñöÞò

(ãéá êÜèå n ∈ N)P (n);(4)êáé ìüíï ãéá ðñï�Üóåéò áõ�Þò �çò ìïñöÞò· ãéá íá áðïäåßîïõìå ìå åðá-ãùãÞ êÜðïéá ðñü�áóç �çò ìïñöÞò
(∀n)(∀m)Q(n;m);
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6 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞãéá ðáñÜäåéãìá, ðñÝðåé íá åðéëÝîïõìå ðïéá P (n) èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, ð.÷.,P (n) ⇐⇒ Q(n; y) (ãéá óõãêåêñéìÝíï, ó�áèåñü y);P (n) ⇐⇒ Q(x; n) (ãéá óõãêåêñéìÝíï, ó�áèåñü x);P (n) ⇐⇒ (∀y)Q(n; y);P (n) ⇐⇒ (∀x)Q(x; n);Þ áêüìç êáé êÜðïéá ðéï ðåñßðëïêç ðñü�áóç (∀n)P (n) ãéá �çí ïðïßá ìðïñïýìåíá áðïäåßîïõìå áíåîÜñ�ç�á ü�é
(∀n)P (n)=⇒ (∀x)(∀y)Q(x; y):Óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò �ï ðéï äýóêïëï ìÝñïò ìéáò åðáãùãéêÞò áðüäåéîçòåßíáé áêñéâþò ç åðéëïãÞ �çò êá�Üëëçëçò ðñü�áóçò �çò ìïñöÞò (4) ðïõ äåß-÷íå�áé åýêïëá, êáé óõíåðÜãå�áé �çí ðñü�áóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.�éá äåý�åñï ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ìéá óõíÜñ�çóç ëéãü�åñï ïéêåßá áðü �çíðñüóèåóç, áëëÜ ìå åîßóïõ åíäéáöÝñïõóåò éäéü�ç�åò êáé ðïëëÝò åöáñìïãÝò.1A.6. Ç óõíÜñ�çóç �ïõ Akermann ïñßæå�áé ìå �ç ëåãüìåíç äéðëÞáíáäñïìÞ





A(0; x) = x+ 1A(n+ 1; 0) = A(n; 1)A(n+ 1; x+ 1) = A(n;A(n+ 1; x))·(5)êáé ãéá êÜèå n, ç £�ïìÞ¤ An : N → N (�çò óõíÜñ�çóçò) �ïõ Akermannïñßæå�áé ìå �çí åîßóùóç An(x) = A(n; x):(6)�éá ðáñÜäåéãìá, A0(x) = x+ 1äçëáäÞ ç A0 åßíáé ç óõíÜñ�çóç S �ïõ åðüìåíïõ ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.Ï ïñéóìüò ðñÝðåé íá äéêáéïëïãçèåß, êáé ç áðüäåéîç Ý÷åé áíåîÜñ�ç�ï åíäéá-öÝñïí åðåéäÞ áðáé�åß åðßêëçóç �ïõ Âáóéêïý ËÞììá�ïò ÁíáäñïìÞò ãéá �ïíïñéóìü óõíÜñ�çóçò f : N → W üðïõ W 6= N:1A.7. ËÞììá. Ôï óýó�çìá óõíáñ�çóéáêþí åîéóþóåùí (5) Ý÷åé áêñéâþòìéá ëýóç, äçëáäÞ éêáíïðïéåß�áé áðü áêñéâþò ìßá äéìåëÞ óõíÜñ�çóç.Áðüäåéîç. ¸ó�ùW �ï óýíïëï üëùí �ùí ìïíïìåëþí óõíáñ�Þóåùí ó�ïõòöõóéêïýò, äçëáäÞp ∈ W ⇐⇒ ç p åßíáé óõíÜñ�çóç; p : N → N:Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñ�çóç f : N → W ìå åðßêëçóç �ïõ Âáóéêïý ËÞììá�ïòÁíáäñïìÞò, ùò åîÞò: f(0) = S;
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1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 7äçëáäÞ ç �éìÞ f(0) åßíáé ç óõíÜñ�çóç �ïõ åðüìåíïõ, S(x) = x+ 1· êáéf(n+ 1) = h(f(n));üðïõ ç �éìÞ gp = h(p) �çò óõíÜñ�çóçò h : W → W ïñßæå�áé ãéá êÜèåp : N → N ìå �çí åîÞò áíáäñïìÞ:gp(0) = p(1)gp(x+ 1) = p(gp(x)):Áí èÝóïõìå An = f(n);�ü�å ïé óõíáñ�Þóåéò An éêáíïðïéïýí �éò åîÞò åîéóþóåéò:A0(x) = S(x) = x+ 1An+1(x) = h(An)(x)Ý�óé ðïõ An+1(0) = h(An)(0) = An(1);An+1(x+ 1) = An(h(An)(x))

= An(An+1(x)):ÔåëéêÜ èÝ�ïõìå A(n; x) = An(x)êáé îáíáãñÜöïõìå áõ�Ýò �éò åîéóþóåéò,A(0; x) = A0(x) = x+ 1A(n+ 1; 0) = An+1(0) = An(1) = A(n; 1)A(n+ 1; x+ 1) = An+1(x+ 1) = An(An+1(x)) = A(n;A(n+ 1; x));Ý�óé ðïõ åßíáé áêñéâþò ïé åîéóþóåéò, ãéá �éò ïðïßåò Ýðñåðå íá äåßîïõìå ü�éÝ÷ïõí ëýóç.Ç ìïíáäéêü�ç�á �çò ëýóçò äåß÷íå�áé ìå (äéðëÞ) åðáãùãÞ ó�ï n, Þ ìå �çíðñïóåê�éêÞ åöáñìïãÞ �ïõ Âáóéêïý ËÞììá�ïò, ðïõ åããõÜ�áé �ç ìïíáäéêü-�ç�á �çò óõíÜñ�çóçò f(n) = An, ¢óêçóç x1A.7. ⊣Ç Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò êáé �ï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò åßíáé âáóéêÜ £áîéþ-ìá�á¤ ãéá �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõ äåí ìðïñïýí íá áðïäåé÷�ïýí, ðáñÜìüíïí áí Ý÷ïõìå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ïñéóìü �ùí áñéèìþí ó�ï ðëáßóéï ìéáòãåíéêü�åñçò èåùñßáò, ð.÷., �çò èåùñßáò óõíüëùí.
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8 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞ1A. ÁóêÞóåéòx1A.1∗. Áðïäåßî�å �ï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 áðü �çí Áñ÷ÞÅðáãùãÞò. Õðüäåéîç: �éá �çí ýðáñîç �çò f : N ×X → W , èÝ�ïõìåWn = {(w0; : : : ; wn−1) | w0; : : : ; wn−1 ∈ W} (n ∈ N);P (n; x; w) ⇐⇒ w = (w0; : : : ; wn) ∈ Wn+1

& w0 = g(x) & (∀i < n)[wi+1 = h(wi; i; x)]êáé äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ �çí ðñü�áóç
(∀n)(∃!w)P (n; x; w):�éá �á �õ÷áßá n; x, w = w(n; x) = (w0(n; x); : : : ; wn(n; x)) åßíáé ç ìïíáäéêÞáêïëïõèßá (ìÞêïõò n+ 1) ãéá �çí ïðïßá éó÷ýåé ç P (n; x; w), èÝ�ïõìåf(n; x) = s ⇐⇒ s = wn(n; x):

x1A.2∗. Äå÷èåß�å �ï Âáóéêü ËÞììá ÁíáäñïìÞò 1A.2 ùò áîßùìá, êáéäåßî�å áð' áõ�ü �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò.x1A.3. Äåßî�å (áðü �çí Áñ÷Þ ÅðáãùãÞò) ü�é êÜèå ìç-êåíü óýíïëï öõ-óéêþí X ⊆ N Ý÷åé åëÜ÷éó�ï ìÝëïò.x1A.4. Äåßî�å ü�é ãéá äýï ðñáãìá�éêïýò áñéèìïýò � ≥ 0, � > 0, õðÜñ÷åéáêñéâþò Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò q, �Ý�ïéïò ðïõ ãéá êÜðïéïí (ðñáãìá�éêü) r,� = �q + r; 0 ≤ r < �:¸ðå�áé ü�é êáé �ï r åßíáé ìïíáäéêü, åöüóïí r = � − �q. Ïé áñéèìïß q êáér åßíáé �ï ðçëßêï (quotient) êáé �ï õðüëïéðï (remainder) �çò äéáßñåóçò �ïõ� äéá �ïõ �, êáé �ïõò óõìâïëßæïõìåquot(�; �) = q; rm(�; �) = ráðü �ïõò Áããëéêïýò üñïõò. Åðßóçò åßíáé âïëéêü èá èÝóïõìåquot(�; 0) = 0; rm(�; 0) = �;Ý�óé ðïõ ïé óõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò åßíáé ïñéóìÝíåò ãéá üëá �á �; � êáé éêáíï-ðïéïýí ðÜí�á �çí åîßóùóç � = � quot(�; �) + rm(�; �).x1A.5. ÄéêáéïëïãÞó�å áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò �çò ìïñöÞòf(0; x) = g1(x);f(1; x) = g2(x);f(n+ 2; x) = h(f(n; x); f(n+ 1; x); n; x);(7)üðïõ ïé g1; g2; h åßíáé äïóìÝíåò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò áñéèìïýò.
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1A. Áíáäñïìéêïß ïñéóìïß êáé åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò 9x1A.6. Ç áêïëïõèßá Fibonai ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞa0 = 0; a1 = 1; an+2 = an + an+1:(8)(a) Õðïëïãßó�å �çí �éìÞ a9.(b) Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n,an+2 ≥ �n; üðïõ � =
1 +

√
5

2
:Ç âáóéêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é ï � åßíáé ìßá áðü �éò ñßæåò �çò äåõ�åñïâÜèìéáòåîßóùóçò x2 = x+ 1:(9)Äåßî�å åðßóçò ü�é áí ï � = 1−

√
5

2 åßíáé ç Üëëç ñßæá �çò (9), �ü�å, ãéá êÜèå nan =
�n − �n√

5
:x1A.7. Äåßî�å ü�é �ï ðïëý ìßá óõíÜñ�çóç éêáíïðïéåß �ï óýó�çìá (5).x1A.8. Õðïëïãßó�å �çí �éìÞ A(3; 2).x1A.9. �éá �éò �ïìÝò �ïõ Akermann, äåßî�å ü�éA1(x) = x+ 2;A2(x) = 2x+ 3:x1A.10. Âñåß�å Ýíá £êëåéó�ü¤ �ýðï ãéá �çí A3(x).x1A.11. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n êáé x, An(x) ≥ 1.x1A.12. Äåßî�å ü�é êÜèå �ïìÞ An �çò óõíÜñ�çóçò �ïõ Akermann åßíáéáõó�çñÜ áýîïõóá, äçëáäÞx < y=⇒An(x) < An(y);áðü �ï ïðïßï Ýðå�áé ü�é An(x) ≥ x. Õðüäåéîç: Äåßî�å ìå £äéðëÞ åðáãùãÞ¤ü�é An(x) < An(x+ 1).x1A.13. Äåßî�å ü�é ãéá üëá �á n;m êáé x,n < m=⇒An(x) < Am(x):Õðüäåéîç: Äåßî�å ìå £äéðëÞ åðáãùãÞ¤ ü�é An(x) < An+1(x).x1A.14. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n êáé x,An(An(x)) < An+2(x):

�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 9



10 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞ1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò1B.1. Ïñéóìüò. ¸íá óýíïëï F ðëåéïìåëþí1 óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóé-êïýò åßíáé ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü áí:(a) Ç óõíÜñ�çóç S(x) = x+ 1 �ïõ åðüìåíïõ áíÞêåé ó�ï F .(b) �éá êÜèå n êáé q, ç ó�áèåñÞ óõíÜñ�çóç n ìå�áâëç�þíCnq (x1; : : : ; xn) = qáíÞêåé ó�ï F . Áí n = 0, �ü�å (óõìâá�éêÜ) C0q = q, äçëáäÞ �áõ�ßæïõìå �çóõíÜñ�çóç £0 ìå�áâëç�þí¤ ìå �ç (ìïíáäéêÞ) �éìÞ �çò.() �éá êÜèå n êáé i, 1 ≤ i ≤ n, ç ðñïâïëÞPni (x1; : : : ; xn) = xiáíÞêåé ó�ï F . �áñá�çñïýìå ü�é ç P 1
1 åßíáé ç �áõ�ï�éêÞ óõíÜñ�çóç ó�ï N,P 1

1 (x) = x.(d) Êëåéó�ü�ç�á ãéá óýíèåóç. Áí ç m-ìåëÞò g(u1; : : : ; um) êáé ïé m,n-ìåëåßò óõíáñ�Þóåéò h1(~x); : : : ; hm(~x)áíÞêïõí ó�ï F , ìå ~x = (x1; : : : ; xn), �ü�å êáé çf(~x) = g(h1(~x); : : : ; hm(~x))(10)áíÞêåé ó�ï F .(e) Êëåéó�ü�ç�á ãéá ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ. Áí ç n-ìåëÞò g êáé ç
(n+ 2)-ìåëÞò h áíÞêïõí ó�ï F , êáé áí ç (n + 1)-ìåëÞò f ïñßæå�áé áðü �éòåîéóþóåéò

{ f(0; ~x) = g(~x)f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x);(11)�ü�å êáé ç f áíÞêåé ó�ï F . Óõìâá�éêÜ ðåñéëáìâÜíïõìå ó' áõ�ü �ï ó÷Þìá�çí ðåñßð�ùóç n = 0, ïðü�å �ï ó÷Þìá ðáßñíåé �ç ìïñöÞ
{ f(0) = q (= C0q )f(y + 1) = h(f(y); y):

1�ëåéïìåëÞò óõíÜñ�çóç (funtion of several variables) ó�ï óýíïëï M åßíáé ç �õ÷áßáóõíÜñ�çóç f : Mn →Mìéáò Þ ðåñéóóï�Ýñùí ìå�áâëç�þí ó�ï M , êáé ç ðëåéïìÝëåéá (arity) �çò f åßíáé ï áñéèìüòn �ùí ìå�áâëç�þí �çò. Ç �áõ�ü÷ñïíç ìåëÝ�ç üëùí �ùí ðëåéïìåëþí óõíáñ�Þóåùí óåÝíá äïóìÝíï óýíïëï îå÷ùñßæåé �ç ëïãéêÞ áðü Üëëïõò êëÜäïõò �ùí ìáèçìá�éêþí üðïõ,�õðéêÜ, ìåëå�ïýìå îå÷ùñéó�Ü �éò óõíáñ�Þóåéò ìéáò, Þ äýï, : : : , Þ n ìå�áâëç�þí | êáéßóùò ãé' áõ�ü íá ìçí õðÜñ÷åé êáèéåñùìÝíïò üñïò ãéá �çí Ýííïéá. Ç ðñü�áóç ãéá �ïõòüñïõò £ðëåéïìÝëåéá¤ êáé £ðëåéïìåëÞò¤ ïöåßëå�áé ó�çí Á. �ñáéêéþ�ç.
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 10



1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò 11Ç óõíÜñ�çóç f åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ (primitive reursive) áíáíÞêåé óå êÜèå ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü óýíïëï óõíáñ�Þóåùí, êáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ ó�ï Ψ, ãéá �õ÷áßï óýíïëï Ψ £äïóìÝíùí¤ ðëåéïìåëþí óõíáñ-�Þóåùí, áí áíÞêåé óå êÜèå ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï Ψ.×ñçóéìïðïéïýìå �ïõò óõìâïëéóìïýò:
Rp = {f | ç f åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ};

Rp(Ψ) = {f | ç f åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó�ï Ψ};Ý�óé ðïõ
Rp = Rp(∅):�éá ðáñÜäåéãìá, ç ðñüóèåóçs(x; y) = x+ yåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åðåéäÞ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòs(0; y) = P 1
1 (y) = y;s(x+ 1; y) = h(s(x; y); x; y) = s(x; y) + 1;(12)üðïõ ç óõíÜñ�çóç h(w; x; y) = S(w) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åðåéäÞïñßæå�áé ìå �ç óýíèåóç h(w; x; y) = S(P 3

1 (w; x; y)):(13)Ìå ðáñüìïéá ÷ñÞóç ðñïâïëþí ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ï óýíïëï Rp(Ψ)åßíáé êëåéó�ü ãéá £ñç�ïýò ïñéóìïýò¤ ðÜóçò öýóåùò. �.÷., áíf(x; y) = h(x; g1(y; x+ 1); g2(y; y));�ü�å ç f åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó�éò h; g1; g2 (äçëáäÞ ó�ï óýíïëï
Rp(h; g1; g2)), åðåéäÞf(x; y) = h(P 2

1 (x; y); g∗1(x; y); g∗2(x; y));(14)üðïõ S∗(x; y) = S(P 2
1 (x; y)) = x+ 1(15) g∗1(x; y) = g1(P 2
2 (x; y); S∗(x; y)) = g1(y; x+ 1)(16) g∗2(x; y) = g2(P 2
2 (x; y); P 2

2 (x; y))(17)Ý�óé ðïõ ç f ïñßæå�áé áðü �éò äïóìÝíåò óõíáñ�Þóåéò ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝòóýíèåóçò.Ç åðüìåíç ðñü�áóç åßíáé �å�ñéììÝíç, áëëÜ ÷ñÞóéìç:1B.2. �ñü�áóç. Ôï óýíïëï Rp(Ψ) �ùí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêþí óõ-íáñ�Þóåùí ó�ï Ψ ðåñéÝ÷åé �ï Ψ êáé åßíáé ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü.
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 11



12 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞÁðüäåéîç. Áí, ð.÷., ç f ïñßæå�áé ìå ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ áðü �éò g; h ∈
Rp(Ψ), �ü�å, g; h ∈ F ãéá êÜèå ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü F ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï
Ψ· Üñá, f ∈ F , ãéá êÜèå ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü F ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï Ψ· Üñáf ∈ Rp(Ψ). ⊣�éá ðáñÜäåéãìá, ïé óõíáñ�Þóåéòg(w; y) = w + yh(w; x; y) = g(P 3

1 (w; x; y); P 3
3 (w; x; y))= w + yåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, êáé åðïìÝíùò, áí èÝóïõìåf(0; y) = 0 = C1

0 (y)f(x+ 1; y) = h(f(x; y); x; y) = f(x; y) + y;(18)�ü�å êáé ç f(x; y) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ· áëëÜ, ðñïöáíþò (ìå åðá-ãùãÞ ó�ï x, áí äåí öáßíå�áé ðñïöáíÝò!), f(x; y) = x · y, Üñá êáé ï ðïë-ëáðëáóéáóìüò åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç. Ó�ï ìÝëëïí èáåöáñìüóïõìå �çí 1B.2 £óéùðçëÜ¤.1B.3. �ñü�áóç. Ç ðñüóèåóç x + y, ï ðïëëáðëáóéáóìüò x · y êáé ïéåðüìåíåò óõíáñ�Þóåéò åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò.#1. x! = 1 · 2 · · ·x 0! = 1
(x+ 1)! = x!(x+ 1)#2. Pd(x) = áí (x = 0) �ü�å 0 áëëéþò x− 1 Pd(0) = 0Pd(x+ 1) = x#3. x−· y = áí (x < y) �ü�å 0 áëëéþò x− y x−· 0 = xx−· (y + 1) = Pd(x−· y)#4. min(x; y) min(x; y) = x−· (x−· y)#5. max(x; y) max(x; y) = (x+ y)−· min(x; y)#6. |x− y| |x− y| = (x−· y) + (y−· x)#7. xy x0 = 1xy+1 = xy · x

Ïé áðïäåßîåéò �ùí ðåñéóóï�Ýñùí áðü �éò ðñï�Üóåéò ó' áõ�ü �ï åäÜöéï åßíáéáðëÝò, êáé èá �éò áöÞóïõìå ãéá áóêÞóåéò.
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1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò 131B.4. Ïñéóìüò. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç ìéáò ó÷Ýóçò P (~x) åß-íáé ç �P (~x) =

{
1; áí P (~x);
0; áëëéþò;(19)êáé ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ áí ç �P (~x) åßíáé ðñù�ï-ãåíþò áíáäñïìéêÞ. Ôï ßäéï ãéá óýíïëá: ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �ïõA ⊆ N åßíáé ç �A(x) =

{
1; áí x ∈ A;
0; áëëéþò;(20)êáé �ï A åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêü áí ç �A åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñï-ìéêÞ.1B.5. �ñü�áóç. Áí ç P (~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ïég(~x) êáé h(~x) ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé ç f(~x) ïñßæå�áéáð' áõ�Ýò ìå ðåñéð�þóåéò,f(~x) =

{g(~x); áí P (~x);h(~x); áëëéþò;�ü�å êáé ç f(~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. f(~x) = �P (~x)g(~x) + (1−· �P (~x))h(~x). ⊣Ìå äéáäï÷éêÝò åöáñìïãÝò áõ�Þò �çò ðñü�áóçò äåß÷íïõìå ü�é �ï óýíïëï�ùí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé êëåéó�ü ãéá ïñéóìïýò ìån ðåñéð�þóåéò, ãéá êÜèå n ≥ 2.1B.6. �ñü�áóç. (a) Ïé åîÞò óõíáñ�Þóåéò êáé ó÷Ýóåéò åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÝò:#8. x = y �=(x; y) = 1−· |x− y|#9. x ≤ y; x < y �≤(x; y) = 1−· (x−· y)�<(x; y) = �≤(x+ 1; y)#10. rm(x; y) rm(0; y) = 0

rm(x+ 1; y) =





x+ 1; áí y = 0;rm(x; y) + 1;áëëéþò, áí rm(x; y) + 1 < y;
0; áëëéþò#11. x | y (ï x äéáéñåß �ïí y) �|(x; y) = 1−· rm(y; x)
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14 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞ#12. quot(x; y) quot(0; y) = 0

quot(x+ 1; y) =





0; áí y = 0;quot(x; y) + 1;áëëéþò, áí rm(x+ 1; y) = 0;quot(x; y); áëëéþò
(b) Ôï óýíïëï �ùí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéó�ü ãéá�ïõò ðñï�áóéáêïýò �åëåó�Ýò ¬;∨;&; =⇒ , ð.÷., áíP (~x) ⇐⇒ Q(~x) & R(~x)êáé ïé Q, R åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å êáé ç P åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ.() Áí ç ó÷Ýóç Q(~y) êáé ïé óõíáñ�Þóåéò f1(~x); : : : ; fm(~x) åßíáé ðñù�ïãå-íþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å êáé ç ó÷ÝóçP (~x) ⇐⇒ Q(f1(~x); : : : ; fm(~x))åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.(d) Áí ç P (i; ~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êáéQ(z; ~x) ⇐⇒ (∃i ≤ z)P (i; ~x)R(z; ~x) ⇐⇒ (∀i ≤ z)P (i; ~x);�ü�å êáé ïé Q(z; ~x), R(z; ~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò.�éá �éò áðïäåßîåéò ðáñáðÝìðïõìå ðÜëé ó�éò áóêÞóåéò.1B.7. �üñéóìá. Áí ç ó÷Ýóç P (i; ~x) êáé ç óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé ðñù�ï-ãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò åßíáé êáé ïé ó÷ÝóåéòQ(~x) ⇐⇒ (∃i ≤ f(~x))P (i; ~x)R(~x) ⇐⇒ (∀i ≤ f(~x))P (i; ~x);êáé �ï ßäéï ìå < ó�ç èÝóç �ïõ ≤. ¸ðå�áé ü�é ç ó÷ÝóçPrime(x) ⇐⇒ ï x åßíáé ðñþ�ïò áñéèìüòåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.1B.8. Ï �åëåó�Þò öñáãìÝíçò åëá÷éó�ïðïßçóçò ïñßæå�áé ùò

(�i ≤ z)R(i; ~x) =

{ï åëÜ÷éó�ïò i ≤ z �Ý�ïéïò ðïõ R(i; ~x); áí (∃i ≤ z)R(i; ~x);z + 1 áëëéþò:1B.9. �ñü�áóç. �éá êÜèå ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(i; ~x), ç óõ-íÜñ�çóç f(z; ~x) = (�i ≤ z)R(i; ~x)
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1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò 15åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ. ¸ðå�áé ü�é áí ç g(~x) åßíáé åðßóçò ðñù�ïãå-íþò áíáäñïìéêÞ, �ü�å ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç óõíÜñ�çóçh(~x) = (�i ≤ g(~x))R(i; ~x) (= f(g(~x); ~x)):Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x1B.10. ⊣1B.10. �üñéóìá. Ç óõíÜñ�çóçpi = o i'ïó�üò ðñþ�ïò áñéèìüòåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Ç pi ïñßæå�áé ìå �çí ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞp0 = 2pi+1 = (�t ≤ pi! + 1)[pi < t & Prime(t)];åðåéäÞ (åýêïëá, x1B.9) ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé ðñþ�ïò áñéèìüò p �Ý�ïéïò ðïõk < p ≤ k! + 1. ⊣1B.11. Êùäéêïðïßçóç áêïëïõèéþí. �åíéêÜ, êùäéêïðïßçóç åíüò óõ-íüëïõ A óå Ýíá óýíïëï C åßíáé ç �õ÷áßá Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñ�çóç  : A  C,ðïõ (èåùñç�éêÜ) ìáò åðé�ñÝðåé íá £áíáê�Þóïõìå¤ Ýíá �õ÷áßï ó�ïé÷åßï x ∈ Aáðü �ï êùäéêü �ïõ (x)· ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñ�çóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß óåêÜèå åíÞëéêï Ýëëçíá �ïí áñéèìü �çò �áõ�ü�ç�Üò �ïõ. Ó�ç óõíÝ÷åéá, èáêùäéêïðïéÞóïõìå ðïëëÜ óýíïëá ó�ï óýíïëï N, ó÷åäüí ðÜí�á ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò ùò âáóéêü åñãáëåßï êÜðïéá áðëÞ êùäéêïðïßçóç �ïõ óõíüëïõ N∗ �ùí(ðåðåñáóìÝíùí) áêïëïõèéþí áðü áñéèìïýò, ìå ÷ñÞóéìåò éäéü�ç�åò, ùò åîÞò.Ç �õ÷áßá êùäéêïðïßçóç
〈 〉 : N∗  N�ïõ N∗ åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, áí ãéá êÜèå áêïëïõèßá öõóéêþíáñéèìþí u0; : : : ; un−1,ui < 〈u0; : : : ; un−1〉 (i < n)·(21)ç ó÷Ýóç Seq(u) ⇐⇒ u = 〈u0; : : : ; un−1〉 ãéá êÜðïéá u0; : : : ; un−1(22)åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ· ãéá êÜèå n, ç n-ìåëÞò óõíÜñ�çóçfn(u0; : : : ; un−1) = 〈u0; : : : ; un−1〉(23)åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ· êáé õðÜñ÷ïõí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõ-íáñ�Þóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí �á åîÞò:lh(〈u0; : : : ; un−1〉) = nproj(〈u0; : : : ; un−1〉; i) = (〈u0; : : : ; un−1〉)i = ui (i < n)append(〈u0; : : : ; un−1〉; y) = 〈u0; : : : ; un−1; y〉:

�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 15



16 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞÅðßóçò åßíáé (�å÷íéêÜ) ÷ñÞóéìï íá áðáé�Þóïõìå
[¬Seq(u) ∨ i ≥ lh(u)]=⇒ lh(u) = (u)i = 0;áí êáé ïé �éìÝò lh(u), (u)i åßíáé Üíåõ óçìáóßáò ü�áí ï u äåí åßíáé êùäéêüòáêïëïõèßáò Þ �ï i åßíáé ìåãáëý�åñï áðü �ï ìÞêïò �çò ó÷å�éêÞò áêïëïõ-èßáò. �áñá�çñïýìå ü�é ìå �çí (21), ïé áðáé�Þóåéò áõ�Ýò óõíåðÜãïí�áé �çíáíéóü�ç�á u > 0=⇒ (u)i < u:(24)Ïé óõìâïëéóìïß Seq(u); lh(u) êáé proj(u; i) ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �ïõò Áããëé-êïýò üñïõò sequene (áêïëïõèßá), length (ìÞêïò) êáé projetion (ðñïâïëÞ).1B.12. �ñü�áóç. ÕðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç �ïõ

N∗, óõãêåêñéìÝíá ç £êëáóéêÞ¤ êùäéêïðïßçóç
〈u0; : : : ; un−1〉 = pu0+1

0 · pu1+1
1 · · · pun−1+1n−1(25)ìå 〈 〉 = 1.Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x1B.13. ⊣Ç êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç �ïõ N∗ äåí åßíáé £áðï�åëåóìá�éêÞ¤, êáé ó�éòáóêÞóåéò èá äéåñåõíÞóïõìå ðéï ñåáëéó�éêÝò êùäéêïðïéÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìï-ðïéïýí�áé óå ìåëÝ�åò ðïëõðëïêü�ç�áò, áëëÜ áðü �çí Üðïøç �çò õðïëïãé-óéìü�ç�áò ðïõ åßíáé �ï êýñéï èÝìá ìáò, üëåò ïé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝòêùäéêïðïéÞóåéò �ïõ N∗ åßíáé éóïäýíáìåò, x1B.24.Áðü äù êáé ðÝñá ó�áèåñïðïéïýìå ìéá óõãêåêñéìÝíç ðñù�ïãåíþò áíáäñï-ìéêÞ êùäéêïðïßçóç 〈 〉 : N∗  N, ðéèáíüí ü÷é �çí êëáóéêÞ.1B.13. �ñü�áóç. ÕðÜñ÷ïõí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò u ↾ iêáé u ∗ v, �Ý�ïéåò ðïõ

〈u0; : : : ; un−1〉 ∗ 〈v0; : : : ; vm−1〉 = 〈u0; : : : ; un−1; v0; : : : ; vm−1〉
〈u0; : : : ; un−1〉 ↾ i = 〈u0; : : : ; ui−1〉 (i ≤ n):Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x1B.14. ⊣1B.14. �ñü�áóç (Áìïéâáßá ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ). Áí ïé g1, g2, h1êáé h2 åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò åßíáéêáé ïé f1 êáé f2 ðïõ ïñßæïí�áé ìå �éò åîéóþóåéò:f1(0; ~x) = g1(~x)f1(y + 1; ~x) = h1(f1(y; ~x); f2(y; ~x); y; ~x)f2(0; ~x) = g2(~x)f2(y + 1; ~x) = h2(f1(y; ~x); f2(y; ~x); y; ~x):Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x1B.15. ⊣
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1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò 171B.15. �ñü�áóç (�ëÞñçò ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ). Áí ç h åßíáé ðñù-�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, �ü�å ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç f ðïõ ïñßæå-�áé ìå �çí åîßóùóçf(y; ~x) = h(〈f(0; ~x); : : : ; f(y−· 1; ~x)〉; y; ~x)(Ý�óé ðïõ f(0; ~x) = h(〈 〉; 0; ~x), f(1; ~x) = h(〈f(0; ~x)〉; 1; ~x), ê.ëð.).Áðüäåéîç. �ñþ�á ïñßæïõìå ìå ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ �çíg(0; ~x) = 〈 〉;g(y + 1; ~x) = g(y; ~x) ∗ 〈h(g(y; ~x); y; ~x)〉;êáé ìå�Ü åðáëçèåýïõìå ü�é çf(y; ~x) = (g(y + 1; ~x))yéêáíïðïéåß �çí áðáé�ïýìåíç åîßóùóç· �åëéêÜ äåß÷íïõìå ìå ðëÞñç åðáãùãÞó�ï y ü�é ìüíï ìéá óõíÜñ�çóç éêáíïðïéåß �çí áðáé�ïýìåíç åîßóùóç. ⊣

1B. ÁóêÞóåéò1B.16. �ñù�ïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá åßíáé ç �õ÷áßá áêïëïõèßáðëåéïìåëþí óõíáñ�Þóåùí E = (f0; f1; : : : ; fn)�Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå j ≤ n áëçèåýåé Ýíá áðü �á åîÞò:(1) Ç fj åßíáé ìéá áðü �éò âáóéêÝò ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�ÞóåéòS; Pni ; Cnq .(2) Ç fj ïñßæå�áé ìå óýíèåóç (10), üðïõ ïé g; h1; : : : ; hm åßíáé âáóéêÝòðñù�ïãåíþò áíäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò óõíáñ�Þóåéò Þ åìöáíßæïí�áé ó�çí áêï-ëïõèßá f0; : : : ; fj−1.(3) Ç fj ïñßæå�áé ìå ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ (11), üðïõ ïé g; h åßíáé âáóé-êÝò ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò Þ åìöáíßæïí�áé ó�çí áêïëïõèßáf0; : : : ; fj−1.x1B.1. Äåßî�å ü�é ç �õ÷áßá f : Nk → N åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ áíêáé ìüíïí áí f = fn åßíáé ãéá êÜðïéï ðñù�ïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá
(f0; f1; : : : ; fn).x1B.2. Äåßî�å (êá�åõèåßáí, áðü �ïõò ïñéóìïýò) ü�é áíf(x; y) = h(g1(y); g2(y; x); y)êáé ïé h; g1; g2 åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å êáé ç f åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ.
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18 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞx1B.3. Äåßî�å ü�é áí ç g : N2 → N åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, �ü�åðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé çf(x; y) = g(y; x):x1B.4. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n ≥ 3, ïé n-ìåëåßò óõíáñ�Þóåéò
minn(x1; : : : ; xn) = ï åëÜ÷éó�ïò �ùí x1; : : : ; xn
maxn(x1; : : : ; xn) = ï ìÝãéó�ïò �ùí x1; : : : ; xnåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò.x1B.5. Äåßî�å ü�é ç åêèå�éêÞ óõíÜñ�çóç f(x; y) = xy (ìå 00 = 1) åßíáéðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.6. Äåßî�å ü�é ïé äéìåëåßò ó÷Ýóåéò x ≤ y, x < y åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÝò.x1B.7. Äåßî�å ü�é áí ç Q(i; y; x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáéP (y; x) ⇐⇒ (∀i < y)Q(i; y; x);�ü�å êáé ç P (y; x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.8. Äåßî�å ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò quot(m;n) êáé rm(m;n) �ïõ ðçëßêïõêáé õðüëïéðïõ åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò.x1B.9. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n, õðÜñ÷åé ðñþ�ïò áñéèìüò p �Ý�ïéïò ðïõn < p < n! + 1. (¸íá áðü �á ðïñßóìá�á åßíáé �ï ðùò õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé �ïðëÞèïò ðñþ�ïé áñéèìïß, �ï ëåãüìåíï Èåþñçìá �ïõ Åõêëåßäç.) Õðüäåéîç:Áí ï n! + 1 äåí åßíáé ðñþ�ïò, �ü�å êÜðïéïò ðñþ�ïò áñéèìüò p | n! + 1.x1B.10. Äåßî�å ü�é áí ç äéìåëÞò ó÷Ýóç R(x; y) êáé ç óõíÜñ�çóç g(x)åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé çóõíÜñ�çóç f(x) = (�y ≤ g(x))R(x; y):Ï ìÝãéó�ïò êïéíüò äéáéñÝ�çò äýï áñéèìþí x; y ≥ 1 åßíáé (öõóéêÜ!) ïìåãáëý�åñïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß êáé �ïõò äýï, êáé ãéá �çí ðëçñü�ç�á �ïõïñéóìïý èÝ�ïõìå

gcd(x; y) =





0; áí x = 0 Þ y = 0;ï ìåãáëý�åñïò m �Ý�ïéïò ðïõm | x êáé m | y; áëëéþò:(26)x1B.11. Äåßî�å ü�é ç óõíÜñ�çóç gcd(x; y) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.12. �éá�ß äåí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �çí Ýííïéá £ðñù�ïãåíþò áíá-äñïìéêÞò êùäéêïðïßçóçò �ïõ N∗¤ ìå �ï áðëü1-1, ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç 〈 〉 : N∗  Náí�ß ãéá �éò ðåñßðëïêåò (êáé ðïëëÝò) óõíèÞêåò ó�éò ïðïßåò âáóßóáìå �ïíïñéóìü;
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1B. �ñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò 19x1B.13. Äåßî�å ü�é ç £êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç¤ �ïõ N∗ ó�çí �ñü�áóç 1B.12åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.14. Äåßî�å ü�é ïé åîÞò äýï óõíáñ�Þóåéò åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìé-êÝò: u↾i =

{
〈u0; : : : ; ui−1〉 áí u = 〈u0; : : : ; un−1〉 ìå i ≤ n;
0; áëëéþò;

u ∗ v =





〈u0; : : : ; un−1; v0; : : : ; vm−1〉; áí u = 〈u0; : : : ; un−1〉;v = 〈v0; : : : ; vm−1〉;
0; áëëéþò:x1B.15. Äåßî�å �çí �ñü�áóç 1B.14.x1B.16. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç g(x), çóõíÜñ�çóç f(x) =

∏y<xg(y)åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.17 (�ëÞñçò ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ ãéá ó÷Ýóåéò). Äåßî�å ü�é áíç ó÷Ýóç H(w; ~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êáé ç P (y; ~x) éêáíïðïéåß �çíéóïäõíáìßá P (y; ~x) ⇐⇒ H(〈�P (0; ~x); : : : ; �P (y−· 1; ~x)〉; y; ~x);�ü�å êáé ç P (y; ~x) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.x1B.18∗ (ÖùëéáóìÝíç ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ, nested reursion). Äåß-î�å ü�é ãéá êÜèå �ñåéò óõíáñ�Þóåéò g(x), h(w; x; y) êáé �(x; y), õðÜñ÷åé áêñé-âþò ìéá óõíÜñ�çóç f(x; y) ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòf(0; y) = g(y)f(x+ 1; y) = h(f(x; �(x; y)); x; y)·êáé áí ïé äïóìÝíåò óõíáñ�Þóåéò åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò, �ü�å ðñù�ï-ãåíþò áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç f(x; y).x1B.19. Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá óõ-íÜñ�çóç g : N × N → N, �Ý�ïéá ðïõg(x; y) ≤ (x+ y + 1)2:�åíéêü�åñá, äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n ≥ 2, õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ,Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñ�çóç gn : Nn → N, �Ý�ïéá ðïõgn(x1; : : : ; xn) ≤ Pn(x1; : : : ; xn);(27)üðïõ �ï Pn(x1; : : : ; xn) åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý n.
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20 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞx1B.20. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå n ≥ 2, äåí õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñ�çóçg : Nn → N ðïõ íá éêáíïðïéåß �çí (27) ìå ðïëõþíõìï âáèìïý ≤ n− 1.x1B.21. Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç áêï-ëïõèéþí, �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå n, êáé üëá �á x1; : : : ; xn,
〈x1; : : : ; xn〉 ≤ 2nPn(x1; : : : ; xn);üðïõ �ï ðïëõþíõìï Pn åßíáé âáèìïý n.x1B.22. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå êùäéêïðïßçóç 〈 〉 : N∗  N �ùí áêïëïõèéþíáðü �ï N,

max{〈x1; : : : ; xn〉 | x1; : : : ; xn ≤ k} ≥ 2n (k; n ≥ 2)x1B.23∗. (a) Äåßî�å ü�é êÜèå �ïìÞ An(x) �çò óõíÜñ�çóçò �ïõ Aker-mann åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.(b) Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(x1; : : : ; xn),õðÜñ÷åé êÜðïéï m �Ý�ïéï ðïõf(x1; : : : ; xn) < Am(max(x1; : : : ; xn)) (x; : : : ; xn ∈ N):(28)() Äåßî�å ü�é ç óõíÜñ�çóç �ïõ Akermann A(n; x) äåí åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ. Õðüäåéîç: Äåßî�å ü�é �ï óýíïëï �ùí A-öñáãìÝíùí óõíáñ�Þ-óåùí (äçëáäÞ �ùí óõíáñ�Þóåùí ðïõ éêáíïðïéïýí �çí (28) ìå êÜðïéïm) åßíáéðñù�ïãåíþò êëåéó�ü. Ïé áóêÞóåéò x1A.11 { x1A.14 ðáñÝ÷ïõí �á áðáñáß�ç�áËÞììá�á.x1B.24. Äåßî�å ü�é áí ïé óõíáñ�Þóåéò
〈 〉1; 〈 〉2 : N∗  Nåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò êùäéêïðïéÞóåéò, �ü�å õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç � : N → N, �Ý�ïéá ðïõ�(〈~x〉1) = 〈~x〉2 (~x ∈ N∗):

1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�ÞóåéòÏ áñéèìüò x êáëåß�áé äßäõìïò ðñþ�ïò áí åßíáé ðñþ�ïò, êáé ï x + 2 åßíáéåðßóçò ðñþ�ïò· ãéá ðáñÜäåéãìá, ï 5 åßíáé äßäõìïò ðñþ�ïò, áëëÜ ï 7 äåíåßíáé. ÕðÜñ÷ïõí áêñéâþò �ñéÜí�á ðÝí�å äßäõìïé ðñþ�ïé ìéêñü�åñïé �ïõ 1000,ïé åîÞò, ï êáèÝíáò æåõãáñùìÝíïò ìå �ïí £åðüìåíï ðñþ�ï¤ ðïõ �ïí áêïëïõèåß:3:5 5:7 11:13 17:19 29:3141:43 59:61 71:73 101:103 107:109137:139 149:151 179:181 191:193 197:199227:229 239:241 269:271 281:283 311:313347:349 419:421 431:433 461:463 521:523569:571 599:601 617:619 641:643 659:661809:811 821:823 827:829 857:859 881:883
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1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò 21Ç åéêáóßá ü�é õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé �ï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþ�ïé åßíáé Ýíá áðü �ááñ÷áéü�åñá áíïéê�Ü ðñïâëÞìá�á �çò áñéèìïèåùñßáò, êáé (üðùò ìáò ëÝíå ïéáñéèìïèåùñïß) äåí õðÜñ÷åé ñåáëéó�éêÞ ðñïóäïêßá ü�é èá áðïäåé÷�åß óýí�ïìá.Áò õðïèÝóïõìå ü�é ðñÜãìá�é éó÷ýåé, êáé áò ïñßóïõìå �ç óõíÜñ�çóçpÆi = ï i-ïó�üò äßäõìïò ðñþ�ïò áñéèìüò;Ý�óé ðïõ (áðü �ïí ðßíáêá),pÆ0 = 3; pÆ9 = 107; pÆ34 = 881:Ç óõíÜñ�çóç pÆi ðñïöáíþò éêáíïðïéåß �çí áíáäñïìéêÞ åîßóùóçpÆ0 = 3;pÆi+1 = h(pÆi + 1);üðïõ(29) h(w) = ï ìéêñü�åñïò äßäõìïò ðñþ�ïò x ≥ w:
= (�y ≥ w)PrimeÆ(y);êáé ç ó÷Ýóç PrimeÆ(x) ⇐⇒ o x åßíáé äßäõìïò ðñþ�ïòåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ. Áõ�ü üìùò äåí óõíåðÜãå�áé ü�é ç pÆi åßíáéðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ (üðùò ó�çí áðüäåéîç �çò áíÜëïãçò �ñü�áóçò 1B.10ãéá �ç óõíÜñ�çóç pi), åðåéäÞ äåí ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é ç h(w) åßíáé ðñù-�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ | êé áõ�ü åðåéäÞ äåí îÝñïõìå êÜðïéï öñÜãìá ãéá �ïí£åðüìåíï äßäõìï ðñþ�ï¤. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ç h(w) ìðïñåß íá õðïëïãé-ó�åß ìå �çí ðñïöáíÞ £âëáêþäç áíáæÞ�çóç¤ (dumb searh), üðïõ äéáäï÷éêÜåëÝã÷ïõìå �éò óõíèÞêåòPrimeÆ(w + 1); PrimeÆ(w + 2); PrimeÆ(w + 3); : : : ;ìÝ÷ñéò ü�ïõ âñïýìå êÜðïéï w + 1 + i ðïõ åßíáé, ðñÜãìá�é, äßäõìïò ðñþ�ïò.�éá ðáñÜäåéãìá, h(6) = h(7) åðåéäÞ ¬PrimeÆ(6)

= h(8) åðåéäÞ ¬PrimeÆ(7)

= h(9) åðåéäÞ ¬PrimeÆ(8)

= h(10)åðåéäÞ ¬PrimeÆ(9)

= h(11)åðåéäÞ ¬PrimeÆ(10)

= 11 åðåéäÞ PrimeÆ(11)·
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22 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞÜñá êáé ç pÆi õðïëïãßæå�áé ùò óõíÞèùò,2pÆ0 = 3; pÆ1 = h(pÆ0 + 1); : : : ; pÆi = h(pÆi−1 + 1):�áñÜ �çí õðï�éìç�éêÞ �çò ïíïìáóßá, ç äéáäéêáóßá �çò âëáêþäïõò áíá-æÞ�çóçò åßíáé ßóùò �ï âáóéêü�åñï óõó�á�éêü ó�çí êá�áóêåõÞ áëãïñßèìùíó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. ÅêöñÜæå�áé áðü �ïí �åëåó�Þ áðåñéüñéó�çò (ìç-öñáãìÝíçò) åëá÷éó�ïðïßçóçò ðïõ (êá�' áñ÷Þí) åöáñìüæå�áé óå ìéá ó÷Ýóç,üðùò áõ�üò �çò öñáãìÝíçò åëá÷éó�ïðïßçóçò 1B.8:(30) (�i ≥ y)R(i; ~x)

= ï ìéêñü�åñïò i ≥ y (áí õðÜñ÷åé) �Ý�ïéïò ðïõ R(i; ~x);êáé êÜðùò áðëïýó�åñá, ãéá âëáêþäç áíáæÞ�çóç ðïõ áñ÷ßæåé áðü �ï 0,�iR(i; ~x) = (�i ≥ 0)R(i; ~x):Ç åöáñìïãÞ �çò üìùò ïäçãåß öõóéêÜ ó�çí åéóáãùãÞ £ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí¤ðïõ äåí áðïäßäïõí ðÜí�á �éìÞ, êáé èá �çí ïñßóïõìå áõó�çñÜ ó' áõ�ü �ïåõñý�åñï ðëáßóéï.1C.1. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ óõíÜñ�çóç (partial funtion) (áðü �ï ðåäßïåéóüäïõ A ó�ï ðåäßï �éìþí Þ åîüäïõ B)f : A * Båßíáé ç �õ÷áßá óõíÜñ�çóçf : A0 → B (A0 = Domain(f) ⊆ A);üðïõ �ï A0 êáëåß�áé �ï ðåäßï óýãêëéóçò (domain of onvergene) �çò f ·éóïäýíáìá, ç �õ÷áßá óõíÜñ�çóçf : A → B ∪ {⊥}üðïõ ⊥ (ðÜ�ïò, bottom) åßíáé êÜðïéï (óõìâá�éêÜ åðéëåãìÝíï) áí�éêåßìåíïðïõ äåí áíÞêåé ó�ïB. Åñìçíåýïõìå �çí £�éìÞ¤ f(x) = ⊥ ùò x =∈ Domain(f),êáé ëÝìå ü�é ç f áðïêëßíåé ó�ï x áí f(x) = ⊥, åíþ áí f(x) ∈ B, �ü�å ç f
2Åäþ ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é �ï ðñüãñáììá ðïõ äçìéïýñãçóå �ïí ðßíáêá �ùíäéäýìùí ðñþ�ùí ó�çí áñ÷Þ áõ�ïý �ïõ åäáößïõ âáóßæå�áé ó�ïí ðïëý áðï�åëåóìá�éêü�åñïáëãüñéèìï �ïõ £êüóêéíïõ �ïõ Åñá�ïóèÝíç¤.
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1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò 23óõãêëßíåé ó�ï x.3 ÓõìâïëéêÜ, èÝ�ïõìåf(x)↓ ⇐⇒ x ∈ Domain(f) ⇐⇒ f(x) ∈ B;f(x)↑ ⇐⇒ x =∈ Domain(f) ⇐⇒ f(x) = ⊥;êáé åéäéêÜ ãéá n-ìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f; g : Nn * N ó�ïõò öõóéêïýòáñéèìïýò, f(~x) > 0 ⇐⇒ f(~x)↓ & f(~x) > 0;f(~x) < g(~y) ⇐⇒ f(~x)↓ & g(~y)↓ & f(~x) < g(~y);ê.ëð. Ç áêñáßá ðåñßð�ùóç ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò åßíáé ç"(x) = ⊥ (x ∈ A)(31)ìå Domain(f) = ∅ ðïõ áðïêëßíåé ãéá êÜèå åßóïäï (!), åíþ êÜèå (óõíÞèçò,£ïëéêÞ¤) óõíÜñ�çóç f : A → B åßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, ìå Domain(f) = A.�éá äýï n-ìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f; g : A * B, èÝ�ïõìåf ⊑ g ⇐⇒ (∀~x)[f(~x)↓ =⇒ f(~x) = g(~x)]:(32)Ç ó÷Ýóç f ⊑ g åßíáé (åýêïëá, x1C.2) ìåñéêÞ äéÜ�áîç ó�ï óýíïëï
(A * B) = {f | f : A * B}üëùí �ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ìå ðåäßï åéóüäïõ Á êáé ðåäßï �éìþí B,äçëáäÞf ⊑ f; [f ⊑ g & g ⊑ h]=⇒ f ⊑ h; [f ⊑ g & g ⊑ f ]=⇒ f = g:1C.2. Óýíèåóç êáé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ. Áõ�ïß ïé �åëåó�Ýò åñìç-íåýïí�áé ãéá ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå �ï öõóéêü �ñüðï �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõò:áí, ð.÷., g; h : A * B êáé f : B2 * C, �ü�å ãéá üëá �á x ∈ A;w ∈ C,f(g(x); h(x)) = w ⇐⇒ (∃u; v ∈ B)[g(x) = u & h(x) = v & f(u; v) = w]·êáé áí f(0; ~x) = g(~x)f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x)

3Ï Dana Sott ðïõ åéóÞãáãå áõ�ü �ïí åíáëëáê�éêü ïñéóìü �ùí ìåñéêþí óõíáñ�ÞóåùíáíáöÝñå�áé ó�ï áí�éêåßìåíï⊥ ùò ìéá £áí�éêåéìåíïðïßçóç �çò áðüêëéóçò¤. �éá ðáñÜäåéãìá,èá ìðïñïýóáìå íá èÝóïõìå ãé' áõ�Ýò �éò Óçìåéþóåéò
⊥ = Ëõêáâç��üò;ïðü�å ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : N * N åßíáé ç �õ÷áßá (ïëéêÞ) óõíÜñ�çóçf : N → N ∪ {Ëõêáâç��üò};êáé üðïõ åñìçíåýïõìå �çí �éìÞ f(3) = Ëõêáâç��üò ùò f(3)↑, åðåéäÞ ï Ëõêáâç��üò äåíåßíáé áñéèìüò (åßíáé ëüöïò).
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24 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞêáé ïé g; h åßíáé ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ó�ï óýíïëï �ùí áñéèìþí N, �ü�å, ãéáüëá �á y; ~x; w ∈ N,f(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wy ∈ N)(33)
[w0 = g(~x)

& (∀i; 0 < i ≤ y)[wi = h(wi−· 1; i−· 1; ~x)]

& wy = w]:�üñéóìá áõ�ïý �ïõ ïñéóìïý åßíáé ü�ég(~x)↑=⇒ (∀y)[f(y; ~x)↑];åðåéäÞ, ãéá êÜèå y, ï õðïëïãéóìüò �çò �éìÞò f(y; ~x) £áíÜãå�áé¤ �åëéêÜ ó�ïíõðïëïãéóìü �çò f(0; ~x) = g(~x).Ç éóïäõíáìßá (33) áðïäßäåé Ýíá ñç�ü ïñéóìü ãéá �ç óõíÜñ�çóç f(y; ~x) ðïõïñßæå�áé áíáäñïìéêÜ, êáé êáëåß�áé êá�Ü Dedekind áíÜëõóç �çò áíáäñïìÞò.�áñá�çñïýìå ü�é ï ñç�üò ïñéóìüò �çò f(y; ~x) ÷ñçóéìïðïéåß �ïí ðïóïäåßê�ç
(∃w0; : : : ; wy ∈ N) ðÜíù óå ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò öõóéêþí áñéèìþí.Ìå áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá åðåê�åßíïõìå �ïí ïñéóìü �ïõ óõ-íüëïõRp(Ψ) �ùí Ψ-ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ �ï Ψ ðåñéÝ÷åé ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò. Ç Ýííïéá äåí Ý÷åé éäéáß�åñï åíäéá-öÝñïí, áëëÜ ÷ñåéÜæå�áé ãéá �ï âáóéêü ïñéóìü 1C.4.1C.3. Ïñéóìüò. Ç åëá÷éó�ïðïßçóç �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò g(i; ~x) åß-íáé ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0](34)

= ï åëÜ÷éó�ïò w ≥ y, �Ý�ïéïò ðïõg(w; ~x) = 0 & (∀i)[y ≤ i < w=⇒ g(i; ~x) > 0];üðïõ, õðåíèõìßæïõìå,g(i; ~x) > 0 ⇐⇒ ãéá êÜðïéï z; g(i; ~x) = z + 1:�éá ðáñÜäåéãìá, g(1)↑=⇒ (�i ≥ 1)[g(i) = 0]↑;áêüìç êéáí g(2) = 0.�áñá�çñïýìå åðßóçò, ü�é áí ç g(i; ~x) åßíáé ïëéêÞ óõíÜñ�çóç êáé èÝóïõìåR(i; ~x) ⇐⇒ g(i; ~x) = 0;�ü�å (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0] = (�i ≥ y)R(i; ~x) óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü (30).1C.4. Ïñéóìüò. Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Nn * N åßíáé åëá-÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ (Þ �-áíáäñïìéêÞ, �-reursive) ó�ï óýíïëï ìåñéêþíóõíáñ�Þóåùí Ψ, áí ç f áíÞêåé óå êÜèå óýíïëï ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ
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1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò 25ðåñéÝ÷åé �ï Ψ êáé åßíáé ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü êáé êëåéó�ü ãéá åëá÷éó�ïðïßçóç.ÓõìâïëéêÜ:
R�(Ψ) = {f | ç f åßíáé �-áíáäñïìéêÞ ó�ï Ψ};

R� = R�(∅):Ç �õ÷áßá ó÷Ýóç R(~x) åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çòóõíÜñ�çóç åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ.Ôï óýíïëï R�(Ψ) �ùí Ψ-åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùíåßíáé êëåéó�ü ãéá ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ áðü �ïí ïñéóìü �ïõ, Üñá
Rp(Ψ) ⊆ R�(Ψ)·ç áí�ßó�ñïöç óõìðåñßëçøç äåí éó÷ýåé, üðùò èá äïýìå, áëëÜ áõ�ü äåí åßíáéðñïöáíÝò �þñá. Ìðïñïýìå üìùò íá äåßîïõìå áìÝóùò �çí êëåéó�ü�ç�á �ïõ

R�(Ψ) ãéá �ïí �åëåó�Þ �çò £äéáêëÜäùóçò¤, ðïõ åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêüòó�éò åöáñìïãÝò �ïõ óå ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò:1C.5. Ïñéóìüò. Ç äéáêëÜäùóç �ñéþí, äïóìÝíùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí(~x), g(~x), h(~x), åßíáé ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(~x) = áí ((~x) = 0) �ü�å g(~x) áëëéþò h(~x)(35)
=





g(~x); áí (~x) = 0;h(~x); áí (~x)↓ & (~x) 6= 0;
⊥; áí (~x) = ⊥;ìå �ç óõíèÞêç óýãêëéóçòf(~x)↓ ⇐⇒ [(~x) = 0 & g(~x)↓ ] ∨ [(~x)↓ & (~x) > 0 & h(~x)↓ ]:�áñá�çñïýìå ü�é ç óýãêëéóç �çò äéáêëÜäùóçò áðáé�åß �ç óýãêëéóç �ïõ �åó�(~x) áëëÜ äåí áðáé�åß �ç óýãêëéóç êáé �ùí äýï �éìþí g(~x) êáé h(~x): ãéáðáñÜäåéãìá, áí (0 = 0) �ü�å x áëëéþò ⊥ = x:1C.6. �ñü�áóç. �éá êÜèå óýíïëï ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí Ψ, �á Rp(Ψ)êáé R�(Ψ) åßíáé êëåéó�Ü ãéá äéáêëÜäùóç.Áðüäåéîç. �éá �ï äïóìÝíï ïñéóìüf(~x) = áí ((~x) = 0) �ü�å g(~x) áëëéþò h(~x);ï ðñþ�ïò ðåéñáóìüò åßíáé íá èÝóïõìå, ìå ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ,f1(0; ~x) = g(~x);f1(i+ 1; ~x) = h(~x);êáé íá ðñïóðáèÞóïõìå íá äåßîïõìå ü�éf(~x) = f1((~x); ~x);(36)
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26 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞÝ�óé ðïõ áí ; g; h ∈ Rp(Ψ), �ü�å f ∈ Rp(Ψ) ⊆ R�(Ψ). Áõ�ü äå äïõëåýåé,¢óêçóç x1C.5, êáé áí�' áõ�ïý èÝ�ïõìå, äéáäï÷éêÜ,'0(0; u; v) = v;'0(i+ 1; u; v) = u;'g(0; ~x) = 0;'g(i+ 1; ~x) = g(~x);'h(0; ~x) = 0;'h(i+ 1; ~x) = h(~x);f1(i; ~x) = '0(1−· i; 'g(1−· i; ~x); 'h(1−· (1−· i); ~x);êáé �þñá ç (36) Ýðå�áé åýêïëá, ¢óêçóç x1C.5. ⊣1C.7. ÁíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò. Ç óõíÜñ�çóç �ïõ Akermann (1A.6) äåíåßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé äåí åßíáé ðñïöáíÝò (�þñá) áí åßíáé åëá÷é-ó�éêÜ áíáäñïìéêÞ· êáé ç ¢óêçóç x1B.18∗ ðñïóöÝñåé Ýíá áêüìç ðáñÜäåéãìáóõíÜñ�çóçò ãéá �çí ïðïßá äåí åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå ü�é åßíáé ðñù�ïãå-íþò (Þ åëá÷éó�éêÜ) áíáäñïìéêÞ. Ïé óõíáñ�Þóåéò áõ�Ýò, üìùò, åßíáé £õðï-ëïãßóéìåò¤, åðåéäÞ ïé áíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò ðïõ �éò êáèïñßæïõí áðïäßäïõíáëãïñßèìïõò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí �éìþí �ïõò, ð.÷., ó�éò ÁóêÞóåéò x1A.6êáé x1A.8. Ç åðüìåíç �ñü�áóç äßíåé áêüìç Ýíá |êÜðùò éäéü�õðï| �Ý�ïéïðáñÜäåéãìá.1C.8. �ñü�áóç. Ç åëá÷éó�ïðïßçóçf(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0]�õ÷áßáò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò g åßíáé ç ⊑-åëÜ÷éó�ç ëýóç �çò áíáäñïìéêÞòåîßóùóçò p(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò p(y + 1; ~x);(37)äçëáäÞ:(a) Ç (37) éó÷ýåé ãéá üëá �á y; ~x áí èÝóïõìå p := f .(b) Áí ç (37) éó÷ýåé ãéá üëá �á y; ~x ìå êÜðïéá p, �ü�å f ⊑ p.Áðüäåéîç. (a) �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ãéá üëá �á y; ~x,f(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò f(y + 1; ~x);(38)êáé èåùñïýìå �éò �ñåéò ðåñéð�þóåéò,g(y; ~x)↑; g(y; ~x) = 0; g(y; ~x) > 0Ç áëÞèåéá �çò (38) åßíáé ðñïöáíÞò ó�éò äýï ðñþ�åò áð' áõ�Ýò. Ó�çí �ñß�çðåñßð�ùóç, áí
(∀i ≥ y)[g(i; ~x)↑∨ g(i; ~x) > 0];
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1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò 27�ü�å, ðñïöáíþò, f(y; ~x) = ⊥ = f(y + 1; ~x);Ý�óé ðïõ ðÜëé Ý÷ïõìå éóü�ç�á. ÔåëéêÜ, áí, ãéá êÜðïéï w > y,g(w; ~x) = 0 & (∀i ≥ y)[i < w=⇒ g(i; ~x) > 0];�ü�å f(y; ~x) = f(y + 1; ~x) = w, êáé Ý÷ïõìå ðÜëé éóü�ç�á.(b) �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é áí ãéá üëá �á ~x; y,p(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò p(y + 1; ~x);(39)�ü�å, ãéá êÜèå ~x êáé üëá �á y êáé w ≥ y,f(y; ~x) = w=⇒ p(y; ~x) = w·÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ ó�ç äéáöïñÜ w − y.Ó�ç ÂÜóç, w = y, êáé áìÝóùò, áðü �ïí ïñéóìü �çò f êáé �çí (39),f(y; ~x) = y = p(y; ~x):Ó�ï Åðáãùãéêü ÂÞìá, w > y êáé g(y; ~x) > 0, Ý�óé ðïõw = f(y; ~x) = f(y + 1; ~x) (áðü �çí (38))
= p(y + 1; ~x) (åð. õðïè.,áöïý w − (y + 1) = (w − y) − 1);
= p(y; ~x) (áðü �çí (39)): ⊣Áõ�ü �ï ðáñÜäåéãìá åßíáé éäéáß�åñá óçìáí�éêü, üðùò äåß÷íåé ü�é ç åîß-óùóç (37) ðïõ ìïéÜæåé íá ïñßæåé �çí �éìÞ p(y; ~x) áðü �çí åðüìåíç p(y+1; ~x)(!) ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á åêöñÜæåé �ïí âáóéêü áëãüñéèìï �çò £âëáêþäïõòáíáæÞ�çóçò¤: ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá íá õðïëïãßóïõìå �çí �éìÞ p(2; ~x), åöáñ-ìüæïõìå �çí åîßóùóç åðáíåéëçììÝíá,p(2; ~x) = p(3; ~x) = · · · = p(m;~x) = m;ìÝ÷ñéò ü�ïõ (ßóùò) âñïýìå êÜðïéï m �Ý�ïéï ðïõ g(m;~x) = 0, ïðü�å îÝñïõìåü�é p(2; ~x) = m. Ôï ðáñÜäåéãìá äåß÷íåé ü�é ç ó÷Ýóç áíÜìåóá ó�çí £áíá-äñïìÞ¤ êáé �ïí £õðïëïãéóìü¤ ðïõ õðïäåßîáìå ó�ï (II) �ïõ 1A.3, åöáñìüæå�áéðïëý åõñý�åñá áðü �çí êëáóéêÞ ðåñßð�ùóç �çò ðñù�ïãåíïýò áíáäñïìÞò, êáéåßíáé �ï êëåéäß ãéá �ïí ïñéóìü �çò èåìåëéáêÞò êëÜóçò �ùí (ãåíéêþí, ìåñé-êþí) áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ èá äþóïõìå ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï.
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28 1. �ñù�ïãåíÞò êáé åëá÷éó�éêÞ áíáäñïìÞ1C. ÁóêÞóåéòx1C.1. Äåßî�å ü�é ãéá üëåò �éò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f; g : A * B,f = g=⇒ (∀x ∈ A)[f(x)↓ ⇐⇒ g(x)↓ ](a)êáé f = g ⇐⇒ (∀x ∈ A;w ∈ B)[f(x) = w ⇐⇒ g(x) = w]:(b)x1C.2. Äåßî�å ü�é ãéá üëåò �éò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f; g; h : A * B,f ⊑ f; [f ⊑ g & g ⊑ h]=⇒ f ⊑ h; [f ⊑ g & g ⊑ f ]=⇒ f = g:x1C.3. Èåùñïýìå �ïõò ïñéóìïýòg(x; y; z) = áí (x = 0) �ü�å y áëëéþò z;f1(t) = g(t; h(t); t);f2(t) = áí (t = 0) �ü�å h(t) áëëéþò tüðïõ ç h(t) åßíáé êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç. Áëçèåýåé ç åîßóùóçf1(t) = f2(t)ãéá êÜèå t; (Äþó�å áðüäåéîç Þ áí�éðáñÜäåéãìá.)x1C.4. Äåßî�å ü�é áí ç ó÷Ýóç R(i; ~x) åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ, �ü�åêáé ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(y; ~x) = (�i ≥ y)R(i; ~x)åßíáé åðßóçò åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ.x1C.5. ÅîçãÞó�å ãéá�ß ç ðñþ�ç éäÝá ãéá �çí áðüäåéîç �çò 1C.6 äå äïõ-ëåýåé, êáé äþó�å �éò ëåð�ïìÝñåéåò �çò óùó�Þò áðüäåéîçò.x1C.6. Äåßî�å ü�é ïé êëÜóåéò Rp(Ψ) êáé R�(Ψ) åßíáé êëåéó�Ýò ãéá ïñé-óìïýò ìå k + 1 ðåñéð�þóåéò, �çò ìïñöÞò
f(~x =





g1(~x); áí 1(~x) = 0;g2(~x); áí 1(~x) > 0 & 2(~x) = 0;
· · ·gk(~x); áí 1(~x) > 0; : : : ; k−1(~x) > 0; k(~x) = 0;gk+1(~x) áí 1(~x) > 0; : : : ; k−1(~x) > 0; k(~x) > 0:x1C.7∗. (a) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç p(x; y)ðïõ éêáíïðïéåß �éò åîéóþóåéòp(0; y) = y;p(x+ 1; 0) = 2x+ 1;p(x+ 1; y + 1) = 3p(x; y) + p(y; x) + 2;
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1C. Åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò 29êáé õðïëïãßó�å �çí �éìÞ p(3; 2) ãé' áõ�Þ �çí p.(b) Äåßî�å ü�é ç ìïíáäéêÞ ëýóç áõ�ïý �ïõ óõó�Þìá�ïò åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ (Þ åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ, áí áõ�ü åßíáé åõêïëü�åñï).x1C.8. �éá �õ÷áßåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò g(~x), h(w; y; ~x), äåßî�å ü�é çáíáäñïìéêÞ åîßóùóçp(y; ~x) = áí (y = 0) �ü�å g(~x) áëëéþò h(p(y−· 1; ~x); y−· 1; ~x)(40)Ý÷åé áêñéâþò ìéá ëýóç, óõãêåêñéìÝíá �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ ïñßæå�áéìå �çí ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞf(0; ~x) = g(~x);f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x)):x1C.9 (Ï áëãüñéèìïò �ïõ Åõêëåßäç). Äåßî�å ü�é ç åîÞò áíáäñïìéêÞåîßóùóç Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç, �ç óõíÜñ�çóç p(x; y) = gcd(x; y):
p(x; y) =





0; áí x = 0 Þ y = 0;p(y; x); áëëéþò, áí x < y;y; áëëéþò, áí y | x;p(y; rm(x; y)); áëëéþò:(41)
x1C.10. Äþó�å ðáñáäåßãìá�á ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí g(y; ~x) �Ý�ïéùí ðïõç åîßóùóç (37) íá åðéäÝ÷å�áé:(1) Ôç êåíÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç " ùò ìüíç ëýóç.(2) Ìüíï ìßá ëýóç, ðïõ íá åßíáé ïëéêÞ óõíÜñ�çóç.(3) ¢ðåéñåò �ï ðëÞèïò ëýóåéò.x1C.11∗. Äåßî�å ü�é äåí õðÜñ÷åé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g(y; ~x) �Ý�ïéá ðïõ çåîßóùóç (37) íá Ý÷åé áêñéâþò äýï ëýóåéò.x1C.12∗. (a) Äåßî�å ü�é ç áíáäñïìéêÞ åîßóùóçp(x; y) = áí (x = 0) �ü�å 1 áëëéþò p(x−· 1; p(x; y))(∗)Ý÷åé åëÜ÷éó�ç ëýóç p, êáé äþó�å Ýíáí �ýðï ãé' áõ�Þ �ç ëýóç.(b) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ìüíï ìéá ïëéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ éêáíïðïéåß �çí (∗),êáé áõ�Þ ç óõíÜñ�çóç äåí åßíáé ç åëÜ÷éó�ç ëýóç.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2
�ÅÍÉÊÇ ÁÍÁÄÑÏÌÇ

Ï ðñþ�ïò áõó�çñüò ïñéóìüò �ùí (ãåíéêÜ) áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùíó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò äüèçêå áðü �ïí G�odel �ï 1934, ìå âÜóç ìéá éäÝá�ïõ Herbrand, êáé �á èåìåëéáêÜ áðï�åëÝóìá�á ãéá �éò áíáäñïìéêÝò óõíáñ-�Þóåéò áðïäåß÷�çêáí áðü �ïí Kleene ó�ç äåêáå�ßá �ïõ 30. Ó' áõ�ü �ï êåöÜ-ëáéï èá åêèÝóïõìå ìéá ãåíßêåõóç óå £ìåñéêÝò Üëãåâñåò¤ ìéáò ðïëý áðëÞò êáéêïìøÞò åêäï÷Þò �ïõ ïñéóìïý �ïõ G�odel ðïõ ïöåßëå�áé ó�ïí John MCarthy(1963), êáé ðïõ öáíåñþíåé ðéï êáèáñÜ �ç ó÷Ýóç áíÜìåóá ó�çí áíáäñïìÞêáé �ïí õðïëïãéóìü. Áõ�Þ ç ðñüóâáóç ó�ç èåùñßá áíáäñïìÞò âáóßæå�áé óåéäÝåò áðü �ç ëïãéêÞ êáé �ïí ðñïãñáììá�éóìü, êáé ó�ï ðñþ�ï åäÜöéï �ïõêåöáëáßïõ èá ðñïå�ïéìÜóïõìå �ï Ýäáöïò, åêèÝ�ïí�áò (ðåñéëçð�éêÜ) �á áðá-ñáß�ç�á ðñïáðáé�ïýìåíá.
2A. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò×áñáê�çñéó�éêü |êáé ãéá ìáò, êýñéï| ðáñÜäåéãìá ìåñéêÞò Üëãåâñáò åß-íáé ç âáóéêÞ äïìÞ �çò áñéèìç�éêÞòN0 = (N; 0; 1; S;Pd);(42)üðïõ S êáé Pd åßíáé ïé óõíáñ�Þóåéò �ïõ åðüìåíïõ êáé �ïõ ðñïçãïýìåíïõó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò, êáé üðïõ Ý÷ïõìå ðñïâÜëëåé �ï 0 êáé �ï 1 åðåéäÞ �á÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ùò áëçèï�éìÝò, üðùò Þäç êÜíáìå ó�ï ðñþ�ï êåöÜëáéï.�åíéêü�åñá:2A.1. Ïñéóìüò. ÌåñéêÞ Üëãåâñá åßíáé ç �õ÷áßá äïìÞM = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK);üðïõ �ï Ì åßíáé óýíïëï· 0; 1 ∈M êáé 0 6= 1· êáé ãéá i = 1; : : : ;K, çfi : Mni *Måßíáé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðëåéïìÝëåéáò ni. Åäþ åðé�ñÝðïõìå ni = 0, ïðü�å çfi åßíáé 0-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ó�ï M , äçëáäÞ ó�áèåñÜ, êÜðïéï ìÝëïò�ïõ M Þ ï ðÜ�ïò ⊥. 31



32 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞÏé ìïíáäéêÝò ìåñéêÝò Üëãåâñåò ðïõ èá ÷ñåéáó�ïýìå ó' áõ�Ýò �éò Óçìåéþ-óåéò åßíáé ç N0, ðïõ åßíáé ïëéêÞ (åðåéäÞ �á äïóìÝíá S;Pd åßíáé ïëéêÝòóõíáñ�Þóåéò), êáé åðåê�Üóåéò �çò N0, äçëáäÞ ìåñéêÝò Üëãåâñåò �çò ìïñöÞò
(N0; f1; : : : ; fm) = (N; 0; 1; S;Pd ; f1; : : : ; fm);üðïõ ïé f1; : : : ; fm åßíáé ðëåéïìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò öõóéêïýòáñéèìïýò. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò åßíáé êáé ïé

(Z; 0; 1;+;−; ·); (Q; 0; 1;+;−; ·;÷);üðïõ Z = {0; 1;−1; 2;−2; : : : } åßíáé ïé (èå�éêïß êáé áñíç�éêïß) áêÝñáéïé áñéè-ìïß, êáé
Q =

{xy | x; y ∈ Z; y 6= 0
}

åßíáé �ï óýíïëï �ùí ñç�þí. Ç äéáßñåóç r ÷ s ó' áõ�Þ �çí Üëãåâñá åßíáéìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, üðùò äåí óõãêëßíåé ü�áí s = 0.42A.2. Ç �õðéêÞ ãëþóóá R(M): óýí�áîç. Ìå êÜèå ìåñéêÞ ÜëãåâñáÌ óõó÷å�ßæïõìå �çí �õðéêÞ ãëþóóá R = R(M), �çò ïðïßáò �ï áëöÜâç�ïáðï�åëåß�áé áðü �á åîÞò óýìâïëá:ïé á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò: v0; v1; : : : ;ïé á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò (�á ìÝëç �ïõ M): x (x ∈ M)ïé óõíáñ�çóéáêÝò ó�áèåñÝò: f1; : : : ; fK (arity(fi) = ni)�á óýìâïëá ãéá �ç äéáêëÜäùóç: áí �ü�å áëëéþò�á óçìåßá ó�ßîåùò: ; ( )êáé �ï óýìâïëï �çò éóü�ç�áò: =Áð' áõ�Ü �á óýìâïëá îå÷ùñßæïõìå �ï ëåîéëüãéï (voabulary)
(f1; : : : ; fK) (arity(fi) = ni)(43)ðïõ ðáñÝ÷åé óõìâïëéóìü ãéá �éò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò �çò M, åíþ�á õðüëïéðá óýìâïëá åßíáé êïéíÜ ãéá üëåò �éò ìåñéêÝò Üëãåâñåò ó�ï óýíïëïÌ . �éá �ç ãëþóóá �çò N0, âÝâáéá, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï ëåîéëüãéï (S;Pd).

4Ó�ç ëïãéêÞ èåùñïýìå äïìÝòM = (M; 1; : : : ; N ; R1; : : : ; RL; f1; : : : ; fK);üðïõ �á £äïóìÝíá¤ åßíáé äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá �ïõ M , ó÷Ýóåéò, êáé (ïëéêÝò) óõíáñ�Þóåéòó�ï Ì . Ïé ìåñéêÝò Üëãåâñåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå åäþ åßíáé öáéíïìåíéêÜ åéäéêü�åñåò,åðåéäÞ äåí åðé�ñÝðïõìå äéáêåêñéìÝíá ó�ïé÷åßá Þ ó÷Ýóåéò· áëëÜ �á ó�ïé÷åßá ìðïñïýí íááðåéêïíéó�ïýí áðü 0-ìåëåßò óõíáñ�Þóåéò, êáé ïé ó÷Ýóåéò áðåéêïíßæïí�áé áðü �éò ÷áñá-ê�çñéó�éêÝò �ïõò óõíáñ�Þóåéò. ¸�óé ïé ìåñéêÝò Üëãåâñåò åßíáé ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�áãåíéêü�åñåò áðü �éò äïìÝò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ëïãéêÞò, åðåéäÞ åðé�ñÝðïõìå ìåñéêÝò (ü÷éáðáñáß�ç�á ïëéêÝò) óõíáñ�Þóåéò f1; : : : ; fK . �áñá�çñïýìå åðßóçò ü�é ó�ïí ïñéóìü �ùíüñùí ðéï êÜ�ù, åðé�ñÝðïõìå äéáêëáäþóåéò.
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2A. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò 33ËÝîåéò ó�ï �õ÷áßï óýíïëï Σ åßíáé ïé ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò áðü ó�ïé-÷åßá (Þ óýìâïëá) �ïõ Σ, ãéá ðáñÜäåéãìá ïé
0=(0v3f2 Pd01x1x3áí=áëëéþòó�ï áëöÜâç�ï �çò R. ¼ðùò ó�á ðáñáäåßãìá�á, èá ãñÜöïõìå ëÝîåéò áðëÜáñáäéÜæïí�áò �á óýìâïëá ó�ç óåéñÜ, ÷ùñßò êüììá�á. Ç ðáñÜèåóç äýï ëÝ-îåùí óõìâïëßæå�áé (êõñéïëåê�éêÜ) ìå �çí ðáñÜèåóç �ùí óõìâüëùí �ïõò, Ý�óéðïõ ãéá �éò äõï ëÝîåéò ó�á ðáñáäåßãìá�á, ç ðáñÜèåóÞ �ïõò åßíáé ç ëÝîç

0=(0v3f2Pd01x1x3áí=áëëéþò×ñçóéìïðïéïýìå �ï óýìâïëï `≡' ãéá �ç ó÷Ýóç �çò éóü�ç�áò ëÝîåùí, Ý�óéðïõ f2=(0f1 ≡ f2=(0f1 áëëÜ f2=(0f2 6≡ f2=(1f2Ï ðñïöáíÞò ëüãïò ãé' áõ�ü åßíáé ü�é �ï `=' åßíáé óýìâïëï (�ïõ áëöÜâç�ïõ�çò R), êáé áí �ï ÷ñçóéìïðïéïýóáìå ãéá �çí éóü�ç�á áíÜìåóá óå ëÝîåéò èáðñïêáëïýóå óýã÷õóç. Óõ÷íÜ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ãñÜììá�á áðü �ï åëëçíéêüáëöÜâç�ï ãéá íá ïíïìÜæïõìå óýìâïëá êáé ëÝîåéò,� ≡ �0�1 · · ·�mÇ êåíÞ ëÝîç óõìâïëßæå�áé ìå `ë', Ý�óé ðïõ ãéá êÜèå ëÝîç �,ë� ≡ �ë ≡ �Ïé £óõí�áê�éêÜ óùó�Ýò¤ åêöñÜóåéò �çò R åßíáé ëÝîåéò áðü �ï áëöÜâç�ïêáé äéá÷ùñßæïí�áé ó�ïõò üñïõò êáé �éò åîéóþóåéò üñùí, äçëáäÞ ëÝîåéò �çòìïñöÞò A = Büðïõ ïé A êáé B åßíáé üñïé.Ïé üñïé (terms) �çò R áðï�åëïýí �ï åëÜ÷éó�ï óýíïëï ëÝîåùí Ïñïé ìå�éò åîÞò éäéü�ç�åò:(T1) ÊÜèå x ∈ M (êáé éäéáß�åñá �á 0 êáé 1) êáé êÜèå á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þ viåßíáé üñïé.(T2) Áí ïé ëÝîåéò A1, : : : ,Ani åßíáé üñïé, �ü�å üñïò åßíáé êáé ç ëÝîçfi(A1; : : : ; Ani)(T3) Áí ïé ëÝîåéò A1; A2; A3 åßíáé üñïé, �ü�å üñïò åßíáé êáé ç ëÝîç
(áí (A1 = 0) �ü�å A2 áëëéþò A3)Ï ïñéóìüò áõ�üò åêöñÜæå�áé óõíïð�éêÜ êáé ìå �çí £éóïäõíáìßá¤A :≡ x | vi | fi(A1; : : : ; Ani) | (áí (A1 = 0) �ü�å A2 áëëéþò A3)(44)ðïõ äéáâÜæå�áé
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34 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞç ëÝîç A åßíáé üñïò áí åßíáé ìÝëïò �ïõ M , Þ á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þ, Þáí åßíáé �çò ìïñöÞò fi(A1; : : : ; Ani) üðïõ ïé A1; : : : ; Ani åßíáé üñïé,Þ áí åßíáé �çò ìïñöÞò (áí (A1 = 0) �ü�å A2 áëëéþò A3), üðïõ ïéA1; A2; A3 åßíáé üñïé.�áñá�çñïýìå ü�é ç êåíÞ ëÝîç ë äåí åßíáé üñïò.Ï üñïò A åßíáé êëåéó�üò áí êáìßá á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þ äåí åìöáíßæå�áéó�ïí A, êáé áãíüò áí ïé ìüíåò á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò ðïõ (ßóùò) åìöáíßæïí�áéó�ïí A åßíáé �ï 0 Þ �ï 1. �áñáäåßãìá�á ó�çí R(N0):S(0) : êëåéó�üò, áãíüò; S(13) : êëåéó�üò, ü÷é áãíüò;Pd(v1) : áãíüò, ü÷é êëåéó�üò;
(áí (v1 = 0) �ü�å 3 áëëéþò 1) : ïý�å êëåéó�üò ïý�å áãíüòÏ áíáäñïìéêüò ïñéóìüò �ùí üñùí äéêáéïëïãåß åðáãùãéêÝò áðïäåßîåéò éäéï-�Þ�ùí �ùí üñùí:2A.3. ËÞììá (ÅðáãùãÞ ó�ïõò üñïõò). ¸ó�ù Σ óýíïëï ëÝîåùí áðü �ïáëöÜâç�ï �çò R(M) �Ý�ïéï ðïõA1; : : : ; Ani ∈ Σ =⇒ fi(A1; : : : ; Ani) ∈ Σ;A;B;C ∈ Σ =⇒ (áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C) ∈ Σ:(a) Áí �ï Σ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò êáé ìå�áâëç�Ýò, �ü�å�ï Σ ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò üñïõò.(b) Áí �ï Σ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò, �ü�å �ï Σ ðåñéÝ÷åéüëïõò �ïõò êëåéó�ïýò üñïõò.(b) Áí �ï Σ ðåñéÝ÷åé �ï 0, �ï 1 êáé üëåò �éò á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò, �ü�å�ï Σ ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõò áãíïýò üñïõò.Áðüäåéîç. (a) Ôï Σ éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò (Ô1) { (Ô3) áðü �çí õðü-èåóç, êáé åðïìÝíùò ðåñéÝ÷åé �ï åëÜ÷éó�ï óýíïëï Ïñïé ðïõ éêáíïðïéåß áõ�Ýò�éò óõíèÞêåò.ÁöÞíïõìå �á (b) êáé () ãéá �çí ¢óêçóç x2A.1. ⊣�ùò ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é ç ëÝîç (S(1) äåí åßíáé üñïò; Ç áõó�çñÞáðüäåéîç âáóßæå�áé ó�ï åðüìåíï �å÷íéêü áëëÜ óçìáí�éêü ËÞììá, üðïõ çëÝîç � åßíáé ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá �çò ëÝîçò � áí� ≡ � ìå � 6≡ ë;  6≡ ë2A.4. ËÞììá (ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á üñùí). (a) �éá êÜèå üñï Á,ï áñéèìüò åìöáíßóåùí �çò áñéó�åñÞò ðáñÝíèåóçò ` (' ó�ïí A åßíáé ßóïò ìå�ïí áñéèìü åìöáíßóåùí �çò äåîéÜò ðáñÝíèåóçò ` )' ó�ïí A.(b) ÊáíÝíá ãíÞóéï áñ÷éêü �ìÞìá üñïõ äåí åßíáé üñïò.() Áí ç ëÝîç A ≡ �1 · · ·�m åßíáé üñïò, �ü�å éó÷ýåé áêñéâþò ìéá áðü �éòðåñéð�þóåéò (T1), (T2) Þ (T3) ó�ïí ïñéóìü �ùí üñùí.
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2A. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò 35Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x2A.2. ⊣�ñïöáíþò �þñá, ç ëÝîç (S(1) äåí åßíáé üñïò, åöüóïí Ý÷åé ðåñéóóü�åñåòáñéó�åñÝò áðü äåîéÝò ðáñåíèÝóåéò.Ôï ËÞììá 2A.4 åðßóçò äéêáéïëïãåß áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò óõíáñ�Þóåùíó�ïõò üñïõò.2A.5. ËÞììá (ÁíáäñïìÞ ó�ïõò üñïõò). �éá êÜèå óýíïëï W êáé äïóìÝ-íåò óõíáñ�Þóåéò Φ1;Φi
2 (i = 1; : : : ;K), Φ3, õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ óõíÜñ�çóç

Φ : Ïñïé→ W�Ý�ïéá ðïõ ãéá x ∈ M;Φ(x) = Φ1(x); Φ(vi) = Φ1(vi);
Φ(fi(A1; : : : ; Ani)) = Φi

2(Φ(A1); : : : ;Φ(Ani));
Φ(áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C) = Φ3(Φ(A);Φ(B);Φ(C)):Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x2A.4. ⊣ÁíÜëïãá áðï�åëÝóìá�á éó÷ýïõí ðïõ äéêáéïëïãïýí áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýòó�á óýíïëá �ùí êëåéó�þí êáé �ùí áãíþí üñùí, ¢óêçóç x2A.5.�áñá�çñïýìå ü�é ç óýí�áîç �çò R(M) ðñïóäéïñßæå�áé ðëÞñùò áðü �ï óý-íïëï M êáé �ï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK), äçëáäÞ äåí åîáñ�Ü�áé áðü �éò åñìç-íåßåò f1; : : : ; fK áõ�þí �ùí ó�áèåñþí ó�çí M. Ïé åñìçíåßåò �ùí f1; : : : ; fKõðåéóÝñ÷ïí�áé ó�ç óçìáóéïëïãßá �çò R(M), ùò åîÞò.2A.6. Ç �õðéêÞ ãëþóóá R(M): äçëù�éêÞ óçìáóéïëïãßá (1). Ç�éìÞ (value) valM (A) �ïõ �õ÷áßïõ êëåéó�ïý üñïõ A ó�ç ìåñéêÞ ÜëãåâñáMïñßæå�áé áíáäñïìéêÜ áðü �éò åîÞò óõíèÞêåò, ìå åðßêëçóç �ïõ ËÞììá�ïò 2A.5ãéá êëåéó�ïýò üñïõò:(DT1) valM(x) = x, ãéá x ∈M .(DT2) Áí valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; ni, �ü�åvalM(fi(A1; : : : ; Ani)) = fi(w1; : : : ; wni).(DT3) Áí valM(A) = a;valM(B) = b êáé valM(C) = , �ü�åvalM(áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C) = áí (a = 0) �ü�å b áëëéþò .�áñá�çñïýìå ü�é ï ïñéóìüò ìðïñåß íá áðïäþóåé valM(A)↑, åöüóïí �á£äïóìÝíá¤ �çò Üëãåâñáò M åðé�ñÝðå�áé íá åßíáé ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò: áíf1(1)↑, �ü�å valM(f1(1)) = f1(1) = ⊥, äçëáäÞ valM(f1(1))↑.�éá �ï åðüìåíï ËÞììá ÷ñåéáæüìáó�å �çí Ýííïéá �çò �õðéêÞò áí�éêá�Ü-ó�áóçò.2A.7. Áí�éêá�Üó�áóç üñùí. �éá êÜèå üñï A, êÜèå á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þx, êáé êÜèå üñï B, èÝ�ïõìåA{x :≡ B} ≡ �ï áðï�Ýëåóìá �çò áí�éêá�Üó�áóçò �çò x ìå B ó�ïí üñï Á;
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36 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞêáé ãåíéêü�åñá, ãéá ~x = x1; : : : ; xm, ~B = B1; : : : ; Bm,A{~x :≡ ~B} ≡ A{x1 :≡ B1} · · · {xm :≡ Bm}:(45)�éá ðáñÜäåéãìá,f1(v5; v1){v1 :≡ B} ≡ f1(v5; B); f2(v5; v1){v1 :≡ B; v5 :≡ C} ≡ f2(C;B)2A.8. ËÞììá. (a) Áí ç x åßíáé ç ìüíç á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þ ðïõ åìöáíßæå-�áé ó�ïí üñï A êáé o B åßíáé êëåéó�üò üñïò �Ý�ïéïò ðïõ valM (B) = w ∈ M ,�ü�å valM(A{x :≡ B}) = valM(A{x :≡ w}):(b) �åíéêü�åñá, áí üëåò ïé á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïíüñï A åßíáé ó�ç ëßó�á x1; : : : ; xn êáé ïé B1; : : : ; Bn åßíáé êëåéó�ïß üñïé�Ý�ïéïé ðïõ valM(B1) = w1 ∈ M; : : : ;valM(Bn) = wn;�ü�åvalM(Á{x1 :≡ B1; : : : ; xn :≡ Bn}) = valM(Á{x1 :≡ w1; : : : ; xn :≡ wn})Áðüäåéîç. Åýêïëç, ìå åðáãùãÞ ó�ïí üñï A, ¢óêçóç x2A.6. ⊣2A.9. Ç �õðéêÞ ãëþóóá R(M): äçëù�éêÞ óçìáóéïëïãßá (2). Áðï-�ßìçóç (valuation, assignment) ó�ï M åßíáé ç �õ÷áßá óõíÜñ�çóç� : {v0; v1; : : : ; } → Mðïõ áíáèÝ�åé óå êÜèå á�ïìéêÞ ìå�áâëç�Þ ìéá �éìÞ �(vi) ó�ï M · êáé áíüëåò ïé á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí üñï A åßíáé ó�ç ëßó�áx1; : : : ; xn, èÝ�ïõìåvalM (A; �) = valM(A{x1 :≡ �(x1); : : : ; xn :≡ �(xn)}):(46)Ìå �ïí êëáóéêü óõìâïëéóìü êáé �çí ïñïëïãßá �çò ëïãéêÞò,M; � |= A = B ⇐⇒ valM(A; �) = valM(B; �)

⇐⇒ ç M éêáíïðïéåß �çí åîßóùóç A = B ãéá �çí �;Ý�óé ðïõ, ðéï áíáëõ�éêÜ,M; � |= A = B ⇐⇒
[valM(A; �)↑ êáé valM(B; �)↑

]

Þ [valM(A; �) = w ∈ M êáé valM(B; �) = w]:Åðßóçò èÝ�ïõìå,M |= A = B ⇐⇒ (ãéá êÜèå �) M; � |= A = B
⇐⇒ ç åîßóùóç A = B åßíáé Ýãêõñç ó�çí M:(Áí M |= A = B, ëÝìå åðßóçò ü�é ç M éêáíïðïéåß �çí �áõ�ü�ç�á A = B.)
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2A. ÌåñéêÝò Üëãåâñåò 372A.10. Áðëïõó�åõìÝíïé óõìâïëéóìïß. ¼ðùò óõíçèßæå�áé ó�ç ëïãéêÞ,óðÜíéá ãñÜöïõìå £ãñáììá�éêÜ óùó�ïýò¤ üñïõò êáé åîéóþóåéò. Ó�çí ðñÜîç÷ñçóéìïðïéïýìå �á óõíçèéóìÝíá ìáèçìá�éêÜ óýìâïëá áí�ß ãéá �á �õðéêÜ�ïõò éóïäýíáìá, ð.÷., x; y; : : : ãéá á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò áí�ß ãéá v1; v2; : : : ,f; g;+; ·; p; : : : ãéá óõíáñ�çóéáêÝò ó�áèåñÝò áí�ß ãéá f1; : : : , ê.ëð. Åðßóçòðáñáëåßðïõìå Þ åéóÜãïõìå ðåñéóóü�åñåò ðáñåíèÝóåéò êáé £êåíïýò ÷þñïõò¤áí áõ�ü äéåõêïëýíåé �çí áíÜãíùóç, êáé ãñÜöïõìå (ãéá ðáñÜäåéãìá)
(x+ y) · z áí�ß ãéá · (+(x; y); z)Ç £ãñáììá�éêÜ óùó�Þ¤ Ýêöñáóç �çò (37) (ìå �ï êá�Üëëçëï ëåîéëüãéï) åßíáép(v1; v2; : : : ; vn+1)

= (áí (f1(v1; v2; : : : ; vn+1) = 0) �ü�å v1 áëëéþò p(S(v1); v2; : : : ; vn+1))åíþ ç áðëïõó�åõìÝíç �õðïðïßçóÞ �çò ó�çí R(N0; g; p) åßíáép(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò p(S(y); ~x);(47)ðïõ ïðùóäÞðï�å åßíáé ðéï åõáíÜãíùó�ç.
2A. ÁóêÞóåéòx2A.1. Äåßî�å �á ìÝñç (b) êáé () �ïõ ËÞììá�ïò 2A.3.x2A.2. Äåßî�å �ï ËÞììá ÌïíáäéêÞò Áíáãíùóéìü�ç�áò ¼ñùí 2A.4.x2A.3 (ÌïíáäéêÞ áíáãíùóéìü�ç�á ãéá åîéóþóåéò). Äåßî�å ü�é áí ïéA1; B1,A2; B2 åßíáé üñïé �çò R(M) êáéA1 = B1 ≡ A2 = B2�ü�å A1 ≡ A2 êáé B1 ≡ B2.x2A.4. Äåßî�å �ï ËÞììá 2A.5.x2A.5. Äéá�õðþó�å êáé äåßî�å ËÞììá�á áíÜëïãá �ïõ 2A.5 ðïõ äéêáéï-ëïãïýí ïñéóìïýò ó�ïõò êëåéó�ïýò êáé �ïõò áãíïýò üñïõò.x2A.6. Äåßî�å �ï ËÞììá 2A.8.x2A.7. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå üñï A, áí ç ëßó�á x1; : : : ; xn ðåñéÝ÷åé üëåò�éò á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí A, �ü�å�(x1) = �(x1); : : : ; �(xn) = �(xn)=⇒valM(A; �) = valM(A; �):x2A.8. Äåßî�å ü�é ãéá üëïõò �ïõò üñïõò A;B;C, êÜèå ìå�áâëç�Þ x, êáéêÜèå áðï�ßìçóç �,áí valM(B; �) = valM(C; �);�ü�å valM(A{x :≡ B}; �) = valM(A{x :≡ C}; �):
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38 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞx2A.9∗. ¸ó�ù B êáé C üñïé �Ý�ïéïé ðïõ ãéá êÜèå áðï�ßìçóç � ó�çìåñéêÞ Üëãåâñá M, valM(B; �) = valM(C; �):Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå üñï A, êÜèå ìå�áâëç�Þ x êáé êÜèå áðï�ßìçóç �,áí valM(A; �)↓ ; �ü�å valM(B{x :≡ A}; �) = valM(C{x :≡ A}; �):Äåßî�å åðßóçò (ìå áí�éðáñÜäåéãìá) ü�é áõ�ü äåí éó÷ýåé ðÜí�á áí valM(A; �)↑.x2A.10. Áí üëåò ïé á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïí üñï Aåßíáé ó�ç ëßó�á x1; : : : ; xn, ç � åßíáé áðï�ßìçóç ó�çí M êáé ïé B1; : : : ; Bnåßíáé üñïé, �Ý�ïéïé ðïõvalM(B1; �) = w1 ∈M; : : : ;valM(Bn; �) = wn ∈ B;�ü�åvalM(A{x1 :≡ B1; : : : ; xn :≡ Bn}; �)

= valM(A{x1 :≡ w1; : : : ; xn :≡ wn}; �):
2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüòÓ' áõ�ü �ï åäÜöéï èá åéóáãÜãïõìå �çí õðïëïãéó�éêÞ óçìáóéïëïãßá�çò ãëþóóáò R(M), ðïõ óõó÷å�ßæåé £êáíïíéêÝò¤ (åëÜ÷éó�åò) ëýóåéò ìå êÜèåóýó�çìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí, ó�ç ìåñéêÞ ÜëãåâñáM êáé áðïäßäåé áëãï-ñßèìïõò ãéá �ïí õðïëïãéóìü áõ�þí �ùí ëýóåùí. Âáóéêüò ìáò ó�ü÷ïò åßíáéíá ïñßóïõìå �ç èåìåëéáêÞ êëÜóç �ùí (ãåíéêÜ) áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõ-íáñ�Þóåùí ó�çí �õ÷áßá ìåñéêÞ Üëãåâñá M, êáé éäéáß�åñá, âÝâáéá, �çí N0,êáé íá áðïäåßîïõìå �éò âáóéêÝò �çò éäéü�ç�åò.2B.1. Ç ðñïãñáììá�éêÞ ãëþóóá R(M): óýí�áîç. �éá íá ÷ñçóéìï-ðïéÞóïõìå �çí R(M) ùò ðñïãñáììá�éêÞ ãëþóóá, êá�áñ÷Þí �çí åìðëïõ�ß-æïõìå ìå óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýòæn0 ; æn1 ; : : : (n = 0; 1; : : : ; arity(æni ) = n);Üðåéñåò �ï ðëÞèïò ãéá êÜèå äõíá�Þ ðëåéïìÝëåéá n. Áðü �ç óõí�áê�éêÞ Üðïøç,ïé óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò äåí îå÷ùñßæïõí áðü �éò óõíáñ�çóéáêÝò ó�áèå-ñÝò f1; : : : ; fK ðïõ ïíïìÜæïõí �éò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f1; : : : ; fK�çò M: ïé üñïé ïñßæïí�áé ìå �çí áíáäñïìÞA :≡ x | vi | fi(A1; : : : ; Ani) | æni (A1; : : : ; An)

| (áí (A1 = 0) �ü�å A2 áëëéþò A3)êáé Ý÷ïõí üëåò �éò éäéü�ç�åò ðïõ Ý÷ïõìå áðïäåßîåé|ìïíáäéêÞ áíáãíùóéìü-�ç�á, ê.ëð. ¼ðùò êáé ðñéí, ï üñïò A åßíáé áãíüò áí ïé ìüíåò á�ïìéêÝòó�áèåñÝò ðïõ (ßóùò) åìöáíßæïí�áé ó�ïí A åßíáé �ï 0 Þ �ï 1.
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2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 39ÔõðéêÞ áíáäñïìéêÞ åîßóùóç åßíáé ç �õ÷áßá åîßóùóç üñùíæ(x1; : : : ; xn) = A;ó�ï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK ; æn0 ; æn1 ; : : : ) üðïõ ç æ åßíáé óõíáñ�çóéáêÞ ìå�á-âëç�Þ· ïé x1; : : : ; xn åßíáé äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõò á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò·êáé ï A åßíáé áãíüò üñïò �çò R(M) ó�ïí ïðïßï äåí åìöáíßæïí�áé á�ïìéêÝòìå�áâëç�Ýò Üëëåò áðü �éò x1; : : : ; xn. Ç åîßóùóç êáëåß�áé ñç�Þ áí êáìßáóõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ äåí åìöáíßæå�áé ó�ïí üñï A.�éá ðáñÜäåéãìá (êáé ìå áðëïðïéçìÝíï óõìâïëéóìü) çæ(x) = áí (x = 0) �ü�å 1 áëëéþò 0åßíáé ñç�Þ åîßóùóç óå êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá· çæ(x) = áí (x = 0) �ü�å 0 áëëéþò S(æ(Pd(x)))åßíáé áíáäñïìéêÞ (áëëÜ ü÷é ñç�Þ) åîßóùóç �çò N0· êáé çæ(x) = S(y)äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ ç ìå�áâëç�Þ y åìöáíßæå�áé ó�á äåîéÜêáé ü÷é ó�á áñéó�åñÜ.ÔåëéêÜ, áíáäñïìéêü ðñüãñáììá �çò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M åßíáé �ï �õ-÷áßï óýó�çìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí
(e0) æ0(~x0) = Å0...
(ek) æk(~xk) = Åk(E)

üðïõ ïé óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò æ0; : : : ; æk åßíáé äéáöïñå�éêÝò ìå�áîý �ïõòêáé åßíáé ïé ìüíåò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ïõò üñïõòE0; : : : ; Ek. Ïé åîéóþóåéò �ïõ Å êáëïýí�áé (áíáäñïìéêïß) ïñéóìïß �ùíóõíáñ�çóéáêþí ìå�áâëç�þí æ0; : : : ; æk.Ç âáóéêÞ éäÝá �çò õðïëïãéó�éêÞò óçìáóéïëïãßáò �çò R(M) åßíáé ü�é êÜèåðñüãñáììá E áí�éó�ïé÷ßæåé (êáé õðïëïãßæåé) ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçæi : Mki *M (áí arity(æi) = ki)óå êÜèå óýìâïëï æi ðïõ ïñßæå�áé áð' áõ�ü, Ý�óé ðïõ ïé æ0; : : : ; æk �ï éêáíï-ðïéïýí, äçëáäÞ
(M; æ0; : : : ; æk) |= æi(~xi) = Åi (i = 0; : : : ; k):�ñéí ïñßóïõìå áõó�çñÜ �çí áí�éó�ïé÷ßáE 7→ (æ0; : : : ; æk)èåùñïýìå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìá�á.Ï ïñéóìüò æ(x; y) = S(y)(E1)
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40 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞåßíáé áðü ìüíïò �ïõ ðñüãñáììá �çò N0, ðïõ ïñßæåé (ñç�Ü) �ç äéìåëÞ óõíáñ-�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ æ. Ç óçìáóéïëïãßá, ðñïöáíþò èá ðñÝðåé íá ìáò äþóåéæ(x; y) = valN0
(S(y)) = y + 1:Ç åîßóùóçæ(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò æ(S(y); x)(E2)åßíáé ðñüãñáììá �çò (N0; g) üðïõ g : Nn+1 * N, êáé õðÜñ÷ïõí ðáñá-äåßãìá�á g ãéá �éò ïðïßåò ç åîßóùóç (E2) ìðïñåß íá Ý÷åé ðïëëÝò ëýóåéò,¢óêçóç x1C.10· üìùò ãéá êÜèå g, õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ç ëýóç �çò (E2) áðü �çí�ñü�áóç 1C.8, ç æ(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0];êáé áõ�Þ åßíáé ç ëýóç æ ðïõ èá áí�éó�ïé÷ßóåé ó�ï óýìâïëï æ ç õðïëïãéó�éêÞóçìáóéïëïãßá �çò R(N0; g).ÔåëéêÜ, èåùñïýìå êáé �ï åîÞò �å�ñéììÝíï ðáñÜäåéãìá ðñïãñÜììá�ïò, ìå�ï ìïíáäéêü ïñéóìü æ(x) = æ(x):(E3)Ç åîßóùóç (E3) éêáíïðïéåß�áé áðü üëåò �éò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò· ç õðïëïãé-ó�éêÞ óçìáóéïëïãßá èá áðïäþóåé �çí êåíÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçæ(x) = "(x) = ⊥;äçëáäÞ ðÜëé �çí åëÜ÷éó�ç ëýóç �çò (E3), üðùò êáé ó�ï ðáñÜäåéãìá (E2).Ìå�Ü áðü áõ�Ü �á ðñïêá�áñê�éêÜ, ðñï÷ùñïýìå ó�ïí áõó�çñü ïñéóìü �çòõðïëïãéó�éêÞò óçìáóéïëïãßáò �çò R(M). Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá áí�éó�ïé-÷ßóïõìå óå êÜèå áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E êáé êÜèå ìå�áâëç�Þ æi �ïõ Å ìéáìç÷áíÞ, ðïõ íá õðïëïãßæåé êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç æi, êáé ðñÝðåé ðñþ�áíá ïñßóïõìå �é åííïïýìå ìå £ìç÷áíÞ¤. Èá äþóïõìå �ïí áõó�çñü ïñéóìü óåäýï ó�Üäéá.2B.2. Ïñéóìüò. Óýó�çìá ìå�áâÜóåùí (transition system) åßíáé ç �õ-÷áßá �ñéÜäá

T = (S;→; T );üðïõ:(a) Ôï S åßíáé ìç-êåíü óýíïëï, ïé êá�áó�Üóåéò (states) �ïõ T .(b) Ôï → åßíáé ìéá äéìåëÞò ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò (transition relation) ó�ï S.() Ôï T ⊆ S åßíáé �ï óýíïëï �ùí �åñìá�éêþí (terminal) êá�áó�Üóåùí,êáé ãéá êÜèå �åñìá�éêÞ êá�Üó�áóç,s ∈ T =⇒ (∀s′)[s 6→ s′]:(48)
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2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 41Ìéá êá�Üó�áóç ðïõ éêáíïðïéåß �çí (48) áëëÜ äåí åßíáé �åñìá�éêÞ êáëåß�áéÜãïíç. ¸ðå�áé ü�é ïé êá�áó�Üóåéò �áîéíïìïýí�áé óå �ñåéò êá�çãïñßåò: �éò�åñìá�éêÝò, �éò Üãïíåò, êáé �éò ãüíéìåò, äçëáäÞ áõ�Ýò ðïõ Ý÷ïõí �ïõëÜ÷é-ó�ïí ìßá \åðüìåíç" êá�Üó�áóç. Ôï T åßíáé áé�éïêñá�éêü (í�å�åñìéíéó�éêü,deterministi), áí êÜèå êá�Üó�áóç s Ý÷åé �ï ðïëý ìßá åðüìåíç, äçëáäÞ
[s → s′ & s → s′′]=⇒ s′ = s′′:(49)�éá ðáñÜäåéãìá, Ýó�ùm →1 n ⇐⇒ m > n; m→2 n ⇐⇒ m = n+ 1·(50)�ï óýó�çìá (N;→1; {0}) åßíáé áíáé�éïêñá�éêü, åíþ �ï óýó�çìá (N;→2; {0})åßíáé áé�éïêñá�éêü.2B.3. Õðïëïãéóìïß. Ìåñéêüò õðïëïãéóìüò �ïõ óõó�Þìá�ïò ìå�áâÜóåùí

T åßíáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï ìïíïðÜ�é (áêïëïõèßá)Y = (s0 → s1 → · · · → sn)(51)ó�ï ãñÜöçìá (S;→)· ï Y åßíáé �åñìá�éêüò áí ç �åëåõ�áßá êá�Üó�áóç snåßíáé �åñìá�éêÞ, êáé Üãïíïò áí ç sn åßíáé Üãïíç. ¢ðåéñïò (áðïêëßíùí,divergent) õðïëïãéóìüò åßíáé êÜèå Üðåéñï ìïíïðÜ�éY = (s0 → s1 → · · · ):Ôï ìÞêïò åíüò ðåðåñáóìÝíïõ, ìåñéêïý õðïëïãéóìïý üðùò ó�çí (51) åßíáén+ 1.Ôï óýó�çìá ìå�Üâáóçò T õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç � : S * T áí,ãéá üëá �á s ∈ S, t ∈ T ,�(s) = t ⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(T ))[s0 = s & sn = t];(52)üðïõ C(T ) = �ï óýíïëï �ùí �åñìá�éêþí õðïëïãéóìþí �ïõ T :(53)¸ðå�áé ü�é �(s)↓ ⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(T ))[s0 = s]:ÊÜèå áé�éïêñá�éêü óýó�çìá ìå�áâÜóåùí õðïëïãßæåé áêñéâþò ìéá ìåñéêÞóõíÜñ�çóç � : S * T ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí (52). ÅðéðëÝïí, áí �ï T åßíáéáé�éïêñá�éêü, �ü�å ãéá êÜèå êá�Üó�áóç s õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò �åñìá�éêüò,Üãïíïò Þ Üðåéñïò (ðëÞñçò) õðïëïãéóìüòomp(s) = ompT (s) = (s→ s1 → s2; : : : )(54)ðïõ äåí ìðïñåß íá åðåê�áèåß, êáé ðïõ ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞs0 = s;sn+1 =

{ç ìïíáäéêÞ s′ �Ý�ïéá ðïõ sn → s′; áí õðÜñ÷åé;
⊥; áëëéþò:
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42 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞ
A

S T B- -

*

q

input s outputs′′
s′

Ó÷Þìá 2. ÁöçñçìÝíç ìç÷áíÞ.�éá íá õðïëïãßóïõìå ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : A * B ìå êÜðïéï óýó�çìáìå�áâÜóåùí T , ðñÝðåé íá åìðëïõ�ßóïõìå �ï T ìå êÜðïéï �ñüðï åéóáãùãÞòó�ïé÷åßùí áðü �ï A êáé åîáãùãÞò �éìþí ó�ï B.2B.4. Ïñéóìüò. ÁöçñçìÝíç ìç÷áíÞ (sequential mahine) ìå ðåäßï åé-óüäïõ �ï óýíïëï A êáé ðåäßï �éìþí Þ åîüäïõ �ï óýíïëï B åßíáé ç �õ÷áßáðåí�Üäá
M = T (input; output) = (S;→; T; input; output);üðïõ �ï T = (S;→; T ) åßíáé óýó�çìá ìå�áâÜóåùí, êáé åðéðëÝïí:(d) input : A → S, åßíáé óõíÜñ�çóç åéóüäïõ (input funtion).(e) output : T → B, åßíáé óõíÜñ�çóç åîüäïõ (output funtion).Ç T (input; output) õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : A * B áí, ãéá üëá�á x ∈ A, w ∈ B,(55) f(x) = w

⇐⇒ (∃(s0; : : : ; sn) ∈ C(S;→; T ))[s0 = input(x) & output(sn) = w]:Ç ìç÷áíÞ êáëåß�áé áé�éïêñá�éêÞ áí �ï T åßíáé áé�éïêñá�éêü, êáé ó' áõ�Þ �çíðåñßð�ùóç õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : A * B ðïõ ïñßæå�áé áðü�çí (55) | åíþ ìéá áíáé�éïêñá�éêÞ ìç÷áíÞ ìðïñåß íá ìçí õðïëïãßæåé êáìßáìåñéêÞ óõíÜñ�çóç.2B.5. ÁíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò. �éá êÜèå ðñüãñáììá E �çò R(M), ïñß-æïõìå Ýíá óýó�çìá ìå�áâÜóåùí T (E) = T (E;M) ùò åîÞò:(a) Ïé êá�áó�Üóåéò �ïõ T (E) åßíáé üëåò ïé ëÝîåéò s �çò ìïñöÞò�0 : : : �m−1 : �0 : : : �n−1üðïõ �á ó�ïé÷åßá �0; : : : ; �m1
; �0; : : : ; �n−1 �çò s éêáíïðïéïýí �éò åîÞò óõí-èÞêåò:

• êÜèå �i åßíáé óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï (ó�áèåñü Þ ìå�áâëç�Þ), Þ êëåé-ó�üò üñïò, Þ �ï åéäéêü óýìâïëï ?, êáé
• êÜèå �j åßíáé á�ïìéêÞ ó�áèåñÜ (äçëáäÞ �j ∈ M).
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2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 43
(pass) � x : � → � : x � (x ∈ M)

(e-all), ãåíéêÜ � fi : ~x � → � : fi(~x) �(e-all), ãéá �çí N0 � S : x � → � : x+ 1 �� Pd : x � → � : x−· 1 �
(i-all) � æi : ~x � → � Ei{~xi :≡ ~x} : �
(omp) � h(A1; : : : ; An) : � → � h A1 · · · An : �(br) � áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C : � → � B C ? A : �(br0) � B C ? : 0 � → � B : �(br1) � B C ? : y � → � C : � (y 6= 0)

• Ïé õðïãåãñáììÝíåò ëÝîåéò åßíáé áõ�Ýò ðïõ áëëÜæïõí óå êÜèå ìå�Üâáóç.
• ~x = x1; : : : ; xn åßíáé n-Üäá á�ïìéêþí ó�áèåñþí.
• Ó�çí åîù�åñéêÞ êëÞóç (e-all), f = fi åßíáé äïóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç�çò M ìå arity(fi) = ni = n.
• Ó�çí åóù�åñéêÞ êëÞóç (i-all), ç æi åßíáé n-ìåëÞò óõíáñ�çóéáêÞ ìå�á-âëç�Þ �ïõ ðñïãñÜììá�ïò E ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí åîßóùóç æi(~x) = Ei.
• Ó�ç ìå�Üâáóç óýíèåóçò (omp) ç h åßíáé óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï (ó�á-èåñÜ Þ ìå�áâëç�Þ) ìå arity(h) = n.�ßíáêáò 1. Ìå�áâÜóåéò �ïõ óõó�Þìá�ïò T (E;M).Õðåíèõìßæïõìå ü�é Ýíáò üñïò A åßíáé êëåéó�üò áí äåí ðåñéÝ÷åé á�ïìéêÝòìå�áâëç�Ýò, êáé ðáñá�çñïýìå óå êÜèå êá�Üó�áóç �ï åéäéêü óýìâïëï `:' Ý÷åéáêñéâþò ìéá åìöÜíéóç. Ïé êá�áó�Üóåéò �ùí T (E;M) åßíáé ïé ßäéåò ãéá üëá�á ðñïãñÜììá�á �çò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M, ãé' áõ�ü êáé �éò êáëïýìå êáéêá�áó�Üóåéò �çò M.�éá ðáñÜäåéãìá, ç ëÝîç

æ2
1 3 S(3) 1 áí ? : 3 0 1
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44 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞåßíáé êá�Üó�áóç �çò N0, üðùò êá�áó�Üóåéò �çò N0 åßíáé êáé ïéPd 1 3 æ2
1(S(2)) : : 0 23Þ áêüìç êáé ç áðëïýó�á�ç

:(b) Ïé �åñìá�éêÝò êá�áó�Üóåéò �ïõ T (E) åßíáé ïé ëÝîåéò �çò ìïñöÞò
: wäçëáäÞ áõ�Ýò ðïõ äåí Ý÷ïõí óýìâïëá ó�á áñéó�åñÜ �ïõ `:' êáé ìüíï ìßáó�áèåñÜ ó�á äåîéÜ. ¼ëåò ïé ìç÷áíÝò ðïõ èá ó�çñßæïí�áé ó�ï T (E) èáÝ÷ïõí �çí êïéíÞ óõíÜñ�çóç åîüäïõ ðïõ áðëÜ áðïäßäåé áõ�ü �ïí áñéèìü,output( : w) = w:() Ç ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò �ïõ T (E) ïñßæå�áé óå åð�Ü ðåñéð�þóåéò áðü �ïí�ßíáêá Ìå�áâÜóåùí 1, äçëáäÞ ç s → s′ éó÷ýåé áí åßíáé åéäéêÞ ðåñßð�ùóçêÜðïéáò ãñáììÞò �ïõ �ßíáêá. �áñá�çñïýìå ü�é ïé ìå�áâÜóåéò (e-all) åßíáéïé ìüíåò ðïõ £êáëïýí¤ �á äïóìÝíá �çò M, êáé Ý�óé åîáñ�þí�áé áðü �çí M,åíþ ïé ìå�áâÜóåéò (i-all) åßíáé ïé ìüíåò ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �ï óõãêåêñéìÝíïðñüãñáììá E.Ôï óýó�çìá T (E) åßíáé ðñïöáíþò áé�éïêñá�éêü.�éá êÜèå n-ìåëÞ óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ �ïõ E, ç áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ

T (E; æ) ðáñÜãå�áé áðü �ï óýó�çìá ìå�áâÜóåùí T (E) ìå �çí ðñïóèÞêç �çòóõíÜñ�çóçò åéóüäïõ input(~x) ≡ æ : ~xêáé õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç æ = æÅ : Mn * N, üðïõæÅ(~x) = w ⇐⇒ æ : ~x → s1 → · · · → : w:(56)Åðßóçò ÷ñÞóéìïò åßíáé êáé ï óõìâïëéóìüòM; E ⊢ æ(~x) = w ⇐⇒ æE(~x) = w(57)ðïõ öáíåñþíåé �çí åîÜñ�çóç �çò æ áðü �ç ìåñéêÞ Üëãåâñá M. Ó�çí ðñÜîçáíáöåñüìáó�å áðëÜ ó�ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç æ, ü�áí �ï óõãêåêñéìÝíï ðñü-ãñáììá E êáé ç M åßíáé ðñïöáíÞ áðü �á óõìöñáæüìåíá.Ôï êýñéï óýìâïëï �ïõ ðñïãñÜììá�ïò E åßíáé ç óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þæ0 ðïõ ïñßæå�áé ó�çí ðñþ�ç åîßóùóç �ïõ E, êáé �ï E õðïëïãßæåé �çí æ0ó�çí M.�éá ðáñÜäåéãìá, áí ìéá áðü �éò åîéóþóåéò �ïõ E ó�çí N0 åßíáé ç ñç�Þæ(x) = S(S(x));
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2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 45�ü�å ï õðïëïãéóìüò �ïõ T (E)æ : x → S(S(x)) : → S S(x) : → S S x :

→ S S : x → S : x+ 1 → : x+ 2äåß÷íåé ü�é ãéá êÜèå x, æ(x) = x+ 2.�éá Ýíá ðéï åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá, ðáñá�çñïýìå ü�é ç ðñüóèåóç ïñßæå�áéáíáäñïìéêÜ ó�çí N0 áðü �ï ðñüãñáììá ìå �ç ìïíáäéêÞ åîßóùóçæ(i; x) = áí (i = 0) �ü�å x áëëéþò S(æ(Pd(i); x)):Ó�ï Ó÷Þìá 3 äåß÷íïõìå �ïí õðïëïãéóìü �çò �éìÞò æ(2; 3) = 5.2B.6. Ïñéóìüò. M-áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ó÷Ýóåéò êáéóýíïëá. H n-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Ìn * Ì åßíáé áíáäñïìéêÞ(reursive) ó�ç ìåñéêÞ Üëãåâñá M (Þ M-áíáäñïìéêÞ) áí f = æ ãéá êÜðïéïðñüãñáììá E �çò M êáé êÜðïéá óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ æ �ïõ E, äçëáäÞáí f(~x) = w ⇐⇒ M; E ⊢ æ(~x) = wìå �ï óõìâïëéóìü �çò (57). Åöüóïí ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá áðáñéèìïýìå �éòåîéóþóåéò åíüò ðñïãñÜììá�ïò äåí áëëÜæåé �ïí ïñéóìü �ùí ìåñéêþí óõíáñ-�Þóåùí æ, ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Mn * M åßíáé M-áíáäñïìéêÞáí êáé ìüíïí áí õðïëïãßæå�áé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá �çò M,äçëáäÞ áí f(~x) = æ0(~x) ìå æ0 �ï êýñéï óýìâïëï �ïõ E, ¢óêçóç x2B.2.ÈÝ�ïõìå
R(M) = {f : Mn *M | ç f åßíáé M-áíáäñïìéêÞ}:Ç �õ÷áßá ó÷Ýóç P (~x) ó�ï M åßíáé M-áíáäñïìéêÞ áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ�çò óõíÜñ�çóç (19) åßíáé M-áíáäñïìéêÞ, êáé �ï �õ÷áßï óýíïëï A ⊆ Måßíáé M-áíáäñïìéêü áí ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �ïõ óõíÜñ�çóç (20) åßíáé M-áíáäñïìéêÞ.�éá �çí Üëãåâñá N0 êáé �éò åðåê�Üóåéò �çò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí éäéáß�åñá,èá ãñÜöïõìå

R = R(N; 0; 1; S;Pd) = {f : Nn * N | ç f åßíáé N0-áíáäñïìéêÞ};êáé ãéá êÜèå óýíïëï ðëåéïìåëþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï N,(58) R(Ψ) = {f : Nn * N | ç f åßíáé (N0; f1; : : : ; fK)-áíáäñïìéêÞãéá êÜðïéåò f1; : : : ; fK ∈ Ψ};Ý�óé ðïõ R = R(∅).�éá ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ó÷Ýóåéò êáé óýíïëá ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýòäåí áíáöÝñïõìå ñç�Ü �çí Üëãåâñá N0, äçëáäÞ ìå £áíáäñïìÞ¤ åííïïýìå £N0-áíáäñïìÞ¤.
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46 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞ æ : 2 3 (i-all)áí (2 = 0) �ü�å 3 áëëéþò S(æ(Pd(2); 3)) : (br)
3 S(æ(Pd(2); 3)) ? 2 : (pass)

3 S(æ(Pd(2); 3)) ? : 2 (br1)S(æ(Pd(2); 3)) : (omp)S æ(Pd(2); 3) : (omp)S æ Pd(2) 3 : (pass)S æ Pd(2) : 3 (omp)S æ Pd 2 : 3 (pass)S æ Pd : 2 3 (Pd1)S æ : 1 3 (i-all)S áí (1 = 0) �ü�å 3 áëëéþò S(æ(Pd(1); 3)) : (br)S 3 S(æ(Pd(1); 3)) ? 1 : (pass)S 3 S(æ(Pd(1); 3)) ? : 1 (br1)S S(æ(Pd(1); 3)) : (omp)S S æ(Pd(1); 3) : (omp)S S æ Pd(1) 3 : (pass)S S æ Pd(1) : 3 (omp)S S æ Pd 1 : 3 (pass)S S æ Pd : 1 3 (Pd1)S S æ : 0 3 (i-all)S S áí (0 = 0) �ü�å 3 áëëéþò S(æ(Pd(0); 3)) : (br)S S 3 S(æ(Pd(0); 3)) ? 0 : (pass)S S 3 S(æ(Pd(0); 3)) ? : 0 (br0)S S 3 : (pass)S S : 3 (S)S : 4 (S)
: 5Ó÷Þìá 3. Ï õðïëïãéóìüò �ïõ 2 + 3 áðü �ï ðñüãñáììáæ(i; x) = áí (i = 0) �ü�å x áëëéþò S(æ(Pd(i); x)).2B. ÁóêÞóåéòx2B.1. Ôé ìåñéêïýò õðïëïãéóìïýò Ý÷ïõí �á óõó�Þìá�á ìå�áâÜóåùí (50),êáé ðïéåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò õðïëïãßæïõí;
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2B. ÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóìüò 47x2B.2. Äåßî�å ü�é ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé M-áíáäñïìéêÞáí êáé ìüíïí áí õðïëïãßæå�áé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá �çò M.x2B.3. �éá �á �ñßá áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììá�á ó�çí N0:æ(x) = S(æ(x))(E1) æ(x) = æ(�(x))(E2) �(x) = x;æ(x; y) = æ1(æ(x; y); y):(E3) æ1(x; y) = x;(1) �ïéåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò �á éêáíïðïéïýí;(2) �ïéåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò õðïëïãßæïõí, êáé óå �é äéáöÝñïõí ïé õðïëï-ãéóìïß �ïõò;x2B.4∗. (1) Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ðñüãñáììá E óå ìéá ïëéêÞ ÜëãåâñáM, êáé êÜèå n-ìåëÞ óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ æ ðïõ åìöáíßæå�áé ó�ï E, äåíõðÜñ÷åé Üãïíïò õðïëïãéóìüò (2B.3) �çò ìïñöÞòæ : x1; : : : ; xn → s1 → · · · → sm:(*)(2) Äåßî�å ü�é áí ç M åßíáé ìåñéêÞ Üëãåâñá, ç æ åßíáé n-ìåëÞò, óõíáñ-�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ êÜðïéïõ ðñïãñÜììá�ïò E ó�çí M êáé ï ðåðåñáóìÝíïòõðïëïãéóìüò (*) åßíáé Üãïíïò, �ü�å ç �åëåõ�áßá êá�Üó�áóÞ �ïõ åßíáé �çòìïñöÞò � fi : y1; : : : ; yni �üðïõ ç fi åßíáé ìéá áðü �éò äïóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò �çò M, êáéfi(y1; : : : ; yni)↑.x2B.5. Ïñßó�å Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ðïõ íá õðïëïãßæåé �ç óõíÜñ-�çóç �ïõ Akermann 1A.6.x2B.6. Ïñßó�å Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá ðïõ íá õðïëïãßæåé �ç óõíÜñ-�çóç p(x; y) ó�çí ¢óêçóç x1C.7∗.x2B.7. Ïñßó�å Ýíá áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E ó�çí åðÝê�áóç (N0; g; h; �)�çòN0 ðïõ íá õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ ïñßæå�áé áðü �éò g; h; �ìå öùëéáóìÝíç áíáäñïìÞ, x1B.18∗.x2B.8∗. Äåßî�å ü�é ç £åîßóùóç¤f(x) =

{
0; áí g(x)↑;g(x) + 1; áëëéþò:äåí ìðïñåß íá �õðïðïéçèåß ó�çí R, áöïý ðñþ�á åîçãÞóå�å �é ðñÝðåé íá áðï-äåé÷�åß.
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48 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞx2B.9. Áðïäåßî�å Þ äþó�å áí�éðáñáäåßãìá�á ãéá �éò åîÞò äýï ðñï�Üóåéò:(a) �éá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M êáé êÜèå x0 ∈ M , ç ó�áèåñÞ, ìïíïìåëÞòóõíÜñ�çóç f(x) = x0 åßíáé M-áíáäñïìéêÞ.(b) �éá êÜèå áñéèìü x0 ∈ N, ç ç ó�áèåñÞ, ìïíïìåëÞò óõíÜñ�çóç f(x) = x0ó�ïõò öõóéêïýò åßíáé áíáäñïìéêÞ.2B.7. Ïñéóìüò. (a) Ôï �õ÷áßï óýíïëï X ⊆ M åßíáé êëåéó�ü ãéá �áäïóìÝíá �çò ìåñéêÞò Üëãåâñáò M Þ M-êëåéó�ü áí 0; 1 ∈ X, êáé
[x1; : : : ; xni ∈ X êáé fi(x1; : : : ; xni) = w]=⇒w ∈ X; (i = 1; : : : ;K):(b) Ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜA(0)

= A ∪ {0; 1};A(k+1)
= A(k) ∪ {fi(x1; : : : ; xni) | x1; : : : ; xni ∈ A(k); i = 1; : : : ;K}:Ç Ýíùóç A =

⋃∞k=0A(k) åßíáé �ï óýíïëï ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï A ó�çí M.x2B.10. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ìåñéêÞ ÜëãåâñáM êáé A ⊆ M , �ï A åßíáé �ïåëÜ÷éó�ï M-êëåéó�ü õðïóýíïëï �ïõ M ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï A, äçëáäÞ: A ⊆ A,�ï A åßíáé M-êëåéó�ü, êáé ãéá êÜèå X ⊆ M , áí A ⊆ X êáé �ï X åßíáéM-êëåéó�ü, �ü�å A ⊆ X.x2B.11∗. Äåßî�å ü�é áí A ⊆ M êáé ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Mn * MåßíáéM-áíáäñïìéêÞ, �ü�å �ï óýíïëï A ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï A åßíáé êëåéó�üãéá �çí f , äçëáäÞ
[x1; : : : ; xn ∈ A; f(x1; : : : ; xn) = w]=⇒w ∈ A:

2C. Åãêõñü�ç�á êáé åëÜ÷éó�åò ëýóåéòÓ�á åðüìåíá äýï, èåìåëéáêÜ èåùñÞìá�á äßíïõìå Ýíá £äïìéêü¤ ÷áñáê�çñé-óìü �ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �á óõó�Þìá�á ìå�á-âÜóåùí T (E;M), ðïõ èá ìáò äþóoõí �éò âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ùí M-áíáäñï-ìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí. Ó�ï �Ýëïò �ïõ åäáößïõ èá óõëëÝîïõìå áõ�Ýò�éò éäéü�ç�åò ãéá �á ó÷å�éêÜ óýíïëá R êáé R(Ψ) ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò.Êëåéäß ãéá �éò áðïäåßîåéò åßíáé �ï åîÞò, áðëü2C.1. ËÞììá. �éá êÜèå ìåñéêü õðïëïãéóìü�0 : �0 → �1 : �1 → · · · → �m : �mó�ï óýó�çìá T (E;M) êáé ëÝîåéò �∗, �∗ �Ý�ïéåò ðïõ ç�∗ �0 : �0 �∗íá åßíáé êá�Üó�áóç, ï�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗;→ · · · → �∗ �m : �m �∗
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2C. Åãêõñü�ç�á êáé åëÜ÷éó�åò ëýóåéò 49åßíáé åðßóçò ìåñéêüò õðïëïãéóìüò �ïõ T (E;M).¸ðå�áé ü�é áí ï �0 : �0 → �1 : �1 → · · ·åßíáé áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò êáé ç �∗ �0 : �0 �∗ åßíáé êá�Üó�áóç, �ü�åáðïêëßíùí õðïëïãéóìüò åßíáé êáé ï�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗ → · · ·Áðüäåéîç. Ìå åðáãùãÞ ó�ïm ≥ 0, �ï ËÞììá åßíáé �å�ñéììÝíï ó�ç âÜóçm = 0, áðü �çí õðüèåóç. Ó�ï åðáãùãéêü âÞìá, äå÷üìáó�å ü�é ç áêïëïõèßá�∗ �0 : �0 �∗ → �∗ �1 : �1 �∗ → · · · → �∗ �m : �m �∗åßíáé ìåñéêüò õðïëïãéóìüò, åîå�Üæïõìå îå÷ùñéó�Ü �éò åð�Ü ðåñéð�þóåéò ðïõäéêáéïëïãïýí �ç ìå�Üâáóç�m : �m → �m+1 : �m+1êáé åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç ßäéá ãñáììÞ áðü �ïí �ßíáêá 1 åðßóçò äéêáéïëïãåß�ç ìå�Üâáóç �∗ �m : �m �∗ → �∗ �m+1 : �m+1 �∗Ôï äåý�åñï óõìðÝñáóìá óõíÜãå�áé ìå åöáñìïãÞ �ïõ ðñþ�ïõ ó�ïõò ìåñé-êïýò õðïëïãéóìïýò�0 : �0 → �1 : �1 → · · · → �m : �m (m ∈ N) ⊣2C.2. Èåþñçìá (Õðïëïãéó�éêÞ Åãêõñü�ç�á �çò R(M)). �éá �õ÷áßïáíáäñïìéêü ðñüãñáììá E ó�çí M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK) ìå óõíáñ�çóéá-êÝò ìå�áâëç�Ýò æ0; : : : ; æk, èÝ�ïõìåM = (M; æ0; : : : ; æk) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; æ0; : : : ; æk):¸ðå�áé ü�é ãéá êÜèå êëåéó�ü üñï A ó�ï ëåîéëüãéï f1; : : : ; fK , æ0; : : : ; æk:(a) Áí valM(A)↑, �ü�å ï õðïëïãéóìüò ompT (A : ) �ïõ T (E;M) ìåáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç A : åßíáé Üðåéñïò Þ Üãïíïò (Üñá êáé áðïêëßíåé), êáé(b) áí valM(A) = w, �ü�å ï õðïëïãéóìüò ompT (A : ) �ïõ T (E;M) ìåáñ÷éêÞ êá�Üó�áóç A : óõãêëßíåé ìå �åñìá�éêÞ êá�Üó�áóç : w.ÅðïìÝíùò:() Ïé ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò æ0; : : : ; æk éêáíïðïéïýí �ï óýó�çìá E ó�çìåñéêÞ Üëãåâñá M, êáé (åéäéêü�åñá) �ï E Ý÷åé ëýóåéò ó�çí M.Áðüäåéîç. �éá �á (a) êáé (b) ÷ñçóéìïðïéïýìå åðáãùãÞ ó�ïí äïóìÝíï,êëåéó�ü üñï A. Èåùñïýìå ðåñéð�þóåéò:(1) Áí A ≡ x ∈ M , �ü�å valM(A) = x, êáé ï õðïëïãéóìüòx : (pass)
: x
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50 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞáðïäßäåé �ç óùó�Þ �éìÞ.(2) Áí A ≡ fi(A1; : : : ; Ani) ãéá êÜðïéá äïóìÝíç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç fi �çòM. �ü�å ï õðïëïãéóìüò omp(A : ) áñ÷ßæåé ìå �ç ìå�Üâáóçfi(A1; : : : ; Ani) : (omp)fi A1 : : : Ani :Èåùñïýìå �ñåéò ðåñéð�þóåéò:(2a) �éá êÜðïéï j, valM(Aj)↑, ïðü�å êáé valM(A)↑. Áí �ï j åßíáé �ïìÝãéó�ï ≤ ni ìå áõ�Þ �çí éäéü�ç�á, �ü�å (ìå åðßêëçóç �çò åðáãùãéêÞòõðüèåóçò) ï õðïëïãéóìüò omp(A : ) áñ÷ßæåé ìå �á âÞìá�áfi(A1; : : : ; Ani) : (omp)fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)...fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)...fi A1 : : : Aj : wj+1 · · · wniÁðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ðÜëé, ï õðïëïãéóìüòomp(Aj : ) = Aj : → �1 : �1 → · · ·åßíáé Üðåéñïò, åöüóïí valM(Aj)↑, êáé áðü �ï ËÞììá 2C.1, Üðåéñïò åßíáé êáéï õðïëïãéóìüòfi A1 : : : Aj−1 Aj : → fi A1 : : : Aj−1 �1 : �1 → · · ·ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é ï omp(A : ) åßíáé Üðåéñïò.(2b) ÕðÜñ÷ïõí ó�ïé÷åßá w1; : : : ; wni ó�ï M �Ý�ïéá ðïõ valM(Aj) = wjãéá j = 1; : : : ; ni, áëëÜ fi(w1; : : : ; wni)↑. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, áðü �çíåðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç ðÜëé �ïõ ËÞììá�ïò 2C.1 ï õðïëïãéóìüòomp(A : ) áñ÷ßæåé ìå �á âÞìá�áfi(A1; : : : ; Ani) : (omp)fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)...fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)...fi : w1 w2 · · · wniêáé åäþ ï õðïëïãéóìüò ó�áìá�Ü (Üãïíá) åöüóïí fi(w1; : : : ; wni)↑.
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2C. Åãêõñü�ç�á êáé åëÜ÷éó�åò ëýóåéò 51(2) valM(fi(A1; : : : ; Ani)) = w, Ý�óé ðïõ õðÜñ÷ïõí ó�ïé÷åßá w1; : : : ; wnió�ï M ìå valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; ni êáé fi(w1; : : : ; wni) = w. Áðü�çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç �ïõ ËÞììá�ïò 2C.1, ï õðïëïãéóìüòomp(A : ) �þñá åßíáé ï åîÞò:
fi(A1; : : : ; Ani) : (omp)fi A1 : : : Ani : (åðáã. õð.)...fi A1 : : : Ani−1 : wni (åðáã. õð.)...fi : w1 w2 · · · wni

: fi(w1; : : : ; wni)
ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï.(3) Áí A ≡ æi(A1; : : : ; An) ãéá êÜðïéá n-ìåëÞ óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þæi �ïõ E, �ü�å ï õðïëïãéóìüò omp(A : ) áñ÷ßæåé ìå �ç ìå�Üâáóç

æi(A1; : : : ; An) : (omp)æi A1 : : : An :

Èåùñïýìå �ñåéò ðåñéð�þóåéò üðùò êáé ó�çí (2):(3a) �éá êÜðïéï j, valM(Aj)↑, ïðü�å êáé valM(A)↑.(3b) ÕðÜñ÷ïõí ó�ïé÷åßá w1; : : : ; wn ó�ï M �Ý�ïéá ðïõ valM(Aj) = wjãéá j = 1; : : : ; n, áëëÜ æi(w1; : : : ; wn)↑.(3) valM(æi(A1; : : : ; An)) = w, ðïõ óçìáßíåé ü�é õðÜñ÷ïõí w1; : : : ; wnó�ïM �Ý�ïéá ðïõ valM(Aj) = wj ãéá j = 1; : : : ; n êáé æi(w1; : : : ; wn) = w.�éá �çí (3a) ç áðüäåéîç åßíáé áêñéâþò ç ßäéá ìå áõ�Þí �çò (2a). �éá �éò(3b) êáé (3), ïé áðïäåßîåéò åßíáé ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò áõ�þí �ùí (2b) êáé(2) ðïõ ó�çñßæïí�áé ó�ïí ïñéóìü �çò æi. ÓõãêåêñéìÝíá ãéá �çí (3), áðü�çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç êáé ìå åðßêëçóç �ïõ ËÞììá�ïò 2C.1, ï õðïëïãéóìüò
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52 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞomp(A : ) åßíáé ï åîÞò:æi(A1; : : : ; An) : (omp)æi A1 : : : An : (åðáã. õð.)...æi A1 : : : An−1 : wn (åðáã. õð.)...æi : w1 w2 · · · wn (ïñéóìüò �çò æi)...
: æi(w1; : : : ; wn)ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï.() Áðü �ïí ïñéóìü �çò áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞò,æi(~x) = w ⇐⇒ õðÜñ÷åé �åñìá�éêüò õðïëïãéóìüòEi(~x :≡ ~x}) : → s1 → · · · → : w;åðåéäÞ ï õðïëïãéóìüò �çò æi(~x) áñ÷ßæåé ìå �á âÞìá�áæi : ~x (i-all)Ei(~x :≡ ~x}) :Ôá (a) êáé (b) �þñá óõíåðÜãïí�áé ü�éEi(~x :≡ ~x}) : → s1 → · · · → : w ⇐⇒ valM(Ei(~x :≡ ~x})) = w;Ý�óé ðïõ æi(~x) = w ⇐⇒ valM(Ei(~x :≡ ~x})) = wðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï. ⊣2C.3. �üñéóìá. Ôï óýíïëï �ùí M-áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�ÞóåùíðåñéëáìâÜíåé �éò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f1; : : : ; fK �çòM, �éò ðñï-âïëÝò Pni (x1; : : : ; xn) = xi (i = 1; : : : ; n)êáé �éò ó�áèåñÝò C0(~x) = 0 êáé C1(~x) = 1, êáé åßíáé êëåéó�ü ãéá óýíèåóçêáé äéáêëÜäùóç.Áðüäåéîç. �éá �éò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ðáñá�çñïýìå ü�é ãéá�ï ðñüãñáììá æ(x1; : : : ; xni) = fi(x1; : : : ; xni)(Efi)
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2C. Åãêõñü�ç�á êáé åëÜ÷éó�åò ëýóåéò 53ðñïöáíþò, æ(~xi) = f(~xi), åöüóïí ç æ éêáíïðïéåß �ï Efi . �éá �éò ðñïâïëÝò êáé�éò ó�áèåñÝò óõíáñ�Þóåéò 0 êáé 1 ÷ñçóéìïðïéïýìå �á ðñïöáíÞ ðñïãñÜììá�áìå ìßá ìüíï åîßóùóç,æ(~x) = xi; æ(~x) = 0; æ(~x) = 1:�éá �ç äéáêëÜäùóç, ç õðüèåóç ìáò äßíåé ðñïãñÜììá�á E, Eg êáé Eh�çò M êáé óõãêåêñéìÝíåò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò , g êáé h ó' áõ�Ü �áðñïãñÜììá�á, êáé ðñÝðåé íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá íÝï ðñüãñáììá E ðïõ íáïñßæåé êÜðïéá £öñÝóêéá¤ ìå�áâëç�Þ æ, Ý�óé ðïõæE(~x) = áí (E(~x) = 0) �ü�å gEg (~x) áëëéþò hEh(~x);üðïõ ïé äåßê�åò öáíåñþíïõí �á ðñïãñÜììá�á ðïõ õðïëïãßæïõí �éò E gEgêáé hEh . ÊÜíïí�áò ìåñéêÝò áëöáâç�éêÝò áëëáãÝò ó�éò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�á-âëç�Ýò �ùí E; Eg; Eh, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå ü�é áõ�Ü �á ðñïãñÜììá�áäåí Ý÷ïõí êïéíÝò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, êáé èÝ�ïõìåE = E +Eg +Eh + {æ(~x) = áí ((~x) = 0) �ü�å g(~x) áëëéþò h(~x)};üðïõ ìå \+" åííïïýìå �ç óõëëïãÞ üëùí �ùí ïñéóìþí ó�á äïóìÝíá ðñï-ãñÜììá�á. Ôï E åßíáé ðñüãñáììá, åöüóïí êÜèå óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þïñßæå�áé áêñéâþò ìéá öïñÜ. �áñá�çñïýìå ü�éE(~x) = E(~x);áðëÜ åðåéäÞ êÜèå õðïëïãéóìüòompE( : ~x) =  : ~x → �1 : �1 → · · ·�ïõ E åßíáé êáé õðïëïãéóìüò �ïõ E, êáé åðïìÝíùò (áðü �çí áé�éïêñá�ßá�ùí ðñïãñáììÜ�ùí) åßíáé ï ìüíïò õðïëïãéóìüò ó�ï E ðïõ áñ÷ßæåé ìå �çíêá�Üó�áóç  : ~x, äçëáäÞompE( : ~x) = ompE( : ~x)·Üñá E = E , êáé �ï ßäéï, âÝâáéá, éó÷ýåé êáé ãéá �á óýìâïëá g êáé h.ÔåëéêÜ, áðü �ï Èåþñçìá 2C.2, ç æE éêáíïðïéåß �çí åîßóùóç ðïõ �çí ïñßæåéó�ï E, êáé Ý�óéæ(~x) = áí (E(~x) = 0) �ü�å gE(~x) áëëéþò hE(~x)

= áí (E(~x) = 0) �ü�å gEg (~x) áëëéþò hEh(~x):Ç áðüäåéîç ãéá �ç óýíèåóç åßíáé ðáñüìïéá, ¢óêçóç x2C.1. ⊣2C.4. �üñéóìá. �éá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK)êáé �õ÷áßåò g : Mn *M , f : Mm *M ,
[g ∈ R(M) & f ∈ R(M; g)]=⇒ f ∈ R(M);üðïõ (M; g) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; g) åßíáé ç åðÝê�áóç �çò M ìå �çí g.Áðüäåéîç. ¢óêçóç x2C.2. ⊣
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54 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞÔï åðüìåíï èåþñçìá ÷áñáê�çñßæåé �éò £êáíïíéêÝò¤ ëýóåéò åíüò ðñïãñÜì-ìá�ïò E ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ:2C.5. Èåþñçìá (Åëá÷ßó�ùí Ó�áèåñþí Óçìåßùí). �éá êÜèå ðñüãñáììáE ó�ç ìåñéêÞ Üëãåâñá M ìå óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò æ0; : : : ; æk, ïé ìå-ñéêÝò óõíáñ�Þóåéò æ0; : : : ; æk ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �ï T (E) åßíáé ïé ⊑-åëÜ÷éó�åò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí �éò åîéóþóåéò �ïõ Å.Áðüäåéîç. Ïé æ0; : : : ; æk éêáíïðïéïýí �ï óýó�çìá E áðü �ï Èåþñçìá2C.2, Üñá áñêåß íá äåßîïõìå ü�é áí ïé �õ÷áßåò æ′0; : : : ; æ′k éêáíïðïéïýí �éòåîéóþóåéò �ïõ E, �ü�åæi(~x) = w=⇒ æ′i(~x) = w (i = 0; : : : ; k):ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé æ′0; : : : ; æ′k éêáíïðïéïýí �éò åîéóþóåéò �ïõ E, êáé èåù-ñïýìå �éò äïìÝòM = (M; æ0; : : : ; æk); M′ = (M; æ′0; : : : ; æ′k):Áðü �ï Èåþñçìá 2C.2, îÝñïõìå ü�é ãéá êÜèå êëåéó�ü üñï A ó�ï ëåîéëüãéï
(f1; : : : ; fK ; æ0; : : : ; æk), áí valM(A) = w, �ü�å ï õðïëïãéóìüò omp(A : )�çò T (E) åßíáé �åñìá�éêüò ìå �åëåõ�áßá êá�Üó�áóç �çí : w. Èá äåßîïõìåìå åðáãùãÞ ó�ï m, ü�é ãéá êÜèå A êáé ãéá êÜèå w,áí A : → �1 : �1 → · · ·�m−1 : �m−1 → : w; �ü�å valM′(A) = w:(59)Ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç A ≡ æi(x1; : : : ; xn), áõ�ü áðïäßäåéæi(~x) = w=⇒valM′(æi(~x)) = w=⇒ æ′i(~x) = w;ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï.�éá �çí áðüäåéîç �çò (59) åîå�Üæïõìå �ç ìïñöÞ �ïõ Á, êáé �ï åðé÷åßñçìáåßíáé �å�ñéììÝíï (üðùò ó�çí áðüäåéîç �ïõ 2C.2) óå üëåò �éò ðåñéð�þóåéòåê�üò áðü �çí æi(A1; : : : ; An);ãéá �çí ïðïßá ï õðïëïãéóìüò Ý÷åé �ç ìïñöÞæi(A1; : : : ; An) :æi A1 · · · An :...æi A1 · · · An−1 : wn...æi : w1 · · · wnEi{~x :≡ ~w} :...

: w
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2C. Åãêõñü�ç�á êáé åëÜ÷éó�åò ëýóåéò 55Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç �þñá óõíåðÜãå�áé ü�évalM′(A1) = w1; : : : ;valM′(An) = wn;valM′(Ei{~x :≡ ~w}) = wåðåéäÞ ïé õðïëïãéóìïß ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó' áõ�Ýò �éò �éìÝò Ý÷ïõí ìéêñü�åñïìÞêïò. ¢ñávalM′(æi(A1; : : : ; An)) = æ′i(valM′(A1); : : : ;valM′(An))

= æ′i(w1; : : : ; wn)

= valM′(Ei{~x :≡ ~w}) = w;üðïõ ç �åëåõ�áßá åîßóùóç åêöñÜæåé áêñéâþò �çí õðüèåóçM′ |= æi(~x) = Ei: ⊣

2C. ÁóêÞóåéòx2C.1. Äåßî�å ü�é ç óýíèåóç (10)M-áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùíåßíáé M-áíáäñïìéêÞ.x2C.2. �éá êÜèå ìåñéêÞ Üëãåâñá M = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK) êáé �õ÷áßåòg : Mn *M , f : Mm *M ,
[g ∈ R(M) & f ∈ R(M; g)]=⇒ f ∈ R(M);üðïõ (M; g) = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK ; g) åßíáé ç åðÝê�áóç �çò M ìå �çí g.x2C.3. Äåßî�å ü�é áí ïé P (~x) êáé Q(~x) åßíáé áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò ó�çìåñéêÞ Üëãåâñá M, �ü�å M-áíáäñïìéêÝò åßíáé êáé ïé ó÷ÝóåéòR1(~x) ⇐⇒ ¬P (~x)R2(~x) ⇐⇒ P (~x) & Q(~x);R3(~x) ⇐⇒ P (~x) ∨Q(~x):x2C.4. Äåßî�å ü�é ç Ýíùóç A ∪B, ç �ïìÞ A ∩B, êáé ç äéáöïñÜA \B = {x ∈ A | x =∈ B}äýï M-áíáäñïìéêþí óõíüëùí åßíáé áíáäñïìéêÜ óýíïëá.Äåßî�å åðßóçò ü�é �ï ìïíïóýíïëï {0} åßíáéM-áíáäñïìéêü óå êÜèå ìåñéêÞÜëãåâñá M, åíþ óå êÜðïéá ìåñéêÞ Üëãåâñá, �ï ìïíïóýíïëï {1} äåí åßíáéáíáäñïìéêü.2C.6. Ïñéóìüò. �éá êÜèå f : M * M , ç åðáíÜëçøç f : N ×M * M�çò f ïñßæå�áé ìå �çí áíáäñïìÞf0(x) = x; fn+1(x) = f(fn(x)):
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56 2. �åíéêÞ áíáäñïìÞx2C.5∗. Äåßî�å ü�é áí ïé g; h : M * M åßíáé M-áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝòóõíáñ�Þóåéò, �ü�å M-áíáäñïìéêÞ åßíáé êáé çf(x) = gm(x) üðïõ m = (�n ≥ 1)[hn(x) = 0]:
2D. ÁíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò öõóéêïýòÕðåíèõìßæïõìå �ïí ïñéóìü (58)
R(Ψ) = {f : Nn * N | ç f åßíáé (N0; f1; : : : ; fK)-áíáäñïìéêÞãéá êÜðïéåò f1; : : : ; fK ∈ Ψ}�ùí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ðïõ åßíáé áíáäñïìéêÝò ó�ï �õ÷áßï óýíïëï Ψðëåéïìåëþí, ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóéêïýò, êáé óõëëÝãïõìå óå Ýíáèåþñçìá �éò âáóéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ R(Ψ) ðïõ óõíÜãïí�áé áðü �á ãåíéêÜèåùñÞìá�á ó�á äýï ðñïçãïýìåíá åäÜöéá. Áõ�Ýò éó÷ýïõí, âÝâáéá, êáé ãéá �ïóýíïëï

R = R(∅) = R(N0)�ùí (áðüëõ�á) áíáäñïìéêþí, ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï N.2D.1. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï R(Ψ) åßíáé ðñù�ïãåíþò êëåéó�ü êáé êëåé-ó�ü ãéá åëá÷éó�ïðïßçóç, Ý�óé ðïõ
R�(Ψ) ⊆ R(Ψ);êáé, éäéáß�åñá, êÜèå åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé áíá-äñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Ôï óýíïëï R(Ψ) ðåñéÝ÷åé �éò ðñïâïëÝò, �éò ó�áèåñÝò 0 êáé

1 êáé �éò äïóìÝíåò S(x) êáé Pd(x) åðåéäÞ êÜèå R(N0; 0; 1; f1; : : : ; fk) ìåf1; : : : ; fk ∈ Ψ Ý÷åé áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò áðü �ï �üñéóìá 2C.3.Ôçí ðñù�ïãåíÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ R(Ψ) �çí áöÞíïõìå ãéá Üóêçóç, x2D.1.Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é �ï óýíïëï R(Ψ) �ùí áíáäñïìéêþí ó�ï Ψ ìåñéêþíóõíáñ�Þóåùí åßíáé êëåéó�ü ãéá åëá÷éó�ïðïßçóç, äçëáäÞ áí g ∈ R(Ψ) êáéf(y; ~x) = (�i ≥ y)[g(i; ~x) = 0];�ü�å f ∈ R(Ψ). Áðü �çí �ñü�áóç 1C.8, ç f åßíáé ç åëÜ÷éó�ç ëýóç �çòáíáäñïìéêÞò åîßóùóçòf(y; ~x) = áí (g(y; ~x) = 0) �ü�å y áëëéþò f(y + 1; ~x);ðïõ (áðü ìüíç �çò) åßíáé ðñüãñáììá, Üñá (áðü �ï Èåþñçìá 2C.5), ç fõðïëïãßæå�áé áð' áõ�ü �ï ðñüãñáììá êáé f ∈ R(Ψ∪{g})· áëëÜ áí g ∈ R(Ψ),�ü�å R(Ψ ∪ {g}) = R(Ψ) áðü �ï 2C.4. ⊣
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2D. ÁíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõò öõóéêïýò 572D. ÁóêÞóåéòx2D.1. Äåßî�å ü�é áí ïé g(~x) êáé h(w; y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÝò ó�ï Ψ êáéç f(y; ~x) ïñßæå�áé áð' áõ�Ýò ìå �çí ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ (11), �ü�å êáé çf(y; ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ ó�ï Ψ.Ç �áý�éóç �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ìå�éò N0-áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò õðáéíßóóå�áé (ìå êÜðïéï �ñüðï) ü�é ïé èå-ìåëéáêÝò óõíáñ�Þóåéò ó�ïõ öõóéêïýò åßíáé ïé S êáé Pd . Áõ�ü äåí áëçèåýåéü�áí (üðùò óõíçèßæå�áé) ÷ñçóéìïðïéïýìå �ç äõúêÞ áíÜð�õîç �ùí öõóéêþí,x = x0 + x12 + x22
2 + · · · + xk2k (xi ≤ 1);ïðü�å ç öõóéêÞ ìåñéêÞ Üëãåâñá Ý÷åé äéáöïñå�éêÜ äïóìÝíá. ÈÝ�ïõìåNb = (N; 0; 1;Parity; iq2; em2; om2);(60)üðïõ Parity(x) åßíáé 0 Þ 1 áíÜëïãá, áí ï x åßíáé Üñ�éïò Þ ðåñé��üò, êáéiq2(x) = quot(x; 2); em2(x) = 2x; om2(x) = 2x+ 1:x2D.2. Äåßî�å ü�é R = R(Nb), äçëáäÞ ïé áíáäñïìéêÝò, ìåñéêÝò óõíáñ-�Þóåéò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò åßíáé áêñéâþò ïé ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ðïõõðïëïãßæïí�áé áðü ðñïãñÜììá�á �çò R(Nb).x2D.3∗. Äåßî�å ü�é ç ìïíáäéêÞ ïëéêÞ ëýóç �çò åîßóùóçò (∗) ó�çí Üóêçóçx1C.12∗ åßíáé áíáäñïìéêÞ, áëëÜ ç (∗) Ý÷åé êáé ëýóåéò ðïõ äåí åßíáé áíáäñï-ìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3
Õ�ÏËÏ�ÉÓÉÌÏÔÇÔÁ ÊÁÉ ÁÍÁ�ÏÊÑÉÓÉÌÏÔÇÔÁ
Áðü �á êåí�ñéêÜ áðï�åëÝóìá�á ó' áõ�ü �ï ÊåöÜëáéï ðçãÜæïõí ïé óçìáí�é-êü�åñåò åöáñìïãÝò �çò èåùñßáò áíáäñïìÞò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõèá åêèÝóïõìå ó�ï åðüìåíï ÊåöÜëáéï. Åäþ èá èÝóïõìå �éò áðáñáß�ç�åò ìá-èçìá�éêÝò âÜóåéò ãé' áõ�Ýò �éò åöáñìïãÝò, êáé èá èåìåëéþóïõìå �ç ó÷ÝóçáíÜìåóá ó�çí £áíáäñïìÞ¤ êáé �çí £õðïëïãéóéìü�ç�á¤ | �ï ðåñßöçìï Áß�çìáChurh-Turing.
3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóçÓ' áõ�ü �ï åäÜöéï èá äåßîïõìå �ï åîÞò âáóéêü èåþñçìá, ðïõ åßíáé èåìå-ëéáêü ãéá �ï èÝìá ìáò.3A.1. Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò êáé Áðáñßèìçóçò [Kleene℄. ÕðÜñ-÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç U(y), êáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝòó÷Ýóåéò Tn(e; x1; : : : ; xn; y) (n ≥ 1) êáé óõíáñ�Þóåéò Smn (e; z1; : : : ; zm)
(n;m ≥ 1), ãéá �éò ïðïßåò éó÷ýïõí �á åîÞò:(a) Ç �õ÷áßá, n-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) ó�ïõò öõóéêïýò åßíáé áíá-äñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò e �Ý�ïéïò ðïõf(~x) = U(�yTn(e; ~x; y)) (~x = x1; : : : ; xn ∈ N):(61)(b) �éá üëá �á e, y, ~z = z1; : : : ; zm êáé ~x = x1; : : : ; xn,U(�yTm+n(e; ~z; ~x; y)) = U(�yTn(Smn (e; ~z); ~x; y)):(62)ÅðéðëÝïí, ïé óõíáñ�Þóåéò Smn (e; ~z) åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá.Áðü �çí êáíïíéêÞ ìïñöÞ (61) óõíÜãå�áé ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõ-íÜñ�çóç £ðáñÜãå�áé¤ áðü ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìå (ìüíï)ìßá âëáêþäç áíáæÞ�çóç, êáé åéäéêü�åñá, ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ-�çóç åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ. Åðßóçò, áí èÝóïõìå'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y));(63) 59



60 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á�ü�å ç åîßóùóç (61) óõíåðÜãå�áé ü�é, ãéá êÜèå n, ç áêïëïõèßá'n0 ; 'n1 ; : : : ;áðáñéèìåß üëåò �éò n-ìåëåßò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, ìå �Ý�ïéï�ñüðï ðïõ ç (n+ 1)-ìåëÞò ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç'n(e; ~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y))íá åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ï áñéèìüò e êáëåß�áé êùäéêüò �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò'ne , êáé åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç Ý÷åéðïëëïýò êùäéêïýò, ¢óêçóç x3A.2.Ç âáóéêÞ éäÝá ãéá �çí áðüäåéîç åßíáé íá êùäéêïðïéÞóïõìå ìå áñéèìïýò(üðùò ó�ï 1B.11) �á áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììá�á �çò N0 êáé �ïõò �åñìá�éêïýòõðïëïãéóìïýò �ùí áíáäñïìéêþí ìç÷áíþí, Ý�óé ðïõ ç ó÷ÝóçTn(e; x1; : : : ; xn; y) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ(64) áíáäñïìéêïý ðñïãñÜììá�ïò E,êáé ï y åßíáé êùäéêüò�åñìá�éêïý õðïëïãéóìïý �ïõ Eó�çí åßóïäï æ0 : x1; : : : ; xníá åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ, êáé íá õðÜñ÷åé ìéá ðñù�ïãåíþò áíáäñï-ìéêÞ óõíÜñ�çóç U(y), �Ý�ïéá ðïõ áí ï y åßíáé êùäéêüò �åñìá�éêïý õðïëïãé-óìïý, �ü�åU(y) = ç �éìÞ åîüäïõ áðü �ïí (�åñìá�éêü) õðïëïãéóìü y:(65)Áð' áõ�ïýò �ïõò ïñéóìïýò óõíÜãå�áé áìÝóùò �ï (a) êáé äéåõêñéíßæå�áé �ïíüçìÜ �ïõ. Ç óçìáóßá �ïõ êÜðùò �å÷íéêü�åñïõ (b) èá åîçãçèåß ó�ç ðïñåßá.Ó�ïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðá-íåéëçììÝíá êùäéêïýò áêïëïõèéþí (1B.11). �éá �çí áðëïýó�åõóç ïñéóìÝíùí�ýðùí, èÝ�ïõìå
(u)i;j = ((u)i)j ; (u)i;j;k = ((u)i)j)k; ê.ëð.;�rst(u) = (u)0; last(u) = (u)lh(u)−· 1;Ý�óé ðïõ�rst(〈u0; : : : ; un−1〉) = u0 = �ï ðñþ�ï ó�ïé÷åßï �çò u0; : : : ; un−1;last(〈u0; : : : ; un−1〉) = un−1 = �ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï �çò u0; : : : ; un−1;êáé
(〈〈0; 2〉; 〈1; 0〉〉)0;1 = 2; (〈〈0; 2〉; 〈1; 0〉〉)1;0 = 1:Åðßóçò èá ÷ñåéáó�ïýìå ìåñéêÝò �å÷íéêÝò éäéü�ç�åò �ùí êùäéêþí áêïëïõèéþí:
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3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç 613A.2. ËÞììá. �éá �çí êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóç (1B.11), ïé åîÞò óõíáñ-�Þóåéò åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò:maxseq(n) = max{〈u0; : : : ; um−1〉 | m;u0; : : : ; um−1 ≤ n}(66)(67) seg(u; i; j)
=

{
〈(u)i; (u)i+1; : : : ; (u)j−· 1〉; áí Seq(u) & 0 ≤ i < j ≤ lh(u);
0; áëëéþò.ÅðéðëÝïí, ãéá üëá �á u; i; j, seg(u; i; j) ≤ u;êáé áí i > 0 Þ j < lh(u), �ü�å seg(u; i; j) < u.Áðüäåéîç ó�çí ¢óêçóç x3A.1. ⊣Áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 3A.1. Ç óåéñÜ ïñéóìþí ðïõ áêïëïõèåßêùäéêïðïéåß �á âáóéêÜ óýíïëá áí�éêåéìÝíùí ðïõ áíáêýð�ïõí ó�ç èåùñßá �çòðñïãñáììá�éêÞò ãëþóóáò R. ×ñçóéìïðïéïýìå �çí êëáóéêÞ êùäéêïðïßçóçáêïëïõèéþí, êáé �ï óõìâïëéóìü [X]A ãéá �ïí êùäéêü �ïõ áí�éêåéìÝíïõ X·äçëáäÞ ïé ïñéóìïß ìáò äßíïõí äéáäï÷éêÜ Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíáñ�Þóåéò

[ ]A : A  Nãéá êÜèå âáóéêü óýíïëï A ðïõ èá êùäéêïðïéÞóïõìå. Áí�ß ãéá [ ]A èá ãñÜ-öïõìå [ ]i, üðïõ ç êùäéêïðïßçóç �ïõ óõíüëïõ A ïñßæå�áé ó�ï ïñéóìü i, ãéái = 1; : : : 6.1. Óýìâïëá. Óýìöùíá ìå �ïõò ïñéóìïýò �çò R(N0) ó�ï 2A.2, èÝ�ïõìåðñþ�á
[vi]1 = 〈0; 0; i〉; [n]1 = 〈0; 1; n〉; [S]1 = 〈1; 1; 0〉;

[Pd ]1 = 〈1; 1; 1〉; [æni ]1 = 〈1; n; 2 + i〉;êáé ãéá �á õðüëïéðá ï÷�þ óýìâïëááí �ü�å áëëéþò ; ( ) = ?÷ñçóéìïðïéïýìå �ïõò áñéèìïýò
〈2; 0〉; : : : ; 〈2; 7〉;äçëáäÞ [áí ]1 = 〈2; 0〉, [�ü�å ]1 = 〈2; 1〉, : : : , [?]1 = 〈2; 7〉.�áñá�çñïýìå ü�é ï êùäéêüò �ïõ �õ÷áßïõ áñéèìïý n åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü�ïí n, ð.÷.,

[1]1 = 〈0; 1; 1〉 = 2 · 32 · 52 = 450·ðñïöáíþò äåí ìáò åíäéáöÝñåé åäþ ç áðï�åëåóìá�éêü�ç�á �çò êùäéêïðïßçóçò.
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62 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á2. ËÝîåéò. �éá êÜèå ëÝîç (áêïëïõèßá)� ≡ �0�1 · · ·�náðü óýìâïëá (óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ êáé �ïõ `?'), èÝ�ïõìå
[�0�1 · · ·�n]2 = 〈[�0]1; [�1]1; : : : ; [�n]1〉:�éá ðáñÜäåéãìá,

[S(v1)]2 = 〈[S]1; [(]1; [v1]1; [)]1〉 = 〈〈1; 1; 0〉; 〈2; 4〉; 〈0; 0; 1〉; 〈2; 5〉〉;
[æ2

1(v1; 0)]2 = 〈[æ2
1]1; [(]1; [v1]1; [0]1; [)]1〉 = · · · :Åéäéêü�åñá, ï ïñéóìüò áõ�üò áíáèÝ�åé êùäéêïýò ó�ïõò üñïõò �çò R, ðïõåßíáé ëÝîåéò áð' áõ�Ü �á óýìâïëá.�áñá�Þñçóç. Ïé áñéèìç�éêÝò ìå�áâëç�Ýò vi êáé ïé áñéèìç�éêÝò ó�áèåñÝòn åßíáé óýìâïëá, áëëÜ åßíáé êáé üñïé ìÞêïõò 1. ¸�óé Ý÷ïõí äýï äéáöïñå�éêÝòêùäéêïðïéÞóåéò, ùò óýìâïëá êáé ùò üñïé, êáé ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå íá ìçí�éò óõã÷Ýïõìå:
[vi]1 = 〈0; 0; i〉; [vi]2 = 〈〈0; 0; i〉〉
[n]1 = 〈0; 1; n〉; [n]2 = 〈〈0; 1; n〉〉:�éá ðáñÜäåéãìá, [0]1 = 〈0; 1; 0〉 = 2 · 32 · 5 = 90, åíþ [0]2 = 〈90〉 = 291.3. ÁíáäñïìéêÝò åîéóþóåéò. Ç �õ÷áßá (�õðéêÞ) åîßóùóç êáèïñßæå�áé áðü�ï áñéó�åñü êáé �ï äåîéü �çò óêÝëïò, ðïõ åßíáé üñïé· èÝ�ïõìå

[æ(~v) = E]3 = 〈[æ(~v)]2; [E]2〉:4. ÁíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììá�á. Áí E = (e0; : : : ; ek), �ü�å êÜèå ei åßíáéåîßóùóç, êáé èÝ�ïõìå
[E]4 = 〈[e0]3; : : : ; [ek]3〉:5. Êá�áó�Üóåéò. Ôá ó�ïé÷åßá ó�ï áñéó�åñü óêÝëïò ìéáò êá�Üó�áóçòåßíáé Þ êëåéó�ïß üñïé Þ óõíáñ�çóéáêÜ óýìâïëá Þ �ï `?', åíþ �á ó�ïé÷åßá ó�ïäåîéü �çò óêÝëïò åßíáé áñéèìç�éêÝò ó�áèåñÝò (äçëáäÞ áñéèìïß). ÈÝ�ïõìå:

[�0; : : : ; �m−1 : �0; : : : ; �n−1]5 = 〈〈[�0]
′; : : : ; [�m−1]

′〉; 〈[�0]1; : : : ; [�n−1]1〉〉;üðïõ
[�i]′ =

{
[�i]1; áí �ï �i åßíáé óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï Þ �ï `?';
[�i]2; áëëéþò, äçëáäÞ áí ï �i åßíáé êëåéó�üò üñïò:Åäþ ðñÝðåé íá ðñïóÝîïõìå, åðåéäÞ ïé áñéèìç�éêÝò ó�áèåñÝò êùäéêïðïéïýí�áéùò óýìâïëá ó�ï äåîéü óêÝëïò êáé ùò üñïé ó�ï áñéó�åñü· ãéá ðáñÜäåéãìá,

[2 : 2]5 = 〈〈〈〈0; 1; 2〉〉〉; 〈〈0; 1; 2〉〉〉:
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3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç 63�áñá�çñïýìå ü�é ü�áí ï u åßíáé êùäéêüò ìéáò êá�Üó�áóçò � : �, �ü�å ï�rst(u) åßíáé êùäéêüò �ïõ áñéó�åñïý óêÝëïõò �, êáé ï last(u) åßíáé êùäéêüò�ïõ äåîéïý óêÝëïõò �.�éá íá åðáëçèåýóïõìå ü�é ç óõíÜñ�çóç � 7→ [�]5 åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá ó�ïóýíïëï êá�áó�Üóåùí, ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é êáíÝíáò áñéèìüò äåíåßíáé �áõ�ü÷ñïíá êùäéêüò óõíáñ�çóéáêïý óõìâüëïõ Þ �ïõ `?' êáé åðßóçòêùäéêüò êëåéó�ïý üñïõ· áõ�ü éó÷ýåé åðåéäÞ �ï ðñþ�ï óýìâïëï êÜèå êëåéó�ïýüñïõ E åßíáé Ýíá áðü �á S; Pd ; n; æni ; (ìå êùäéêü > 2, Ý�óé ðïõ ãéá êÜèå üñï E, �rst([E]2) > 2· åíþ áí ï u åßíáéêùäéêüò óõìâüëïõ, �ü�å �rst(u) ≤ 2.6. Õðïëïãéóìïß. �éá êÜèå áêïëïõèßá êá�áó�Üóåùí s = (s0; : : : ; sk),èÝ�ïõìå
[s0; : : : ; sk]6 = 〈[s0]5; : : : ; [sk]5〉:Áõ�ü êùäéêïðïéåß üëåò �éò áêïëïõèßåò êá�áó�Üóåùí, êáé éäéáß�åñá �ïõò�åñìá�éêïýò õðïëïãéóìïýò �çò ìç÷áíÞò ãéá ïðïéïäÞðï�å áíáäñïìéêü ðñü-ãñáììá.Ó' áõ�ü �ï óçìåßï ïé ïñéóìïß (64) êáé (65) åßíáé áõó�çñïß, êáé ãéá �ïìÝñïò (a) �ïõ èåùñÞìá�ïò áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ç ó÷Ýóç Tn(e; ~x; y) êáé çóõíÜñ�çóç U(y) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò.Ôï äåý�åñï åßíáé áðëü: ãéá�ß, ìå ðñïóåê�éêÞ £áðïêùäéêïðïßçóç¤ �ùí ïñé-óìþí, áñêåß íá èÝóïõìå U(y) = last(y)1;0;2(68)(¢óêçóç x3A.3).�éá �ï ðñþ�ï, äßíïõìå ìéá óåéñÜ áðü âïçèç�éêïýò ïñéóìïýò ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêþí £óõíáñ�Þóåùí êáé ó÷Ýóåùí áðïêùäéêïðïßçóçò¤ ðïõ êá�áëÞ-ãïõí ìå �ï æç�ïýìåíï. Ïé ðåñéóóü�åñåò áðü �éò áðáé�ïýìåíåò áðïäåßîåéòðñù�ïãåíïýò áíáäñïìéêü�ç�áò åßíáé áðëÝò, êáé ãé' áõ�Ýò ðïõ äåí åßíáé èáðáñáèÝóïõìå ìåñéêÜ ó÷üëéá ìå�Ü �ïí êá�Üëïãï.ÁñÌå�(v) ⇐⇒ ï v åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò vi

⇐⇒ v = 〈0; 0; (v)2〉ÁñÓ�áè() ⇐⇒ ï  åßíáé êùäéêüò áñéèìïý
⇐⇒  = 〈0; 1; ()2〉ÓõíÌå�(f) ⇐⇒ ï f åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò æni
⇐⇒ f = 〈1; (f)1; (f)2〉 & (f)1 ≥ 1 & (f)2 ≥ 2ÓõíÓ�áè(f) ⇐⇒ ï f åßíáé êùäéêüò �ïõ S Þ �ïõ Pd
⇐⇒ f = [S]1 ∨ f = [Pd ]1
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64 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áÓõíÓõìâ(f) ⇐⇒ ÓõíÌå�(f) ∨ ÓõíÓ�áè(f)arity(f) = ç ðëåéïìÝëåéá �ïõ óõíáñ�çóéáêïý óõìâüëïõ f(áí ï f åßíáé êùäéêüò óõìâüëïõ)
= (f)1Ïñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõÊëÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò êëåéó�ïý üñïõ
⇐⇒ Ïñïò(u) & (∀i < lh(u))¬ÁñÌå�((u)i)ÓõíèÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ æni (A1; : : : ; An)

⇐⇒ Ïñïò(u) & ÓõíÌå�(�rst(u))ÕðïÏñïò(u; v) ⇐⇒ ï v åßíáé êùäéêüò õðïüñïõ �ïõ üñïõ ìå êùäéêü u
⇐⇒ Ïñïò(u) & Ïñïò(v) & (∃i; j ≤ lh(u)[i < j & v = seg(u; i; j)]ÁðëÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ æni (v1; : : : ; vn)

⇐⇒ ÓõíèÏñïò(u) & (∀v < u)[ÕðïÏñïò(u; v)=⇒ÁñÌå�(v)]Åîßóùóç(e) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò
⇐⇒ e = 〈�rst(e); last(e)〉

& ÁðëÏñïò(�rst(e)) & Ïñïò(last(e))
& (∀i < lh(last(e)))[ÁñÌå�((last(e))i)=⇒ (∃j < lh(�rst(e)))[(last(e))i = (�rst(e))j ]]�ñïãñ(e) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò ðñïãñÜììá�ïò

⇐⇒ Seq(e) & lh(e) > 0 & (∀i < lh(e))[Åîßóùóç((e)i)]
& (∀i < lh(e))(∀j < lh((e)i;1)

[ÓõíÌå�((e)i;1;j)=⇒ (∃k < lh(e))[(e)i;1;j = (e)k;0;0]]Êá�(s) ⇐⇒ ï s åßíáé êùäéêüò êá�Üó�áóçò
⇐⇒ s = 〈(s)0; (s)1〉

& (∀i < lh((s)0)
[ÓõíÓõìâ((s)0;i) ∨ (s)0;i = [?]1 ∨ÊëÏñïò((s)0;i)]

& (∀j < lh((s)1)ÁñÓ�áè((s)1;j)ÔåñìÊá�(s) ⇐⇒ ï s åßíáé êùäéêüò �åñìá�éêÞò êá�Üó�áóçò
⇐⇒ Êá�(s) & lh((s)0) = 0 & lh((s)1) = 1Áí�(u; j; x) =df �ï áðï�Ýëåóìá �çò áí�éêá�Üó�áóçò �çò ìå�áâëç�Þòìå êùäéêü j = [vi] ìå �ç ó�áèåñÜ x ó�ïí üñï ìå êùäéêü u�ëÁí�(u; v; w) =df �ï áðï�Ýëåóìá �çò áí�éêá�Üó�áóçò�ùí ìå�áâëç�þí ìå êùäéêïýò (v)0; : : : ; last(v)
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3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç 65ìå �éò ó�áèåñÝò (w)0; : : : ; last(w)ó�ïí üñï ìå êùäéêü uÌå�ÁðëÏñïõ(u) =df 〈[vi1 ]1; : : : ; [vin ]1〉 (áí u = [æn(vi1 ; : : : ; vin)]2)Ìå�Üâáóç(e; s; s′) ⇐⇒ �ñïãñ(e) & Êá�(s) & Êá�(s′)
& s → s′ ó�o T (E) ãéá e = [E]4Õðïë(e; y) ⇐⇒ ï y åßíáé êùäéêüò �åñìá�éêïý õðïëïãéóìïýó�ï T (E) ãéá e = [E]4

⇐⇒ �ñïãñ(e) & Seq(y) & lh(y) > 1

& (∀i < lh(y)−· 1)Ìå�Üâáóç(e; (y)i; (y)i+1)

& ÔåñìÊá�(last(y))Tn(e; ~x; y) ⇐⇒ �ñïãñ(e) & Õðïë(e; y)
& �rst(�rst(y)) = 〈�rst(�rst(�rst(e)))〉
& last(�rst(y)) = [x1x2 · · ·xn]2Ç ðñþ�ç ìç-ðñïöáíÞò áðüäåéîç ó' áõ�ü �ïí êá�Üëïãï åßíáé ç ðñù�ïãåíÞòáíáäñïìéêü�ç�á �çò ó÷Ýóçò Ïñïò(u), ðïõ åßíáé êáé ç ðéï äýóêïëç.ËÞììá. Ç ó÷ÝóçÏñïò(u) ⇐⇒ ï u åßíáé êùäéêüò üñïõ(69)åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Áðü �ïí ïñéóìü �ïõò, ïé üñïé åßíáé �åóóÜñùí ìïñöþí, äçëáäÞÏñïò(u) ⇐⇒ Ïñïò1(u) ∨Ïñïò2(u) ∨Ïñïò3(u) ∨Ïñïò4(u)(70)óå áí�éó�ïé÷ßá ìå áõ�Ýò �éò ðåñéð�þóåéò, üðïõÏñïò1(u) ⇐⇒ u = [vi]2 ãéá êÜðïéá ìå�áâëç�Þ vi
⇐⇒ u = 〈〈0; 0; (u)0;2〉〉;Ïñïò2(u) ⇐⇒ u = [n]2 ãéá êÜðïéïí áñéèìü n
⇐⇒ u = 〈〈0; 1; (u)0;2〉〉:Ó�éò ðéï äýóêïëåò �åëåõ�áßåò äýï ðåñéð�þóåéò, �ï áí ìéá ëÝîç åßíáé üñïòåîáñ�Ü�áé áðü �ï áí ìåñéêÜ (ãíÞóéá) �ìÞìá�Ü �çò åßíáé üñïé, êáé áõ�ü ìáòäßíåé äýï éóïäõíáìßåò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí�áé áðü �ïõò êùäéêïýò. �éá�çí ðåñßð�ùóç �çò äéáêëÜäùóçò, õðïëïãßæïõìå:Ïñïò4(u) ⇐⇒ u = [(áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C)]2 ãéá üñïõò A;B;C

⇐⇒ (∃ a; b;  < u)[Ïñïò(a) & Ïñïò(b) & Ïñïò()
& u = [(áí (]2 ∗ a ∗ [= 0)�ü�å ]2 ∗ b ∗ [áëëéþò ]2 ∗  ∗ [)]2]:
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66 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áÏé áíéóü�ç�åò a; b;  < u äéêáéïëïãïýí�áé åðåéäÞ áí ï u åßíáé êùäéêüò åíüòüñïõ E ≡ (áí (A = 0) �ü�å B áëëéþò C);�ü�å ïé üñïé A;B;C åßíáé ãíÞóéá �ìÞìá�á �ïõ E, êáé Ý�óé ïé êùäéêïß �ïõòåßíáé ìéêñü�åñïé �ïõ u áðü �ç âáóéêÞ éäéü�ç�á �çò óõíÜñ�çóçò seg(u; i; j)ó�ï ËÞììá 3A.2.ÔåëéêÜ èåùñïýìå �çí �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç, ðïõ åßíáé äõóêïëü�åñç åðåéäÞï £óýíèå�ïò¤ üñïò ìå êùäéêü u ðáñÜãå�áé áðü n õðïüñïõò, ãéá äéÜöïñá n:Ïñïò3(u) ⇐⇒ u = [f(A0; : : : ; An−1)]2ãéá üñïõò A0; : : : ; An−1 êáé n-ìåëÝò óýìâïëï f;üðïõ ìå £óýìâïëï¤ åííïïýìå êÜðïéá óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ Þ ìßá áðü �éòó�áèåñÝò S, Pd . Áí ï u éêáíïðïéåß áõ�Þ �ç óõíèÞêç, �ü�å ìðïñïýìå íá õðï-ëïãßóïõìå �ïí êùäéêü �ïõ óõìâüëïõ f , [f ]1 = (u)0 êáé �çí ðëåéïìÝëåéÜ �ïõn = (u)0;1. Åðßóçò ãíùñßæïõìå ü�é ïé êùäéêïß �ùí üñùí A0; : : : ; An−1åßíáé ìéêñü�åñïé �ïõ u, åöüóïí áõ�ïß ïé üñïé åßíáé ãíÞóéá �ìÞìá�á �ïõf(A0; : : : ; An−1). ¸�óé ç éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåß ç óõíèÞêç Ïñïò3(u)ðáßñíåé �ç ìïñöÞÏñïò3(u) ⇐⇒ Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)

& (∃a0; : : : ; a(u)0;1 −· 1)[(∀i < (u)0;1)Ïñïò(ai)
& u = 〈(u)0〉 ∗ [(]2 ∗ a0 ∗ [; ]2 ∗ · · · ∗ a(u)0;1 −· 1 ∗ [)]2]:Áõ�ü èõìßæåé ðïëý �çí éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåß ç óõíèÞêç Ïñïò4(u), åê�üòáðü �éò �åëß�óåò £ : : : ¤ ðïõ ðñÝðåé âÝâáéá íá �éò áðïöýãïõìå, êáé ãé' áõ�ü�ï óêïðü ïñßæïõìå �éò åîÞò, âïçèç�éêÝò (ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò) óõíáñ-�Þóåéò: h(0; u; a) = 〈(u)0〉 ∗ [(]2 ∗ (a)0h(t+ 1; u; a) = h(t; u; a) ∗ [; ]2 ∗ 〈(a)t〉g(u; v) = h((u)0;1; u; a) ∗ [)]2:Áí o (u)0 åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ n-ìåëïýò óõíáñ�çóéáêïý óõìâüëïõ, (u)0 =

[f ]1, êáé ãéá i < n ï (a)i = [Ai]2 åßíáé êùäéêüò êÜðïéáò ëÝîçò, �ü�åh(0; u; a) = [f(A0]2; h(1; u; a) = [f(A0; A1]2; : : : ;êáé �åëéêÜ, g(u; v) = [f(A0; A1; : : : ; An−1)]2:¸ðå�áé ü�é ç óõíèÞêç ãéá �çí Ïñïò3(u) �åëéêÜ ðáßñíåé �ç ìïñöÞÏñïò3(u) ⇐⇒ Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)

& (∃a ≤ maxseq(u))[(∀i < (u)0;1)Ïñïò((a)i)
& u = g(u; a)]:
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3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç 67Áí �þñá áí�éêá�áó�Þóïõìå áõ�Ýò �éò éóïäõíáìßåò ãéá �éò �Ýóóåñéò ðåñéð�þ-óåéò ó�çí (70), ðáñÜãïõìå ìéá éóïäõíáìßá ðïõ éêáíïðïéåß�áé áðü �ç ó÷ÝóçÏñïò(u) êáé ðïõ óõíåðÜãå�áé åýêïëá ìå ðëÞñç ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ ãéá ó÷Ý-óåéò (¢óêçóç x1B.17) ü�é ç Ïñïò(u) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ. �éá íáêá�áãñÜøïõìå êé' áõ�Þ �ç ëåð�ïìÝñåéá (ìéá êáé ö�Üóáìå ùò åäþ), èÝ�ïõìåH(w; u) ⇐⇒ Ïñïò1(u) ∨Ïñïò2(u)

∨
[Seq(u) & ÓõíÓõìâ((u)0)

& (∃a ≤ maxseq(u))[(∀i < (u)0;1)[(w)(a)i = 1]

& u = g(u; a)]
∨(∃ a; b;  < u)[(w)a = 1 & (w)b = 1 & (w) = 1)

& u = [(áí (]2 ∗ a ∗ [= 0)]2 ∗ b ∗ [áëëéþò ]2 ∗  ∗ [)]2];êáé åðáëçèåýïõìå (ìå �çí áíÜëõóç ðïõ Ý÷ïõìå Þäç êÜíåé) ü�é, ãéá êÜèå u),Ïñïò(u) ⇐⇒ H(〈�Ïñïò(0); : : : ; �Ïñïò(u−· 1)〉; u);ðïõ óõíåðÜãå�áé (üðùò ó�çí ¢óêçóç x1B.17) ü�é ç Ïñïò(u) åßíáé ðñù�ïãå-íþò áíáäñïìéêÞ. (ËÞììá) ⊣Ç ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêü�ç�á �ùí ðåñéóóï�Ýñùí áðü �éò Üëëåò ó÷Ýóåéòêáé óõíáñ�Þóåéò �ïõ êá�áëüãïõ åßíáé ðñïöáíÞò, Þ �ïõëÜ÷éó�ïí åýêïëç,åê�üò áðü �çí Ìå�Üâáóç(e; s; s′) ðïõ ÷ñåéÜæå�áé êÜðïéá óêÝøç êáé �çí áöÞ-íïõìå ãéá Üóêçóç, x3A.4∗· áîßæåé íá êá�åñãáó�åß ï áíáãíþó�çò �éò ëåð�ï-ìÝñåéåò �ïõëÜ÷éó�ïí åíüò áð' áõ�ïýò �ïõò õðïëïãéóìïýò, ãéá íá êá�áëÜâåéðåñß �ßíïò ðñüêåé�áé.�éá �ï ìÝñïò (b) �ïõ èåùñÞìá�ïò, ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå áðü �ïí êùäéêüe êÜðïéïõ óõó�Þìá�ïò E ðïõ õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçg(y1; : : : ; ym; x1; : : : ; xn) = 'e(~y; ~x)êáé äïóìÝíïõò áñéèìïýò ~z = z1; : : : ; zm, �ïí êùäéêü Smn (e; ~z) êÜðïéïõ Üëëïõóõó�Þìá�ïò E~z ðïõ õðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(~x) = g(~z; ~x)·(71)êáé åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áí �ï ðñþ�ï óõíáñ�çóéáêü óýìâïëï �ïõ E åßíáé �ïg êáé �ï f åßíáé êáéíïýñãéá óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ (ðïõ äåí ïñßæå�áé ó�ïE), �ü�å áñêåß íá ðñïóèÝóïõìå ó�çí áñ÷Þ �ïõ E �ïí ïñéóìü (71). ¸ó�ùæm+ni (v0; : : : ; vm−1; vm; : : : ; vm+n−1) = E0ç ðñþ�ç åîßóùóç �ïõ óõó�Þìá�ïò E ìå êùäéêü e. ¸ðå�áé (áðü �çí êùäé-êïðïßçóç), ü�é ï êùäéêüò �çò óõíáñ�çóéáêÞò ìå�áâëç�Þò ðïõ ïñßæå�áé ó�çíåîßóùóç ìå êùäéêü (e)i �ïõ E åßíáé
[ækiji ] = g1(e) = (e)i;0;0;
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68 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áêáé åéäéêü�åñá, ï êùäéêüò �çò óõíáñ�çóéáêÞò ìå�áâëç�Þò ðïõ ïñßæå�áé ó�çíðñþ�ç åîßóùóç �ïõ E åßíáé
[æm+ni ] = g1(e) = (e)0;0;0·êáé ïé êùäéêïß �ùí áñéèìç�éêþí ìå�áâëç�þí ó�çí ðñþ�ç åîßóùóç õðïëïãß-æïí�áé áðü �çí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç

[vi] = g2(e; i) = (e)0;0;2+2i (i = 0; : : : ;m+ n− 1):�áñá�çñïýìå ü�é ï áñéèìüòf∗(e) = 〈1; n;max{(e)i;0;0;2 + 1 | i < lh(e)}〉åßíáé êùäéêüò óõíáñ�çóéáêÞò ìå�áâëç�Þò ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü �ïõòêùäéêïýò üëùí �ùí óõíáñ�çóéáêþí ìå�áâëç�þí ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�ï E,êáé åðïìÝíùò äåí åìöáíßæå�áé ó�ï E. ¸ðå�áé ü�é (áí ï e åßíáé êùäéêüòðñïãñÜììá�ïò), �ü�å ï æç�ïýìåíïò êùäéêüò õðïëïãßæå�áé ìå �çíSmn (e; ~z) = 〈〈f∗(e); [(]; g2(e;m); [; ]; : : : ; g2(e;m+ n− 1); [)]〉;
〈g1(e); [z1]1; [; ]1; : : : ; [; ]1; [zm]1; [)]1〉〉 ∗ e:Ó�çí áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç (ü�áí ¬�ñïãñ(e)) áñêåß íá èÝóïõìåSmn (e; ~z) = 〈0; e; ~z〉;åêìå�áëëåõüìåíïé �ï ãåãïíüò ü�é êáìßá áêïëïõèßá �çò ìïñöÞò 〈0; e; ~z〉 äåíåßíáé êùäéêüò ðñïãñÜììá�ïò.ÔåëéêÜ, ïé óõíáñ�Þóåéò Smn (e; ~z) åßíáé ðñïöáíþò Ýíá-ðñïò-Ýíá, áðü �ïíïñéóìü �ïõò. ⊣3A.3. �üñéóìá. Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Nn * N åßíáé áíáäñïìéêÞ�ü�å êáé ìüíï áí åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Ïé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò åßíáé áíá-äñïìéêÝò áðü �ï �üñéóìá 2D.1, êáé �ï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò ðñï-öáíþò óõíåðÜãå�áé ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé åëá÷éó�éêÜáíáäñïìéêÞ. ⊣Åäþ ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é ç êáíïíéêÞ ìïñöÞ (61) óðÜíéá äßíåé�ïí áðï�åëåóìá�éêü�åñï áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü ìéáò óõíÜñ�çóçò,ðïõ óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò ïñßæå�áé åýêïëá (êáé ðéï öõóéêÜ) ìå £ãåíéêÞ¤áíáäñïìÞ· áõ�üò Üëëùó�å åßíáé êáé ï ëüãïò ðïõ äåí Þ�áí ðñïöáíÝò áðü �ïíïñéóìü �çò ü�é ç óõíÜñ�çóç �ïõ Akermann åßíáé åëá÷éó�éêÜ áíáäñïìéêÞ.Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, �ï Èåþñçìá 3A.1 åßíáé âáóéêü ãéá �ç ìåëÝ�ç �ùí áíá-äñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí, êáé éäéáß�åñá ãéá áðïäåßîåéò ìç-áíáäñïìéêü-�ç�áò, ðïõ åßíáé êáé ïé óçìáí�éêü�åñåò åöáñìïãÝò �çò èåùñßáò áíáäñïìéêþíóõíáñ�Þóåùí, üðùò èá äïýìå ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï. Åäþ ðåñéïñéæüìáó�åóå äýï ðïñßóìá�á ðïõ åßíáé ðáñáäåéãìá�éêÜ �çò ÷ñÞóçò �ïõ.
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3A. ÊáíïíéêÞ ìïñöÞ êáé áðáñßèìçóç 693A.4. Èåþñçìá (Turing). Ç ó÷Ýóç �åñìá�éóìïýH(e; x) ⇐⇒ 'e(x)↓(72)äåí åßíáé áíáäñïìéêÞ.�áñá�çñïýìå ü�é, áðü �ïí ïñéóìü �çòH(e; x) ⇐⇒ (∃y)T1(e; x; y)
⇐⇒ �ñïãñ(e) & ç áíáäñïìéêÞ ìç÷áíÞ ìå êùäéêü e�åñìá�ßæåé ó�çí åßóïäï xÁðüäåéîç. Áí ç H(e; x) Þ�áí áíáäñïìéêÞ, �ü�å ç ïëéêÞ óõíÜñ�çóçf(x) =

{'x(x) + 1; áí H(x; x)

0; áëëéþòèá Þ�áí áíáäñïìéêÞ· Üñá, ãéá êÜðïéï e êáé üëá �á xf(x) = 'e(x) = 'x(x) + 1;ðïõ åßíáé Ü�ïðï ãéá x = e. ⊣Ôï ìÝñïò (b) �ïõ 3A.1 âåâáéþíåé áðëÜ ü�é ìéá óõãêåêñéìÝíç êá�áóêåõÞáíáäñïìéêþí ðñïãñáììÜ�ùí åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó�ïõò êùäéêïýò:óõãêåêñéìÝíá, áí ï e åßíáé êùäéêüò �çò f(~z; ~x), �ü�å, ãéá êÜèå ~z, ï Smn (e; ~z)åßíáé êùäéêüò �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçòf~z(~x) = f(~z; ~x):Ôï áðï�Ýëåóìá (ðïõ óõ÷íÜ êáëåß�áé �ï Èåþñçìá Smn ) åßíáé óçìáí�éêü åðåéäÞóõíåðÜãå�áé ü�é ðïëëÝò Üëëåò, ðïëõðëïêü�åñåò êá�áóêåõÝò ðñïãñáììÜ�ùíåßíáé åðßóçò ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÝò ó�ïõò êùäéêïýò.3A.5. �ñü�áóç (�áñÜäåéãìá). Ç ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìÞ åßíáé ðñù�ïãå-íþò áíáäñïìéêÞ ó�ïõò êùäéêïýò, äçëáäÞ: ãéá êÜèå n, õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u(e;m) �Ý�ïéá ðïõ áíf(0; ~x) = 'ne (~x)f(y + 1; ~x) = 'n+2m (f(y; ~x); y; ~x);�ü�å f(y; ~x) = 'n+1u(e;m)(y; ~x):Áðüäåéîç. Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçg(0; e;m; ~x) = 'n(e; ~x)g(y + 1; e;m; ~x) = 'n+2(m; g(y; e;m; ~x); y; ~x)åßíáé áíáäñïìéêÞ, åðåéäÞ �ï R åßíáé êëåéó�ü ãéá ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ, ÜñááíáäñïìéêÞ åßíáé êáé ç h(e;m; y; ~x) = g(y; e;m; ~x);
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70 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áêáé åðïìÝíùò Ý÷åé êÜðïéï êùäéêü ĥ· Ýðå�áé ü�ég(y; e;m; ~x) = h(e;m; y; ~x)

= 'n+3ĥ (e;m; y; ~x)

= 'n+1S2n+1
(̂h;e;m)

(y; ~x);êáé �ï æç�ïýìåíï éó÷ýåé ìå �ç óõíÜñ�çóçu(e;m) = S2n+1(ĥ; e;m): ⊣

3A. ÁóêÞóåéòx3A.1. Äåßî�å �ï ËÞììá 3A.2, êáé åðßóçò ü�é �ï £åðéðëÝïí¤ äåí éó÷ýåéãéá êÜðïéá ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç �ïõ N∗.x3A.2. Äåßî�å ü�é êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) Ý÷åé Üðåéñïõò�ï ðëÞèïò êùäéêïýò, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé �ï ðëÞèïò áñéèìïß e �Ý�ïéïéðïõ f = 'ne .x3A.3. Äåßî�å �çí (68).x3A.4∗. Äåßî�å ü�é ç ó÷Ýóç Ìå�Üâáóç(e; s; s′) åßíáé ðñù�ïãåíþò áíá-äñïìéêÞ. (Ïé ëåð�ïìÝñåéåò áõ�ïý �ïõ õðïëïãéóìïý åßíáé �üóï ðïëëÝò ðïõäåí åßíáé åöéê�ü íá êá�áãñáöïýí üëåò. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ìéá åýãëù��çåîÞãçóç �çò áñ÷é�åê�ïíéêÞò �çò áðüäåéîçò, êáé ç êá�åñãáóßá ìåñéêþí áðü�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ Ý÷ïõí �ï ìåãáëý�åñï åíäéáöÝñïí.)x3A.5. Äåßî�å ü�é êÜðïéá ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u(n) äßíåéãéá êÜèå n Ýíáí êùäéêü �çò �ïìÞò �ïõ Akermann An(x).x3A.6. Äåßî�å ü�é ç óýíèåóç áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáéðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ó�ïõò êùäéêïýò, ìå �çí åîÞò (ãéá ðáñÜäåéãìá) Ýí-íïéá: ãéá êÜðïéá ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u(z; e;m),'nu(z;e;m)(~x) = '2z('ne (~x); 'nm(~x)):x3A.7. Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(x) ðïõ äåíÝ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ åðÝê�áóç, äçëáäÞ f ⊑ g äåí éó÷ýåé ãéá êáìßá ïëéêÞáíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç.
3B. Ôï Áß�çìá Churh-TuringÏ âáóéêüò ó�ü÷ïò ìáò ó' áõ�ü �ï åäÜöéï åßíáé íá åðåîçãÞóïõìå êáé (�ïõ-ëÜ÷éó�ïí ìåñéêÜ) íá äéêáéïëïãÞóïõìå �ï ðåñßöçìï
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3B. Ôï Áß�çìá Churh-Turing 71

a b

f
E1 E2


E = E1 +E2

Ó÷Þìá 4. Ôï åìâáäüí ùò ïëïêëÞñùìá.3B.1. Áß�çìá Churh-Turing (CT). Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf : Nn * N åßíáé õðïëïãßóéìç áí êáé ìüíïí áí åßíáé áíáäñïìéêÞ.Ôï Áß�çìá CT (Churh-Turing Thesis) äéá�õðþèçêå áðü �ïí ÁìåñéêáíüAlonzo Churh êáé �ï Âñå�áíü Alan Turing �ï 1936, áíåîÜñ�ç�á, êáé óåäéáöïñå�éêÝò ìïñöÝò.Ç óõíåðáãùãÞ f áíáäñïìéêÞ =⇒ f õðïëïãßóéìçãéá �çí �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f åßíáé ç �å�ñéììÝíç êá�åýèõíóç �ïõ Áé-�Þìá�ïò, êáé, ãåíéêÜ, èåùñåß�áé ðñïöáíÞò, êá�åõèåßáí áðü �ïí ïñéóìü �çòáíáäñïìéêü�ç�áò· �ïõëÜ÷éó�ïí óÞìåñá (áí ü÷é �ï 1936) åßíáé åýêïëï íáåêëÜâïõìå �éò áíáäñïìéêÝò ìç÷áíÝò �ïõ ïñéóìïý 2B.5 ùò £éäåá�Ýò åêäï÷Ýò¤çëåê�ñïíéêþí õðïëïãéó�þí, Þ êáé ùò ðñáãìá�éêïýò õðïëïãéó�Ýò ìå ðñü-óâáóç óå £áðåñéüñéó�ç ìíÞìç¤. Ç óçìáóßá �ïõ áé�Þìá�ïò âñßóêå�áé ó�çíïõóéáó�éêÞ �çò êá�åýèõíóç,f õðïëïãßóéìç =⇒ f áíáäñïìéêÞ:Ôï Áß�çìá Churh-Turing äåí åðéäÝ÷å�áé áõó�çñÞ áðüäåéîç, åðåéäÞ �áõ�ß-æåé �ç äéáéóèç�éêÞ Ýííïéá �çò õðïëïãéóéìü�ç�áò ìå �çí áõó�çñÞ (ìáèçìá�éêÞ)Ýííïéá �çò áíáäñïìéêü�ç�áò. Ìå Üëëá ëüãéá, äåí ìðïñåß íá åßíáé èåþñçìá,Ý�óé ðïõ áðü �çí êáèáñÜ ìáèçìá�éêÞ óêïðéÜ Ý÷åé �çí õðüó�áóç ïñéóìïý. �éáíá êá�áëÜâïõìå �ï íüçìÜ �çò ðñÝðåé íá åîå�Üóïõìå �ï ñüëï ðïõ ðáßæïõí ïéïñéóìïß ó�á ìáèçìá�éêÜ | ðùò äéêáéïëïãïýí�áé êáé óå �é ÷ñçóéìåýïõí.�éá Ýíá êëáóéêü ðáñÜäåéãìá, �ï åìâáäüí ìéáò (áò �çí ðïýìå) áðëÞò ðåñéï-÷Þò E êÜ�ù áðü �ï ãñÜöçìá ìéáò èå�éêÞò, óõíå÷ïýò óõíÜñ�çóçò f ïñßæå�áé
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72 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áùò ïëïêëÞñùìá, Åìâ(E) =

∫ ba f(x)dx:(73)Ï ïñéóìüò, âÝâáéá, äåí åßíáé áõèáßñå�ïò | áí åß÷å åðéëïãÞ, ï êÜèå ðñù�ïå�Þòöïé�ç�Þò �ùí ìáèçìá�éêþí èá Ýèå�åÅìâ(E) = 2ãéá êÜèå ðåñéï÷Þ E, äßíïí�áò åýêïëç (êáé ëáíèáóìÝíç) ëýóç ó�á ìéóÜ ðñï-âëÞìá�á �ïõ ïëïêëçñù�éêïý ëïãéóìïý! Ç áîßá �ïõ óùó�ïý ïñéóìïý (73)åßíáé ü�é äßíåé �ç óùó�Þ �éìÞ ãéá �á óçìáí�éêÜ ðáñáäåßãìá�á, ð.÷., áð' áõ-�üí õðïëïãßæïõìå ü�é �ï åìâáäüí êýêëïõ ìå áê�ßíá r åßíáé �r2, êÜ�é ðïõåðáëçèåýå�áé ìå ìå�ñÞóåéò.Ìå Üëëá ëüãéá, ç ðñþ�ç áðáß�çóç áðü Ýíá ìáèçìá�éêü ïñéóìü êÜðïéáòäéáéóèç�éêÞò Ýííïéáò åßíáé ü�é ðñÝðåé íá óõìöùíåß ìå �á ïéêåßá ðáñáäåßã-ìá�á, áõ�Ü ðïõ áðïäßäïõí åíäéáöÝñïí ó�çí Ýííïéá. �éá �ï Áß�çìá CT, áõ�üåêöñÜæå�áé ùòêÜèå êëáóéêÞ, õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ,(74)êáé, ó�çí åðï÷Þ ìáò ðéá, äåí áìöéóâç�åß�áé: ðÝñá áðü �ç ìåãÜëç ëßó�á(ðñù�ïãåíþò) áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þóåùí ó�ï åäÜöéï 1B êáé �éò éó÷õñÝòéäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �çò êëÜóçò �ùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùíðïõ Ý÷ïõìå äåßîåé, õðÜñ÷åé êáé ç åìðåéñßá ó÷åäüí åâäïìÞí�á ÷ñüíùí Ýñåõíáòðïõ äåí áðÝäùóáí êáíÝíá £áí�éðáñÜäåéãìá¤ | êÜðïéá óõíÜñ�çóç ðïõ íáèåùñåß�áé (ãåíéêÜ áðü �ç ìáèçìá�éêÞ êïéíü�ç�á) õðïëïãßóéìç êáé ðïõ íáìçí åßíáé áíáäñïìéêÞ.�ùò ìðïñïýìå üìùò íá åßìáó�å âÝâáéïé ü�é äåí èá âñåèåß áí�éðáñÜäåéãìá�ïõ Áé�Þìá�ïò CT ó�ï ìÝëëïí; Áò åîå�Üóïõìå �çí êëáóéêÞ ëýóç �ïõ áí�ß-ó�ïé÷ïõ ðñïâëÞìá�ïò ãéá �çí Ýííïéá �ïõ åìâáäïý, ðïõ âáóßæå�áé ó�éò åîÞò�ñåéò âáóéêÝò £äéáéóèÞóåéò¤ ãéá áðëÝò ðåñéï÷Ýò üðùò ó�ï Ó÷Þìá 4:(a) Ôï åìâáäüí ïñèïý ðáñáëëçëüãñáììïõ ìå ðëåõñÝò � êáé � åßíáé �ïãéíüìåíï ��.(b) Áí E1 ⊆ E, äçëáäÞ ç áðëÞ ðåñéï÷Þ E1 åßíáé ìÝñïò ìéáò Üëëçò E, �ü�åÅìâ(E1) ≤ Åìâ(E).() Áí ç áðëÞ ðåñéï÷Þ E åßíáé ç £Ýíùóç¤ äýï áðëþí ðåñéï÷þí E1 êáé E2(üðùò ó�ï ÄéÜãñáììá 4), �ü�å Åìâ(Å) = Åìâ(Å1) + Åìâ(Å2).Áð' áõ�Ü �á �ñßá £áîéþìá�á¤ ãéá �çí Ýííïéá �ïõ åìâáäïý áðëþí ðåñéï÷þí,ï �ýðïò (73) ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß áõó�çñÜ: äåß÷íïõìå, äçëáäÞ, ü�é ï (73)åßíáé ï ìüíïò �ñüðïò áíÜèåóçò ðñáãìá�éêïý áñéèìïý Åìâ(E) óå êÜèå áðëÞðåñéï÷Þ E ðïõ éêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò (a) { ().5
5Áõ�Þ åßíáé ç ïõóßá �ïõ êëáóéêïý èåùñÞìá�ïò ýðáñîçò ïëïêëçñþìá�ïò êá�Ü Riemmanãéá óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò.
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3B. Ôï Áß�çìá Churh-Turing 73Ç èåìåëéáêÞ áíÜëõóç �çò Ýííïéáò �çò õðïëïãéóéìü�ç�áò ðïõ ïäçãåß ó�çíáíÜëïãç äéêáéïëüãçóç �ïõ Áé�Þìá�ïò CT äüèçêå áðü �ïí Turing, ðïõ îå-êßíçóå ìå �çí áðëÞ êáé ðñïöáíÞ äéáßóèçóç6 ü�éõðïëïãéóéìü�ç�á = ìç÷áíéêÞ õðïëïãéóéìü�ç�á:(75)Ó�ç óõíÝ÷åéá, ï Turing üñéóå áõó�çñÜ ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç áöçñçìÝ-íùí (êáé ðïëý áðëþí) ìç÷áíþí ðïõ óÞìåñá öÝñïõí �ï üíïìÜ �ïõ, ìç÷áíÝòTuring · Ýäùóå éó÷õñÜ åðé÷åéñÞìá�á ü�é ïé õðïëïãéóìïß ïðïéáóäÞðï�å £êá�á-óêåõÜóéìçò¤ ìç÷áíÞò £ðñïóïìïéþíïí�áé¤ áðü êÜðïéá ìç÷áíÞ Turing · êáé,�åëéêÜ, äéá�ýðùóå �çí åéêáóßá ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóç f éó÷ýåé ç éóïäõíáìßáç f åßíáé õðïëïãßóéìç ⇐⇒ ç f åßíáé õðïëïãßóéìç áðü ìç÷áíÞ Turing:�éá íá óõìðëçñþóïõìå �çí éó�ïñßá, ï Churh åß÷å Þäç ðñï�åßíåé ëßãï ðñù-�ý�åñá �ï £áß�çìá¤ (Thesis) ü�é, ãéá êÜèå f ,ç f åßíáé õðïëïãßóéìç ⇐⇒ ç f åßíáé �-ïñßóéìç;üðïõ £�-ïñßóéìç¤ óçìáßíåé £õðïëïãßóéìç áðü êÜðïéïí üñï (ðñüãñáììá)¤ �çò�õðéêÞò ãëþóóáò �ïõ �-ëïãéóìïý ðïõ åß÷å åéóáãÜãåé. Ïé éóïäõíáìßåòç f åßíáé Turing õðïëïãßóéìç
⇐⇒ ç f åßíáé �-ïñßóéìç

⇐⇒ ç f åßíáé áíáäñïìéêÞáðïäåß÷�çêáí ó÷åäüí áìÝóùò ìå�Ü (áðü �ïõò Turing êáé Kleene), êáé Ýêëåé-óáí �ïí êýêëï ðïõ ïäÞãçóå ó�ç äéá�ýðùóç �ïõ Áé�Þìá�ïò Churh-Turingó�ç ìïñöÞ 3B.1.Ôï áí ç áíÜëõóç �çò £ìç÷áíéêÞò õðïëïãéóéìü�ç�áò¤ ðïõ Ýäùóå ï Tur-ing áíÝñ÷å�áé ó�ï ýøïò ðëÞñïõò äéêáéïëüãçóçò �ïõ Áé�Þìá�ïò CT (üðùòç áíÜëõóç ðïõ óêéáãñáöÞóáìå äéêáéïëïãåß �çí ïñèü�ç�á �ïõ ïñéóìïý �ïõåìâáäïý ãéá áðëÝò ðåñéï÷Ýò) åßíáé áìöéëåãüìåíï. ÏðùóäÞðï�å, äåí èá �çíåðáíáëÜâïõìå åäþ, áí êáé åßíáé áîéïèáýìáó�ï �ï ðüóï ðåéó�éêÞ ç÷åß áêüìçóÞìåñá, ýó�åñá áðü �üóá ÷ñüíéá êáé ü,�é Ý÷åé åðé�åõ÷èåß ó�ï ìå�áîý ó�çíðëçñïöïñéêÞ. Áí�' áõ�ïý, èá äåßîïõìå ü�é ç ìç÷áíéêÞ õðïëïãéóéìü�ç�á ìéáòìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò f óõíåðÜãå�áé �çí áíáäñïìéêü�ç�á �çò f , åöüóïí çäïóìÝíç ìç÷áíÞ éêáíïðïéåß áóèåíÝó�á�åò £óõíèÞêåò êá�áóêåõáóéìü�ç�áò¤,
6£ÁðëÞ¤ êáé £ðñïöáíÞò äéáßóèçóç¤ ó�çí åðï÷Þ ìáò, ü�áí ðáéäéÜ �ïõ �õìíáóßïõ ÷ñçóé-ìïðïéïýí êáèçìåñéíÜ £õðïëïãéó�Ýò¤ (êïìðéïý�åñ!), êáé ïé ëÝîåéò £õðïëïãéóìüò¤ êáé £ìç-÷áíéêüò õðïëïãéóìüò¤ (ìÜëëïí ìå �çí £�ñÝîéìï¤ êÜðïéïõ £ðñïãñÜììá�ïò¤ óå êÜðïéï £PC¤,ê.ëð.) èåùñïýí�áé óõíþíõìåò ó�ç êáèçìåñéíÞ ãëþóóá. ¼ìùò �ï 1936 äåí õðÞñ÷áí çëå-ê�ñïíéêïß õðïëïãéó�Ýò, ðñïãñÜììá�á, Windows, êáé ç ìáèçìá�éêÞ ðáñÜäïóç óõíÝäåå �çíÝííïéá �çò £õðïëïãßóéìçò óõíÜñ�çóçò¤ ìå äéáéóèç�éêïýò áëãïñßèìïõò ðïõ åêöñÜæïí�áíêá�Ü êýñéï ëüãï áðü áíáäñïìéêïýò ïñéóìïýò. Ôá áñ÷Ý�õðá ðáñáäåßãìá�á õðïëïãßóéìùíóõíáñ�Þóåùí Þ�áí ïé áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ðïõ õðïëïãßæïí�áé áðü �ïõò ëåãüìåíïõò £ó÷ïëé-êïýò áëãïñßèìïõò¤ (ãéá �ïí ðïëëáðëáóéáóìü êáé �ç äéáßñåóç ó�ï äåêáäéêü óýó�çìá), êáéï ìÝãéó�ïò êïéíüò äéáéñÝ�çò, ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü �ïí áëãüñéèìï �ïõ Åõêëåßäç x1C.9.
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74 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áðïõ éêáíïðïéïýí�áé áðü üëá �á £ìïí�Ýëá õðïëïãéóìïý¤ ðïõ Ý÷ïõí åéóá÷èåß,êáé (üðùò èá õðïó�çñßîïõìå) áðü ü,�é £ìç÷áíÝò¤ èá êá�áóêåõáó�ïýí ó�ïìÝëëïí.3B.2. ÁíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç ìéáò áöçñçìÝíçò ìç÷áíÞò (2B.4)
M = (S; T;→; input; output)ìå óýíïëá åéóüäïõ Nn êáé åîüäïõ N åßíáé ïðïéáäÞðï�å êùäéêïðïßçóç (Ýíá-ðñïò-Ýíá óõíÜñ�çóç)  : S  N�ùí êá�áó�Üóåùí �çò M ó�ïõò áñéèìïýò, �Ý�ïéá ðïõ ïé åîÞò óõíáñ�Þóåéò,ó÷Ýóåéò êáé óýíïëá íá åßíáé áíáäñïìéêÜ:S = [S] = {x | (∃s ∈ S)[(s) = x]}T = [T ] = {x | (∃s ∈ T )[(s) = x]}x → x′ ⇐⇒ x; x′ ∈ S & −1(x) → −1(x′)

⇐⇒ (∃s; s′ ∈ S)[(s) = x & (s′) = x′ & s → s′]input(~x) = (input(~x))output(x) =

{output(−1(x)); áí x ∈ T;
0; áëëéþò:3B.3. Èåþñçìá. ÊÜèå ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü áöçñç-ìÝíç ìç÷áíÞ ðïõ åðéäÝ÷å�áé áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Ýíá ìéêñü ìÝñïò �çò áðüäåéîçò �ïõ ÈåùñÞ-ìá�ïò ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò 3A.1. ÈÝ�ïõìåC(~x; y) ⇐⇒ ï y åßíáé êùäéêüò õðïëïãéóìïý ó�çí åßóïäï ~x

⇐⇒ Seq(y) & (y)0 = input(~x)

& (∀i < lh(y))[i+ 1 < lh(y)=⇒ (y)i → (y)i+1]

& (y)lh(y)−· 1 ∈ T:Ç ó÷Ýóç C(~x; y) åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü �çí õðüèåóç, êáé áí ç äïóìÝíç ìç÷áíÞõðïëïãßæåé �ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f , �ü�åf(~x) = output((�yC(~x; y))lh(y)−· 1

);Ý�óé ðïõ ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. ⊣Ç éäÝá �þñá åßíáé ü�é áí ç ìç÷áíÞM (ìå óýíïëá åéóüäïõ êáé åîüäïõ �á Nnêáé N) åßíáé £êá�áóêåõÜóéìç¤, �ü�å ïé êá�áó�Üóåéò �çò M ðñÝðåé íá åßíáé£ðåðåñáóìÝíá¤ áí�éêåßìåíá, ðïõ ìðïñïýí íá êùäéêïðïéçèïýí áðëÜ ó�ïõòöõóéêïýò áñéèìïýò (üðùò ó�çí áðüäåéîç �ïõ 3A.1), Ý�óé ðïõ ïé âáóéêÝòó÷Ýóåéò íá åßíáé áíáäñïìéêÝò, ìå Üëëá ëüãéá �ï áß�çìáêÜèå êá�áóêåõÜóéìç ìç÷áíÞ åðéäÝ÷å�áé áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç·
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3C. Óõìâïëéêüò õðïëïãéóìüò êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á 75êáé ç âáóéêÞ ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é �ï Áß�çìá CT óõíÜãå�áé áõó�çñÜ áð'áõ�ü �ï áß�çìá êáé �ç âáóéêÞ äéáßóèçóç �ïõ Turing (75).
3C. Óõìâïëéêüò õðïëïãéóìüò êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áÔï Áß�çìá CT åðéêáëåß�áé óõ÷íÜ áëëÜ ü÷é ïõóéáó�éêÜ ãéá �çí áðïöõãÞáõó�çñþí áðïäåßîåùí, äçëáäÞ õðïó�çñßæïõìå ü�é êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçåßíáé áíáäñïìéêÞ ÷ùñßò íá �ï áðïäåßîïõìå, ìüíï ìå �ç äéáéóèç�éêÞ ðåñé-ãñáöÞ êÜðïéïõ áëãïñßèìïõ ðïõ �çí õðïëïãßæåé. Ïé £áìáñ�ùëÝò¤ (�åìðÝëé-êåò) åðéêëÞóåéò áõ�ïý �ïõ åßäïõò ìðïñïýí âÝâáéá íá áðïöåõ÷èïýí ìå êÜðïéáåðéðñüóèå�ç åñãáóßá.Ïé óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò �ïõ Áé�Þìá�ïò CT åßíáé ó�çí áðüäåéîç áñíç�é-êþí áðï�åëåóìÜ�ùí, áíõðïëïãéóéìü�ç�áò (non-omputability) óõíáñ�ÞóåùíÞ áíáðïêñéóéìü�ç�áò (undeidability) ó÷Ýóåùí, óõíÞèùò ó�éò ëÝîåéò áðüêÜðïéï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï. �éá �çí åýêïëç äéá�ýðùóç �Ý�ïéùí áðï�å-ëåóìÜ�ùí åéóÜãïõìå �çí åîÞò ïñïëïãßá:3C.1. Áíáðïêñéóéìü�ç�á. ¸ó�ù Σ = {a0; : : : ; ar} ðåðåñáóìÝíï (ìç-êåíü) áëöÜâç�ï, êáé Σ∗ �ï óýíïëï üëùí �ùí ëÝîåùí (ðåðåñáóìÝíùí áêï-ëïõèéþí) áðü �ï Σ. ÈÝ�ïõìå

[u0 : : : uk−1] = 〈[u0]; : : : ; [uk−1]〉 (u0 : : : uk−1 ∈ Σ∗);üðïõ [ai] = i, êáé êáëïýìå �ïí áñéèìü [u0 : : : uk−1] êùäéêü �çò u0 : : : uk−1.Ç �õ÷áßá n-ìåëÞò ó÷Ýóç (Þ £ðñüâëçìá¤) P ó�ï Σ∗ åßíáé áðïêñßóéìç (deid-able) Þ åðéëýóéìç (solvable) áí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç �(x1; : : : ; xn)�Ý�ïéá ðïõ P (u1; : : : ; un) ⇐⇒ �([u1]; : : : ; [un]) = 1;áëëéþò ç P åßíáé áíáðïêñßóéìç (undeidable) Þ áíåðßëõ�ç (unsolvable).Ôï âáóéêü åñãáëåßï ãéá �çí áðüäåéîç áíáðïêñéóéìü�ç�áò óçìáí�éêþí ðñï-âëçìÜ�ùí åßíáé ï ÷áñáê�çñéóìüò �ùí áðïêñßóéìùí ó÷Ýóåùí ó�ï Σ∗ ìå êÜ-ðïéï £ðñü�õðï óõìâïëéêïý õðïëïãéóìïý¤ (model of symboli omputation),Üìåóá, äçëáäÞ ÷ùñßò áíáöïñÜ óå êùäéêïðïéÞóåéò. Ó�ï åðüìåíï åäÜöéï èáåðéóêïðÞóïõìå ðåñéëçð�éêÜ �ï êëáóéêü (êáé éó�ïñéêÜ ðñþ�ï) ðñü�õðï óõì-âïëéêïý õðïëïãéóìïý, �éò ðåñßöçìåò ìç÷áíÝò Turing. Åäþ èá åéóÜãïõìå Ýíáäåý�åñï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ðïõ ïöåßëå�áé ó�ïí Post, ï ïðïßïò áðÝäåéîå êáé�ï ðñþ�ï áðï�Ýëåóìá áíáðïêñéóéìü�ç�áò ó�á êáèáñÜ ìáèçìá�éêÜ, Ýîù áðü�ç ìáèçìá�éêÞ ëïãéêÞ êáé �ç èåùñßá õðïëïãéóéìü�ç�áò.3C.2. Óýó�çìá áíáãñáöÞò (rewriting Þ semi-Thue system) åßíáé ç �õ-÷áßá äïìÞR = (Σ; �0 → �0; : : : ; �k → �k) = ({a0; : : : ; an}; �0 → �0; : : : ; �k → �k);
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76 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áüðïõ �ï áëöÜâç�ï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, êáé ó�ïõò êáíüíåò ìå�Ü-âáóçò �i → �i ïé �i; �i åßíáé ëÝîåéò áðü �ï Σ, äçëáäÞ ìÝëç �ïõ Σ∗ (ðïõðåñéëáìâÜíåé êáé �çí êåíÞ ëÝîç ë). Ôï óýó�çìá R ïñßæåé �çí åîÞò âáóéêÞó÷Ýóç ìå�Üâáóçò ó�ï Σ∗:� →R � ⇐⇒ (∃�1; �2; �; � ∈ Σ∗)[� → � & � = �1��2 & � = �1��2];äçëáäÞ � →R � áí ç � ðáñÜãå�áé áðü �çí � ìå �çí áí�éêá�Üó�áóç êÜðïéïõìÝñïõò �çò � ìå êÜðïéá ëÝîç � , Ý�óé ðïõ �ï � → � íá åßíáé êáíüíáò. �éáðáñÜäåéãìá, ó�ï óýó�çìá ìå�áãñáöÞòR = ({a; b}; a→ aa; a → bb);Ý÷ïõìå �éò ìå�áãñáöÝò a→R aa→R aaa →R abba:Ç (ðëÞñçò) ó÷Ýóç ìå�Üâáóçò �ïõ R åßíáé ç £ìå�áâá�éêÞ êëåéó�ü�ç�á¤ �çò
→R, � →∗R � ⇐⇒ � →R �1 →R · · · →R �n−1 →R �

⇐⇒ (∃�0; : : : ; �n)[�0 = �
& (∀i < n)[�i →R �i+1 & �n = �];Ý�óé ðïõ ó�ï ðáñÜäåéãìá a →∗R abba, áëëÜ a 6→∗R bbb (¢óêçóç x3C.1). ÇëÝîç � åßíáé �åñìá�éêÞ ó�ï R áí äåí õðÜñ÷åé � �Ý�ïéá ðïõ � →R �,TR = {� | (∀�)[� 6→R �];(üðùò ç b ó�ï ðáñÜäåéãìá). �áñá�çñïýìå ü�é ó' áõ�Ü �á ãåíéêÜ óõó�Þìá�ááíáãñáöÞò, äåí äéá÷ùñßæïõìå £�åñìá�éêÝò¤ êáé £Üãïíåò¤ ëÝîåéò, äçëáäÞ êá-ëïýìå üëåò �éò Üãïíåò ëÝîåéò �åñìá�éêÝò.ÔåëéêÜ, ãéá S ⊆ Σ∗, �ï óýó�çìá R åßíáé áé�éïêñá�éêü ó�ï S, áí

[� ∈ S & � →R � & � →R �′]=⇒� = �′ ∈ S;Ý�óé ðïõ �ï ðáñÜäåéãìá äåí åßíáé áé�éïêñá�éêü ó�ï ðëÞñåò {a; b}∗, áëëÜ åßíáéáé�éïêñá�éêü ó�ï {b}∗.Ôá áíáäñïìéêÜ óõó�Þìá�á ìå�áâÜóåùí T (E;M) åßíáé, âáóéêÜ, óõó�Þ-ìá�á áíáãñáöÞò, ìüíï ðïõ äéá÷ùñßæïõìå �éò �åñìá�éêÝò êá�áó�Üóåéò óå£Üãïíåò¤ êáé £�åñìá�éêÝò ðïõ áðïäßäïõí �éìÞ¤, êáé (�ï óçìáí�éêü�åñï) ïéêá�áó�Üóåéò åßíáé ëÝîåéò áðü Ýíá Üðåéñï áëöÜâç�ï | åðåéäÞ ðñÝðåé íá óõ-ìðåñéëÜâïõìå ó�ï Σ üëá �éò ó�áèåñÝò, äçëáäÞ üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýòó�çí ðåñßð�ùóç M = N0 ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé. Ôï åðüìåíï, �å÷íéêü áëëÜâáóéêü áðï�Ýëåóìá ðáñáêÜìð�åé áõ�ü �ï åìðüäéï ìå �çí êùäéêïðïßçóçx = $ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸x $ (x ∈ N):(76)
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3C. Óõìâïëéêüò õðïëïãéóìüò êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á 773C.3. Èåþñçìá. ÊÜèå áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Nn * N õðï-ëïãßæå�áé áðü êÜðïéï óýó�çìá áíáãñáöÞò R, óå êÜðïéï (ðåðåñáóìÝíï) óý-íïëï óõìâüëùí Σ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �á åéäéêÜ óýìâïëá f; 1; $; : , ìå �çíåßóïäï ~x 7→ f : x1x2 · · ·xn;äçëáäÞ f(x1; : : : ; xn) = w ⇐⇒ f : x1x2 · · ·xn →∗R : w:ÅðéðëÝïí, �ï R åßíáé áé�éïêñá�éêü ó�ï óýíïëï £êá�áó�Üóåùí¤S = {� : � | �ï `:' äåí åìöáíßæå�áé ó�éò ëÝîåéò �; �}:(77)Èá ðáñáëåßøïõìå �çí áðüäåéîç, ðïõ áðáé�åß �çí (ü÷é �å�ñéììÝíç) êá�á-óêåõÞ óõó�çìÜ�ùí áíáãñáöÞò ìå åéäéêÝò éäéü�ç�åò, Ýíá ãéá êÜèå áíáäñïìéêüðñüãñáììá.3C.4. Ôï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùí ãéá çìéïìÜäåò. �éá êÜèå óý-ó�çìá áíáãñáöÞò R = (Σ; u0 → v0; : : : ; uk → vk)(78)ó�ï óýíïëï ëÝîåùí Σ∗ áðü �ï ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï Σ, Ýó�ù∼R ç åëÜ÷éó�çó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï Σ∗ �Ý�ïéá ðïõ1. ui ∼R vi, ãéá i ≤ k,2. u ∼R v=⇒�u� ∼R �v�, ãéá üëá �á �; � ∈ Σ∗,êáé ãéá êÜèå u ∈ Σ∗, Ýó�ù
[[u]] = {v ∈ Σ∗ | v ∼R u}ç êëÜóç éóïäõíáìßáò �ïõ u. Ôï óýíïëï �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

[[R]] = {[[u]] | u ∈ Σ∗}åßíáé ç çìéïìÜäá (semigroup) ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï R, êáé ç ∼R êáëåß-�áé ç ó÷Ýóç Þ �ï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùí (word problem) ãé' áõ�Þ �çíçìéïìÜäá.Ïé üñïé åßíáé, ðñïöáíþò, áðü �çí Üëãåâñá êáé ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí,áëëÜ äåí èá �ï êÜíïõìå áõ�ü åäþ.3C.5. Èåþñçìá (Emil Post). ÕðÜñ÷åé óýó�çìá áíáãñáöÞò R �Ý�ïéï ðïõç ó÷Ýóç u →∗R v äåí åßíáé áðïêñßóéìç, êáé �ï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùíu ∼R v ãéá �çí çìéïìÜäá [[R]] åßíáé áíåðßëõ�ï.Áðüäåéîç. ¸ó�ù Rf = (Σ; u0 → v0; : : : ; uk → vk) Ýíá óýó�çìá áíá-ãñáöÞò ðïõ õðïëïãßæåé �çí áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(x) = 0 · �yT1(x; x; y)
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78 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�ááðü �ï Èåþñçìá 3C.3, Ý�óé ðïõf(x)↓ ⇐⇒ f : x→∗R : 0·Ýðå�áé ü�é ç ó÷Ýóç u →∗R v äåí åßíáé áðïêñßóéìç, ãéá�ß áí Þ�áí, �ü�å (åýêïëá)êáé �ï ðåäßï ïñéóìïý {x | f(x)↓} èá Þ�áí áíáäñïìéêü, ðïõ äåí åßíáé, 3A.4.�éá íá óõìðåñÜíïõìå ü�é ç ó÷Ýóç ∼R åðßóçò äåí åßíáé áðïêñßóéìç, ðáñá-�çñïýìå ðñþ�á ü�éu ∼R v ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wn)[u = w0 & wn = v
& (∀i < n)[wi = wi+1 ∨ wi →R wi+1 ∨ wi+1 →R wi]];åýêïëá, ó�çí êá�åýèõíóç ⇒ áðü �ïí ïñéóìü �çò ∼R (åðåéäÞ ç ó÷Ýóç ó�áäåîéÜ åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò), êáé ó�çí êá�åýèõíóç ⇐ ìå åðáãùãÞ ó�ï n.¸ðå�áé ü�é áñêåß íá äåßîïõìå ü�é (ìå S üðùò ó�çí (77))(79) (∀i < n)[wi = wi+1 ∨ wi →R wi+1 ∨ wi+1 →R wi]

& w0 ∈ S & wn = : 0=⇒w0 = : 0 ∨ w0 →∗R : 0;ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é ãéá u ∈ S,u ∼R : 0 ⇐⇒ u = : 0 ∨ u →∗ : 0êáé áðïêëåßåé �çí áðïêñéóéìü�ç�á �çò ∼R üðùò êáé ðñéí. ÔåëéêÜ, äåß÷íïõìå�çí (79) ìå åðáãùãÞ ó�ï n, êáé ìå �å�ñéììÝíç âÜóç, áöïý ãéá n = 0 ç (79)äçëþíåé ü�é w0 = : 0=⇒w0 = : 0. Ôï åðáãùãéêü âÞìá åßíáé åðßóçò�å�ñéììÝíï áí ãéá êÜðïéï i, wi = wi+1, Þ áí, ãéá êÜèå i < n, wi →R wi+1.Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, ç êá�Üó�áóç : 0 åßíáé �åñìá�éêÞ, Üñá äåí ìðïñåß íáéó÷ýåé ç wi+1 →R wi ãéá êÜèå i, êáé Ý�óé áðïìÝíåé ç ðåñßð�ùóç ðïõ ãéáêÜðïéï ìÝãéó�ï i, wi+1 →R wi;êáé åðïìÝíùò, åðßóçò, wi+1 →R wi+2;êáé áð' áõ�Ü �á äýï êáé �çí áé�éïêñá�ßá �ïõ R ó�ï S Ýðå�áé ü�é wi = wi+2,ðïõ ìå �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç óõìðëçñþíïõí �çí áðüäåéîç, ãéá�ß ìðïñïýìåíá áöáéñÝóïõìå �ï wi+1 áðü �ç äïóìÝíç áêïëïõèßá. ⊣Áðü �á ðïëëÜ ìáèçìá�éêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ Ý÷ïõí áðïäåé÷�åß áíåðßëõ�ááíáöÝñïõìå åäþ ìüíï äýï.3C.6. Ôï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùí ãéá ïìÜäåò (the word problemfor groups). �éá êÜèå ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï Σ = {a0; : : : ; an}, Ýó�ù
Σg = Σ ∪ {a−1

0 ; : : : ; a−1n }üðïõ �á a−1
0 ; : : : ; a−1n êáéíïýñãéá óýìâïëá· êáé ãéá êÜèå óýó�çìá áíáãñáöÞòR = (Σg; (u0; v0); : : : ; (uk; vk))
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3C. Óõìâïëéêüò õðïëïãéóìüò êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á 79ó�ï Σ∗g, Ýó�ù ≃R ç åëÜ÷éó�ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ó�ï Σ∗g �Ý�ïéá ðïõ1. ui ≃R vi, ãéá i ≤ k,2. aia−1 ≃R ë, üðïõ ë ç êåíÞ ëÝîç,3. u ≃R v=⇒�; u; � ∼R �; v; �, ãéá üëá �á �; � ∈ Σ∗,êáé ãéá êÜèå u ∈ Σ∗g, Ýó�ù
[[u]]g = {v ∈ Σ∗g | v ≃R u}ç êëÜóç éóïäõíáìßáò �ïõ u. Ôï óýíïëï �ùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò
[[R]]g = {[[u]]g | u ∈ Σ∗g}åßíáé ç ïìÜäá (group) ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï R, êáé ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò

≃R êáëåß�áé �ï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùí ãé' áõ�Þ �çí ïìÜäá.¼ðùò êáé ãéá �éò çìéïìÜäåò, ïé üñïé ðñïöáíþò ðñïÝñ÷ïí�áé áðü �çí Üëãå-âñá êáé ìðïñïýí íá äéêáéïëïãçèïýí, áëëÜ äåí èá �ï êÜíïõìå áõ�ü åäþ.3C.7. Èåþñçìá (S. Novikov, W. Boon). ÕðÜñ÷åé óýó�çìá áíáãñáöÞòR �Ý�ïéï ðïõ �ï ðñüâëçìá éóü�ç�áò ëÝîåùí ãéá �çí ïìÜäá [[R]]g åßíáé áíå-ðßëõ�ï.Áõ�ü �ï èåþñçìá Ý÷åé óçìáí�éêÜ ðïñßóìá�á ãéá �ç èåùñßá ïìÜäùí êáé�çí áëãåâñéêÞ �ïðïëïãßá, éäéáß�åñá �ï £ðñüâëçìá �áîéíüìçóçò¤ �ïðïëïãéêþíðïëëáðëï�Þ�ùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜó�áóçò.3C.8. Èåþñçìá (Ôï 10ï �ñüâëçìá �ïõ Hilbert). Ôï ðñüâëçìá áí äï-óìÝíï Äéïöáí�éêü ðïëõþíõìïP (x1; : : : ; xn) =
∑k1+···+kn≤d ak1;::: ;knxk1

1 · · ·xknnóå n ìå�áâëç�Ýò ìå óõí�åëåó�Ýò ó�ï Z = {: : : ;−1; 0; 1; : : : } Ý÷åé áêÝñáéåòñßæåò åßíáé áíåðßëõ�ï.Ôï èåþñçìá áõ�ü áðïäåß÷�çêå áðü �ïí Y. V. Matijasevih, ìå�Ü áðüåñãáóßá �ùí Hilary Putnam, Julia Robinson êáé Martin Davis, êáé ßóùò ðå-ñéóóü�åñï áðü êÜèå Üëëï, åìðÝäùóå �ç èåùñßá áíáäñïìÞò ùò âáóéêÞ ìÝèïäïìå óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò ó�á êáèáñÜ ìáèçìá�éêÜ.
3C. ÁóêÞóåéòx3C.1. �éá ðïéåò ëÝîåéò x1x2 · · ·xn éó÷ýåé ç ó÷Ýóç a →∗R x1x2 · · ·xn ãéá�ï óýó�çìá áíáãñáöÞò R = ({a; b}; {a→ aa; a → bb};
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80 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�á
· · · t x y · · ·

↑ �; � ëÝîåéòQ x 6=  ; y 6=  Q x x′ +1−−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �Qx� → �x′Q′�
↑ �Q → �x′Q′Q′Q x x′ 0−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �Qx� → �Q′x′�

↑ �Q → �Q′x′Q′Q x x′ −1−−−−−→ Q′ · · · t x′ y · · · �yQx� → �Q′yx′�
↑ �yQ → �Q′yx′Q′ Qx� → Q′ x′�Q → Q′�ßíáêáò 2. Ïé ìå�áâÜóåéò �çò áíáé�éïêñá�éêÞò ìç÷áíÞò Turing.

3D. Ìç÷áíÝò TuringÏé £ìç÷áíÝò¤ ðïõ åéóÞãáãå ï Turing ìðïñïýí íá ïñéó�ïýí ùò óõó�Þìá�ááíáãñáöÞò ( x3D.1∗), áëëÜ áðü óåâáóìü ãéá �çí éó�ïñßá �ïõò êáé åðåéäÞ åì-öáíßæïí�áé óå ðïëëÜ âéâëßá, �éò åéóÜãïõìå åäþ ìå �ïí êëáóéêü �ïõò ïñéóìü.3D.1. Ïñéóìüò. Ìç÷áíÞ Turing åßíáé ìéá äïìÞ (Σ; S; T ) üðïõ:(1) Ôï Σ åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óõìâüëùí, ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï åéäéêü êåíüóýìâïëï  (£ëåõêüò ÷þñïò¤).(2) Ôï S åßíáé ìç-êåíü, ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (åóù�åñéêþí) êá�áó�Üóåùí,ìå Σ ∩ S = ∅.(3) Ôï T åßíáé ï ðßíáêáò âáóéêþí ìå�áâÜóåùí, Ýíá (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëïáðü ðåí�Üäåò �çò ìïñöÞò Q x x′ m−−−−→ Q′(80) üðïõ ïé Q êáé Q′ åßíáé êá�áó�Üóåéò, �á x êáé x′ åßíáé óýìâïëá, êáé çêßíçóç m åßíáé 0, 1 Þ −1.Ó�çí åéêüíá ðïõ æùãñáößæåé ï Turing, óå êÜèå âÞìá �ïõ õðïëïãéóìïý�çò ç ìç÷áíÞ åßíáé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êá�Üó�áóç Q êáé áí�éìå�ùðßæåéìéá Üðåéñç (ðñïò �éò äýï êá�åõèýíóåéò) £�áéíßá¤ ìå ðåðåñáóìÝíá �ï ðëÞèïòìç-êåíÜ óýìâïëá ãñáììÝíá ðÜíù �çò, äçëáäÞ ìéá óõíÜñ�çóç� : Z = {· · · ;−2;−1; 0; 1; 2; · · · } → Σ
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3D. Ìç÷áíÝò Turing 81üðïõ �(x) =  ãéá £ó÷åäüí üëá¤ �á x ∈ Z. �ëÞñçò êá�Üó�áóç åßíáé ç�õ÷áßá �ñéÜäá
(Q; �; i);üðïõ ç ìç÷áíÞ âñßóêå�áé ó�ç èÝóç i ∈ Z. Ç ìç÷áíÞ üìùò £äåí îÝñåé¤ ðïõâñßóêå�áé ó�çí �áéíßá, âëÝðåé ìüíï �ï £ïñá�ü óýìâïëï¤ x = �(i), êáé Ý�óéìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå �çí ðëÞñç êá�Üó�áóç ìå ïðïéáäÞðï�å ëÝîçbi−m+1 · · · bi−2bi−1Qaiai+1 · · · ai+n−1(81)ó�ï áëöÜâç�ï Σ ∪ S, üðïõ �ï ïñá�ü óýìâïëï åßíáé �ï ai êáé aj = �(j)ãéá i −m < j < i + n áñêåß �á m êáé n íá åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëá Ý�óé ðïõ�(j) =  ãéá j ≤ i − m Þ j ≥ i + n êáé ç ëÝîç íá ðåñéëáìâÜíåé üëá �áìç-êåíÜ óýìâïëá ó�çí �áéíßá· ðáñáäåßãìá�á �çò (81) åßíáé �ábQa b Q  Qab  Q  Qüðïõ �á äýï �åëåõ�áßá ðñïóäéïñßæïõí �çí ßäéá ðëÞñç êá�Üó�áóç.Ç äñÜóç �çò ìç÷áíÞò êáèïñßæå�áé áðü �ç ìéá Þ ðåñéóóü�åñåò âáóéêÝòìå�áâÜóåéò �çò ìïñöÞò (80) ðïõ ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõí ó�ïí ðßíáêá êáé ðïõáñ÷ßæïõí ìå áõ�Ü �á Q êáé x, êáé ïñßæå�áé óõíïð�éêÜ ó�ïí �ßíáêá 2 | ó�çäåý�åñç ó�Þëç ìå �ï óõìâïëéóìü �ïõ Turing, êáé ó�çí �ñß�ç ùò óýó�çìáìå�áâÜóåùí ó�ï óýíïëï êá�áó�Üóåùí

{�;Q; � | �; � ∈ Σ∗; Q ∈ S}:Áíáëõ�éêü�åñá, ç äñÜóç ìéáò ìç÷áíÞò Turing Ý÷åé ùò åîÞò:(1) Áí äåí õðÜñ÷åé âáóéêÞ ìå�Üâáóç ðïõ íá áñ÷ßæåé ìå �á Q êáé x, �ü�å çêá�Üó�áóç åßíáé �åñìá�éêÞ êáé ï õðïëïãéóìüò ó�áìá�Ü.(2) Áí õðÜñ÷åé ìå�Üâáóç Q x x′ 0−−−−→ Q′ìå êßíçóç m = 0, �ü�å ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá �Ý�ïéá ìå�Üâáóç, áë-ëÜæåé �ï x ó�ï x′ êáé áëëÜæåé êá�Üó�áóç áðü �çí Q ó�çí Q′.(3) Áí õðÜñ÷åé ìå�Üâáóç Q x x′ 1−−−−→ Q′ìå êßíçóç m = 1, �ü�å ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá �Ý�ïéá ìå�Üâáóç, áë-ëÜæåé �ï x ó�ï x′, áëëÜæåé êá�Üó�áóç áðü �çí Q ó�çí Q′ êáé êéíåß�áéìéá èÝóç äåîéÜ.(4) Áí õðÜñ÷åé ìå�Üâáóç Q x x′ −1−−−−−→ Q′ìå êßíçóç m = −1, �ü�å ç ìç÷áíÞ £åðéëÝãåé¤ ìéá �Ý�ïéá ìå�Üâáóç,áëëÜæåé �ï x ó�ï x′, áëëÜæåé êá�Üó�áóç áðü �çí Q ó�çí Q′ êáé êéíåß�áéìéá èÝóç áñéó�åñÜ.
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82 3. Õðïëïãéóéìü�ç�á êáé áíáðïêñéóéìü�ç�áÕðïëïãéóìüò �çò ìç÷áíÞò åßíáé ç �õ÷áßá (Üðåéñç Þ ðåðåñáóìÝíç) áêïëïõèßás0; s1; : : : ; sk; : : :üðïõ êÜèå si åßíáé ðëÞñçò êá�Üó�áóç, êáé ç si+1 åßíáé �ï áðï�Ýëåóìá �çòäñÜóçò �çò ìç÷áíÞò ó�çí si. ¼ðùò ðÜí�á, èÝ�ïõìås →∗ t ⇐⇒ (∃ õðïëïãéóìüò)[s; s1; : : : ; sn−1; t]:Ç ìç÷áíÞ åßíáé áé�éïêñá�éêÞ áí ãéá êÜèå êá�Üó�áóç Q êáé óýìâïëï x õðÜñ-÷åé �ï ðïëý ìéá åí�ïëÞ Q x x′ m−−−−→ Q′ ó�ï ðßíáêá �çò (Σ; S; T ) ðïõ áñ÷ßæåéìå �á Q, x.�éá �ïí õðïëïãéóìü (ìåñéêþí) óõíáñ�Þóåùí ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò÷ñåéáæüìáó�å óõíáñ�Þóåéò åéóüäïõ êáé åîüäïõ, êáé ç ðéï óõíçèéóìÝíç åðé-ëïãÞ ãé' áõ�Ýò åßíáé ïéinput(~x) = START 11 · · ·︸ ︷︷ ︸x1+1

 11 · · ·︸ ︷︷ ︸x2+1

 · · ·  11 · · ·︸ ︷︷ ︸xn+1

 output(END 11 · · ·︸ ︷︷ ︸w+1

 ) = w;(82)
üðïõ START êáé END åßíáé óõãêåêñéìÝíåò åóù�åñéêÝò êá�áó�Üóåéò.3D.2. Èåþñçìá. Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f : Nn * N åßíáé (áé-�éïêñá�éêÜ Þ áíáé�éïêñá�éêÜ) Turing-õðïëïãßóéìç �ü�å êáé ìüíïí áí åßíáéáíáäñïìéêÞ.Èá ðáñáëåßøïõìå êáé áõ�Þ �çí áðüäåéîç, áëëÜ ðáñá�çñïýìå ü�é ç ìéáêá�åýèõíóç �çò éóïäõíáìßáò ðïõ äéá�õðþíå�áé ó�ï èåþñçìá åßíáé �å�ñéì-ìÝíç: åðåéäÞ ç áðëïýó�åñç êùäéêïðïßçóç �ùí êá�áó�Üóåùí ìéáò ìç÷áíÞòTuring (ùò ëÝîåéò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áëöÜâç�ï) åßíáé (ðñïöáíþò) áíá-äñïìéêÞ, êáé åðßóçò áíáäñïìéêÝò åßíáé ïé êëáóéêÝò óõíáñ�Þóåéò åéóüäïõ êáéåîüäïõ (82) ãé' áõ�Þ �çí êùäéêïðïßçóç, Üñá êÜèå Turing-õðïëïãßóéìç ìåñéêÞóõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü �çí �ñü�áóç 3B.3. Ç áðüäåéîç �çò Üëëçòêá�åýèõíóçò áðáé�åß �çí êá�áóêåõÞ ìç÷áíþí Turing ìå åéäéêÝò éäéü�ç�åòêáé åßíáé åðßðïíç.
3D. ÁóêÞóåéòx3D.1∗. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ìç÷áíÞ Turing M = (Σ; S; T ) õðÜñ÷åé óý-ó�çìá áíáãñáöÞò R = (Σ ∪ S ∪ {l; r};→)ìå �á åðéðñüóèå�á (öñÝóêá) óýìâïëá l êáé r, �Ý�ïéï ðïõ ãéá üëåò �éò ëÝîåéò�; �′, �; �′ ó�ï áëöÜâç�ï S êáé üëåò �éò (åóù�åñéêÝò) êá�áó�Üóåéò Q;Q′�Q� →∗M �′Q′�′ ⇐⇒ (∃m;n)[l�Q�r →∗R l m�Q′� mr]:
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3D. Ìç÷áíÝò Turing 83ÅðéðëÝïí, áí ç M åßíáé áé�éïêñá�éêÞ, �ü�å �ï R åßíáé áé�éïêñá�éêü ó�ï óý-íïëï ëÝîåùí �Q� áðü �ï Σ ∪ S ∪ {l; r} ó�éò ïðïßåò åìöáíßæå�áé áêñéâþòìéá êá�Üó�áóç. Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �çí ðáñáëëáãÞ �çò ðáñÜó�á-óçò (81) ãéá ðëÞñåéò êá�áó�Üóåéò ðïõ áñ÷ßæåé ìå l êáé �åëåéþíåé ìå r, êáéðñïóèÝó�å ó�éò âáóéêÝò ìå�áâÜóåéò �çòM �ç óùó�Þ äñÜóç ó�á £Üêñá¤ l êáér, ð.÷., Qr → Q r.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4
ÁÍÁÄÑÏÌÉÊÁ Á�ÁÑÉÈÌÇÔÁ ÓÕÍÏËÁ

Ç �õ÷áßá ó÷Ýóç R(~x) (ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò) åßíáé áíáäñïìéêÞ áí ç÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò óõíÜñ�çóç åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé Ýíá óýíïëï A ⊆ Nåßíáé áíáäñïìéêü áí ç (ïëéêÞ) ÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóÞ �ïõ
�A(x) =

{
1; áí x ∈ A;
0; áëëéþò;åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ó' áõ�ü �ï ÊåöÜëáéï èá ìåëå�Þóïõìå �éò âáóéêÝò ìá-èçìá�éêÝò éäéü�ç�åò �ùí áíáäñïìéêþí (ìåñéêþí) óõíáñ�Þóåùí, ó÷Ýóåùí êáéóõíüëùí, áëëÜ êáé �éò çìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò üðùò êáé �á áíáäñïìéêÜ áðá-ñéèìç�Ü óýíïëá, �á áðëïýó�åñá ìç-õðïëïãßóéìá ìáèçìá�éêÜ áí�éêåßìåíá.Ôá âáóéêÜ åñãáëåßá åßíáé ç ó�éâáñÞ êëåéó�ü�ç�á �ïõ óõíüëïõ R (2C.3,2C.4,2D.1) êáé �ï Èåþñçìá 3A.1 ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò êáé Áðáñßèìçóçò �ïõKleene.Ó�éò åðéêëÞóåéò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 3A.1 èá áðëïðïéÞóïõìå �ï óõìâïëéóìü,ðáñáëåßðïí�áò �ïí Üíù äåßê�ç'e(~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y))(ðïõ, óõíÞèùò, åßíáé Üíåõ óçìáóßáò áëëÜ êáé äçëþíå�áé áðü �çí åßóïäï ~x =x1; : : : ; xn), êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò �ïí åíáëëáê�éêüóõìâïëéóìü �ïõ Kleene,

{e}(~x) = 'ne (~x) = U(�yTn(e; ~x; y)):(83)Áõ�ü âïëåýåé £�õðïãñáöéêÜ¤ (ëéãü�åñïé Üíù êáé êÜ�ù äåßê�åò), áëëÜ êáéâïçèÜ ó�ç êá�áíüçóç ìåñéêþí áðü �éò áðïäåßîåéò, ãéá�ß �ïðïèå�åß £ó�ï ßäéïåðßðåäï¤ �ï ðñüãñáììá e êáé �á äåäïìÝíá ~x. ÔåëéêÜ, èá ÷ñçóéðïðïéÞóïõìååðßóçò �ï óõìâïëéóìü We = {x | 'e(x)↓}(84)ãéá �ï ðåäßï óýãêëéóçò �çò áíáäñïìéêÞò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò ìå êùäéêü e.85



86 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá4A. ÇìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò�éá íá äéåõêïëýíïõìå �ç äéá�ýðùóç ïñéóìþí êáé áðï�åëåóìÜ�ùí ó�ç óõ-íÝ÷åéá, áðáñéèìïýìå åäþ êáé ïíïìÜæïõìå �ïõò âáóéêü�åñïõò �åëåó�Ýò ïñé-óìþí ó÷Ýóåùí: P (~x) ⇐⇒ ¬Q(~x)(¬) P (~x) ⇐⇒ Q(~x) & R(~x)(&) P (~x) ⇐⇒ Q(~x) ∨R(~x)(∨) P (~x) ⇐⇒ Q(~x)=⇒R(~x)(⇒) P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)(∃) P (z; ~x) ⇐⇒ (∃i ≤ z)Q(~x; i)(∃≤) P (~x) ⇐⇒ (∀y)Q(~x; y)(∀) P (z; ~x) ⇐⇒ (∀i ≤ z)Q(~x; i)(∀≤) P (~x) ⇐⇒ Q(f1(~x); : : : ; fm(~x))(áí�éêá�Üó�áóç)Ùò ðáñÜäåéãìá, Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé ü�é �ï óýíïëï �ùí ðñù�ïãåíþò áíáäñïìé-êþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéó�ü ãéá üëïõò áõ�ïýò �ïõò �åëåó�Ýò (ìå ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÝò fi(~x)) åê�üò áðü �ïõò (ìç-öñáãìÝíïõò) ðïóïäåß÷�åò ∃; ∀, ãéá�ïõò ïðïßïõò äåí åßíáé êëåéó�ü áðü �ï Èåþñçìá 3A.4. Åðßóçò Ý÷ïõìå äåß-îåé (êõñßùò óå áóêÞóåéò) êáé �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ùí áíáäñïìéêþíó÷Ýóåùí:4A.1. �ñü�áóç. Ôï óýíïëï �ùí áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéó�üãéá �ïõò �åëåó�Ýò �ïõ ðñï�áóéáêïý ëïãéóìïý ¬;&;∨;⇒, �ïõò öñáãìÝíïõòðïóïäåß÷�åò ∃≤; ∀≤ êáé áí�éêá�Üó�áóç (ïëéêþí) áíáäñïìéêþí óõíáñ�Þ-óåùí, áëëÜ äåí åßíáé êëåéó�ü ãéá �ïõò ðïóïäåß÷�åò ∃; ∀.4A.2. Ïñéóìüò. (a) Ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ áí ãéá êÜðïéáìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x),P (~x) ⇐⇒ f(~x)↓ :(b) Ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé Σ0
1 áí ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Q(~x; y)P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y):4A.3. �ñü�áóç. Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá, ãéá �çí �õ÷áßá ó÷Ýóç P (~x):(1) H P (~x) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ.(2) H P (~x) åßíáé Σ0

1.(3) H P (~x) éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáP (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)ìå êÜðïéá ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ Q(~x; y).
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4A. ÇìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò 87Áðüäåéîç. (1)=⇒ (3) áðü �ï èåþñçìá êáíïíéêÞò ìïñöÞò· (3)=⇒ (2)�å�ñéììÝíá· êáé (2)=⇒ (1) èÝ�ïí�áòf(~x) = �yQ(~x; y);Ý�óé ðïõ
(∃y)Q(~x; y) ⇐⇒ f(~x)↓ : ⊣¸÷ïõìå Þäç óõíáí�Þóåé �ï êëáóéêü ðáñÜäåéãìá ó÷Ýóçò ðïõ åßíáé çìéáíá-äñïìéêÞ áëëÜ ü÷é áíáäñïìéêÞ, �ç ó÷Ýóç �åñìá�éóìïý H(e; x) (3A.4).4A.4. �ñü�áóç (Èåþñçìá Kleene). Ç �õ÷áßá ó÷Ýóç P (~x) åßíáé áíá-äñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí ç P (~x) êáé ç ÜñíçóÞ �çò ¬P (~x) åßíáé êáé ïé äýïçìéáíáäñïìéêÝò.Áðüäåéîç. Áí ç P (~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ, �ü�å êáé ïéQ(~x; y) ⇐⇒ P (~x); R(~x; y) ⇐⇒ ¬P (~x)åßíáé áíáäñïìéêÝò, êáé Ý÷ïõìå (�å�ñéììÝíá)P (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)
¬P (~x) ⇐⇒ (∃y)R(~x; y):�éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, áíP (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)
¬P (~x) ⇐⇒ (∃y)R(~x; y)ìå áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò Q êáé R, �ü�å ç óõíÜñ�çóçf(~x) = �y[R(~x; y) ∨Q(~x; y)]åßíáé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ, êáéP (~x) ⇐⇒ Q(~x; f(~x)): ⊣

4A.5. �ñü�áóç. Ôï óýíïëï �ùí çìéáíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéó�üãéá áíáäñïìéêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò, ãéá �ïõò £èå�éêïýò¤ ðñï�áóéáêïýò �åëå-ó�Ýò &;∨, ãéá �ïõò öñáãìÝíïõò ðïóïäåß÷�åò ∃≤, ∀≤, êáé ãéá �ïí õðáñîéáêüðïóïäåß÷�ç ∃· äåí åßíáé êëåéó�ü ãéá �çí Üñíçóç ¬ êáé ãéá �ïí êáèïëéêüðïóïäåß÷�ç ∀.
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88 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáÁðüäåéîç. Ç êëåéó�ü�ç�á ãéá áíáäñïìéêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò åßíáé ðñï-öáíÞò, êáé ïé áêüëïõèïé ìå�áó÷çìá�éóìïß äåß÷íïõí �ïõò õðüëïéðïõò, èå�é-êïýò éó÷õñéóìïýò �çò ðñü�áóçò:
(∃y)Q(~x; y) ∨ (∃y)R(~x; y) ⇐⇒ (∃u)[Q(~x; u) ∨R(~x; u)]

(∃y)Q(~x; y) & (∃y)R(~x; y) ⇐⇒ (∃u)[Q(~x; (u)0) & R(~x; (u)1)]

(∃z)(∃y)Q(~x; y; z) ⇐⇒ (∃u)R(~x; (u)0; (u)1)

(∃i ≤ z)(∃y)Q(~x; y; i) ⇐⇒ (∃u)[(u)0 ≤ z & Q(~x; (u)1; (u)0)

(∀i ≤ z)(∃y)Q(~x; y; i) ⇐⇒ (∃u)(∀i ≤ z)Q(~x; (u)i; i):Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, �ï óýíïëï �ùí çìéáíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí äåí åßíáé êëåé-ó�ü ãéá �çí Üñíçóç Þ �ïí êáèïëéêü ðïóïäåß÷�ç, ãéá�ß áëëéþò ç âáóéêÞ ó÷Ýóç�åñìá�éóìïý H(e; x) ⇐⇒ (∃y)T1(e; x; y)èá åß÷å çìéáíáäñïìéêÞ Üñíçóç êáé èá Þ�áí áíáäñïìéêÞ áðü �ï 4A.4, åíþ äåíåßíáé. ⊣Ôï ãñÜöçìá ìéáò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò f(~x) åßíáé ç ó÷Ýóç ó�ïõò öõóéêïýòGf (~x; w) ⇐⇒ f(~x) = w;(85)êáé ç åðüìåíç, áðëÞ ðñü�áóç äßíåé óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò �å�ñéììÝíåò áðï-äåßîåéò áíáäñïìéêü�ç�áò ãéá ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò.4A.6. �ñü�áóç. Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áíêáé ìüíïí áí �ï ãñÜöçìÜ �çò Gf (~x; w) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç.Áðüäåéîç. Áí ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ ìå êùäéêü f̂ , �ü�åGf (~x; w) ⇐⇒ (∃y)[Tn(f̂ ; ~x; y) & U(y) = w];Ý�óé ðïõ ç Gf (~x; w) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ· êáé áíf(~x) = w ⇐⇒ (∃u)R(~x; w; u)ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ R(~x; w; u), �ü�åf(~x) =
(�uR(~x; (u)0; (u)1)

)

0
;Ý�óé ðïõ ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. ⊣Ôï �åëåõ�áßï áðï�Ýëåóìá ó' áõ�ü �ï åäÜöéï áðëïðïéåß óçìáí�éêÜ ðïëëÝòêá�áóêåõÝò.4A.7. �ñü�áóç (ËÞììá Σ0

1-åðéëïãÞò). �éá êÜèå çìéáíáäñïìéêÞ ó÷ÝóçR(~x; w), õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå~x,
(∃w)R(~x; w) ⇐⇒ f(~x)↓
(∃w)R(~x; w) =⇒ R(~x; f(~x)):
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4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá 89Áðüäåéîç. Áðü �çí õðüèåóç, õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç P (~x; w; y) �Ý-�ïéá ðïõ R(~x; w) ⇐⇒ (∃y)P (~x; w; y);êáé �ï óõìðÝñáóìá �ïõ ËÞììá�ïò äåß÷íå�áé åýêïëá áí èÝóïõìåf(~x) =
(�uP (~x; (u)0; (u)1)

)

0
: ⊣

4A. ÁóêÞóåéòx4A.1. Äåßî�å ü�é ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(e; u) = 〈'e((u)0); : : : ; 'e((u)lh(u)−· 1)〉åßíáé áíáäñïìéêÞ.x4A.2. ¸ó�ù R(~x; w) çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå ~x õðÜñ-÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï áñéèìïß w1 6= w2 �Ý�ïéïé ðïõ R(~x; w1) êáé R(~x; w2).Äåßî�å ü�é õðÜñ÷ïõí äýï, ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò f(~x); g(~x) �Ý�ïéåòðïõ ãéá üëá �á ~x,R(~x; f(~x)) & R(~x; g(~x)) & f(~x) 6= g(~x):x4A.3∗. ¸ó�ù R(~x; w) çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå ~x,õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò w �Ý�ïéïò ðïõ R(~x; w).(a) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(n; ~x), �Ý�ïéá ðïõR(~x; w) ⇐⇒ (∃n)[w = f(n; ~x)]:(86)(b) Äåßî�å ü�é áí (åðéðëÝïí) ãéá êÜèå ~x, õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé �ï ðëÞèïò w�Ý�ïéïé ðïõ R(~x; w), �ü�å õðÜñ÷åé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ f(n; ~x) ðïõ éêáíïðïéåß�çí (86) êáé åßíáé £1{1 ó�ï n¤, äçëáäÞ, ãéá üëá �á ~x;m; n,m 6= n=⇒ f(m;~x) 6= f(n; ~x):
4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá4B.1. Ïñéóìüò. Ôï �õ÷áßï óýíïëï A ⊆ N åßíáé áíáäñïìéêÜ áðáñéè-ìç�ü (Þ áíáäñïìéêÜ áñéèìÞóéìï, á.á., reurssively enumerable, r.e.), áíA = ∅, Þ êÜðïéá ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f : N → N áðáñéèìåß �ï A,A = f [N] = {f(0); f(1); : : : }:(87)4B.2. �ñü�áóç. (1) Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá ãéá �ï �õ÷áßï A ⊆ N:(a) Ôï A åßíáé á.á.
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90 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá(b) Ç ó÷Ýóç x ∈ A åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, Ý�óé ðïõA = Domain(g) = {x | g(x)↓}ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g.() Ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï, Þ õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-�çóç f : N  N ðïõ áðáñéèìåß �ï A, A = f [N].(2) Ç áêïëïõèßá W0;W1; : : :áðáñéèìåß �á á.á. óýíïëá Ý�óé ðïõ ç ó÷Ýóç x ∈ We íá åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ.(3) Ôï �õ÷áßï A ⊆ N åßíáé áíáäñïìéêü áí êáé ìüíïí áí åßíáé ðåðåñáóìÝíïÞ õðÜñ÷åé (áõó�çñÜ) áýîïõóá, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ áðáñéèìåß �ï A,A = {f(0) < f(1) < f(2) < · · · }:Áðüäåéîç. �éá �ï (3), ðñþ�á, õðåíèõìßæïõìå (x1A.12) ü�é ç óõíÜñ�çóçf : N → N åßíáé áýîïõóá áíf(n) < f(n+ 1) (n ∈ N);ðïõ óõíåðÜãå�áé áìÝóùò (ìå åðáãùãÞ) ü�én ≤ f(n)·Ýðå�áé ü�é áí �ï A áðáñéèìåß�áé áðü ìéá áýîïõóá, áíáäñïìéêÞ f , �ü�åx ∈ A ⇐⇒ (∃n ≤ x)[x = f(n)];êáé �ï A åßíáé áíáäñïìéêü. �éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, áí �ï A åßíáé áíáäñï-ìéêü êáé Üðåéñï, �ü�å ç f(0) = (�x)[x ∈ A]f(n+ 1) = (�x)[x > f(n) & x ∈ A]åßíáé áíáäñïìéêÞ, áýîïõóá êáé áðáñéèìåß �ï A.(1) Ç óõíåðáãùãÞ (a)=⇒ (b) åßíáé �å�ñéììÝíç ãéá �ï A = ∅, êáé áíA = f [N], �ü�å x ∈ A ⇐⇒ (∃i)[x = f(i)]:Ôï áí�ßó�ñïöï (b)=⇒ (a) åßíáé åðßóçò �å�ñéììÝíï ãéá �ï A = ∅, êáé áíx0 ∈ A êáé x ∈ A ⇐⇒ (∃y)R(x; y);�ü�å �ï A áðáñéèìåß�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñ�çóçf(u) =

{x0; áí ¬R((u)0; (u)1);
(u)0; áí R((u)0; (u)1):ÔåëéêÜ, ç óõíåðáãùãÞ ()=⇒ (a) åßíáé �å�ñéììÝíç, ç (a)=⇒ () åßíáé åðß-óçò �å�ñéììÝíç ãéá ðåðåñáóìÝíá A, êáé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é áí �ï Áåßíáé Üðåéñï êáé A = {f(0); f(1); : : : }
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Ó÷Þìá 5. ÄéáãñáöÞ åðáíáëåßøåùí.ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f , �ü�å �ï A áðáñéèìåß�áé åðßóçò áðüêÜðïéá Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá £äéá-ãñÜøïõìå �éò åðáíáëÞøåéò¤ áðü �çí áðáñßèìçóç ìå �ï f , êÜ�é ðïõ ðñïöáíþòïäçãåß óå ìéá ïëéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ áðáñßèìçóç �ïõ A.�éá �çí áõó�çñÞ áðüäåéîç áõ�Þò �çò £ðñïöáíü�ç�áò¤, Ýó�ùB = {n | (∀i < n)[f(i) 6= f(n)]}�ï áíáäñïìéêü óýíïëï �ùí èÝóåùí üðïõ êáéíïýñãéá ìÝëç �ïõ A áðáñéèìïý-í�áé áðü �çí f · B = g[N] ãéá êÜðïéá áýîïõóá g(n) áðü �ï ìÝñïò (3), êáé �ïA áðáñéèìåß�áé áðü �çí Ýíá-ðñïò-Ýíá óýíèåóç h(n) = f(g(n)).Ôï (2) óõíÜãå�áé áðü �ï ÷áñáê�çñéóìü (b) �ïõ (1). ⊣4B.3. �üñéóìá. ÊÜèå áíáäñïìéêü óýíïëï åßíáé á.á., áëëÜ õðÜñ÷ïõí á.á.óýíïëá ðïõ äåí åßíáé áíáäñïìéêÜ, ð.÷., �ïH ′ = {x | H((x)0; (x)1)}:(88)Áðüäåéîç. Áí �ï H ′ Þ�áí áíáäñïìéêü, �ü�å áíáäñïìéêÞ èá Þ�áí êáé çó÷Ýóç �åñìá�éóìïý (72), åöüóïíH(e; x) ⇐⇒ 〈e; x〉 ∈ H ′: ⊣Ç êëÜóç �ùí á.á. óõíüëùí Ý÷åé ðïëý ðëïýóéá äïìÞ êáé Ý÷åé ìåëå�çèåßåí�á�éêÜ. Åäþ èá ðåñéïñéó�ïýìå óå (åëÜ÷éó�á) âáóéêÜ áðï�åëÝóìá�á, ðïõäßíïõí êÜðïéá ãåýóç �ùí éäéï�Þ�ùí �çò.4B.4. Ïñéóìüò. ÁíáãùãÞ �ïõ óõíüëïõ A ó�ï B, åßíáé ç �õ÷áßá (ïëéêÞ)áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáx ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B:(89)�éá äýï A;B ⊆ N, èÝ�ïõìå:A ≤m B ⇐⇒ õðÜñ÷åé áíáãùãÞ �ïõ A ó�ï B;A ≤1 B ⇐⇒ õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáãùãÞ �ïõ A ó�ï B;A ≡ B ⇐⇒ õðÜñ÷åé áíáãùãÞ �ïõ A ó�ï B ðïõ åßíáé ìå�Üèåóç;üðïõ ç f : N→N åßíáé ìå�Üèåóç áí åßíáé áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá(Ýíá-ðñïò-Ýíá êáé åðß �ïõ N). �ñïöáíþò,A ≡ B=⇒A ≤1 B=⇒A ≤m B:
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92 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá4B.5. �ñü�áóç. �éá üëá �á óýíïëá A, B, C,A ≤m A êáé [A ≤m B & B ≤m C]=⇒A ≤m C;êáé �ï ßäéï éó÷ýåé ãéá �éò éó÷õñü�åñåò áíáãùãÝò ≤1 êáé ≡· åðéðëÝïí, çó÷Ýóç áíáäñïìéêïý éóïìïñöéóìïý ≡ åßíáé óõììå�ñéêÞ,A ≡ B ⇐⇒ B ≡ A:Áðüäåéîç. �éá �ç ìå�áâá�éêü�ç�á áõ�þí �ùí ó÷Ýóåùí, ðáñá�çñïýìå ü�éáí, áðü �çí õðüèåóçx ∈ A ⇐⇒ g(x) ∈ B êáé y ∈ B ⇐⇒ h(y) ∈ C;ãéá äïóìÝíåò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò, �ü�åx ∈ A ⇐⇒ h(g(x)) ∈ C;Ý�óé ðïõ ç óýíèåóç f(x) = h(g(x)) áíÜãåé �ï A ó�ï C. ⊣4B.6. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï B åßíáé á.á. ðëÞñåò áí åßíáé á.á. êáé êÜèåá.á. A áíÜãå�áé ó�ï B ìå Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáãùãÞ, A ≤1 B.�éá ðáñÜäåéãìá, �ï H ′ ðïõ ïñßóáìå ó�çí (88) åßíáé ðëÞñåò, åðåéäÞ êÜèåá.á. óýíïëï åßíáé �çò ìïñöÞò We ãéá êÜðïéï e, êáéx ∈ We ⇐⇒ 'e(x)↓ ⇐⇒ 〈e; x〉 ∈ H ′:ÊÜðùò áðëïýó�åñï åßíáé �ï £äéáãþíéï¤ óýíïëïK = {x | (∃y)T1(x; x; y)} = {x | 'x(x)↓};(90)�ïõ ïðïßïõ ç ðëçñü�ç�á äåí åßíáé �åëåßùò �å�ñéììÝíç.4B.7. �ñü�áóç. Ôï K åßíáé á.á. ðëÞñåò.Áðüäåéîç. �éá �ï �õ÷áßï á.á. óýíïëïA = {x | g(x)↓}(ìå áíáäñïìéêÞ g(x)), èÝ�ïõìåh(x; y) = g(x)êáé åðéëÝãïõìå êÜðïéï êùäéêü ĥ �çò h, Ý�óé ðïõ ãéá ïðïéïäÞðï�å y,x ∈ A ⇐⇒ h(x; y)↓
⇐⇒ {ĥ}(x; y)↓
⇐⇒ {S1

1(ĥ; x)}(y)↓ ·êáé áöïý áõ�Þ ç éóïäõíáìßá éó÷ýåé ãéá üëá �á y, éäéáß�åñá éó÷ýåé ãéá �ïy = S1
1(ĥ; x), êáé ìáò äßíåé ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóçx ∈ A ⇐⇒ {S1

1(ĥ; x)}(S1
1(ĥ; x))↓

⇐⇒ S1
1(ĥ; x) ∈ K;
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4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá 93ðïõ áíáãÜãåé �ï A ó�ï Ê ìå �ç óõíÜñ�çóç f(x) = S1
1(ĥ; x). ⊣Ôï åðüìåíï, âáóéêü èåþñçìá äåß÷íåé (åí ìÝñåé) ü�é ìÝ÷ñéò áíáäñïìéêïýéóïìïñöéóìïý õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá á.á. ðëÞñåò óýíïëï, áëëÜ åßíáé ðïëý ãåíé-êü�åñï: éó÷ýåé ãéá üëá �á óýíïëá A;B, ü÷é ìüíï �á áíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü{ êáé áõ�ü åßíáé ðïõ êÜíåé �çí áðüäåéîç �üóï äýóêïëç.4B.8. Èåþñçìá (Èåþñçìá �ïõ Myhill). �éá äýï óýíïëá A, B,A ≤1 B & B ≤1 A=⇒A ≡ B:Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ åêäï÷Þ �çò áðüäåéîçò �ïõêëáóéêïý ÈåùñÞìá�ïò Shr�oder-Bernstein ó�ç óõíïëïèåùñßá, êáé âáóßæå�áéó�ï åðüìåíï ËÞììá, üðïõ ç �õ÷áßá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá æåõãþíW = (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn)(91)êáëåß�áé êáëÞ (ðñïóÝããéóç éóïìïñöéóìïý) ãéá �á óýíïëá A êáé B, áíi 6= j=⇒xi 6= xj ; yi 6= yj ; êáé xi ∈ A ⇐⇒ yi ∈ B (i; j ≤ n):�éá êÜèå áêïëïõèßá W üðùò ó�çí (91), èÝ�ïõìåX = X(W ) = {x0; x1; : : : ; xn}; Y = Y (W ) = {y0; y1; : : : ; yn}:ËÞììá X. Áí õðÜñ÷åé Ýíá-ðñïò-Ýíá áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f : N  N�Ý�ïéá ðïõ x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B;�ü�å ãéá üëá �áX = {x0; : : : ; xn}; Y = {y0; : : : ; yn} êáé x =∈ X;ìðïñïýìå íá âñïýìå êÜðïéï y =∈ Y , Ý�óé ðïõ áí ç áêïëïõèßáW = (x0; y0); : : : ; (xn; yn)åßíáé êáëÞ, åðßóçò êáëÞ åßíáé êáé ç åðÝê�áóçW ′ = (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn); (x; y);(92)äçëáäÞ y =∈ Y êáé x ∈ A ⇐⇒ y ∈ B:Áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò X. ÈÝ�ïõìåz0 = f(x)zi+1 =

{zi; áí zi =∈ Y;f(xj); áëëéþò, áí zi = yj ;êáé åðáëçèåýïõìå äýï âáóéêÝò éäéü�ç�åò �çò áêïëïõèßáò z0; z1; : : : .(1) �éá êÜèå i, x ∈ A ⇐⇒ zi ∈ B.
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 93



94 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáÁðüäåéîç. �éá i = 0, x ∈ A ⇐⇒ f(x) = z0 ∈ B, áðü �çí õðüèåóç ãéá�çí f . ÅðáãùãéêÜ, áí zi =∈ Y , �ü�åx ∈ A ⇐⇒ zi+1 = zi ∈ Báðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç, êáé áí zi ∈ Y , �ü�åx ∈ A ⇐⇒ zi = yj ∈ B (áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
⇐⇒ xj ∈ A (åðåéäÞ ç äïóìÝíç áêïëïõèßá åßíáé êáëÞ)
⇐⇒ f(xj) = zi+1 ∈ B:(2) �éá êÜèå i, zi ∈ Y =⇒ (∀k < i)[zi 6= zk].Áðüäåéîç. Ç ðñü�áóç áëçèåýåé �å�ñéììÝíá áí z0 = f(x) =∈ Y , ãéá�ß ó'áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç zi = f(x) =∈ Y ãéá êÜèå i, áðü �ïí ïñéóìü. Åðßóçò çðñü�áóç áëçèåýåé �å�ñéììÝíá ãéá i = 0, êáé, åðáãùãéêÜ, äå÷üìáó�å ü�é çðñü�áóç áëçèåýåé ãéá �ï i êáé zi+1 ∈ Y . �áñá�çñïýìå ü�é zi ∈ Y , áëëéþò(áðü �ïí ïñéóìü) zi+1 = zi =∈ Y · Üñá, áðü �ïí ïñéóìü, ãéá êÜðïéï j,zi = yj ; zi+1 = f(xj):(93)�ñïò Ü�ïðï, Ýó�ù k �ï åëÜ÷éó�ï áí�éðáñÜäåéãìá ãéá �ï zi+1, äçëáäÞ k <i+ 1 êáé zi+1 = zk & (∀l < k)[zi+1 6= zl]:�áñá�çñïýìå ü�é k 6= 0, åðåéäÞ z0 = f(x), zi+1 = f(xj) êáé åðïìÝíùòzi+1 = z0 =⇒ f(xj) = f(x)=⇒xj = x;ðïõ åßíáé Ü�ïðï, áöïý x =∈ X åíþ xj ∈ X· Üñá k = t + 1 ãéá êÜðïéï t < i,êáé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ k, zt ∈ Y (áëëéþò zt+1 = zt êáé �ï t+1 äå èá Þ�áí�ï åëÜ÷éó�ï áí�éðáñÜäåéãìá) êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜðïéï s,zt = ys; zt+1 = f(xs):(94)Õðïëïãßæïõìå:zi+1 = zt+1 =⇒ f(xj) = f(xs)(áðü �éò (93) êáé (94))=⇒ xj = xs (ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò)=⇒ yj = ys (ç áêïëïõèßá åßíáé êáëÞ)=⇒ zi = zt (áðü �éò (93) êáé (94)):¸ðå�áé áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç ü�é t ≥ i, Üñá t+1 ≥ i+1 ðïõ áí�é�ßèå�áéó�çí õðüèåóç t+ 1 < i+ 1.Ç ðñü�áóç (2) �þñá óõíåðÜãå�áé ü�é ãéá êÜðïéï j < n+ 2, zj =∈ Y (áöïý�ï Y Ý÷åé n + 1 ìÝëç), êáé �ï ËÞììá áëçèåýåé ìå �çí åðéëïãÞ y = zj ,W ′ = W; (x; y). ⊣ (ËÞììá X)Ôï óõììå�ñéêü ËÞììá Y áðïäßäåé ãéá êÜèå áêïëïõèßá W êáé êÜèå y =∈ YÝíá x =∈ X �Ý�ïéï ðïõ áí ç W åßíáé êáëÞ, �ü�å êáëÞ åßíáé êáé ç åðÝê�áóç
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4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá 95W ′ = W; (x; y). Ì' áõ�Ü �á ËÞììá�á, ç ìå�Üèåóç ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å êá�á-óêåõÜæå�áé ìå äéáäï÷éêÞ åöáñìïãÞ �ùí åîÞò äýï âçìÜ�ùí, îåêéíþí�áò áðü�çí êáëÞ áêïëïõèßáW0 = (0; f(0)); X0 = {0}; Y0 = {f(0)}:�åñé��ü âÞìá 2n + 1. ÈÝ�ïõìå y = min(N \ Y2n) êáé åðåê�åßíïõìå �çíW2n ìå åöáñìïãÞ �ïõ ËÞììá�ïò Y Ý�óé ðïõ y ∈ Y2n+1.¢ñ�éï âÞìá 2n + 2. ÈÝ�ïõìå x = min(N \X2n+1) êáé åðåê�åßíïõìå �çíW2n+1 ìå åöáñìïãÞ �ïõ ËÞììá�ïò X Ý�óé ðïõ x ∈ X2n+2.Ó�ï �Ýëïò, ç Ýíùóç ⋃nWn åßíáé ãñÜöçìá ìå�Üèåóçò h : N→N ðïõ áíÜãåé�ï A ó�ï B, x ∈ A ⇐⇒ h(x) ∈ B:Ç áíáäñïìéêü�ç�á �çò h óõíÜãå�áé áðü �ç êá�áóêåõÞ êáé óõìðëçñþíåé �çíáðüäåéîç ü�é A ≡ B. ⊣4B.9. �áñá�Þñçóç. Áí A ≤m B, êáé �ï B åßíáé áíáäñïìéêü, �ü�å êáé �ïA åßíáé áíáäñïìéêü· Ýðå�áé ü�é áí A ≤m B êáé �ï A äåí åßíáé áíáäñïìéêü,�ü�å êáé �ï B äåí åßíáé áíáäñïìéêü.Ìáæß ìå �çí ðëçñü�ç�á �ïõ K, ç áðëÞ áõ�Þ ðñü�áóç åßíáé �ï ðñþ�ï, âá-óéêü åñãáëåßï ãéá �çí áðüäåéîç ìç-áíáäñïìéêü�ç�áò óõíüëùí êáé ó÷Ýóåùí:ãéá�ß áí äåßîïõìå ü�é Á ≤m B ìå êÜðïéï A ðïõ äåí åßíáé áíáäñïìéêü (ð.÷.,�ï K), �ü�å Ýðå�áé ü�é êáé �ï B äåí åßíáé áíáäñïìéêü.4B.10. �ñü�áóç (�áñÜäåéãìá). Ôï óýíïëïA = {e | We 6= ∅}åßíáé á.á. áëëÜ ü÷é áíáäñïìéêü.Áðüäåéîç. Ôï A åßíáé á.á. åðåéäÞ ç ó÷Ýóçe ∈ A ⇐⇒ (∃x)[x ∈ We]åßíáé Σ0
1. �éá íá äåßîïõìå ü�é K ≤m A, èÝ�ïõìåg(e; x) = �yT1(e; e; y)Ý�óé ðïõ ç �éìÞ g(e; x) åßíáé áíåîÜñ�ç�ç �ïõ x,g(e; x) =

{�yT1(e; e; y); áí (∃y)T1(e; e; y);
⊥; áëëéþò;êáé, ãéá êÜèå x, e ∈ K ⇐⇒ g(e; x)↓ ;Ý�óé ðïõ e ∈ K ⇐⇒ (∃x)g(e; x)↓ ·
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96 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáÝðå�áé ü�é áí ï ĝ åßíáé êùäéêüò �çò g(x; y), �ü�åe ∈ K ⇐⇒ (∃x)[{ĝ}(e; x)↓ ]

⇐⇒ (∃x)[{S1
1(ĝ; e)}(x)↓ ]

⇐⇒ WS1
1
(̂g;e) 6= ∅

⇐⇒ S1
1(ĝ; e) ∈ A;Üñá K ≤1 A êáé �ï A äåí åßíáé áíáäñïìéêü. ⊣�áñá�çñïýìå ü�é ì' áõ�Þ �ç êá�áóêåõÞ,e ∈ K ⇐⇒ WS1

1
(̂g;e) = N

⇐⇒ �ï WS1
1
(̂g;e) Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 ìÝëçÝ�óé ðïõ �á óýíïëáB = {e | We = N}; C = {e | �ï We Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 2 ìÝëç}åðßóçò äåí åßíáé áíáäñïìéêÜ.4B.11. Áíáäñïìéêüò äéá÷ùñéóìüò äýï óõíüëùí A êáé B åßíáé �ï �õ÷áßïáíáäñïìéêü óýíïëï C �Ý�ïéï ðïõ A ⊆ C êáé B ∩ C = ∅.Áí A ∩ B 6= ∅, �ü�å, ðñïöáíþò, äåí õðÜñ÷åé äéá÷ùñéóìüò �ïõ A áðü �ïB, êáé áí �ï A åßíáé áíáäñïìéêü êáé A∩Â = ∅, �ü�å, ðÜëé ðñïöáíþò, �ï Aäéá÷ùñßæåé �ïí åáõ�ü �ïõ áðü �ï B.4B.12. �ñü�áóç (Kleene). ÕðÜñ÷ïõí á.á. óýíïëá K0 êáé K1 �Ý�ïéá ðïõK0∩K1 = ∅ êáé äåí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêüò äéá÷ùñéóìüò �ïõ K0 áðü �ï K1.Áðüäåéîç. ÈÝ�ïõìåK0 = {e | (∃y)[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]};K1 = {e | (∃z)[T1((e)1; e; z) & (∀y < z)¬T1((e)0; e; y)]};êáé äåß÷íïõìå ðñþ�á ü�é K0 ∩ K1 = ∅ ìå áðáãùãÞ ó�ï Ü�ïðï· ãéá�ß áíe ∈ K0 ∩K1 êáéy∗ = �y[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]z∗ = �z[T1((e)1; e; z) & (∀y < z)¬T1((e)0; e; y)];�ü�å, áðü �ïõò ïñéóìïýò,y∗ < z∗ =⇒ T1((e)0; e; y∗) & (∀y < z∗)¬T1((e)0; e; y)=⇒ T1((e)0; e; y∗) & ¬T1((e)0; e; y∗);êáé �ï áíÜëïãï Ü�ïðï óõíÜãå�áé áðü �çí áí�ßèå�ç õðüèåóç, ü�é z∗ ≤ y∗.�Üëé ðñïò Ü�ïðï, áò åßíáé �á We, Wm á.á. �Ý�ïéá ðïõK0 ⊆ We; K1 ⊆ Wm; We ∩Wm = ∅; We ∪Wm = N;
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4B. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá 97êáé Ýó�ù t = 〈m; e〉· õðïëïãßæïõìå:t ∈ We =⇒ (∃z)T1(e; 〈m; e〉; z) & (∀y)¬T1(m; 〈m; e〉; y)åðåéäÞ We ∩Wm = ∅=⇒ (∃z)[T1(e; 〈m; e〉; z) & (∀y < z)¬T1(m; 〈m; e〉; y)]=⇒ 〈m; e〉 ∈ K1 áðü �ïí ïñéóìü=⇒ 〈m; e〉 ∈ Wm åðåéäÞ K1 ⊆ Wm;Üñá t ∈ We∩Wm ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ¸ðå�áé ü�é t ∈ Wm, áöïýWe∪Wm = N,áëëÜ ï óõììå�ñéêüò õðïëïãéóìüò óõíÜãåé ðÜëé áð' áõ�ü ü�é t ∈ Wm ∩We,ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ⊣

4B. ÁóêÞóåéòx4B.1. Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(e), �Ý�ïéáðïõ We 6= ∅=⇒ [f(e)↓ & f(e) ∈ We]:x4B.2. �éá êÜèå ìéá áðü �éò åîÞò ðñï�Üóåéò áðïöáóßó�å áí ãéá �õ÷áßá,áíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá A êáé B ç ðñü�áóç áëçèåýåé Þ ü÷é· äåßî�å�éò èå�éêÝò áðïöÜóåéò óáò êáé äþó�å áí�éðáñáäåßãìá�á ãéá �éò áñíç�éêÝò:(a). Ôï A ∩B åßíáé á.á.(b). Ôï A ∪B åßíáé á.á.(). Ôï A \B = {x ∈ A | x =∈ B} åßíáé á.á.x4B.3. Äåßî�å ü�é êÜèå Üðåéñï, á.á. óýíïëï Ý÷åé Üðåéñï, áíáäñïìéêü õðï-óýíïëï.x4B.4. Áëçèåýïõí Þ ü÷é; Äþó�å áðïäåßîåéò Þ áí�éðáñáäåßãìá�á.(1) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u1(e;m) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e;m, Wu(e;m) = We ∪Wm:(2) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u2(e;m) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e;m, Wu(e;m) = We ∩Wm:(3) ÕðÜñ÷åé (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u3(e;m) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e;m, Wu(e;m) = We \Wm:
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 97



98 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáx4B.5. ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(e;m) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e;m, Wf(e;m) = {x+ y | x ∈ We êáé y ∈ Wm};(Áðïäåßî�å �çí áðÜí�çóç óáò.)x4B.6. ¸ó�ù f : N → N (ïëéêÞ) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç, A ⊆ N, êáéf [A] = {f(x) | x ∈ A}f−1[A] = {x | f(x) ∈ A}ç åéêüíá êáé ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá �ïõ A áðü �çí f . �éá êÜèå ìéá áðü�éò åîÞò ðñï�Üóåéò áðïöáóßó�å áí áëçèåýåé Þ ü÷é, áðïäåßî�å �éò èå�éêÝò óáòáðïöÜóåéò êáé äþó�å áí�éðáñáäåßãìá�á ãéá �éò áñíç�éêÝò.(a) Áí �ï A åßíáé á.á., åßíáé êáé �ï f [A] á.á.;(b) Áí �ï A åßíáé á.á., åßíáé êáé �ï f−1[A] á.á.;() Áí �ï A åßíáé áíáäñïìéêü, åßíáé êáé �ï f [A] áíáäñïìéêü;(d) Áí �ï A åßíáé áíáäñïìéêü, åßíáé êáé �ï f−1[A] áíáäñïìéêü;x4B.7. Ç êëåéó�ü�ç�á (losure) A åíüò óõíüëïõ A ⊆ N ãéá ìéá ìåñéêÞóõíÜñ�çóç f : N * N, åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï óýíïëï B �Ý�ïéï ðïõ B ⊇ A êáé�ï B åßíáé êëåéó�ü ãéá �çí f , äçëáäÞ
[x ∈ B & f(x)↓ ]=⇒ f(x) ∈ B:(a) Äåßî�å ü�é áí �ï A åßíáé á.á. êáé ç f(x) åßíáé áíáäñïìéêÞ (ìåñéêÞ),�ü�å êáé ç êëåéó�ü�ç�á A �ïõ A ãéá �çí f åßíáé á.á.(b) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíÞò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç u(e;m), �Ý�ïéáðïõ ãéá üëá �á e êáé m, �ï Wu(e;m) åßíáé ç êëåéó�ü�ç�á W e �ïõ We ãéá �çíáíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç 'm ìå êùäéêü m.x4B.8. Äåßî�å ü�é �ï óýíïëïK0 = {e | (∃y)[T1((e)0; e; y) & (∀z ≤ y)¬T1((e)1; e; z)]}åßíáé á.á.-ðëÞñåò.x4B.9. (Ç éäéü�ç�á �çò áíáãùãÞò (redution) ãéá �çí êëÜóç �ùí á.á.óõíüëùí. Äåßî�å ü�é áí �á óýíïëá A êáé Â åßíáé á.á., �ü�å õðÜñ÷ïõí á.á.óýíïëá A1, B1, �Ý�ïéá ðïõA1 ⊆ A; B1 ⊆ B; A1 ∪B1 = A ∪B; A1 ∩B1 = ∅:x4B.10. [Ç éäéü�ç�á �ïõ äéá÷ùñéóìïý (separation) ãéá �çí êëÜóç �ùíá.á.óõìðëçñùìÜ�ùí.℄ Äåßî�å ü�é áí �á A êáé B åßíáé óõìðëçñþìá�á á.á.óõíüëùíA êáé B êáéA∩B = ∅, �ü�å õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü C ðïõ äéá÷ùñßæåé�ï A áðü �ï B, äçëáäÞ, A ⊆ C; C ∩B = ∅:
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4C. �áñáãùãéêÜ, äçìéïõñãéêÜ êáé áðëÜ óýíïëá 99

CDA
B

A1 = (A \B) ∪ C;B1 = (B \A) ∪DÕðüäåéîç. Åöáñìüó�å �çí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ó�á óõìðëçñþìá�á A êáéB.x4B.11. Ìßá áðü �éò äýï åðüìåíåò ðñï�Üóåéò áëçèåýåé, åíþ ç Üëëç äåíáëçèåýåé. Äþó�å áðüäåéîç áõ�Þò ðïõ áëçèåýåé êáé áí�éðáñÜäåéãìá áõ�Þòðïõ äåí áëçèåýåé.(a) Áí A ⊆ B êáé �á A;B åßíáé á.á., �ü�å õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óýíïëï C�Ý�ïéï ðïõ A ⊆ C ⊆ B.(b) Áí A ⊆ B êáé �á A; B åßíáé á.á., �ü�å õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óýíïëïC �Ý�ïéï ðïõ A ⊆ C ⊆ B.
4C. �áñáãùãéêÜ, äçìéïõñãéêÜ êáé áðëÜ óýíïëáÌÝ÷ñé �þñá, �á ìüíá á.á., ìç-áíáäñïìéêÜ óýíïëá ðïõ Ý÷ïõìå óõíáí�Þóåéåßíáé á.á. ðëÞñç, êáé äçìéïõñãåß�áé ç åñþ�çóç áí êÜèå á.á. óýíïëï åßíáé Þáíáäñïìéêü Þ á.á. ðëÞñåò. Ç åðüìåíç óåéñÜ ïñéóìþí êáé ðñï�Üóåùí (�ïõEmil Post) äåß÷íåé ü�é ç áðëÞ áõ�Þ åéêüíá åßíáé ðïëý ìáêñéÜ áðü �çí ðñáã-ìá�éêü�ç�á.4C.1. Ïñéóìüò. Ç óõíÜñ�çóç p : N  N åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ-�çóç ãéá �ï óýíïëï B áí åßíáé áíáäñïìéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá êáéWe ⊆ B=⇒ p(e) ∈ B \We·êáé �ï óýíïëï B åßíáé ðáñáãùãéêü áí Ý÷åé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ�çóç.Ôï óýíïëï A åßíáé äçìéïõñãéêü áí åßíáé á.á. êáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõA = {x ∈ N | x =∈ A}åßíáé ðáñáãùãéêü.4C.2. �ñü�áóç. Ôï K åßíáé äçìéïõñãéêü, ìå ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ�çóçãéá �ï K �çí �áõ�ï�éêÞ p(e) = e.
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100 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáÁðüäåéîç. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�éWe ⊆ K=⇒ e ∈ K \We;äçëáäÞ
(∀t)[t ∈We=⇒ t =∈ K]=⇒ [e =∈ We & e =∈ K]:Ç õðüèåóç �çò óõíåðáãùãÞò åßíáé

(∀t)[{e}(t)↓ =⇒{t}(t)↑]êáé �ï óõìðÝñáóìá áðëÜ
{e}(e)↑;åðåéäÞ e =∈ We ⇐⇒ e =∈ K ⇐⇒ {e}(e)↑·êáé ç õðüèåóç óõíåðÜãå�áé �ï óõìðÝñáóìá, ãéá�ß áí {e}(e)↓ , �ü�å èÝ�ïí�áòt = e ó�çí õðüèåóç Ý÷ïõìå {e}(e)↑, ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ⊣4C.3. �üñéóìá. ÊÜèå á.á. ðëÞñåò óýíïëï åßíáé äçìéïõñãéêü.ÁöÞíïõìå �çí áðüäåéîç ãéá Üóêçóç, x4C.1.Ôï áí�ßó�ñïöï áõ�ïý �ïõ ðïñßóìá�ïò åðßóçò éó÷ýåé êáé äßíåé Ýíá £äïìéêü¤÷áñáê�çñéóìü �çò á.á. ðëçñü�ç�áò, áëëÜ ç áðüäåéîÞ �ïõ äåí åßíáé �üóï áðëÞêáé èá �çí áíáâÜëïõìå ãéá �ï åðüìåíï åäÜöéï. Ó�ï õðüëïéðï áõ�ïý �ïõåäáößïõ êá�áóêåõÜæïõìå á.á. óýíïëá ðïõ äåí åßíáé äçìéïõñãéêÜ, Üñá êáéü÷é ðëÞñç.4C.4. �ñü�áóç. ÊÜèå ðáñáãùãéêü óýíïëï B Ý÷åé Üðåéñï, á.á. õðïóý-íïëï.Áðüäåéîç. Ç éäÝá åßíáé íá ïñßóïõìå �ç óõíÜñ�çóç f : N → N ìå �çíáíáäñïìÞ f(0) = e0; üðïõ We0 = ∅f(x+ 1) = êÜðïéïò êùäéêüò �ïõ Wf(x) ∪ {p(f(x))}üðïõ ç p(e) åßíáé ç äïóìÝíç ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ�çóç ãéá �ï B. Áí �ï êá�á-öÝñïõìå áõ�ü, �ü�å ìå ìéá åýêïëç åðáãùãÞ äåß÷íïõìå ü�é ãéá êÜèå x,Wf(x) ( Wf(x+1) ⊆ B;Ý�óé ðïõ �ï óýíïëïA = Wf(0) ∪Wf(1) ∪ : : : = {y | (∃x)[y ∈ Wf(x)}åßíáé á.á., Üðåéñï õðïóýíïëï �ïõ B. �éá �ïí õðïëïãéóìü �çò áðáé�ïýìåíçòh(w; x) �Ý�ïéáò ðïõ f(x+ 1) = h(f(x); x);èÝ�ïõìå ðñþ�á R(e; y; x) ⇐⇒ x ∈ We ∨ x = y
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4C. �áñáãùãéêÜ, äçìéïõñãéêÜ êáé áðëÜ óýíïëá 101êáé ðáñá�çñïýìå ü�é áõ�Þ åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, Ý�óé ðïõ ãéá êÜðïéïĝ, x ∈ We ∪ {y} ⇐⇒ {ĝ}(e; y; x)↓
⇐⇒ {S2

1(ĝ; e; y)}(x)↓ ;ðïõ óçìáßíåé ü�é áí èÝóïõìå
U(e; y) = S2

1(ĝ; e; y);�ü�å WU(e;y) = We ∪ {y}:ÔåëéêÜ ïñßæïõìå h(w; x) = U(w; p(w));êáé ó�ïí ïñéóìü �çò f ,f(x+ 1) = h(f(x); x) = U(f(x); p(f(x)))Ý�óé ðïõ Wf(x+1) = Wf(x) ∪ {p(f(x))}üðùò áðáé�ïýóå ç áðüäåéîç. ⊣4C.5. Ïñéóìüò. Ôï óýíïëï A åßíáé áðëü, áí åßíáé á.á. êáé �ï óõìðëÞ-ñùìÜ �ïõ A åßíáé Üðåéñï êáé äåí Ý÷åé Üðåéñï, á.á. õðïóýíïëï, äçëáäÞWe ∩A = ∅=⇒ �ï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï:4C.6. Èåþñçìá (Emil Post). ÕðÜñ÷åé áðëü óýíïëï.Áðüäåéîç. Ç ó÷ÝóçR(x; y) ⇐⇒ y ∈Wx & y > 2xåßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, Üñá áðü �ï ËÞììá Σ0
1-ÅðéëïãÞò 4A.7 õðÜñ÷åé áíáäñï-ìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(x) �Ý�ïéá ðïõ

(∃y)[y ∈ Wx & y > 2x] ⇐⇒ f(x)↓
⇐⇒ f(x)↓ & f(x) ∈ Wx & f(x) > 2x:Ôï áðáé�ïýìåíï óýíïëï åßíáé ç åéêüíá �çò f ,A = {f(x) | f(x)↓}

= {y | (∃x)[f(x) = y]}
= {y | (∃x)[f(x) = y & 2x < y]};(95)üðïõ ç �åëåõ�áßá, âáóéêÞ éóü�ç�á óõíÜãå�áé áðü �ïí ïñéóìü �çò ó÷ÝóçòR(x; y).(1) Ôï A åßíáé çìéáíáäñïìéêü, áðü �ïí ïñéóìü �ïõ (åðåéäÞ �ï ãñÜöçìá�çò f(x) åßíáé Σ0

1).
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102 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá(2) Ôï óõìðëÞñùìá A åßíáé Üðåéñï, åðåéäÞy ∈ A & y ≤ 2z =⇒ (∃x)[y = f(x) & 2x < y ≤ 2z]=⇒ (∃x)[y = f(x) & x < z];ðïõ óõíåðÜãå�áé ü�é �ï ðïëý z áðü �ïõò 2z+1 áñéèìïýò ≤ 2z áíÞêïõí ó�ïA· Ýðå�áé ü�é êÜðïéïò y ≥ z áíÞêåé ó�ï óõìðëÞñùìá A, êáé áöïý áõ�üéó÷ýåé ãéá êÜèå z, �ï A åßíáé Üðåéñï.(3) �éá êÜèå Üðåéñï We, We ∩A 6= ∅, åðåéäÞWe Üðåéñï =⇒ (∃y)[y ∈ We & y > 2e]=⇒ f(e)↓ & f(e) ∈ We=⇒ f(e) ∈We ∩A: ⊣4C.7. �üñéóìá. Ôá áðëÜ óýíïëá äåí åßíáé á.á. ðëÞñç, Üñá õðÜñ÷åé á.á.,ìç-áíáäñïìéêü óýíïëï ðïõ äåí åßíáé á.á. ðëÞñåò.Áðüäåéîç. ¸íá áðëü A äåí ìðïñåß íá åßíáé áíáäñïìéêü, ãéá�ß �ü�å �ïÜðåéñï óõìðëÞñùìÜ �ïõ èá Þ�áí á.á. ÷ùñßò íá �Ýìíåé �ï A· êáé äåí ìðïñåßíá åßíáé á.á. ðëÞñåò, ãéá�ß äåí åßíáé äçìéïõñãéêü áðü �ç �ñü�áóç 4C.4. ⊣

4C. ÁóêÞóåéòx4C.1. Äåßî�å ü�é áí �ï A åßíáé äçìéïõñãéêü, �ï B åßíáé á.á. êáé A ≤1 B,�ü�å êáé �ï B åßíáé äçìéïõñãéêü.x4C.2. Äåßî�å ü�é áí �ï A åßíáé áðëü êáé �ï B åßíáé á.á., Üðåéñï, �ü�å ç�ïìÞ A ∩B åßíáé Üðåéñç.x4C.3∗. Äåßî�å ü�é áí �á A êáé B åßíáé áðëÜ óýíïëá, �ü�å êáé ç �ïìÞ�ïõò A ∩B åßíáé áðëü óýíïëï.x4C.4. �éá �éò åðüìåíåò äýï ðñï�Üóåéò, áðïöáóßó�å áí áëçèåýïõí Þ ü÷é,êáé äéêáéïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò ìå áðüäåéîç Þ áí�éðáñÜäåéãìá:(a) �éá êÜèå Üðåéñï á.á. óýíïëï A, õðÜñ÷åé ðëÞñçò, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóçf , �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå x, f(x) > x êáé f(x) ∈ A:(b) �éá êÜèå á.á. óýíïëï B ìå Üðåéñï óõìðëÞñùìá, õðÜñ÷åé ðëÞñçò áíá-äñïìéêÞ óõíÜñ�çóç g, �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå x,g(x) > x êáé g(x) =∈ Â:x4C.5∗. (a) Äåßî�å ü�é áí �ï A åßíáé áðëü, ç f(x) åßíáé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞêáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, êáé ç áí�ßó�ñïöç åéêüíá f−1[A] Ý÷åé Üðåéñï óõìðëÞñùìá,�ü�å �ï f−1[A] åßíáé áðëü óýíïëï.
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4D. Ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 103(b) Äåßî�å ü�é áí ðáñáëåßøïõìå ìéá áðü �éò õðïèÝóåéò ïëéêÞ, Ýíá-ðñïò-Ýíá, Üðåéñï óõìðëÞñùìá �ïõ f−1[A], �ü�å �ï óõìðÝñáóìá �ïõ (5) äåí éó÷ýåéáðáñáß�ç�á.
4D. Ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞòÓ' áõ�ü �ï åäÜöéï èá áðïäåßîïõìå Ýíá áðá�çëÜ áðëü èåþñçìá �ïõ Kleene,ðïõ üìùò Ý÷åé åêðëçê�éêÜ éó÷õñÝò êáé áðñüïð�åò óõíÝðåéåò ó�ç èåùñßá ïñé-óéìü�ç�áò (ãåíéêÜ) êáé áêüìç êáé ó�ç óõíïëïèåùñßá. Åäþ èá �ï ÷ñçóéìï-ðïéÞóïõìå ìüíï ãéá ìéá, óçìáí�éêÞ åöáñìïãÞ �ïõ ðïõ ïöåßëå�áé ó�ïí Myhillêáé �áõ�ßæåé �á á.á., ðëÞñç êáé �á äçìéïõñãéêÜ óýíïëá, áëëÜ èá �ï âñïýìåðïëý ÷ñÞóéìï êáé áñãü�åñá, ó�ï ÊåöÜëáéï 6.4D.1. Èåþñçìá (Ôï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, Kleene). �éá êÜèå áíá-äñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(z; ~x), õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò z∗ �Ý�ïéïò ðïõãéá êÜèå ~x, 'z∗(~x) = {z∗}(~x) = f(z∗; ~x):(96)Åéäéêü�åñá, õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç h(e) (ðïõ åîáñ�Ü-�áé ìüíï áðü �ï ìÞêïò n �çò ëßó�áò ~x = x1; : : : ; xn) �Ý�ïéá ðïõ áí f = 'e,�ü�å ç (96) éó÷ýåé ìå z∗ = h(e), äçëáäÞ ãéá üëá �á e; ~x),'h(e)(~x) = 'e(h(e); ~x):(97)Ôï èåþñçìá áðïäßäåé áìÝóùò ìåñéêÝò áðëÝò ðñï�Üóåéò ðïõ äåß÷íïõí ü�é çêùäéêïðïßçóç �ùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí Ý÷åé ðïëëÝò áðñïó-äüêç�åò (êáé êÜðùò ðåñßåñãåò) éäéü�ç�åò.4D.2. �ñü�áóç (�áñáäåßãìá�á). ÕðÜñ÷ïõí öõóéêïß áñéèìïß z1 { z4 �Ý-�ïéïé ðïõ 'z1(x) = z1'z2(x) = z2 + xWz3 = {z3}Wz4 = {0; : : : ; z4}:Áðüäåéîç. �éá �ï z1, åöáñìüæïõìå �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ó�ç óõ-íÜñ�çóç f(z; x) = zêáé èÝ�ïõìå z1 = z∗· Ýðå�áé ü�é'z1(x) = f(z1; x) = z1:Ïé õðüëïéðåò áðïäåßîåéò åßíáé ðáñüìïéåò êáé åîßóïõ áðëÝò. ⊣
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104 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëáÁðüäåéîç �ïõ 2ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÁíáäñïìÞò. Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(S1n(z; z); ~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé åðïìÝíùò õðÜñ÷åé öõóéêüò  �Ý�ïéïò ðïõ
{S1n(; z)}(~x) = {}(z; ~x) = f(S1n(z; z); ~x)·�ï èåþñçìá óõíÜãå�áé áð' áõ�Þ �çí åîßóùóç áí èÝóïõìåz∗ = S1n(; ):�éá �çí éó÷õñü�åñç åêäï÷Þ (97), Ýó�ù d êùäéêüò �Ý�ïéïò ðïõ'd(e; z; ~x) = 'e(S1n(z; z); ~x)Ý�óé ðïõ ï  = S1n+1(d; e)åßíáé êùäéêüò �çò 'e(S1n(z; z); ~x), êáé ç æç�ïýìåíç óõíÜñ�çóç åßíáé çh(e) = S1n(; ) = S1n(S1n+1(d; e); S1n+1(d; e)): ⊣Ùò (ðïëý óçìáí�éêü�åñï) ðáñÜäåéãìá �çò äýíáìçò �ïõ 2ïõ ÈåùñÞìá-�ïò ÁíáäñïìÞò, äåß÷íïõìå �ï áí�ßó�ñïöï �ïõ 4C.3, ü�é, äçëáäÞ, êÜèå äç-ìéïõñãéêü óýíïëï åßíáé á.á. ðëÞñåò (êáé êÜ�é ðåñéóóü�åñï).4D.3. Èåþñçìá (Myhill). Ôá åîÞò åßíáé éóïäýíáìá ãéá �ï �õ÷áßï á.á.óýíïëï A.(1) ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç p(e) �Ý�ïéá ðïõWe ∩A = ∅=⇒ [p(e)↓ & p(e) ∈ A \We]:(2) ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç q(e) �Ý�ïéá ðïõWe ∩A = ∅=⇒ q(e) ∈ A \We:(98)(3) Ôï A åßíáé äçìéïõñãéêü, äçëáäÞ ç (98) éó÷ýåé ìå ìéá Ýíá-ðñïò-ÝíááíáäñïìéêÞ q(e).(4) Ôï A åßíáé á.á. ðëÞñåò.Åéäéêü�åñá, �ï �õ÷áßï á.á. óýíïëï A åßíáé ðëÞñåò áí êáé ìüíïí áí åßíáéäçìéïõñãéêü.Áðüäåéîç. (1) ⇒ (2). �éá �ç äïóìÝíç, áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçp(e), õðÜñ÷åé (áðü �ï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò) öõóéêüò z �Ý�ïéïò ðïõ

{S1
1(z; e)}(t) = 'z(e; t) =

{'e(t); áí p(S1
1(z; e))↓ ;

⊥; áëëéþò:ÈÝ�ïõìå q(e) = p(S1
1(z; e)) ãé' áõ�ü �ï z êáé ðáñá�çñïýìå ü�é ç q(e) åßíáéïëéêÞ óõíÜñ�çóç, åðåéäÞq(e) = p(S1
1(z; e))↑ =⇒ WS1

1
(z;e) = ∅ (áðü �ïí ïñéóìü)=⇒ p(S1

1(z; e))↓ :
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4D. Ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 105ÅðéðëÝïí, åöüóïí q(e)↓ , WS1
1
(z;e) = We, ÜñáWe ∩A = ∅=⇒ q(e) = p(S1

1(z; e)) ∈ A \WS1
1
(z;e) = A \Weðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï.(2)⇒ (3) (Áõ�Þ ç óõíåðáãùãÞ äåí åðéêáëåß�áé �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò,êáé èá ìðïñïýóå íá åß÷å äïèåß ó�ï åäÜöéï 3C.)�éá �ç äïóìÝíç óõíÜñ�çóç q(e) ðïõ éêáíïðïéåß �çí (98), ðáñá�çñïýìåðñþ�á ü�é õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç h(e) �Ý�ïéá ðïõWh(e) = We ∪ {q(e)}·êáé ìå�Ü èÝ�ïõìå, áíáäñïìéêÜ,g(0; e) = eg(i+ 1; e) = h(g(i; e));Ý�óé ðïõ (åýêïëá, ìå åðáãùãÞ ó�ï i)Wg(i+1;e) = We ∪ {q(g(0; e)); q(g(1; e)); : : : ; q(g(i; e))}:¸ðå�áé ü�é ãéá i > 0,(99) We ∩A = ∅=⇒ q(g(i; e)) ∈ A \ (We ∪ {q(g(0; e)); q(g(1; e)); : : : ; q(g(i− 1; e))});êáé, åéäéêü�åñá,We ∩A = ∅=⇒ (∀j < i)[q(g(i; e)) 6= q(g(j; e))]:(100)ÔåëéêÜ, èÝ�ïõìå f(0) = q(0);êáé ãéá �ïí (áíáäñïìéêü) ïñéóìü �çò f(e+1), õðïëïãßæïõìå ðñþ�á äéáäï÷éêÜ�éò �éìÝò q(g(0; e+1)); : : : ; q(g(e+1; e+1)) êáé èåùñïýìå äýï ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1. Áí ïé �éìÝò áõ�Ýò åßíáé üëåò äéáöïñå�éêÝò, �ü�å ìéá áð'áõ�Ýò åßíáé äéáöïñå�éêÞ áðü �éò f(0); : : : ; f(e), êáé èÝ�ïõìåj = (�i ≤ (e+ 1))(∀y ≤ e)[q(g(i; e+ 1)) 6= f(y)]f(e+ 1) = q(g(j; e+ 1)):�åñßð�ùóç 2. ÕðÜñ÷ïõí i; j ≤ e + 1, i 6= j, �Ý�ïéá ðïõ q(g(i; e + 1)) =q(g(j; e+ 1)). Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç èÝ�ïõìåf(e+ 1) = max{f(0); : : : ; f(e)} + 1:Åßíáé ðñïöáíÝò áðü �ïí ïñéóìü ü�é ç f(e) åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá, êáé �ï ðùò åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ�çóç ãéá �ï A Ýðå�áé áìÝóùò áðü�éò (100) êáé (99).
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106 4. ÁíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�Ü óýíïëá(3)⇒ (4). Áí ç q(e) åßíáé ðáñáãùãéêÞ óõíÜñ�çóç ãéá �ï A êáé �ï B åßíáé�õ÷áßï á.á. óýíïëï, �ü�å (áðü �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò) õðÜñ÷åé öõóéêüòz �Ý�ïéïò ðïõ 'z(x; t) =

{
1; áí x ∈ B & t = q(S1

1(z; x));
⊥; áëëéþò·ç óõíÜñ�çóç f(x) = q(S1

1(z; x))åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá (ùò óýíèåóç ìïíïìïñöéóìþí), êáé áíÜãåé �ï B ó�ï A,ùò åîÞò.Áí x ∈ B, �ü�å WS1
1
(z;x) = {q(S1

1(z; x)} = {f(x)}; êáéf(x) =∈ A =⇒ WS1
1
(z;x) ∩A = ∅=⇒ q(S1

1(z; x)) ∈ A \WS1
1
(z;x)=⇒ f(x) ∈ A \ {f(x)};ðïõ åßíáé áí�éöá�éêü· Üñá f(x) ∈ A. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áí x =∈ B, �ü�åWS1

1
(z;x) = ∅ ⊆ A; Üñá f(x) = q(S1

1(z; x)) ∈ A. ⊣

4D. ÁóêÞóåéòx4D.1. Äåßî�å ü�é ãéá êÜðïéï z, Wz = {z; z + 1; : : : } = {x | x ≥ z}.x4D.2. Äåßî�å ü�é ãéá êÜðïéï z, 'z(t) = t · z.x4D.3∗. Áëçèåýïõí Þ ü÷é (ìå áðüäåéîç �ùí áðáí�Þóåùí óáò):(a) ÕðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(e), �Ý�ïéá ðïõ ãéá êÜèå e,áí �ï We åßíáé Üðåéñï, �ü�å f(e)↓ & f(e) ∈We & f(e) > e:(*)(b) ÕðÜñ÷åé ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(e) ðïõ íá éêáíïðïéåß �çí (*).x4D.4. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(z), Þ õðÜñ÷åéêÜðïéïò z �Ý�ïéïò ðïõ ï f(z) íá åßíáé ðåñé��üò, êáé ãéá üëá �á x,'z(x) = f(z + x);Þ õðÜñ÷åé êÜðïéïò w �Ý�ïéïò ðïõ ï f(w) íá åßíáé Üñ�éïò, êáé ãéá üëá �á x,'w(x) = f(2w + x+ 1):x4D.5. Áëçèåýåé Þ ü÷é: ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñ�çóç f(z)õðÜñ÷åé êÜðïéïò z �Ý�ïéïò ðïõ Wf(z) = Wz·áðïäåßî�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 106



4D. Ôï 2o Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 107x4D.6. Áëçèåýåé Þ ü÷é: ãéá êÜèå áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñ�çóç f(z)õðÜñ÷åé êÜðïéïò z �Ý�ïéïò ðïõ'f(z)(t) = 'z(t) (t ∈ N)·áðïäåßî�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.x4D.7. (a) Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(x), õðÜñ-÷åé êÜðïéïò áñéèìüò z �Ý�ïéïò ðïõWz = {f(z)}:(b) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò z �Ý�ïéïò ðïõ'z(z)↓ êáé Wz = {'z(z)}:x4D.8∗. ¸ó�ù áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g(e) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e, áí We = N; �ü�å g(e)↓ ·äåßî�å ü�é õðÜñ÷ïõí áñéèìïß m êáé k, �Ý�ïéïéWm = {0; 1; : : : ; k} êáé g(m)↓ :Õðüäåéîç: Åöáñìüó�å �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò ó�ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(m;x) =

{
1; áí (∀y ≤ x)¬T1(ĝ;m; y);
⊥; áëëéþò;üðïõ g(e) = {ĝ}(e).x4D.9∗. ¸ó�ù áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g(e) �Ý�ïéá ðïõ ãéá üëá�á e, áí We = ∅; �ü�å g(e)↓ ·äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéïò m �Ý�ïéïò ðïõ Wm = {m} êáé g(m)↓ .
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5
ÁÍÁÄÑÏÌÇ ÊÁÉ ÏÑÉÓÉÌÏÔÇÔÁ

Ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá ìåëå�Þóïõìå �éò ó÷Ýóåéò ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýòðïõ ìðïñïýí íá £êá�áóêåõáó�ïýí¤ îåêéíþí�áò ìå �éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéòêáé åöáñìüæïí�áò åðáíåéëçììÝíá �ïõò �åëåó�Ýò �çò ðñù�ïâÜèìéáò ëïãé-êÞò. ÂáóéêÜ ðïñßóìá�á áõ�Þò �çò ìåëÝ�çò åßíáé �á êëáóéêÜ èåùñÞìá�á�ùí Tarski, G�odel êáé Churh ó�á åäÜöéá 5B, 5C
5A. Ç áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßáÏé çìéáíáäñïìéêÝò (Σ0

1) ó÷Ýóåéò åßíáé �çò ìïñöÞò
(∃y)Q(~x; y)ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q(~x; y), êáé Ý�óé £áðÝ÷ïõí¤ (óå ðïëõðëïêü�ç�á) ìüëéòÝíá õðáñîéáêü ðïóïäåß÷�ç áðü �éò áðïêñßóéìåò (áíáäñïìéêÝò) ó÷Ýóåéò. Ïåðüìåíïò ïñéóìüò åßíáé ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ãéá �ç �áîéíüìçóç ðïëýðëïêùí,áíáðïêñßóéìùí ó÷Ýóåùí.5A.1. Ïñéóìüò (Ç áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá). Ïé êëÜóåéò (óýíïëá) ó÷Ý-óåùí Σ0k, Π0k, ∆0k ïñßæïí�áé ìå �ç åîÞò áíáäñïìÞ:

Σ0
1 : ïé çìéáíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò

Π0k = ¬Σ0k : ïé áñíÞóåéò (óõìðëçñþìá�á) �ùí ó÷Ýóåùí ó�ï Σ0k
Σ0k+1 = ∃Π0k : ïé ó÷Ýóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ìéá éóïäõíáìßáP (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y); üðïõ ç Q(~x; y) åßíáé Π0k

∆0k = Σ0k ∩ Π0k : ïé ó÷Ýóåéò ðïõ åßíáé Σ0k êáé Π0k:Ôï �õ÷áßï óýíïëï A ⊆ N åßíáé óå ìéá áð' áõ�Ýò �éò êëÜóåéò Γ áí ç ó÷Ýóçx ∈ A áíÞêåé ó�çí Γ.5A.2. ÊáíïíéêÝò ìïñöÝò. Ïé êëÜóåéò áõ�Ýò �çò áñéèìç�éêÞò éåñáñ÷ßáò(ðñïöáíþò) ÷áñáê�çñßæïí�áé áðü �éò åîÞò £êáíïíéêÝò ìïñöÝò¤, ìå �çí Ýííïéáü�é ìéá ó÷Ýóç P (~x) áíÞêåé ó�çí êëÜóç Γ áí åßíáé éóïäýíáìç ìå �ç êáíïíéêÞ109



110 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áìïñöÞ ãéá �çí Γ, ãéá êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç Q:
Σ0

1 : (∃y)Q(~x; y)
Π0

1 : (∀y)Q(~x; y)
Σ0

2 : (∃y1)(∀y2)Q(~x; y1; y2)

Π0
2 : (∀y1)(∃y2)Q(~x; y1; y2)

Σ0
3 : (∃y1)(∀y2)(∃y3)Q(~x; y1; y2; y3)...�éá ðáñÜäåéãìá, áí ç ó÷Ýóç P (~x) åßíáé Π0

2, �ü�å, áðü �ïõò ïñéóìïýò,P (~x) ⇐⇒ ¬P1(~x) ìå P1 ∈ Σ0
2;

⇐⇒ ¬(∃y1)P3(~x; y1) ìå P3 ∈ Π0
1;

⇐⇒ ¬(∃y1)¬P4(~x; y1) ìå P4 ∈ Σ0
1;

⇐⇒ ¬(∃y1)¬(∃y2)Q(~x; y1; y2) ìå Q áíáäñïìéêÞ;
⇐⇒ (∀y1)(∃y2)Q(~x; y1; y2)5A.3. Èåþñçìá. (1) �éá êÜèå k ≥ 1, ïé êëÜóåéò Σ0k, Π0k êáé ∆0k åßíáéêëåéó�Ýò ãéá áíáäñïìéêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò êáé ãéá �ïõò �åëåó�Ýò &, ∨, ∃≤êáé ∀≤. ÅðéðëÝïí:

• Ç êëÜóç ∆0k åßíáé êëåéó�Þ ãéá �çí Üñíçóç ¬.
• Ç êëÜóç Σ0k åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïí õðáñîéáêü ðïóïäåß÷�ç ∃.
• Ç êëÜóç Π0k åßíáé êëåéó�Þ ãéá �ïí êáèïëéêü ðïóïäåß÷�ç ∀.(2) �éá êÜèå k ≥ 1,

Σ0k ⊆ ∆0k+1;(101)êáé åðïìÝíùò ïé áñéèìç�éêÝò êëÜóåéò éêáíïðïéïýí �ï åîÞò äéÜãñáììá óõ-ìðåñéëÞøåùí:
Σ0

1 Σ0
2 Σ0

3

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆
∆0

1 ∆0
2 ∆0

3 · · ·
⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

Π0
1 Π0

2 Π0
3Áðüäåéîç. �ñþ�á äåß÷íïõìå �çí êëåéó�ü�ç�á üëùí �ùí áñéèìç�éêþíêëÜóåùí ãéá áíáäñïìéêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò, ìå åðáãùãÞ ó�ï k· ç ðñü�áóçåßíáé ãíùó�Þ ãéá k = 1 áðü �çí �ñü�áóç 4A.5, êáé åðáãùãéêÜ (ãéá �çí
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5A. Ç áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá 111ðåñßð�ùóç Σ0k+1) õðïëïãßæïõìå:P (~x) ⇐⇒ R(f1(~x); : : : ; fn(~x))

⇐⇒ (∃y)Q(f1(~x); : : : ; fn(~x); y)üðïõ Q ∈ Π0k, áðü �ïí ïñéóìü
⇐⇒ (∃y)Q′(~x; y)üðïõ Q′ ∈ Π0k áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç:Ôá õðüëïéðá �ïõ (1) äåß÷íïí�áé åýêïëá, ìå åðáãùãÞ ó�ï k êáé åöáñìïãÝò�ùí ìå�áó÷çìá�éóìþí �çò áðüäåéîçò �çò �ñü�áóçò 4A.5.Ôï (2) äåß÷íå�áé ìå åðáãùãÞ ó�ï k, üðïõ ó�ç âÜóç, áíP (~x) ⇐⇒ (∃y)Q(~x; y)ìå �çí Q áíáäñïìéêÞ, �ü�å ç P åßíáé óßãïõñá Σ0

2, áöïý êÜèå áíáäñïìéêÞó÷Ýóç åßíáé Π0
1, áëëÜ åßíáé êáé Π0

2, áöïý, ðñïöáíþò,P (~x) ⇐⇒ (∀z)(∃y)Q(~x; y)êáé ç ó÷Ýóç Q1(~x; z; y) ⇐⇒ Q(~x; y)åßíáé áíáäñïìéêÞ. Ç áðüäåéîç ó�ï åðáãùãéêü âÞìá åßíáé áêñéâþò ßäéá, êáéïé óõìðåñéëÞøåéò �ïõ äéáãñÜììá�ïò óõíÜãïí�áé åýêïëá áðü �çí (101) êáé�å�ñéììÝíïõò óõëëïãéóìïýò. ⊣�éï åíäéáöÝñïí åßíáé �ï åðüìåíï èåþñçìá ðïõ äéêáéþíåé �çí åðïíïìáóßá£éåñáñ÷ßá¤ ãéá �éò êëÜóåéò Σ0k, Π0k:5A.4. Èåþñçìá (Èåþñçìá Áñéèìç�éêÞò Éåáñáñ÷ßáò, Kleene).(1) (Áðáñßèìçóç �ïõ Σ0k) �éá êÜèå k ≥ 1 êáé êÜèå n ≥ 1, õðÜñ÷åé (n+ 1)-ìåëÞò ó÷Ýóç Sk;n(e; ~x) ó�çí êëÜóç Σ0k ðïõ áðáñéèìåß �éò n-ìåëåßò, Σ0k ó÷Ý-óåéò, äçëáäÞ: ç �õ÷áßá P (~x) åßíáé Σ0k áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéï e,P (~x) ⇐⇒ Sk;n(e; ~x):(2) (Áðáñßèìçóç �ïõ Π0k) �éá êÜèå k ≥ 1 êáé êÜèå n ≥ 1, õðÜñ÷åé (n+ 1)-ìåëÞò ó÷Ýóç Pk;n(e; ~x) ó�çí êëÜóç Π0k ðïõ áðáñéèìåß �éò n-ìåëåßò, Π0kó÷Ýóåéò, äçëáäÞ: ç �õ÷áßá P (~x) åßíáé Π0k áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéï e,P (~x) ⇐⇒ Pk;n(e; ~x):(3) (Éåñáñ÷ßá) Ïé óõìðåñéëÞøåéò �ïõ äéáãñÜììá�ïò ó�çí �ñü�áóç 5A.3åßíáé üëåò áõó�çñÝò, äçëáäÞ:
Σ0

1 Σ0
2 Σ0

3

( ( ( ( ( (

∆0
1 ∆0

2 ∆0
3 · · ·

( ( ( ( ( (

Π0
1 Π0

2 Π0
3
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112 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áÁðüäåéîç. �éá �á (1) êáé (2) èÝ�ïõìå áíáäñïìéêÜS1;n(e; ~x) ⇐⇒ (∃y)Tn(e; ~x; y)Pk;n(e; ~x) ⇐⇒ ¬Sk;n(e; ~x)Sk+1;n(e; ~x) ⇐⇒ (∃y)Pk;n+1(e; ~x; y);êáé ïé áðïäåßîåéò åßíáé åýêïëåò, ìå åðáãùãÞ ó�ï k. �éá �ï (3), ðáñá�çñïýìåü�é ç £äéáãþíéá¤ ó÷Ýóç Dk(x) ⇐⇒ Sk;1(x; x)åßíáé Σ0k êáé äåí ìðïñåß íá åßíáé Π0k, ãéá�ß, áí Þ�áíå, �ü�å ãéá êÜðïéï e èáåß÷áìå,
¬Sk;1(x; x; ) ⇐⇒ Sk;1(e; x)ðïõ åßíáé Ü�ïðï ãéá �ï x = e. ¸ðå�áé ü�é ãéá êÜèå k, õðÜñ÷ïõí ó÷Ýóåéò ðïõåßíáé Σ0k áëëÜ äåí åßíáé Π0k, êáé áð' áõ�ü óõíÜãå�áé åýêïëá ç áõó�çñü�ç�áüëùí �ùí óõìðåñéëÞøåùí �ïõ äéáãñÜììá�ïò. ⊣5A.5. (�ëÞñçò) �áîéíüìçóç ìéáò ó÷Ýóçò P (~x) ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßáåßíáé ï êáèïñéóìüò �çò £åëÜ÷éó�çò¤ áñéèìç�éêÞò êëÜóçò ó�çí ïðïßá áíÞêåéç P (~x), äçëáäÞ ç áðüäåéîç ðñü�áóçò �çò ìïñöÞòP ∈ Σ0k \ Π0k Þ P ∈ Π0k \ Σ0k Þ P ∈ ∆0k+1 \ (Σ0k ∪ Π0k)ãéá êÜðïéï k. �éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï 4B.10 äåßîáìå ü�é
{e | We 6= ∅} ∈ Σ0

1 \ Π0
1:Ç ðëÞñçò �áîéíüìçóç ìéáò ó÷Ýóçò åßíáé óå ìåñéêÝò ðåñéð�þóåéò ðïëý äý-óêïëç, êáé óõ÷íÜ áñêïýìáó�å ó�ïí õðïëïãéóìü êÜðïéïõ £Üíù öñÜãìá�ïò¤,äçëáäÞ êÜðïéïõ k �Ý�ïéïõ ðïõ P ∈ Σ0k Þ P ∈ Π0k. Ç âáóéêÞ ìÝèïäïò ãéá �ïíõðïëïãéóìü £êÜ�ù öñÜãìá�ïò¤, ü�áí áõ�ü åßíáé åöéê�ü, åßíáé ç áðüäåéîç ü�éç äïóìÝíç ó÷Ýóç åßíáé ðëÞñçò óå êÜðïéá êëÜóç Σ0k Þ Π0k üðùò ó�ï åðüìåíïáðï�Ýëåóìá.5A.6. �ñü�áóç. (1) Ôï óýíïëï F = {e | ç 'e åßíáé ïëéêÞ} åßíáé Π0

2áëëÜ äåí åßíáé Σ0
2.(2) Ôï óýíïëï Fin = {e | �ï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï} åßíáé Σ0

2 \ Π0
2.Áðüäåéîç. (1) Ôï Üíù öñÜãìá åßíáé ðñïöáíÝò, áöïýe ∈ F ⇐⇒ (∀x)(∃y)T1(e; x; y):�éá íá äåßîïõìå (ìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï) ü�é �ï F äåí åßíáé Σ0

2, èåùñïýìåìéá �õ÷áßá Π0
2 ó÷Ýóç, ðïõ éêáíïðïéåß �çí éóïäõíáìßáP (x) ⇐⇒ (∀u)(∃v)Q(x; u; v)ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q(x; u; v), êáé èÝ�ïõìåf(x; u) = �vQ(x; u; v):
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5A. Ç áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá 113Áí f̂ åßíáé êùäéêüò �çò (áíáäñïìéêÞò) f(x; u; v), �ü�åP (x) ⇐⇒ (∀u)[f(x; u)↓ ]

⇐⇒ (∀u)[{S1
1(f̂ ; x)}(u)↓ ]

⇐⇒ S1
1(f̂ ; x) ∈ F ·Ýðå�áé ü�é áí �ï F Þ�áí Σ0

2, �ü�å êÜèå Π0
2 ó÷Ýóç èá Þ�áí Σ0

2, ðïõ áí�é�ßèå�áéó�ï Èåþñçìá Éåñáñ÷ßáò 5A.4 (3).(2) Ôï Üíù öñÜãìá åßíáé ðÜëé ðñïöáíÝò,e ∈ Fin ⇐⇒ (∃k)(∀x)[x ∈ We=⇒x ≤ k]:�éá �ï êÜ�ù öñÜãìá, Ýó�ù P (x) �õ÷áßá Σ0
2 ó÷Ýóç, Ý�óé ðïõP (x) ⇐⇒ (∃u)(∀v)Q(x; u; v)ìå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ Q. ÈÝ�ïõìåg(x; u) = �y(∀i ≤ u)¬Q(x; i; (y)i);Ý�óé ðïõ áí ï ĝ åßíáé êùäéêüò �çò g, �ü�å

(∃u)(∀v)Q(x; u; v) ⇐⇒ {u | g(x; u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï
⇐⇒ {u | {ĝ}(x; u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï
⇐⇒ {u | {S1

1(ĝ; x)}(u)↓} åßíáé ðåðåñáóìÝíï;äçëáäÞ P (x) ⇐⇒ S1
1(ĝ; x) ∈ Fin·áëëÜ áõ�ü óõíåðÜãå�áé ü�é �ï Fin äåí åßíáé Π0

2, ãéá�ß áí Þ�áí, �ü�å êÜèå Σ0
2ó÷Ýóç èá Þ�áí Π0

2, ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ⊣

5A. ÁóêÞóåéòx5A.1. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëïA = {e | We ⊆ {0; 1}}:x5A.2. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëïC = {e | �ï We åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé ìç-êåíü}:x5A.3. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëïB = {x | õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé �ï ðëÞèïò äßäõìïé ðñþ�ïé ≥ x};üðïõ ï y åßíáé äßäõìïò ðñþ�ïò áñéèìüò áí ï y êáé ï y + 2 åßíáé êáé ïé äýïðñþ�ïé.
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114 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áx5A.4. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ç ó÷ÝóçQ(e;m) ⇐⇒ 'e ⊑ 'm
⇐⇒ (∀x)['e(x)↓ =⇒ ['m(x)↓ & 'e(x) = 'm(x)]]:x5A.5. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëïA = {e | �ï We Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí e ìÝëç}:x5A.6. ÔáîéíïìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëï äåéê�þí £ÜíùöñáãìÝíùí¤ áíáäñïìéêþí, ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí,B = {e | ãéá êÜðïéï w êáé üëá �á x; 'e(x)↓ =⇒'e(x) ≤ w}:x5A.7. ¸ó�ù A �õ÷áßï, áíáäñïìéêü óýíïëï �Ý�ïéï ðïõ A ( N· �áîéíï-ìÞó�å ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá �ï óýíïëïÂ = {e | We ⊆ A}:x5A.8. (a) Äåßî�å ü�é ç ó÷ÝóçC(e) ⇐⇒ �ï We åßíáé á.á. ðëÞñåòåßíáé áñéèìç�éêÞ, êáé �ïðïèå�Þó�å áõ�Þ �ç ó÷Ýóç óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíïóýíïëï Σ0k Þ Π0k, üóï ðéï ÷áìçëÜ ó�çí áñéèìç�éêÞ éåñáñ÷ßá ìðïñåß�å. (ÌçíðñïóðáèÞó�å íá äåßîå�å ü�é ç �áîéíüìçóÞ óáò åßíáé ðëÞñçò.)(b) ÊÜí�å �ï ßäéï ãéá �ç ó÷ÝóçD(e) ⇐⇒ �ï We åßíáé äçìéïõñãéêü:x5A.9. Äåßî�å ü�é �ï ãñÜöçìáGf (~x; w) ⇐⇒ f(~x) = w�õ÷áßáò ïëéêÞò óõíÜñ�çóçò f(~x) åßíáé Σ0k áí êáé ìüíïí áí åßíáé ∆0k.x5A.10∗. Ç ïëéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé ïñéáêÜ áíáäñïìéêÞ (limit re-ursive) áí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ, ïëéêÞ óõíÜñ�çóç g(m;~x) �Ý�ïéá ðïõf(~x) = limm→∞

g(m;~x);üðïõ �ï üñéï áêïëïõèßáò öõóéêþí ïñßæå�áé ùò óõíÞèùò,
limm→∞

am = w ⇐⇒ (∃k)(∀m ≥ k)[am = w]:Äåßî�å ü�é ç �õ÷áßá ïëéêÞ f(~x) åßíáé ïñéáêÜ áíáäñïìéêÞ áí êáé ìüíïí áí�ï ãñÜöçìá Gf �çò f(~x) åßíáé ∆0
2.
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5B. Áñéèìç�éêÝò ó÷Ýóåéò êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Tarski 1155B. Áñéèìç�éêÝò ó÷Ýóåéò êáé �ï Èåþñçìá �ïõ TarskiÂáóéêüò ó�ü÷ïò ìáò ó' áõ�ü êáé �ï åðüìåíï �ï åäÜöéï åßíáé íá äåßîïõìå�á êëáóéêÜ èåùñÞìá�á áíáðïêñéóéìü�ç�áò �ùí Tarski, G�odel êáé Churhãéá �éò Ýííïéåò �çò áëÞèåéáò êáé �çò áðüäåéîçò ó�çí (ïëéêÞ) ÜëãåâñáN = (N; 0; 1;+; ·);(102)äçëáäÞ �çí êëáóéêÞ ðñù�ïâÜèìéá äïìÞ �ùí öõóéêþí áñéèìþí ìå ðñüóèåóçêáé ðïëëáðëáóéáóìü. Èá îåêéíÞóïõìå ìå ìéá óýí�ïìç åðéóêüðçóç �ùí ó÷å-�éêþí ïñéóìþí áðü �çí ðñù�ïâÜèìéá ëïãéêÞ ãéá ïëéêÝò ÜëãåâñåòM = (M; 0; 1; f1; : : : ; fK)ðïõ åßíáé ãåíéêåýóåéò (êáé ìéêñÝò ðáñáëëáãÝò) �ùí ïñéóìþí ó�ï åäÜöéï 2A.5B.1. Ç ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá L = L(0; 1; f1; : : : ; fK)): óýí�áîç. ÇL åßíáé ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ �çò R(M) ðïõ ïñßóáìå ó�ï åäÜöéï 2A, áëëÜ èáåðáíáëÜâïõìå (óõíïð�éêÜ) �ïõò ó÷å�éêïýò ïñéóìïýò ãéá íá äéåõêñéíßóïõìåðëÞñùò �éò äéáöïñÝò. Ç L Ý÷åéá�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò: v0; v1; : : : ;á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò: 0; 1óõíáñ�çóéáêÝò ó�áèåñÝò: f1; : : : ; fK (arity(fi) = ni)�á óçìåßá ó�ßîåùò: ; ( )�ï óýìâïëï �çò éóü�ç�áò: =êáé �á óýìâïëá �çò ðñù�ïâÜèìéáò ëïãéêÞò: ¬ & ∨ → ∃ ∀�áñá�çñïýìå ü�é ç L(0; 1; f1; : : : ; fK) äéáöÝñåé áðü �çí R(M) ùò åîÞò: äåíÝ÷åé á�ïìéêÝò ó�áèåñÝò, Ý�óé ðïõ äåí êÜíåé êáìßá óõãêåêñéìÝíç áíáöïñÜó�ï óýíïëï Ì · äåí ðáñÝ÷åé óýìâïëéóìü ãá �ç äéáêëÜäùóç· êáé, �ï êõñéü-�åñï, ðáñÝ÷åé óõìâïëéóìü ãéá �åëåó�Ýò �çò ðñï�áóéáêÞò êáé ðñù�ïâÜèìéáòëïãéêÞò.Ïé ó�áèåñÝò 0 êáé 1 êáé ïé á�ïìéêÝò ìå�áâëç�Ýò (ùò áêïëïõèßåò ìÞ-êïõò 1) åßíáé áñ÷éêïß üñïé, êáé ïé (áãíïß, ñç�ïß) üñïé ïñßæïí�áé áíáäñï-ìéêÜ, îåêéíþí�áò ìå �ïõò áñ÷éêïýò üñïõò êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �á óõíáñ�ç-óéáêÜ óýìâïëá, Ý�óé ðïõ êÜèå üñïò ðïõ äåí åßíáé áñ÷éêüò åßíáé �çò ìïñöÞòfi(A1; : : : ; Ani) üðïõ ïé A1; : : : ; Ani åßíáé üñïé ìéêñü�åñïõ ìÞêïõò. Ìå �ïóõíïð�éêü �ñüðï ðïõ äþóáìå �ïí áíÜëïãï ïñéóìü üñùí ãéá ìåñéêÝò Üëãå-âñåò ó�çí (44), A :≡ vi | 0 | 1 | fi(A1; : : : ; Ani)(103)Áñ÷éêïß �ýðïé åßíáé ïé ëÝîåéò �çò ìïñöÞòA1 = A2
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116 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áüðïõ ïé A1, A2 åßíáé üñïé, êáé ïé �ýðïé �çò L ïñßæïí�áé áíáäñïìéêÜ, îå-êéíþí�áò ìå �ïõò áñ÷éêïýò �ýðïõò êáé ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò �åëåó�Ýò �çòëïãéêÞò, Ý�óé ðïõ êÜèå �ýðïò ðïõ äåí åßíáé áñ÷éêüò åßíáé óå ìéá áðü �çòìïñöÝò
¬(�1) (�1) & (�2) (�1) ∨ (�2) (�1) → (�2) ∃vi(�1) ∀vi(�1)üðïõ ïé �1, �2 åßíáé �ýðïé ìéêñü�åñïõ ìÞêïõò. Óõíïð�éêÜ:(104) � :≡ A1 = A2 | ¬(�1) | (�1) & (�2) | (�1) ∨ (�2) | (�1) → (�2)

| ∃vi(�1) | ∀vi(�1)Ïé ðïóïäåßê�åò ∃ êáé ∀ äçìéïõñãïýí ìåñéêÜ êáéíïýñãéá öáéíüìåíá ó�çãëþóóá ðïõ äåí õðÜñ÷ïõí ó�çí (ãåíéêÜ) áðëïýó�åñç ãëþóóá R(M) ðïõÝ÷åé ìüíï üñïõò. Ç åìöÜíéóç (åããñáöÞ) ìéáò ìå�áâëç�Þò vj ó�ïí �ýðï �åßíáé åëåýèåñç áí ï � åßíáé áñ÷éêüò, Þ (áíáäñïìéêÜ) áí ï � åßíáé Ýíáò áðü�ïõò �ýðïõò ó�çí (104) êáé ç åìöÜíéóç �çò vj åßíáé åëåýèåñç ó�ïí �1 Þ ó�ïí�2, áëëÜ, ó�çí �åëåõ�áßåò äýï ðåñéð�þóåéò j 6= i· åìöáíßóåéò �çò vj ðïõ äåíåßíáé åëåýèåñåò åßíáé äåóìåõìÝíåò, êáé ðñï�Üóåéò åßíáé ïé �ýðïé ðïõ äåíÝ÷ïõí êáìßá åëåýèåñç åìöÜíéóç ìå�áâëç�Þò.5B.2. Ç ðñù�ïâÜèìéá ãëþóóá L = L(f1; : : : ; fK)): óçìáóéïëïãßá.¼ðùò ó�ï åäÜöéï 2A, áðï�ßìçóç ó�çí ÜëãåâñáM åßíáé ç �õ÷áßá óõíÜñ�çóç� : {v0; v1; : : : } → Nðïõ áíáèÝ�åé ó�ç êÜèå ìå�áâëç�Þ vi Ýíá ó�ïé÷åßï �(vi) ∈ M , êáé ç �éìÞvalM(t; �) �ïõ üñïõ A ó�çí M ãéá �çí áðï�ßìçóç � ïñßæå�áé áíáäñïìéêÜìå �ïí ðñïöáíÞ �ñüðï:valM(0; �) = 0 valM(1; �) = 1 valM(vi; �) = �(vi)valM(fi(A1; : : : ; Ani)) = fi(valM(A1); : : : ;valM(Ani))Ç åñìçíåßá �ùí �ýðùí êáèïñßæå�áé áðü �ç êëáóéêÞ ó÷Ýóç éêáíïðïßçóçò(satisfation) �ïõ Tarski áíÜìåóá óå �ýðïõò, êáé áðï�éìÞóåéò ðïõ ïñßæå�áéáíáäñïìéêÜ ùò åîÞò:M; � |= t1 = t2 ⇐⇒ valM(t1; �) = valM(t2; �)M; � |= ¬(�1) ⇐⇒ M; � 6|= �1M; � |= (�1) & (�2) ⇐⇒ M; � |= �1 êáé M; � |= �2M; � |= (�1) ∨ (�2) ⇐⇒ M; � |= �1 Þ M; � |= �2M; � |= (�1) → (�2) ⇐⇒ M; � 6|= �1 Þ M; � |= �2M; � |= ∃vi(�1) ⇐⇒ õðÜñ÷åé x ∈ M �Ý�ïéïò ðïõ M; �{vi := x} |= �1M; � |= ∀vi(�1) ⇐⇒ ãéá êÜèå x ∈ M;M; �{vi := x} |= �1;
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5B. Áñéèìç�éêÝò ó÷Ýóåéò êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Tarski 117üðïõ �{vi := x}(vj) =

{x; áí j = i;�(vj); áëëéþò, áí i 6= jåßíáé ç åíçìÝñùóç �çò áðï�ßìçóçò � ìå �çí £áíÜèåóç¤ vi := x.ÂáóéêÞ éäéü�ç�á �ïõ ïñéóìïý �ïõ Tarski åßíáé ü�é ç áëÞèåéá �çò ó÷ÝóçòM; � |= � åîáñ�Ü�áé ìüíï áðü �éò �éìÝò �çò � ó�éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò�ïõ �, äçëáäÞ
(∀i)[ç vi åßíáé åëåýèåñç ó�ïí �=⇒�1(i) = �2(i)]=⇒ [M; �1 |= � ⇐⇒ M; �2 |= �]:Áõ�ü äåß÷íå�áé åýêïëá ìå åðáãùãÞ ó�ïí �ýðï �, êáé óõíåðÜãå�áé ü�é áí ï �åßíáé ðñü�áóç (÷ùñßò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò), �ü�å ç ó÷Ýóç M; � |= � åßíáéáíåîÜñ�ç�ç áðü �çí áðï�ßìçóç �, êáé ìðïñïýìå íá �çí ðáñáëåßøïõìå áðü�ï óõìâïëéóìü, M; |= � ⇐⇒ ãéá êÜðïéá �;M; � |= �

⇐⇒ ãéá êÜèå �;M; � |= �:(ðñü�áóç �)5B.3. Ïñéóìüò. Ï �ýðïò � ïñßæåé �ç n-ìåëÞ ó÷Ýóç R(~x) ìå �éò ìå-�áâëç�Ýò v1; : : : ; vn ó�çí Üëãåâñá M, áí ç áêïëïõèßá v1; : : : ; vn ðåñéÝ÷åéüëåò �éò åëåýèåñåò ìå�áâëç�Ýò �ïõ � êáé ãéá üëá �á x1; : : : ; xn ∈ M ,R(x1; : : : ; xn) ⇐⇒ M; {v1 := x1; : : : ; vn := xn} |= �·(105)�åëéêÜ, ìéá ó÷Ýóç R(~x) åßíáé áðëÞ (elementary) Þ ðñù�ïâÜèìéá (�rst-orderde�nable) ó�çí Üëãåâñá M áí ïñßæå�áé áðü êÜðïéï �ýðï ìå êÜðïéá áêïëïõ-èßá ìå�áâëç�þí, êáé ìéá óõíÜñ�çóç f : Mn → M åßíáé áðëÞ áí �ï ãñÜöçìÜ�çò (85) åßíáé áñéèìç�éêÞ ó÷Ýóç.5B.4. Áñéèìç�éêÝò ó÷Ýóåéò êáé óõíáñ�Þóåéò. Åäþ åíäéáöåñüìáó�åéäéáß�åñá ó�çí åñìçíåßá �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþóóáò L(+; ·) ó�çí ÜëãåâñáN �çò áñéèìç�éêÞò (102), ó�çí ïðïßá ï ïñéóìüò �ùí üñùí ðáßñíåé �çí åîÞò,áðëÞ ìïñöÞ: A :≡ vi | 0 | 1 | (A1) + (A2) | (A1) · (A2)Ïé ðñù�ïâÜèìéåò ó÷Ýóåéò êáé óõíáñ�Þóåéò �çò N êáëïýí�áé áñéèìç�éêÝò,êáé ãé' áõ�Ýò èá ÷ñåéáó�ïýìå (ó÷åäüí) ìüíï �ïí åîÞò ÷áñáê�çñéóìü, ðïõäåß÷íå�áé åýêïëá áðü �ïõò ïñéóìïýò:5B.5. Èåþñçìá. Ôï óýíïëï �ùí áñéèìç�éêþí ó÷Ýóåùí åßíáé �ï åëÜ÷é-ó�ï óýíïëï ó÷Ýóåùí A ó�ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ìå �éò åîÞò éäéü�ç�åò:(1) Ïé ó÷Ýóåéòx = y; x = 0; x = 1; x+ y = z; x · y = zåßíáé ó�ï A.
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118 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�á(2) Ôï A åßíáé êëåéó�ü ãéá áí�éêá�áó�Þóåéò ìå �éò ðñïâïëÝò Pni (~x) êáé�ïõò �åëåó�Ýò �çò ëïãéêÞò, ¬, &, ∨, ∃, ∀.¸ðå�áé ü�é ç ó÷Ýóç �çò áíéóü�ç�áòx ≤ y ⇐⇒ (∃z)[x+ z = y]åßíáé áñéèìç�éêÞ, êáé ü�é �ï óýíïëï �ùí áñéèìç�éêþí ó÷Ýóåùí åßíáé êëåéó�üãéá áñéèìç�éêÝò áí�éêá�áó�Üóåéò, áöïýP (f1(~x); : : : ; fm(~x))

⇐⇒ (∃w1) · · · (∃wm)[f1(~x) = w1 & · · · & fm(~x) = wm & P (w1; : : : ; wm)]:�Ýñáí áõ�ïý, èá åðéêáëåó�ïýìå åðßóçò ìåñéêÝò (êá�Ü �ï ðëåßó�ïí ðñïöá-íåßò) éäéü�ç�åò �çò ó÷Ýóçò �çò éêáíïðïßçóçò ó�çí N ðïõ áðïññÝïõí åýêïëááðü �ïí ïñéóìü �çò.�éá �ï åðüìåíï, âáóéêü Èåþñçìá (ðïõ äéêáéïëïãåß �çí ïíïìáóßá £áñéè-ìç�éêÞ éåñáñ÷ßá¤ ãéá �éò êëÜóåéò óõíüëùí Σ0k, Π0k), ÷ñåéáæüìáó�å �ï åîÞò,áðëü ËÞììá áðü �çí áñéèìïèåùñßá, ðïõ ìáò äßíåé ìéá (áêüìç!) êùäéêïðïßçóçáêïëïõèéþí, áõ�Þ �ç öïñÜ áñéèìç�éêÞ:5B.6. ËÞììá (Ç óõíÜñ�çóç � �ïõ G�odel). Ç óõíÜñ�çóç�(a; b; i) = rm(a; 1 + (i+ 1)b)åßíáé áñéèìç�éêÞ, êáé ãéá êÜèå áêïëïõèßá áñéèìþí w0; : : : ; wy, õðÜñ÷ïõíöõóéêïß áñéèìïß a êáé b, �Ý�ïéïé ðïõwi = �(a; b; i) (i = 0; : : : ; y):Áðüäåéîç. Ç óõíÜñ�çóç �(a; b; i) åßíáé áñéèìç�éêÞ, åðåéäÞ�(a; b; i) = w ⇐⇒ (∃)[a = (1 + (i+ 1)b)+ w & w < 1 + (i+ 1)b]:�éá �ï äåý�åñï éó÷õñéóìü �ïõ ËÞììá�ïò, Ýó�ùd = max(w0; : : : ; wy; y) + 1b = d !zi = 1 + (i+ 1)b = 1 + (i+ 1)d ! (i = 0; : : : ; y):�áñá�çñïýìå ü�é ïé áñéèìïß z0; z1; : : : ; zy åßíáé ó÷å�éêþò ðñþ�ïé, äçëáäÞ äåíõðÜñ÷åé ðñþ�ïò áñéèìüò ðïõ íá äéáéñåß äýï áð' áõ�ïýò· ãéá�ß áí ï p åßíáéðñþ�ïò êáé êïéíüò äéáéñÝ�çò �ùí zi êáé zj ìå i < j ≤ y, �ü�å:1. p > d, áëëéþò p|d !, êáé áõ�ü åßíáé Ü�ïðï, áöïý p|1 + (i+ 1)d !, êáé2. ï p äéáéñåß �ç äéáöïñÜ (j − i)d !, Üñá p|(j − i) Þ p|d !,êáé áõ�ü åßíáé Ü�ïðï, áöïý j − i ≤ y < d < p êáé ï p äåí äéáéñåß �ï d !,üðùò ó�ï 1. ÔåëéêÜ, �ï ëåãüìåíï ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Õðïëïßðùí âåâáéþíåéü�é áöïý w0 < z0; : : : ; wy < zy, õðÜñ÷åé êÜðïéïò a �Ý�ïéïò ðïõw0 = rm(a; z0) = �(a; b; 0); : : : ; wy = rm(a; zy) = �(a; b; y): ⊣
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5B. Áñéèìç�éêÝò ó÷Ýóåéò êáé �ï Èåþñçìá �ïõ Tarski 1195B.7. Èåþñçìá. (1) ÊÜèå ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé áñéè-ìç�éêÞ.(2) Ç �õ÷áßá ó÷Ýóç åßíáé áñéèìç�éêÞ áí êáé ìüíïí áí åßíáé Σ0k, ãéá êÜðïéïk, äçëáäÞ
A =

⋃k Σ0k =
⋃k Π0k:Áðüäåéîç. (1) Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é ïé S, Cnq êáé Pni åßíáé áñéèìç-�éêÝò, êáé ü�é �ï óýíïëï �ùí áñéèìç�éêþí óõíáñ�Þóåùí åßíáé êëåéó�ü ãéáóýíèåóç êáé ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞ, êáé áð' áõ�Ü ìüíï �ï �åëåõ�áßï äåí åßíáé�å�ñéììÝíï.�áñá�çñïýìå ü�é áí ç f(y; ~x) ïñßæå�áé ìå �çí ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞf(0; ~x) = g(~x)f(y + 1; ~x) = h(f(y; ~x); y; ~x);�ü�å, áðü �ç ëåãüìåíç £Dedekind áíÜëõóç �çò áíáäñïìÞò¤,f(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃w0; : : : ; wy)[g(~x) = w0 & w = wy

& (∀i < y)[h(wi; i; ~x) = wi+1]]·áõ�ü åßíáé ðñïöáíÝò, ìå wi = f(i; ~x) ãéá �ç êá�åýèõíóç (⇒), êáé ìå åðáãùãÞó�ï i ≤ y ãéá �ç êá�åýèõíóç (⇐). ¸ðå�áé, áðü �ï ËÞììá, ü�éf(y; ~x) = w ⇐⇒ (∃a)(∃b)[g(~x) = �(a; b; 0) & w = �(a; b; y)
(∀i < y)[h(�(a; b; i); i; ~x) = �(a; b; i+ 1)]]ðïõ óõíåðÜãå�áé áìÝóùò, áðü �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�áò �ïõ A ü�é ç f(y; ~x)åßíáé áñéèìç�éêÞ.(2) Ç óõìðåñßëçøç Σ0k ⊆ A åßíáé áðëÞ, ìå åðáãùãÞ ó�ï k, êáé ç áí�ß-ó�ñïöç óõìðåñßëçøç A ⊆ ⋃k Σ0k óõíÜãå�áé áðü �ï ÷áñáê�çñéóìü 5B.5. ⊣5B.8. Áñéèìç�éêïðïßçóç. Ìå êÜèå óýìâïëï  �çò ðñù�ïâÜèìéáò ãëþó-óáò �çò áñéèìç�éêÞò L = L(+; ·) óõó÷å�ßæïõìå Ýíá öõóéêü áñéèìü [] ìå �çíáðëÞ áðáñßèìçóç,

0 1 + · = ¬ & ∨ → ∃ ∀ ( ) ; v0 v1 : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 : : :Ý�óé ðïõ [∃] = 9, [v0] = 14, ê.ëð.· êáé êùäéêïðïéïýìå �ïõò �ýðïõò ùò ðå-ðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò áðü óýìâïëá, ÷ñçóéìïðïéþí�áò êÜðïéá, ó�áèåñÞ,ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ êùäéêïðïßçóç áêïëïõèéþí,

[s0s1 · · · sn] = 〈[s0]; [s1]; : : : ; [sn]〉;ð.÷.,
[∃v2(O = v2)] = 〈[∃]; [v2]; [(]; [O]; [=]; [v2]; [)]〉:
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120 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áÌå �éò ìåèüäïõò �ïõ Êåöáëáßïõ 3, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåßîïõìå ü�é ïé âáóé-êÝò ìå�áìáèçìá�éêÝò, óõí�áê�éêÝò ó÷Ýóåéò �çò ãëþóóáò åßíáé ðñù�ïãåíþòáíáäñïìéêÝò, ð.÷., ïéÔýðïò(a) ⇐⇒ ï a åßíáé êùäéêüò �ýðïõÅëåýèåñç(a; i) ⇐⇒ ï a åßíáé êùäéêüò �ýðïõ �êáé ç vi åìöáíßæå�áé åëåýèåñç ó�ïí ��ñü�áóç(f) ⇐⇒ o a åßíáé êùäéêüò ðñü�áóçò;ê.ëð. ÔåëéêÜ èÝ�ïõìå(106) Truth = Truth(N)

= {a | ï a åßíáé êùäéêüò ðñü�áóçò ðïõ áëçèåýåé ó�çí N}:Áõ�ü åßíáé �ï óýíïëï öõóéêþí áñéèìþí ðïõ êùäéêïðïéåß üëåò �çò (ðñù�ïâÜè-ìéåò) £áñéèìç�éêÝò áëÞèåéåò¤ { êÜèå óçìáí�éêÞ ðñü�áóç �çò èåùñßáò áñéèìþíðïõ áëçèåýåé Ý÷åé �ïí êùäéêü �çò ó�ï Truth.5B.9. ËÞììá. ÊÜèå áñéèìç�éêÞ ó÷Ýóç R(~x) áíÜãå�áé ó�ï óýíïëï Truth,äçëáäÞ õðÜñ÷åé (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) �Ý�ïéá ðïõR(~x) ⇐⇒ f(~x) ∈ Truth:(107)Áðüäåéîç. �éá êÜèå öõóéêü x ïñßæïõìå �ïí üñï ∆(x) ìå �çí áíáäñïìÞ,
∆(0) = 0; ∆(x+ 1) = (∆(x)) + (1);Ý�óé ðïõ ï ∆(x) åßíáé êëåéó�üò (÷ùñßò ìå�áâëç�Ýò) êáé Ý÷åé �çí ßäéá �éìÞãéá êÜèå áðï�ßìçóç �, val(∆(x); �) = x:¸ðå�áé (åýêïëá, áðü �éò óõíèÞêåò �ïõ Tarski) ü�é ãéá êÜèå �ýðï � ìå åëåý-èåñåò ìå�áâëç�Ýò ó�ç ëßó�á v1; : : : ; vn,N; {v1 := x1; : : : ; vn := xn} |= �

⇐⇒ N; |= (∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �]

⇐⇒ [(∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �] ∈ Truth·êáé åðïìÝíùò, áí ï �ýðïò � ïñßæåé �ç ó÷Ýóç R(~x) óýìöùíá ìå �çí (105),�ü�å ç (107) éó÷ýåé ìå �ç óõíÜñ�çóçf(~x) = [(∃v1) · · · (∃vn)[v1 = ∆(x1) & · · · & vn = ∆(xn) & �]]ðïõ åßíáé, åýêïëá, áíáäñïìéêÞ êáé Ýíá-ðñïò-Ýíá. ⊣5B.10. Èåþñçìá �ïõ Tarski. Ôï óýíïëï Truth äåí åßíáé áñéèìç�éêü,êáé åðïìÝíùò ïý�å áíáäñïìéêü.Áðüäåéîç. Áí �ï Truth Þ�áí áñéèìç�éêü, �ü�å èá Þ�áí Σ0k, ãéá êÜðïéïk, êáé åðïìÝíùò, áðü �ï ËÞììá, êÜèå áñéèìç�éêÞ ó÷Ýóç èá Þ�áí Σ0k, ðïõáí�é�ßèå�áé ó�ï Èåþñçìá Éåñáñ÷ßáò 5A.4 (3). ⊣
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5C. Ôá èåùñÞìá�á �ùí G�odel êáé Churh 121�éá �çí éó�ïñéêÞ áêñßâåéá, ðñÝðåé íá ðáñá�çñÞóïõìå åäþ ü�é ï TarskiáðÝäåéîå ìüíï �ï ðñþ�ï ìÝñïò �ïõ èåùñÞìá�ïò, ü�é �ï óýíïëï Truth äåíåßíáé áñéèìç�éêü, êáé äåí Þ�áí êáí óå èÝóç íá äåßîåé �ï äåý�åñï ìÝñïò,åðåéäÞ äåí Þîåñå ü�é �á áíáäñïìéêÜ óýíïëá åßíáé áñéèìç�éêÜ { üðùò åðßóçòäåí Þîåñå êáé �ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óå áíáäñïìéêü�ç�á êáé õðïëïãéóéìü�ç�á,äçëáäÞ �ï Áß�çìá Churh-Turing.
5C. Ôá èåùñÞìá�á �ùí G�odel êáé ChurhÔá äýï áõ�Ü èåìåëéáêÜ áðï�åëÝóìá�á Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå �ç âáóéêÞÝííïéá �çò �õðéêÞò áðüäåéîçò �çò ëïãéêÞò, ðïõ äåí åßíáé ó�ï èÝìá ìáò, áëëÜáðëÝò £ðáñáöñÜóåéò¤ �ïõò åßíáé åýêïëá ðïñßóìá�á �çò èåùñßáò áíáäñïìéêþíóõíáñ�Þóåùí êáé áîßæåé íá �éò åêèÝóïõìå åäþ.5C.1. Áðïäåéê�éêÜ óõó�Þìá�á. �åíéêÜ, �õðéêÞ áðüäåéîç (ó�çí áñéè-ìç�éêÞ) åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü �ýðïõò�0; : : : ; �n;�Ý�ïéá ðïõ êÜèå �i åßíáé áîßùìá (�çò ëïãéêÞò Þ �çò áñéèìç�éêÞò) Þ óõíÜãå�áéìå êÜðïéï êáíüíá �çò ëïãéêÞò Þ �çò áñéèìç�éêÞò áðü êÜðïéá �j1 ; : : : ; �jl ìåj1; : : : ; jl < i, êáé ï �åëåõ�áßïò �ýðïò �n åßíáé ðñü�áóç, �ï £óõìðÝñáóìá¤�çò áðüäåéîçò. Áðïäåéê�éêü óýó�çìá (proof system) P åßíáé ìéá áõó�çñÞäéá�ýðùóç �ùí áðáñáß�ç�ùí £áîéùìÜ�ùí¤ êáé £êáíüíùí¤ ðïõ ìáò êáèïñßæïõíðïéåò áêïëïõèßåò �ýðùí åßíáé £áðïäåßîåéò¤, êáé �á èåùñÞìá�á �ïõ P åßíáé �áóõìðåñÜóìá�á �ùí áðïäåßîåþí �ïõ,

⊢P � ⇐⇒ õðÜñ÷åé áðüäåéîç �0; : : : ; �n ó�ï P ìå �n ≡ �:ÕðÜñ÷ïõí, âÝâáéá �å�ñéììÝíá áðïäåéê�éêÜ óõó�Þìá�á, ð.÷., áõ�ü üðïõêÜèå áêïëïõèßá �ýðùí (ðïõ �åëåéþíåé ìå ðñü�áóç) åßíáé áðüäåéîç, Þ �ï Üëëïüðïõ ïé áðïäåßîåéò åßíáé üëåò ïé áêïëïõèßåò ìÞêïõò 1, ìå ìßá, áëçèÞ ðñü�áóç�! ¢îéá ìåëÝ�çò üìùò åßíáé �á áðïäåéê�éêÜ óõó�Þìá�á ðïõ éêáíïðïéïýí �éòåîÞò äýï, âáóéêÝò éäéü�ç�åò:(1) Ïñèü�ç�á (áñéèìç�éêÞ åãêõñü�ç�á): �éá êÜèå ðñü�áóç �, áí ⊢P �,�ü�å |= �, Ý�óé ðïõ �á èåùñÞìá�á �ïõ P íá åßíáé üëá áëçèÞ.(2) Áðïêñéóéìü�ç�á ãéá áðïäåßîåéò: Ç ó÷ÝóçProofP(y) ⇐⇒ (∃�0; : : : ; �n ∈ P)[y = 〈[�0]; : : : ; [�n]〉]åßíáé áíáäñïìéêÞ.Ç äåý�åñç óõíèÞêç åêöñÜæåé (ìå �ï Áß�çìá Churh-Turing) �ç âáóéêÞðñáê�éêÞ �ùí ìáèçìá�éêþí, ü�é ï éó÷õñéóìüò �ïõ ÔÜäå ü�é Ý÷åé áðïäåßîåéêÜðïéï èåþñçìá (�çí ýðáñîç áðåßñùí �ï ðëÞèïò äéäýìùí ðñþ�ùí, ãéá ðá-ñÜäåéãìá), ìðïñåß íá £åëåã÷èåß¤ | õðÜñ÷åé ãåíéêÞ ìÝèïäïò ðïõ áðïöáóßæåéáí áõ�Ü ðïõ ëÝåé ï ÔÜäå áðï�åëïýí áõó�çñÞ áðüäåéîç �ïõ éó÷õñéóìïý �ïõ
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122 5. ÁíáäñïìÞ êáé ïñéóéìü�ç�áÞ ü÷é, óýìöùíá ìå �á áîéþìá�á êáé �ïõò êáíüíåò �çò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷ïõìåáðïäå÷�åß.ÕðÜñ÷åé êáé ìéá �ñß�ç éäéü�ç�á ðïõ èá èÝëáìå íá Ý÷åé �ï éäáíéêü áðïäåé-ê�éêü óýó�çìá:(3) �ëçñü�ç�á: �éá êÜèå ðñü�áóç �,
⊢P � Þ ⊢P ¬�:Ó�ï ðñþ�ï �ñß�ï �ïõ 20ïõ áéþíá Ýãéíáí ðïëëÝò ðñïóðÜèåéåò íá âñåèåß Ýíááðïäåéê�éêü óýó�çìá ãéá �çí áñéèìç�éêÞ ðïõ íá åßíáé ïñèü, áðïêñßóéìï ãéááðïäåßîåéò êáé ðëÞñåò, ðïõ èá êùäéêïðïéïýóå ü,�é ÷ñåéÜæå�áé áðü �ç ëïãéêÞãéá íá ëýóïõìå üëá �á ðñïâëÞìá�á �çò èåùñßáò áñéèìþí. Ïé ðñïóðÜèåéåòáõ�Ýò áðÝ�õ÷áí, êáé äåí ìðïñïýóáí íá ðå�ý÷ïõí:5C.2. Èåþñçìá Áðëçñü�ç�áò �ïõ G�odel. Äåí õðÜñ÷åé áðïäåéê�éêüóýó�çìá ãéá �çí áñéèìç�éêÞ ðïõ íá åßíáé ïñèü, áðïêñßóéìï ãéá áðïäåßîåéòêáé ðëÞñåò.Áðüäåéîç. Áí �ï P Ý÷åé êáé �éò �ñåéò áõ�Ýò éäéü�ç�åò, �ü�å ãéá êÜèåðñü�áóç �
⊢P �=⇒ |= �åðåéäÞ �ï óýó�çìá åßíáé áñéèìç�éêÜ Ýãêõñï, êáé

|= �=⇒ 6|= ¬�=⇒ 6⊢P ¬� (ïñèü�ç�á)=⇒ ⊢P � (ðëçñü�ç�á):¸ðå�áé ü�éTruth = {[�] |⊢P �}
= {e | �ñü�áóç(e) & (∃y)[ProofP(y) & e = last(y)]};êáé Ý�óé �ï óýíïëï Truth åßíáé Σ0

1, áðü �çí õðüèåóç �çò áðïêñéóéìü�ç�áòãéá áðïäåßîåéò �ïõ P, ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ï Èåþñçìá �ïõ Tarski 5B.10. ⊣Ç áëÞèåéá Þ ü÷é �ïõ Áé�Þìá�ïò Churh-Turing äåí ðáßæåé ñüëï ó�éò óõ-ãêåêñéìÝíåò åöáñìïãÝò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Áðëçñü�ç�áò, åðåéäÞ ó�ç ðñÜîç,�á óõãêåêñéìÝíá óõó�Þìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé áðü ìáèçìá�éêïýò êáéÝ÷ïõí ìåëå�çèåß åßíáé üëá áðïêñßóéìá ãéá áðïäåßîåéò | áêñéâþò åðåéäÞ çóõíèÞêç (2) åßíáé öõóéêÞ.�éá íá äéá�õðþóïõìå �ï Èåþñçìá �ïõ Churh, åðéó�ñÝöïõìå ó�ç ðñù�ï-âÜèìéá ãëþóóá L(f1; : : : ; fK) óå áõèáßñå�ï ëåîéëüãéï (f1; : : : ; fK), êåé ãéá�çí �õ÷áßá ðñü�áóç � �çò L(f1; : : : ; fK) èÝ�ïõìå
⊢ � ⇐⇒ ãéá êÜèå Üëãåâñá M, M |= �
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5C. Ôá èåùñÞìá�á �ùí G�odel êáé Churh 123êáé êáëïýìå �çí � Ýãêõñç (valid) áí ⊢ �. Ôï êëáóéêüÈåþñçìá �ëçñü�ç�áò�ïõ G�odel äçëþíåé ü�é
⊢ � ⇐⇒ ç � åßíáé èåþñçìá �çò êëáóéêÞò, ðñù�ïâÜèìéáò ëïãéêÞò;êáé Ý÷åé ùò ðüñéóìá ü�é ãéá êÜèå ëåîéëüãéï f1; : : : ; fK , �ï óýíïëï �ùí (êù-äéêþí �ùí) Ýãêõñùí ðñï�Üóåùí �çò L(f1; : : : ; fK) åßíáé çìéáíáäñïìéêü (ìå�çí ðñïöáíÞ êùäéêïðïßçóç). Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ:5C.3. Èåþñçìá �ïõ Churh. �éá êÜðïéá L(f1; : : : ; fK), �ï ðñüâëçìááí ç �õ÷áßá ðñü�áóç � åßíáé Ýãêõñç åßíáé áíåðßëõ�ï.Õðüäåéîç. ¸ó�ù E = (f0; f1; : : : ; fK)�õ÷áßï, ðñù�ïãåíÝò áíáäñïìéêü ðñüãñáììá óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü 1B.16.Äåí åßíáé äýóêïëï íá êá�áóêåõÜóïõìå ìéá ðñü�áóç�E = �1 & · · · & �nó�çí L(f1; : : : ; fK) ðïõ £åêöñÜæåé �õðéêÜ¤ �ïõò ïñéóìïýò ó�ï E· áí, ð.÷., �ïóýìâïëï ðñïâïëÞò P3

2 åìöáíßæå�áé ó�ï E, �ü�å êÜðïéá áðü �éò �i åßíáé ç
(∀v1)(∀v2)(∀v3)[P3

2(v1; v2:v3) = v2];êáé áí ç f ïñßæå�áé ó�ï E ìå �ç ðñù�ïãåíÞ áíáäñïìÞf(0) = 5f(y + 1) = h(f(y); y);�ü�å êÜðïéá áðü �éò �i åßíáé çf(0) = ∆(5) & (∀v1))[f(S(v1)) = h(f(v1); v1)]:Ìå áõ�ü �ïí ïñéóìü, Ýðå�áé ÷ùñßò ìåãÜëç äõóêïëßá ü�é ãéá êÜèå óõíÜñ�çóçfi ðïõ ïñßæå�áé ó�ï E êáé üëïõò �ïõò ~x = x1; : : : ; xn; w ∈ N,f i(~x) = w ⇐⇒ ⊢ �E → fi(∆(x1); : : : ;∆(xn)) = ∆(w):ÔåëéêÜ, åöáñìüæïõìå áõ�ü �ï ËÞììá ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ç fK åßíáé ç÷áñáê�çñéó�éêÞ óõíÜñ�çóç �çò ó÷Ýóçò T1(x; x; y) êáé äåß÷íïõìå (åýêïëáðéá) ü�é ç áðïêñéóéìü�ç�á �çò ó÷Ýóçò åãêõñü�ç�áò ïäçãåß óå Ü�ïðï. ⊣
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6
ÁÍÁÄÑÏÌÉÊÁ ÓÕÍÁÑÔÇÓÉÁÊÁ ÊÁÉÕ�ÏËÏ�ÉÓÔÅÓ �ÑÁÎÅÉÓ

Ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï èá ìåëå�Þóïõìå ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììá�á, £áíáé�éï-êñá�éêÜ¤ êáé ìå £åîù�åñéêÝò¤ (åëåýèåñåò) óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò, êáéèá äéåñåõíÞóïõìå �éò åöáñìïãÝò �ïõò (êõñßùò) ó�ç èåùñßá £õðïëïãßóéìùíóõíáñ�çóéáêþí¤. Ôá ðåñéóóü�åñá áðï�åëÝóìá�á ðïõ èá äåßîïõìå éó÷ýïõíãéá üëåò �éò ìåñéêÝò Üëãåâñåò, áëëÜ �á öáéíüìåíá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åì-öáíßæïí�áé ðëÞñùò ó�çí êëáóéêÞ Üëãåâñá N0 = (N; 0; 1; S;Pd) êáé ó�éòåðåê�Üóåéò �çò, ìå �éò ïðïßåò êáé èá áó÷ïëçèïýìå.
6A. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ6A.1. Ïñéóìüò. �åíéêåõìÝíï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá �çò N0 åßíáé�ï �õ÷áßï óýó�çìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí

(e0) æ0(~x0) = E0 (= Å0[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl])...
(ek) æk(~xk) = Ek (= Åk[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl])(E)

üðïõ ïé óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl åßíáé äéáöïñå�éêÝòìå�áîý �ïõò (üðùò ó�ï âáóéêü ïñéóìü ó�ï åäÜöéï 2B), áëëÜ �ï E ðáñÝ÷åéïñéóìïýò ìüíï ãéá �éò åóù�åñéêÝò (äåóìåõìÝíåò) ìå�áâëç�Ýò æ0; : : : ; æk,åíþ åðé�ñÝðåé êáé �çí åìöÜíéóç �ùí åîù�åñéêþí (åëåýèåñùí) ìå�áâëç�þíî1; : : : ; îl ó�ïõò áãíïýò üñïõò E1; : : : ; Ek, üðùò õðïäåßîáìå ìå �ïí (ðñï-óùñéíü) óõìâïëéóìü Ei[æ0; : : : ; æk; î1; : : : ; îl]. ¸íá �Ý�ïéï ðñüãñáììá åñ-ìçíåýå�áé öõóéêÜ óå �õ÷áßåò åðåê�Üóåéò
(N0; p1; : : : ; pl) = (N; 0; 1; S;Pd ; p1; : : : ; pl)�çò N0, áí èåùñÞóïõìå äçëáäÞ �éò ìå�áâëç�Ýò î1; : : : ; îl ùò ó�áèåñÝò ðïõïíïìÜæïõí �éò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò p1; : : : ; pl, üðùò ïé f1; : : : ; fK ïíïìÜæïõí�éò äïóìÝíåò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò f1; : : : ; fK ìéáò ìåñéêÞò Üëãåâñáò. Ìå �ï125



126 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòóõìâïëéóìü �çò (57) êáé ìéá ðñïöáíÞ ðáñáëëáãÞ �ïõ, èÝ�ïõìå(108) �E(~x; p1; : : : ; pl) = w
⇐⇒ (N0; p1; : : : ; pl); E ⊢ æ0(~x) = w ìå î1 := p1; : : : ; îl := pl

⇐⇒ E;~î := ~p ⊢ æ0(~x) = w;üðïõ, ãåíéêü�åñá, ãéá êÜèå åóù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ æ �ïõ E,(109) E;~î := ~p ⊢ æ(~x) = w
⇐⇒ (N0; p1; : : : ; pl); E ⊢ æ(~x) = w ìå î1 := p1; : : : ; îl := pl:Åäþ ï óõìâïëéóìüò ðáñáëåßðåé �çí áíáöïñÜ ó�çí Üëãåâñá N0 åöüóïí áõ�Þåßíáé ç ìüíç Üëãåâñá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó' áõ�ü �ï êåöÜëáéï, áëëÜäåß÷íåé �çí áðï�ßìçóç î1 := p1; : : : ; îl := pl �ùí åîù�åñéêþí ìå�áâëç�þí:áõ�Þ åßíáé ÷ñÞóéìç, åðåéäÞ ðïëëÝò öïñÝò èá åñìçíåýóïõìå �ï �ï ßäéï ðñü-ãñáììá ìå äéáöïñå�éêÝò |üëåò �éò äõíá�Ýò| áðï�éìÞóåéò �ùí åîù�åñéêþíìå�áâëç�þí �ïõ.Ôá ìç-ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììá�á (÷ùñßò åîù�åñéêÝò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�á-âëç�Ýò) êáëïýí�áé áõ�üíïìá.6A.2. Óõíáñ�çóéáêÜ. Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç �(~x; ~p) ó�çí (108) åßíáé ðá-ñÜäåéãìá óõíáñ�çóéáêïý (ó�ï N), äçëáäÞ ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò ðïõ äÝ÷å�áéùò �éìÝò åéóüäïõ öõóéêïýò áñéèìïýò êáé ðëåéïìåëåßò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò,êáé (ü�áí óõãêëßíåé) áðïäßäåé �éìÞ ó�ï N. Åðéðñüóèå�á ðáñáäåßãìá�á:�1(~x) = f(~x) (üðïõ f : Nn * N);�2(p; r) = p(0) (p : N * N; q : N2 * N);evaln(~x; p) = p(~x):Ôï �1 äéåõêñéíßæåé ü�é äåí åßíáé áðáñáß�ç�ç ç åîÜñ�çóç åíüò óõíáñ�çóéáêïýáðü ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, Ý�óé ðïõ êÜèå ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé óõíáñ�ç-óéáêü· êáé �ï �2 åßíáé ðáñÜäåéãìá óõíáñ�çóéáêïý ìå åßóïäï ÷ùñßò öõóéêïýòáñéèìïýò { ìüíï ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò. �áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå äéìåëÞ ìå-ñéêÞ óõíÜñ�çóç r, ìå S(x) = x+ 1 êáé " �çí £êåíÞ¤ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç,�2(S; r) = S(0) = 1; �2("; r) = "(0) = ⊥:Ôï evaln åßíáé ßóùò �ï áðëïýó�åñï ìç-�å�ñéììÝíï óõíáñ�çóéáêü �çò (n-ìåëïýò) êëÞóçò, ð.÷.,eval1(x; S) = S(x) = x+ 1; eval3(x; y; z; P 3

2 ) = P 3
2 (x; y; z) = y:6A.3. Ïñéóìüò. Ôï �õ÷áßï óõíáñ�çóéáêü �(~x; ~p) åßíáé áíáäñïìéêü, áíõðïëïãßæå�áé áðü êÜðïéï áíáäñïìéêü ðñüãñáììá E ìå åîù�åñéêÝò ìå�áâëç-�Ýò î1; : : : ; îl, äçëáäÞ � = �E ó�çí (108), Þ, éóïäýíáìá,�(~x; p) = w ⇐⇒ E;~î := ~p ⊢ æ(~x) = w
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6A. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ 127ãéá êÜðïéá åóù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ æ �ïõ Å. ÈÝ�ïõìå
R = �ï óýíïëï �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�çóéáêþí;ðñïöáíþò ÷ùñßò áí�ßöáóç ìå �ïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü �ïõ óõìâïëéóìïý.6A.4. ËÞììá. (a) Ç êëÜóç R �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ�çóéáêþí ðåñé-ëáìâÜíåé üëåò �éò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò êáé �á óõíáñ�çóéáêÜêëÞóçò evaln, êáé åßíáé êëåéó�Þ ãéá óýíèåóç�(~x; ~p) = �(1(~x; ~p); : : : ; m(~x; ~p); ~p);äéáêëÜäùóç�(~x; ~p) = áí (�1(~x; ~p) = 0) �ü�å �2(~x; ~p) áëëéþò �3(~x; ~p);êáé åëá÷éó�ïðïßçóç�(y; ~x; ~p) = (�i ≥ y)[�(i; ~x; ~p) = 0]:(b) Ç R åßíáé êëåéó�Þ ãéá £ñç�ïýò¤ ïñéóìïýò �çò ìïñöÞò�(x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pm) = �(xa1

; : : : ; xak ; pb1 ; : : : ; pbl);(110)üðïõ a1; : : : ; ak, b1; : : : ; bl åßíáé áêïëïõèßåò áðü �ïõò äåßê�åò 1; : : : ; n êáé
1; : : : ;m.Áðüäåéîç. Ôï evaln(~x; p) õðïëïãßæå�áé áðü �ï ðñüãñáììáf(~x) = î(~x)ìå �çí åîù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ î êáé �çí áðï�ßìçóç î := p, êáé ãéá �á ÜëëáìÝñç �ïõ (a), �á åðé÷åéñÞìá�á åßíáé áêñéâþò áõ�Ü �ùí 2C.3 êáé 2D.1.Ôï (b) äéêáéïëïãåß �çí ðñüóèåóç íÝùí ìå�áâëç�þí êáé �çí £�áõ�ïðïßçóç¤Üëëùí, ð.÷., ïñéóìïýò �çò ìïñöÞò�(x; z; y; p; q; r) = �(y; x; y; y; p; r; r; p)êáé ç áðüäåéîÞ �ïõ åßíáé åýêïëç, ¢óêçóç x6A.1. ⊣Ìå áõ�ü �ï ËÞììá êáé �éò ìåèüäïõò �ïõ Êåöáëáßïõ 2, ìðïñïýìå íá äåß-îïõìå åýêïëá |óõíÞèùò ìå áðëÞ åðéóêüðçóç| �çí áíáäñïìéêü�ç�á ðïë-ëþí óõíáñ�çóéáêþí. �éá ðáñÜäåéãìá, áí �ï �(y; x; q) åßíáé áíáäñïìéêü, �ü�åáíáäñïìéêü åßíáé êáé �ï�(x; y; p; q) = áí (�(y; y; q) = 0) �ü�å y + 1 áëëéþò p(2y; x)(111)
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128 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòüðïõ ç p åßíáé äéìåëÞò, ìå �çí åîÞò ëåð�ïìåñÞ áðüäåéîç: èÝ�ïõìå ðñþ�á�1(x; y; p; q) = �(y; y; q) (ñç�Ü)�2(x; y; p; q) = = S(y) = y + 1 (ñç�Ü)�1(x; y; p) = 2y (ñç�Ü)�2(x; y; p) = P 1
1 (x) = x (ñç�Ü)�3(x; y; p) = eval2(�1(x; y; p); �2(x; y; p); p) = p(2y; x) (óýíèåóç)�3(x; y; p; q) = �3(x; y; p) = p(2y; x) (ñç�Ü);êáé ìå�Ü ìå äéáêëÜäùóç,�(x; y; p; q) = áí (�1(x; y; p; q) = 0) �ü�å �2(x; y; p; q) áëëéþò �3(x; y; p; q):Óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò üìùò, ï åõêïëü�åñïò �ñüðïò íá äåßîïõìå ü�é êÜðïéïóõíáñ�çóéáêü åßíáé áíáäñïìéêü åßíáé áðü �ïí ïñéóìü | íá ãñÜøïõìå êÜðïéïðñüãñáììá ðïõ �ï õðïëïãßæåé.

6A. ÁóêÞóåéòx6A.1. Äåßî�å �ï ìÝñïò (b) �ïõ ËÞììá�ïò 6A.4.
6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞÓ�ïí ïñéóìü 2B.4 áöçñçìÝíùí ìç÷áíþí åðé�ñÝøáìå áíáé�éïêñá�éêÝò ó÷Ý-óåéò ìå�áâÜóåùí, Ý�óé ðïõ �á åðé÷åéñÞìá�á õðÝñ �ïõ Áé�Þìá�ïò Churh-Turing ó�ï åäÜöéï 3B íá åßíáé üóï �ï äõíá�üí éó÷õñü�åñá, áëëÜ ìÝ÷ñé �þñáäåí Ý÷ïõìå ìåëå�Þóåé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÜ ðñïãñÜììá�á· Ý÷ïõí êáéáõ�Ü �éò åöáñìïãÝò �ïõò.6B.1. Ïñéóìüò. Áíáé�éïêñá�éêü áíáäñïìéêü ðñüãñáììá åßíáé �ï �õ-÷áßï óýó�çìá ïñéóìþí

(e0) æ0(~x0) = Å0...
(ek) æk(~xk) = Åk(E)

üðùò ó�ïí Ïñéóìü 6A.1, üðïõ �þñá åðé�ñÝðïõìå ðåñéóóü�åñïõò áðü Ýíáíïñéóìü ãéá �éò åóù�åñéêÝò óõíáñ�çóéáêÝò ìå�áâëç�Ýò. ×ñçóéìïðïéïýìå �ïíßäéï óõìâïëéóìü ãéá �Ý�ïéá, ãåíéêåõìÝíá ðñïãñÜììá�á, ïé åóù�åñéêÝò êáéåîù�åñéêÝò ìå�áâëç�Ýò �ïõò ïñßæïí�áé üðùò ðñéí, êáé ïé êá�áó�Üóåéò, ïéõðïëïãéóìïß êáé ïé �åñìá�éêïß õðïëïãéóìïß áíáé�éïêñá�éêþí ðñïãñáììÜ�ùíïñßæïí�áé áêñéâþò üðùò êáé ãéá �á áé�éïêñá�éêÜ ðñïãñÜììá�á ó�ï åäÜöéï 2Bìüíï ðïõ �þñá åðé�ñÝðïõìå �çí ýðáñîç ðïëëþí õðïëïãéóìþí ìå �çí ßäéáåßóïäï. ×áñáê�çñéó�éêü áõ�þí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí åßíáé ü�é äåí êáèïñßæïõíáðáñáß�ç�á ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç æ ãéá êÜèå åóù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ æ.�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 128



6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ 129

� : x
?

� : x+ 1

?
: 0 : 0

?

-

?

?

� : x
� æ : x

Ó÷Þìá 6. Ïé õðïëïãéóìïß �ïõ E2.�áñá�çñïýìå ü�é êÜèå ðñüãñáììá ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò áíáé�éïêñá-�éêü, åöüóïí ï ïñéóìüò äåí áðáé�åß �çí ýðáñîç ðïëëþí ïñéóìþí ãéá êÜðïéáìå�áâëç�Þ { áðëÜ �ïõò åðé�ñÝðåé.ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìá�á, ðñéí ïñßóïõìå áõó�çñÜ �ç óçìáóéïëïãßá ãéá �ááíáé�éïêñá�éêÜ ðñïãñÜììá�á:6B.2. Ôï ðñüãñáììá æ(x) = 0(E1) æ(x) = 1ðñïöáíþò äåí õðïëïãßæåé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç | ãéá�ß áí õðïëüãéæå êÜðïéáæ, ðïéá èá Þ�áí ç �éìÞ æ(0);Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, �ï ðñüãñáììáæ(x) = x(E2) æ(x) = x+ 1�(y) = 0�(x) = �(æ(x))ðñïöáíþò õðïëïãßæåé �çí �(x) = 0, áí êáé, ðÜëé, äåí áí�éó�ïé÷åß êáìéÜìåñéêÞ óõíÜñ�çóç æ ó�ç ìå�áâëç�Þ æ. �éá êÜèå x, �ï E2 Ý÷åé äýï õðïëïãé-óìïýò �çò �éìÞò �(x), ìå �ïõò õðïëïãéóìïýò ðïõ äåß÷íïí�áé ó÷çìá�éêÜ ó�ïÓ÷Þìá 6.Áêüìç ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé �ï ðñüãñáììá�(x) = x(E3) �(x) = S(�(x))æ(x) = 0�(x) = æ(�(x))
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130 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò

? æ S S � : x?

-

: 0

?

?

?

æ S � : xæ : x
æ : x+ 2: 0

æ : x+ 1

?

-

?

?

� : x
æ � : x

- · · ·

?
: 0Ó÷Þìá 7. Ïé õðïëïãéóìïß �ïõ Å3.ãéá �ï ïðïßï ðÜëé �(x) = 0 áëëÜ �þñá Ý÷åé Üðåéñïõò �ï ðëÞèïò õðïëïãéóìïýòãéá êÜèå åßóïäï, ðïõ äåß÷íïí�áé ó÷çìá�éêÜ ó�ï Ó÷Þìá 7.Ôï �åëåõ�áßï ðáñÜäåéãìá åßíáé áíáé�éïêñá�éêïý ðñïãñÜììá�ïò ìå ìéá åîù-�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ (î) ðïõ õðïëïãßæåé óõíáñ�çóéáêü:æ0(x) = �(q(x))(E4) �(x) = î(0)�(x) = î(1)�(x) = 0Ìå �ïí ïñéóìü (108) �ïõ óõíáñ�çóéáêïý ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü Ýíá ðñü-ãñáììá (áí äå÷�ïýìå ü�é áõ�üò éó÷ýåé êáé ãéá áíáé�éïêñá�éêÜ ðñïãñÜììá�á),�ï E4 ìå �çí áðï�ßìçóç î := p õðïëïãßæåé �ï óõíáñ�çóéáêü�(x; p) =

{
0; áí p(0)↓ ∨ p(1)↓ ;
⊥; áëëéþò:(112)Ìå�Ü áðü áõ�Ü �á ðñïêá�áñê�éêÜ, ïñßæïõìå �é óçìáßíåé ãéá Ýíá óõíáñ-�çóéáêü íá £õðïëïãßæå�áé¤ áðü êÜðïéï áíáé�éïêñá�éêü, áíáäñïìéêü ðñü-ãñáììá:6B.3. Ïñéóìüò. Áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéòêáé óõíáñ�çóéáêÜ. Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé áíáé�éïêñá-�éêÜ áíáäñïìéêÞ áí õðÜñ÷åé áíáé�éïêñá�éêü ðñüãñáììá E ÷ùñßò åîù�åñéêÝò
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6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ 131ìå�áâëç�Ýò êáé êÜðïéá ìå�áâëç�Þ æ ó�ï E, �Ý�ïéï ðïõ ãéá üëá �á ~x,f(~x) = w ⇐⇒ N0; E ⊢ æ(~x) = w(113)
⇐⇒ õðÜñ÷åé �åñìá�éêüò õðïëïãéóìüò �ïõ Eìå åßóïäï æ : ~x êáé �åñìá�éêÞ êá�Üó�áóç : w:Ìå Üëëá ëüãéá, �ï Å õðïëïãßæåé �çí f(~x) áí, ãéá êÜèå ~x:(1) ÕðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò �åñìá�éêüò õðïëïãéóìüò ìå åßóïäï æ : ~x êáé�åñìá�éêÞ êá�Üó�áóç : f(~x)·(2) êÜèå �åñìá�éêüò õðïëïãéóìüò �ïõ E ó�çí åßóïäï æ : ~x Ý÷åé �åñìá�éêÞêá�Üó�áóç : f(~x).�áñá�çñïýìå ü�é ï ïñéóìüò åðé�ñÝðåé �çí ýðáñîç õðïëïãéóìþí ðïõ áðïêëß-íïõí (ìå £Üðåéñï ìÞêïò¤), üðùò ó�ï E3 ðéï ðÜíù.Ï ïñéóìüò åðåê�åßíå�áé åýêïëá óå óõíáñ�çóéáêÜ: ó�çí áðëÞ ðåñßð�ùóçìå ìéá ìüíï åîù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ ãéá ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, �ï �õ÷áßï óõíáñ-�çóéáêü �(~x; p) åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü áí õðÜñ÷åé áíáé�éïêñá�éêüðñüãñáììá E ìå ìéá åîù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þ î êáé êÜðïéá åóù�åñéêÞ ìå�áâëç�Þæ, Ý�óé ðïõ ãéá üëá �á ~x; p; w,�(~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ⊢ æ(~x) = w:ÈÝ�ïõìå

Rnd = �ï óýíïëï �ùí áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêþí óõíáñ�çóéáêþí:6B.4. ËÞììá. Ç �õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ áíêáé ìüíïí áí åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. Ç êùäéêïðïßçóç óõìâüëùí, ðñïãñáììÜ�ùí, êá�áó�Üóåùí,õðïëïãéóìþí, êáé ãåíéêÜ üëçò �çò èåùñßáò áíáäñïìéêþí ðñïãñáììÜ�ùí ó�ïåäÜöéï 3A åðåê�åßíå�áé �å�ñéììÝíá ãéá �á áíáé�éïêñá�éêÜ ðñïãñÜììá�á, êáéìÜëéó�á ìå ìüíï ìéá äéáöïñÜ ó�éò ëåð�ïìÝñåéåò: ó�ïí ïñéóìü �çò ó÷Ýóçò�ñïãñ(e) áðëÜ ðáñáëåßðïõìå �çí �åëåõ�áßá óõíèÞêç ðïõ áðáãïñåýåé ðïë-ëáðëïýò ïñéóìïýò �çò ßäéáò óõíáñ�çóéáêÞò ìå�áâëç�Þò. Áõ�ü åðé�ñÝðåé �çíýðáñîç ðïëëþí õðïëïãéóìþí ãéá �çí ßäéá åßóïäï, äçëáäÞ ìðïñåß íá õðÜñ÷ïõíy1; y2 �Ý�ïéá ðïõ y1 6= y2 & Tn(e; ~x; y1) & Tn(e; ~x; y2);áëëÜ äåí áëëÜæåé �ï âáóéêü óõìðÝñáóìá: áí éó÷ýåé ç (113) ãéá êÜðïéá f êáéêÜðïéï ðñüãñáììá E ÷ùñßò åîù�åñéêÝò ìå�áâëç�Ýò êáé ìå êùäéêü e, �ü�åf(~x) = w ⇐⇒ (∃y)[Tn(e; ~x; y) & U(y) = w];Ý�óé ðïõ �ï ãñÜöçìá �çò f(~x) åßíáé Σ0
1 êáé ç f(~x) åßíáé áíáäñïìéêÞ. ⊣�éá óõíáñ�çóéáêÜ, üìùò, ç áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ åßíáé ãíÞóéá åðÝ-ê�áóç �çò áé�éïêñá�éêÞò áíáäñïìÞò, êáé ìÜëéó�á �ï ðáñÜäåéãìá (112) äåíåßíáé (áé�éïêñá�éêÜ) áíáäñïìéêü. Ç áðüäåéîç ó�çñßæå�áé ó�çí �åëåõ�áßá áðü�éò åîÞò �ñåéò âáóéêÝò éäéü�ç�åò óõíáñ�çóéáêþí.
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132 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò6B.5. Ïñéóìüò. Ôï óõíáñ�çóéáêü �(~x; p) åßíáé:
• ìïíï�ïíéêü (monotoni Þ monotone) áí ãéá üëåò �éò ìåñéêÝò óõíáñ-�Þóåéò p, q, êáé üëá �á ~x, w,

[�(~x; p) = w & p ⊑ q]=⇒�(~x; q) = w·
• óõíå÷Ýò (ontinuous) áí ãéá êÜèå p êáé üëá �á ~x, w,�(~x; p) = w=⇒ (∃r)[r ⊑ p & �(~x; r) = w & ç r åßíáé ðåðåñáóìÝíç];üðïõ ìéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç åßíáé ðåðåñáóìÝíç áí Ý÷åé ðåðåñáóìÝíïðåäßï óýãêëéóçò· êáé
• áé�éïêñá�éêü (deterministi) áí ãéá êÜèå p êáé üëá �á ~x, w,�(~x; p) = w=⇒ (∃!r ⊑ p)[�(~x; r) = w & (∀r′ ⊑ r)[�(~x; r′)↓ =⇒ r′ = r]]:Ïé ïñéóìïß åßíáé ðáñüìïéïé ãéá óõíáñ�çóéáêÜ �(~x; ~p) ìå ðåñéóóü�åñåò ìå�á-âëç�Ýò, ìüíï ëßãï ðéï äýóêïëïé íá äéá�õðùèïýí ðëÞñùò.�éá ðáñÜäåéãìá, �ï �(p) =

{
0; áí p(0)↓ ;
1; áëëéþò;äåí åßíáé ìïíï�ïíéêü· �ï�(p) =

{
0; áí ç p åßíáé ïëéêÞ
⊥; áëëéþòäåí åßíáé óõíå÷Ýò· êáé �ï óõíáñ�çóéáêü (112) äåí åßíáé áé�éïêñá�éêü, ¢óêçóçx6B.2.6B.6. Èåþñçìá. ÊÜèå áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü óõíáñ�çóéáêü � åß-íáé ìïíï�ïíéêü êáé óõíå÷Ýò, êáé åðéðëÝïí, êÜèå (áé�éïêñá�éêÜ) áíáäñïìéêüóõíáñ�çóéáêü åßíáé áé�éïêñá�éêü.¸ðå�áé ü�é õðÜñ÷ïõí áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ ðïõ äåíåßíáé áíáäñïìéêÜ, ð.÷., áõ�ü ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí (112).Áðüäåéîç. �éá �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå ü�é ãéá êÜðïéï (ßóùòáíáé�éïêñá�éêü) ðñüãñáììá E ìå êýñéï óýìâïëï æ0 êáé åîù�åñéêÞ ìå�á-âëç�Þ î �(~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ⊢ æ0(~x) = w;ü�é êÜðïéïò õðïëïãéóìüòæ0 : ~x → �1 : �1 → · · · → �n : �n →: w(114)�ïõ E ìå �çí áðï�ßìçóç î := p áðïäßäåé �çí �éìÞ �(~x; p) = w, êáé ü�é p ⊑ q·êáé ðáñá�çñïýìå ü�é ç ßäéá áêïëïõèßá êá�áó�Üóåùí åßíáé õðïëïãéóìüò �ïõE ãéá �çí áðï�ßìçóç î := q, åðåéäÞ ïé ìå�áâÜóåéò�∗ î : ~y �∗ → �∗ : p(~y) �∗
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6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ 133ðïõ êáëïýí �çí î äåí åßíáé Üãïíåò (áëëéþò ï õðïëïãéóìüò èá ó�áìá�ïýóå),Üñá p(~y)↓ , êáé åðïìÝíùò q(~y) = p(~y) ç ßäéá ìå�Üâáóç éó÷ýåé êáé ãéá �ïíõðïëïãéóìü ìå �çí áðï�ßìçóç î := q.Ìå �ïí ßäéï �ñüðï, ï õðïëïãéóìüò (114) ãéá �çí áðï�ßìçóç î := p åßíáéåðßóçò õðïëïãéóìüò ãéá �çí áðï�ßìçóç î := r, üðïõ ç r(~y) óõãêëßíåé ìüíïãéá �éò (ðåðåñáóìÝíåò �ï ðëÞèïò) �éìÝò �çò p ðïõ êáëïýí�áé ó�ïí (114), êáéÝ�óé �ï �(~x; p) åßíáé óõíå÷Ýò.ÔåëéêÜ, áí �ï ðñüãñáììá E åßíáé áé�éïêñá�éêü, �ü�å ìüíï Ýíáò õðïëï-ãéóìüò (114) õðïëïãßæåé �ç �éìÞ æ0(~x) = w ãéá �çí áðï�ßìçóç î := p, êáéç (ðåðåñáóìÝíç) ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç r ó�çí áðüäåéîç �çò óõíÝ÷åéáò åßíáé çåëÜ÷éó�ç r ⊑ p ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç �Ý�ïéá ðïõ �(~x; r)↓ , áëëéþò ï (114) èá�åñìÜ�éæå £ðéï ãñÞãïñá¤. ⊣�éá �á óõíáñ�çóéáêÜ ó�çí êëÜóç Rnd õðÜñ÷åé ìéá áðëÞ êáé ÷ñÞóéìç £êá-íïíéêÞ ìïñöÞ¤, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß �çí åîÞò êùäéêïðïßçóç.6B.7. Êùäéêïðïßçóç ðåðåñáóìÝíùí óõíáñ�Þóåùí êáé óõíüëùí. �éáêÜèå z ∈ N, èÝ�ïõìå
d(z; i) =

{
(z)i−· 1; áí i < lh(z) & (z)i > 0;
⊥; áëëéþòdz(i) = d(z; i);Dz = {i | dz(i)↓}:Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç d(z; i) åßíáé (ðñù�ïãåíþò) áíáäñïìéêÞ· ç áêïëïõèßád0; d1; : : :áðáñéèìåß üëåò �éò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò ìéáò ìå�áâëç�Þò· êáéç áêïëïõèßá D0; D1; : : :áðáñéèìåß üëá �á ðåðåñáóìÝíá óýíïëá Ý�óé ðïõi ∈ Dz ⇐⇒ i < lh(z) & (z)i > 0;êáé, åéäéêü�åñá, ç ó÷Ýóç i ∈ Dz íá åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ.6B.8. Èåþñçìá (ÊáíïíéêÞ ÌïñöÞ ãéá �ï Rnd). Ôï �õ÷áßï óõíáñ�ç-óéáêü �(~x; p) åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü, áí êáé ìüíïí áí ãéá êÜðïéááíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(~x; w; z; y),�(~x; p) = w ⇐⇒ (∃z)[dz ⊑ p & (∃y)R(~x; w; z; y)]:(115)
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134 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòÁðüäåéîç. �éá �ç ìéá êá�åýèõíóç, ìå ~x = (x1; : : : ; xn), èÝ�ïõìåT ∗n(e; ~x; z; i; y) ⇐⇒ ï e åßíáé êùäéêüò êÜðïéïõ (ßóùò áíáé�éïêñá�éêïý)áíáäñïìéêïý ðñïãñÜììá�ïò Eêáé ìüíï ç î1i åßíáé åîù�åñéêÞ ó�ï Eêáé ï y åßíáé êùäéêüò �åñìá�éêïýõðïëïãéóìïý �ïõ E ó�çí åßóïäï æn0 : ~xãéá �çí áðï�ßìçóç î1i := dz :Ç ó÷Ýóç áõ�Þ åßíáé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ ìå �éò ìåèüäïõò �ïõ 3A, êáé,åýêïëá, áí �ï E åßíáé �Ý�ïéï ðïõ�(~x; p) = w ⇐⇒ E; æ1i := p ⊢ æn0 (~x) = w;�ü�å�(~x; p) = w ⇐⇒ (∃z)[dz ⊑ p & (∃y)[T ∗n(e; ~x; z; i; y) & U(y) = w]]:�éá �çí Üëëç êá�åýèõíóç, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï �(~x; p) éêáíïðïéåß �çí éóï-äõíáìßá (115), èÝ�ïõìåh(z; ~x) =
(�yR(~x; (y)0; z; (y)1))

0
;êáé ðáñá�çñïýìå ü�é �ï óõíáñ�çóéáêü�(z; ~x; p) = áí (∀i < lh(z))[dz(i)↓ =⇒ p(i) = dz(i)] �ü�å h(z; ~x) áëëéþò ⊥åßíáé áíáäñïìéêü, áðü �éò éäéü�ç�åò êëåéó�ü�ç�åò �ùí áíáäñïìéêþí óõíáñ-�çóéáêþí 6A.4. ¸ó�ù E ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé �ï �(z; ~x; p) Ý�óé ðïõ�(z; ~x; p) = w ⇐⇒ E; î := p ⊢ æ(z; ~x) = w;êáé Ýó�ù E′ �ï ðñüãñáììá ðïõ äçìéïõñãåß�áé ìå �çí ðñüóèåóç �ùí åîÞòåîéóþóåùí, ìå êáéíïýñãéåò ìå�áâëç�Ýò:�(t) = 0�(t) = S(�(t))�(~x) = æ(�(0); ~x):Ïé �åñìá�éêïß õðïëïãéóìïß �ïõ E′ ðïõ îåêéíïýí ìå � : ~x åßíáé �çò ìïñöÞò� : ~xæ � : 0 ~x...æ : z ~x...

: w
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6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ 135êáé åðåéäÞ áðü �ç ó�éãìÞ ðïõ õðïëïãßæå�áé ç �éìÞ z äåí åíåñãïðïéïýí�áé ðéáïé ìå�áâÜóåéò ðïõ ðñïóèÝóáìå ó�ï E, Ýðå�áé ü�éw = �(~x) = �(z; ~x; p);Ý�óé ðïõ ìå �ïõò ïñéóìïýò,dz ⊑ p & (∃y)R(~x; w; z; y);(116)äçëáäÞ �(~x; p) = w. Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ, áí �(~x; p) = w, �ü�å õðÜñ÷åé z�Ý�ïéï ðïõ éó÷ýåé ç (116), êáé ìå �éò ìå�áâÜóåéò �çò �(t) ó�ï E′, õðÜñ÷åéõðïëïãéóìüò �ïõ E′ ðïõ ö�Üíåé ó�ï óçìåßïæ : z ~x·ãéá ðáñÜäåéãìá, áí z = 2, ï õðïëïãéóìüò ö�Üíåé ó�éò êá�áó�Üóåéò� : ~xæ � : 0 ~xæ S � : 0 ~xæ S S � : 0 ~xæ S S : 0 ~xæ S : 1 ~xæ : 2 ~x:Áðü äù êáé ìå�Ü ï õðïëïãéóìüò óõíå÷ßæåé ìå �éò ìå�áâÜóåéò �ïõ E êáé�åëéêÜ áðïäßäåé �ç óùó�Þ �éìÞæ(z; ~x) = �(z; ~x; p) = �(~x; p): ⊣6B.9. Turing áíáãùãéìü�ç�á. Ç �õ÷áßá ïëéêÞ, ìïíïìåëÞò óõíÜñ�çóçf : N → N áíÜãå�áé áíáäñïìéêÜ óå ìéáí Üëëç g, áí õðÜñ÷åé êÜðïéï áíáäñï-ìéêü óõíáñ�çóéáêü �(t; p) �Ý�ïéï ðïõf(t) = �(t; g) (t ∈ N):(117)ÈÝ�ïõìå f ≤T g ⇐⇒ ç f áíÜãå�áé áíáäñïìéêÜ ó�ç gf ≡T g ⇐⇒ f ≤T g & g ≤T f:Ï äåßê�çò T ó�ï óõìâïëéóìü áíáöÝñå�áé ó�ïí Turing, êáé ç ó÷Ýóç ≤T êïéíÜêáëåß�áé Turing áíáãùãÞ êáé óõíÞèùò åöáñìüæå�áé óå óýíïëá, ìÝóù �ùí÷áñáê�çñéó�éêþí �ïõò óõíáñ�Þóåùí,A ≤T B ⇐⇒ �A ≤T �BA ≡T B ⇐⇒ A ≤T B & B ≤T A:
�éÜííçò Í. Ìïó÷ïâÜêçòÁíáäñïìÞ êáé õðïëïãéóéìü�ç�á�ñïêá�áñê�éêÞ Ýêäïóç 2á, ðñü÷åéñï, ãåìÜ�ï ëÜèç.20 Ìáñ�ßïõ, 2008, 8:40. 135



136 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòÏé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò �çò ≡T ó�á óýíïëá êáëïýí�áé (Turing) âáèìïß áíá-ðïêñéóéìü�ç�áò (degrees of unsolvability)degT (A) = {B | B ≡T A};êáé ç £ðñïäéÜ�áîç¤ ≤T ïñßæåé ó�ïõò âáèìïýò �ç ìåñéêÞ äéÜ�áîça ≤T b ⇐⇒ (∃A ∈ a; B ∈ b)[A ≤T B]

⇐⇒ (∀A ∈ a; B ∈ b)[A ≤T B]:Åðßóçò èÝ�ïõìå
0 = deg(∅) (= deg(A) ãéá êÜèå áíáäñïìéêü A)

0
′ = deg(K);üðïõ K åßíáé �ï êáíïíéêü, ðëÞñåò áíáäñïìéêÜ áðáñéèìç�ü óýíïëï (90).Ç èåùñßá �çò ìåñéêÞò äéÜ�áîçò ≤T ó�ï óýíïëï D �ùí âáèìþí áíáðïêñé-óéìü�ç�áò åßíáé (áêüìç) Ýíáò áðü �ïõò ðëÝïí äñáó�Þñéïõò êëÜäïõò Ýñåõíáòó�ç èåùñßá áíáäñïìÞò, �ïí ïðïßï üìùò äå èá êáëýøïõìå åäþ. Èá ðåñéïñé-ó�ïýìå óå ìåñéêÝò áðëÝò, ó÷å�éêÝò áóêÞóåéò êáé ó�ç äéá�ýðùóç �ñéþí áðü�á âáóéêÜ èåùñÞìá�Ü �ïõ ðïõ õðïäåß÷íïõí ìéá áðü �éò êýñéåò êá�åõèýíóåéò�ïõ.6B.10. Èåþñçìá. (1) �éá êÜèå óýíïëï A ⊆ N õðÜñ÷åé êÜðïéï B ìåìåãáëý�åñï âáèìü áíáðïêñéóéìü�ç�áò, deg(A) <T deg(B).(2) [Kleene-Post℄ ÕðÜñ÷ïõí óýíïëá A;B ⊆ N ðïõ äåí óõãêñßíïí�áé ùòðñïò �ç ≤T , äçëáäÞ A 6≤T B êáé B 6≤T A.(3) [Friedberg-Muhnik℄ ÕðÜñ÷ïõí á.á. óýíïëá A;B ⊆ N ðïõ äåí óõ-ãêñßíïí�áé ùò ðñïò �çí ≤T , äçëáäÞ A 6≤T B êáé B 6≤T A, Üñá êáé

0 <T deg(A) <T 0
′êáé �ï ßäéï ãéá �ï B.Ç âåë�ßùóç (3) �ïõ (2) äéá�õðþíå�áé îå÷ùñéó�Ü åðåéäÞ Þ�áí áíïéê�ü ðñü-âëçìá (�ï £�ñüâëçìá �ïõ Post¤) áðü �ï 1944 ìÝ÷ñé �ç ëýóç �çò �ï 1956, êáéç £ìÝèïäïò ðñï�åñáéü�ç�áò¤ (priority method) ìå �çí ïðïßá �åëéêÜ ëýèçêåÝ÷åé åîåëé÷èåß óå ìéá áðü �éò âáóéêÝò ìåèüäïõò �çò èåùñßáò õðïëïãéóéìü�ç-�áò.

6B. ÁóêÞóåéòx6B.1. Áðü �á åîÞò óõíáñ�çóéáêÜ, ðïéá åßíáé áíáäñïìéêÜ êáé ðïéá åßíáéáíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÜ; ÄéêáéïëïãÞó�å �éò áðáí�Þóåéò óáò.�(p) = áí (∃x)[p(x) = 1] �ü�å 1 áëëéþò ⊥�(p) = áí (∃x)[p(x) = 1 & (∀i < x)p(i) = 0] �ü�å 1 áëëéþò ⊥
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6B. Áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ 137x6B.2. Äåßî�å ìå áí�éðáñáäåßãìá�á ü�é êáìéÜ áðü �éò óõíèÞêåò ó�ïíïñéóìü 6B.5 äåí óõíÜãå�áé áðü �éò Üëëåò äýï.x6B.3. Äåßî�å ü�é ãéá ïëéêÝò, ìïíïìåëåßò óõíáñ�Þóåéò f; g, áí õðÜñ÷åéáíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü óõíáñ�çóéáêü �(t; p) Ý�óé ðïõf(t) = �(t; g);�ü�å f ≤T g. Õðüäåéîç: Åðéêáëåó�åß�å �ï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò Ìïñ-öÞò 6B.8.x6B.4. Äåßî�å ü�é f ≤T g & g ≤T h=⇒ f ≤T h.x6B.5. Äåßî�å ü�é áí ç g åßíáé áíáäñïìéêÞ êáé ç f áíÜãå�áé ó�ç g, �ü�åêáé ç f åßíáé áíáäñïìéêÞ.x6B.6. Äåßî�å ü�é áí f ≤T g êáé �ï ãñÜöçìá �çò g åßíáé Σk, �ü�å êáé �ïãñÜöçìá �çò f åßíáé Σk.x6B.7. Äåßî�å ü�é 0 <T 0
′.6B.11. Ïñéóìüò (�ïëõóÞìáí�ç áíáé�éïêñá�éêÞ áíáäñïìÞ). Ôï áíáé-�éïêñá�éêü ðñüãñáììá æ(x) = 0æ(x) = 1;äåí õðïëïãßæåé ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, åðåéäÞ, ðñïöáíþò, ãéá êÜèå x Ý÷åé äýïõðïëïãéóìïýò æ : x →∗ : 0 æ : x →∗ : 1;êáé Ý�óé äåí êáèïñßæåé ìéá óõãêåêñéìÝíç �éìÞ æ(x). Åßíáé üìùò öõóéêü íáèåùñÞóïõìå ùò £�éìÞ¤ ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü �ï E �ï óýíïëï {0; 1} �ùí äýï�éìþí 0 êáé 1, êáé ï åðüìåíïò ïñéóìüò êÜíåé áõó�çñÞ áõ�Þ �ç öõóéêÞ Ýííïéá.�éá êÜèå óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ æ óå äïóìÝíï áíáé�éïêñá�éêü áíáäñï-ìéêü ðñüãñáììá E (÷ùñßò åîù�åñéêÝò ìå�áâëç�Ýò), èÝ�ïõìåæ̃(~x) = {w |w ∈ N & õðÜñ÷åé õðïëïãéóìüò æ : ~x → · · · → : w �ïõ EÞ w = ⊥ êáé õðÜñ÷åé áðïêëßíùí õðïëïãéóìüò �ïõ Eæ : ~x → �1 : �1 → · · · }:�éá ðáñÜäåéãìá, ç £�éìÞ¤ �ïõ ðñïãñÜììá�ïòæ(x) = 0æ(x) = 1æ(x) = æ(x)åßíáé æ̃(x) = {0; 1;⊥}.x6B.8. Äþó�å ðáñáäåßãìá�á áíáé�éïêñá�éêþí ðñïãñáììÜ�ùí ìå êýñéïóýìâïëï æ ãéá �á ïðïßá:
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138 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò(1) æ̃(x) = N ∪ {⊥}.(2) æ̃(x) = {0; 1; : : : ; x}.x6B.9. ¸ó�ù E+ ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé �çí ðñüóèåóç, êáé E çáíáé�éïêñá�éêÞ åðÝê�áóç �ïõ E+ ìå �ïõò ïñéóìïýòæ(x) = 1æ(x) = æ(x) + æ(x):�ïéï åßíáé �ï óýíïëï æ̃(0);x6B.10. ¸ó�ù E2 ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé �ç óõíÜñ�çóç 2x, êáé E çáíáé�éïêñá�éêÞ åðÝê�áóç �ïõ E2 ìå �ïõò ïñéóìïýòæ(x) = 1æ(x) = 2æ(x):�ïéï åßíáé �ï óýíïëï æ̃(0);x6B.11∗. Äåßî�å ü�é áí ãéá êÜðïéï áíáé�éïêñá�éêü ðñüãñáììá E ìå êýñéïóýìâïëï æ �ï óýíïëï æ̃(x) åßíáé Üðåéñï, �ü�å ⊥ ∈ æ̃(x), äçëáäÞ õðÜñ÷åéáðïêëßíùí õðïëïãéóìüò �ïõ E ðïõ áñ÷ßæåé ìå �çí êá�Üó�áóç æ : x. (Áõ�Þç Üóêçóç ÷ñåéÜæå�áé Ýíá áðï�Ýëåóìá áðü �ç óõíïëïèåùñßá.)
6C. Ôï 1ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞòÔï èåþñçìá ó'áõ�ü �ï åäÜöéï åßíáé èåìåëéáêü ãéá �ç èåùñßá áíáäñïìÞò.�éá �çí áðüäåéîÞ �ïõ, äåß÷íïõìå ðñþ�á Ýíá áðëü ËÞììá.6C.1. ËÞììá. �éá êÜèå áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü óõíáñ�çóéáêü �(~x; ~p),ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(~x; e1; : : : ; el) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'el)åßíáé áíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. �éá �çí ðåñßð�ùóç ìå ìéá ìüíï óõíáñ�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ,üðïõ ï óõìâïëéóìüò åßíáé áðëïýó�åñïò, Ý÷ïõìå áðü �ï Èåþñçìá Êáíïíé-êÞò ÌïñöÞò 6B.8 ìéá éóïäõíáìßá�(~x; p) = w ⇐⇒ ∃z)[dz ⊑ p & (∃y)R(~x; w; z; y)];üðïõ ç R(~x; w; z; y) åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç· Üñáf(~x; e) = w ⇐⇒ (∃z)[dz ⊑ 'e & (∃y)R(~x; w; z; y)]

⇐⇒ (∃z)[(∀i < lh(z)[dz(i)↓ =⇒'e(i) = dz(i)]
& (∃y)R(~x; w; z; y)];êáé ç f(~x; e) åßíáé áíáäñïìéêÞ åðåéäÞ �ï ãñÜöçìÜ �çò åßíáé Σ1. ⊣
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6C. Ôï 1ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 1396C.2. Èåþñçìá (Ôï 1ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò). �éá êÜèå ìïíï�ïíéêüêáé óõíå÷Ýò óõíáñ�çóéáêü �(x1; : : : ; xn; p) üðïõ ç p åßíáé n-ìåëÞò óõíáñ-�çóéáêÞ ìå�áâëç�Þ, õðÜñ÷åé åëÜ÷éó�ç ëýóç p �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçòp(~x) = �(~x; p);ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �éò óõíèÞêåò(1) ãéá êÜèå ~x, p(~x) = �(~x; p), êáé(2) ãéá êÜèå q : Nn * N,áí (∀~x; w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w]; �ü�å p ⊑ q:ÅðéðëÝïí, áí �ï �(~x; p) åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü, �ü�å ç p åßíáéáíáäñïìéêÞ.Áðüäåéîç. �áñá�çñïýìå ðñþ�á ü�é ç ìïíáäéêü�ç�á �çò ìåñéêÞò óõíÜñ-�çóçò p ðïõ éêáíïðïéåß �á (1) êáé (2) �ïõ èåùñÞìá�ïò åßíáé �å�ñéììÝíç·åðåéäÞ áí ç p Ý÷åé áõ�Ýò �éò äýï éäéü�ç�åò êáé ç p′ �éò áí�ßó�ïé÷åò
(1)′ p′(~x) = �(~x; p′),
(2)′ ãéá êÜèå q : N * N,

(∀~x; w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w]=⇒ p′ ⊑ q;�ü�å p ⊑ p′ áðü �çí (1)′ êáé �çí (2) ìå q = p′, êáé p′ ⊑ p áðü �çí (1) êáé �çí
(2)′ ìå q = p. ¸�óé áðïìÝíåé íá äåßîïõìå �çí ýðáñîç ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò pðïõ éêáíïðïéåß �éò (1) êáé (2), êáé �çí áíáäñïìéêü�ç�Ü �çò, ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ �ï �(~x; p) åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü.ÈÝ�ïõìå p0(~x) = ⊥;êáé, áíáäñïìéêÜ, pn+1(~x) = �(~x; pn):ËÞììá. p0 ⊑ p1 ⊑ p2 ⊑ · · · ,Ý�óé ðïý ãéá êÜðïéá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç p : N * N,p(~x) = w ⇐⇒ (∃n)[pn(~x) = w]:(118)Áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò. Äåß÷íïõìå ìå åðáãùãÞ ó�ï n ü�é pn ⊑ pn+1. ÇâÜóç, p0 ⊑ p1 åßíáé ðñïöáíÞò, åðåéäÞ p0 ⊑ q, ãéá êÜèå q. �éá �ï åðáãùãéêü
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140 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòâÞìá: pn+1(~x) = w =⇒ �(~x; pn) = wáðü �ïí ïñéóìü=⇒ �(~x; pn+1) = wáðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóç pn ⊑ pn+1êáé �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �ïõ �(~x; p)=⇒ pn+2(~x) = wáðü �ïí ïñéóìü:Áðüäåéîç �ïõ (1). �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå ~x êáé w,p(~x) = w ⇐⇒ �(~x; p) = w;êáé èá åðáëçèåýóïõìå îå÷ùñéó�Ü �éò äýï óõíåðáãùãÝò.�éá �çí p(~x) = w=⇒�(~x; p) = w ðñþ�á, õðïëïãßæïõìå:p(~x) = w =⇒ (∃n)[pn+1(~x) = w] (áðü �ïí ïñéóìü)=⇒ (∃n)[�(~x; pn)) = w] (áðü �ïí ïñéóìü)=⇒ �(~x; p) = w (ìïíï�ïíéêü�ç�á �ïõ �(p)):�éá �çí áí�ßó�ñïöç êá�åýèõíóç, Ýó�ù ü�é �(~x; p) = w. Áðü �ç óõíÝ÷åéá �ïõ�(~x; p), Ýðå�áé ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç p∗ ⊑ p,ìå ðåäßï óýãêëéóçò
{~x0; : : : ; ~xk−1} = {~x | p∗(~x)↓};�Ý�ïéá ðïõ �(~x; p∗) = w:(119)Áðü �ïí ïñéóìü �çò p, ãéá êÜèå i < k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò ni, �Ý�ïéïò ðïõp∗(~xi) = p(~xi) = pni(~xi) (i < k);êáé áí n = max{n0; : : : ; nk−1} + 1, �ü�åp∗(~xi) = pn(~xi) (i < k);äçëáäÞ p∗ ⊑ pn. Ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �ïõ �(~x; p) óõíåðÜãå�áé �þñá ü�é�(~x; p∗) = w =⇒ �(~x; pn) = w=⇒ pn+1(~x) = wðïõ ìå �çí (119) óõìðëçñþíåé �çí áðüäåéîç �ïõ (1).Áðüäåéîç �ïõ (2). ¸ó�ù ü�é ãéá êÜðïéá q : N * N

(∀~x; w)[�(~x; q) = w=⇒ q(~x) = w]:Ôï æç�ïýìåíï p ⊑ q áêïëïõèåß áðü �çípn ⊑ q (n ∈ N)
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6D. Õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò 141ðïõ éó÷ýåé ðñïöáíþò ãéá n = 0. ÅðáãùãéêÜ,pn+1(~x) = w =⇒ �(~x; pn) = w áðü �ïí ïñéóìü=⇒ �(~x; q) = w áðü �çí åðáãùãéêÞ õðüèåóçêáé �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á �ïõ �=⇒ q(~x) = w áðü �çí õðüèåóç ãéá �çí q:ÔåëéêÜ, áí �ï �(~x; p) åßíáé áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêü, �ü�å ç ìåñéêÞóõíÜñ�çóç f(e; ~x) = �(~x; 'e)åßíáé áíáäñïìéêÞ áðü �ï ËÞììá 6C.1, Ý�óé ðïõ ãéá êÜðïéïí áñéèìü f̂ ,
{S1

1(f̂ ; e)}(~x) = �(~x; 'e):¸ðå�áé ü�é áí ï e0 åßíáé êÜðïéïò êùäéêüò �çò £êåíÞò¤ ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçòp0(~x) = ⊥ êáé èÝóïõìå, áíáäñïìéêÜ,g(0) = e0g(n+ 1) = S1
1(f̂ ; g(n));�ü�å, ãéá êÜèå n, ï g(n) åßíáé êùäéêüò �çò pn· Üñáp(~x) = w ⇐⇒ (∃n)[{g(n)}(~x) = w];êáé ç p åßíáé áíáäñïìéêÞ, åöüóïí Ý÷åé Σ1 ãñÜöçìá. ⊣

6D. Õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòÓ' áõ�ü êáé �ï åðüìåíï åäÜöéï èåùñïýìå óõíáñ�çóéáêÜ �(~x; ~p), üðïõ,üìùò, ïé ìå�áâëç�Ýò p1; : : : ; pm êõìáßíïí�áé ó�éò áíáäñïìéêÝò (êáé ü÷é áõ-èáßñå�åò) ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, Ý�óé ðïõ �ï � ìðïñåß íá £êáëÝóåé¤ �éò ìå�á-âëç�Ýò �ïõ ìå �ïõò êùäéêïýò �ïõò | äçëáäÞ £êá�' üíïìá¤ ó�çí ïñïëïãßá�ùí ãëùóóþí ðñïãñáììá�éóìïý. Óõíçèßæå�áé áõ�Ü �á óõíáñ�çóéáêÜ íá êá-ëïýí�áé £ðñÜîåéò¤ (operations).6D.1. Ïñéóìüò. �ñÜîç (ó�éò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò) åßíáé ç�õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç� : Nn × Pk1
× · · · × Prkm * N;üðïõ Prk åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí áíáäñïìéêþí ìåñéêþí óõíáñ�Þóåùí kìå�áâëç�þí,

Prk = {'ke | e ∈ N}·êáé ç ðñÜîç � åßíáé õðïëïãéó�Þ (e�etive operation) áí ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóçf(~x; e1; : : : ; em) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'em)(120)åßíáé áíáäñïìéêÞ.
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142 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò�áñá�çñïýìå ü�é ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ õðïëïãßæåé �ç ðñÜîç � éêá-íïðïéåß �çí åîÞò óõíèÞêç áíáëëïßùóçò (invariane property):'e1 = 'z1 ; : : : ; 'em = 'zm =⇒ f(~x; e1; : : : ; em) = f(~x; z1; : : : ; zm)·(121)êáé (ðñïöáíþò) êÜèå áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ éêáíïðïéåß �çí (121)õðïëïãßæåé �çí ðñÜîç ó�éò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = f(~x; e1; : : : ; em):Ôï âáóéêü èåþñçìá áõ�ïý �ïõ åäáößïõ åßíáé ü�é ïé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò(ïõóéáó�éêÜ) óõìðßð�ïõí ìå �á áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ,êáé ç ìéá êá�åýèõíóç óõíÜãå�áé áìÝóùò áðü �ï ËÞììá 6C.1. Ôï êëåéäß ãéá�çí áí�ßó�ñïöç êá�åýèõíóç åßíáé �ï åîÞò6D.2. ËÞììá. ÊÜèå õðïëïãéó�Þ ðñÜîç åßíáé ìïíï�ïíéêÞ êáé óõíå÷Þò.Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ìüíï ðñÜîåéò � : Pr1 * N, åöüóïí ç áðüäåéîç ó�çãåíéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé ç ßäéá | ìüíï ðéï ðåñßðëïêç ó�ï óõìâïëéóìü.�éá �çí áðüäåéîç �çò ìïíï�ïíéêü�ç�áò, Ýó�ù p ⊑ q, üðïõp = 'e êáé q = 'm;êáé f̂ ï êùäéêüò �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò ðïõ õðïëïãßæåé �çí �, äçëáäÞ, ãéáêÜèå z, �('z) = {f̂}(z):(122)ÕðïèÝ�ïõìå åðßóçò ü�é �('e) = w;êáé ðñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é �('m) = w.Ç ó÷ÝóçR(z; x; v) ⇐⇒ 'e(x) = v Þ [{f̂}(z) = w & 'm(x) = v]åßíáé çìéáíáäñïìéêÞ· ç õðüèåóç 'e ⊑ 'm óõíåðÜãå�áé ü�éR(z; x; v)=⇒'m(x) = v·Üñá ç R(z; x; v) åßíáé ãñÜöçìá êÜðïéáò ìåñéêÞò, áíáäñïìéêÞò óõíÜñ�çóçòg(z; x)· êáé åðïìÝíùò, �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò óõíåðÜãå�áé ü�é 'z∗(x) =g(z∗; x) ãéá êÜðïéïí áñéèìü z∗, Ý�óé ðïõ'z∗(x) = v ⇐⇒ 'e(x) = v Þ [{f̂}(z∗) = w & 'm(x) = v]:(123)�áñá�çñïýìå �þñá �á åîÞò:(1a) �('z∗) = {f̂}(z∗) = w. ÅðåéäÞ ó�çí áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç, áðü�çí (123), 'z∗ = 'e, Üñá �('z∗) = �('e) = w.(1b) 'z∗ = 'm, êá�åõèåßáí áðü �çí õðüèåóç 'e ⊑ 'm êáé �ï (1a).¸ðå�áé ü�é �('m) = �('z∗) = w.
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6D. Õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò 143Ç êá�áóêåõÞ ãéá �çí áðüäåéîç �çò óõíÝ÷åéáò åßíáé ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ áõ�Þòðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá �ç ìïíï�ïíéêü�ç�á. �ñþ�á âñßóêïõìå áðü �ï 2ïÈåþñçìá ÁíáäñïìÞò êÜðïéï z∗ �Ý�ïéï ðïõ
'z∗(x) = v ⇐⇒ (∀u ≤ x)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w] & 'e(x) = v;(124)

êáé ðáñá�çñïýìå:(2a) �('z∗) = w. ÅðåéäÞ ó�çí áí�ßèå�ç ðåñßð�ùóç,
(∀u)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w];Üñá, ãéá êÜèå x,

(∀u ≤ x)¬[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w];êáé åðïìÝíùò, áðü �çí (124), 'z∗ = 'e êáé �('z∗) = �('e) = w.(2b) 'z∗ ⊑ 'e, êá�åõèåßáí áðü �çí (124).(2) Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç 'z∗ åßíáé ðåðåñáóìÝíç, åðåéäÞ óõãêëßíåé ìüíïíáí x < (�u)[T1(f̂ ; z∗; u) & U(u) = w]:(125) ⊣6D.3. Èåþñçìá (Èåþñçìá Myhill-Shepherdson). Ç �õ÷áßá ðñÜîç �åßíáé õðïëïãéó�Þ áí êáé ìüíïí áí åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ó�éò áíáäñïìéêÝòìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò êÜðïéïõ áíáé�éïêñá�éêÜ áíáäñïìéêïý óõíáñ�çóéáêïý,äçëáäÞ áí ãéá êÜðïéï � ∈ Rnd,�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = �(~x; 'e1 ; : : : ; 'em):Áðüäåéîç. Ç ìéá êá�åýèõíóç áðïäåß÷�çêå ó�ï ËÞììá 6C.1. �éá �çíÜëëç, èåùñïýìå ìüíï ðñÜîåéò �(p) ìå ìéá, ìïíïìåëÞ ìå�áâëç�Þ, êáé ðáñá-�çñïýìå ü�é áðü �ï Èåþñçìá ÊáíïíéêÞò ÌïñöÞò 6B.8 áñêåß íá áðïäåßîïõìå�ï åîÞò: õðÜñ÷åé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(x;w), �Ý�ïéá ðïõ�(p) = w ⇐⇒ (∃x)[dx ⊑ p & R(x;w)]:(126)Áí ï d̂ åßíáé êùäéêüò �çò ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò d(z; i) ðïõ áðáñéèìåß üëåò�éò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò, �ü�ådz(i) = {d̂}(z; i) = {S1
1(d̂; z)}(i);êáé åðïìÝíùò, áí ç ìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç f(e) õðïëïãßæåé �çí �(p),�ü�å ç ó÷Ýóç R(z; w) ⇐⇒ �(dz) = w ⇐⇒ f(S1

1(d̂; z)) = wåßíáé çìéáíáäñïìéêÞ, êáé ç (126) Ýðå�áé áìÝóùò áðü �ï ËÞììá 6D.2. ⊣
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144 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò6D.4. �üñéóìá (Rie-Shapiro). Ç f(e) åßíáé ìåñéêÞ, áíáäñïìéêÞ, êáéWe = Wm=⇒ f(e) = f(m);�ü�å êáé ìüíïí áí õðÜñ÷åé çìéáíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(x;w) �Ý�ïéá ðïõf(e) = w ⇐⇒ (∃x)[Dx ⊆ We & R(x;w)];üðïõ ç áðáñßèìçóçD0; D1; : : : �ùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ïñßó�çêå ó�ï 6B.7.ÁöÞíïõìå �çí áðüäåéîç ãéá Üóêçóç, x6D.6.
6D. ÁóêÞóåéòx6D.1. ¸ó�ù f(z) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç �Ý�ïéá ðïõ

[f(e)↓ & We = Wm]=⇒ f(m)↓ ·äåßî�å ü�é ãéá êÜèå e,f(e)↓ =⇒ õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï Wz, �Ý�ïéï ðïõ Wz ⊆ We êáé f(z)↓ :x6D.2. ¸ó�ù f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, �Ý�ïéá ðïõ f(e) ≤ 5ãéá êÜèå êùäéêü e ïëéêÞò, ìïíïìåëïýò óõíÜñ�çóçò 'e. Áëçèåýåé Þ ü÷é çåîÞò ðñü�áóç: õðÜñ÷åé êÜðïéïò m �Ý�ïéïò ðïõ ç 'm äåí åßíáé ïëéêÞ, áëëÜf(m)↓ êáé f(m) ≤ 5. Áðïäåßî�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.x6D.3. ¸ó�ù f(e) áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç �Ý�ïéá ðïõWe = ∅=⇒ f(e)↓ :(a). Äåßî�å ü�é ãéá êÜðïéï We 6= ∅, f(e)↓ .(b). Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå m, õðÜñ÷åé êÜðïéïò e �Ý�ïéïò ðïõWe = Wm êáé f(e)↓ :x6D.4. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðñÜîç �(x; p), ç áíáäñïìéêÞ åîß-óùóç p(x) = �(x; p)Ý÷åé áíáäñïìéêÞ (ìåñéêÞ) ëýóç.x6D.5. Äåßî�å ü�é ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðñÜîç �(x; p), ç áíáäñïìéêÞ åîß-óùóç p(x) = �(x; p)Ý÷åé åëÜ÷éó�ç ëýóç, ðïõ åßíáé áíáäñïìéêÞ.x6D.6. Áðïäåßî�å �ï Èåþñçìá Rie-Shapiro 6D.4.
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6E. Kreisel-Laombe êáé Friedberg 145x6D.7 (Èåþñçìá �ïõ Rie). Äåßî�å ü�é áí ç ïëéêÞ áíáäñïìéêÞ óõíÜñ-�çóç f(e) éêáíïðïéåß �ç óõíèÞêç áíáëëïßùóçòWe = Wm=⇒ f(e) = f(m);�ü�å ç f(e) åßíáé ó�áèåñÞ.x6D.8∗. (a) Äåßî�å ü�é õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(e) �Ý-�ïéá ðïõ ãéá êÜèå e, f(e)↓ ⇐⇒ (∃x)['e(x)↓ ];(127)
(∃x)['e(x)↓ ] =⇒ 'e(f(e))↓ :(128)(b) Äåßî�å ü�é äåí õðÜñ÷åé áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f(e) ðïõ íáéêáíïðïéåß �éò óõíèÞêåò (127), (128), êáé åðéðëÝïí �çí'e = 'm=⇒ f(e) = f(m):(129)

6E. Ôá èåùñÞìá�á Kreisel-Laombe-Shoen�eld êáé FriedbergÔï âáóéêü ìÞíõìá �ïõ 6D.3 åßíáé ü�é äåí õðÜñ÷åé �ñüðïò íá ÷ñçóéìïðïéÞ-óïõìå Ýíá ðñüãñáììá P (éóïäýíáìá: �ïí êùäéêü �ïõ P ) ðïõ õðïëïãßæåéìéá �õ÷áßá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç p ó�ïí õðïëïãéóìü éäéï�Þ�ùí �çòp Üëëïò áðü �ïí ðñïöáíÞ: ó�ç ðïñåßá �ïõ õðïëïãéóìïý ìðïñïýìå íá ÷ñçóé-ìïðïéÞóïõìå �ï P ãéá íá õðïëïãßóïõìå üðïéá �éìÞ p(u) �çò p ÷ñåéáæüìáó�å.Ôï áíÜëïãï ðñüâëçìá ãéá õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò óå ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõ-íáñ�Þóåéò åßíáé äõóêïëü�åñï êáé Ý÷åé ðéï åíäéáöÝñïõóá áðÜí�çóç.�éá êÜèå k = 1; 2; : : : , Frk åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí áíáäñïìéêþí (ïëéêþí)óõíáñ�Þóåùí k ìå�áâëç�þí,
Frk = {'ke | (∀~x)(∃y)Tk(e; ~x; y)};êáé, åéäéêü�åñá, Fr1 åßíáé ï êëáóéêüò ÷þñïò Baire, �ï óýíïëï üëùí �ùíáêïëïõèéþí áðü öõóéêïýò áñéèìïýò.6E.1. Ïñéóìüò. �ñÜîç (ó�éò ïëéêÝò áíáäñïìéêÝò óõíáñ�Þóåéò) åßíáé ç�õ÷áßá ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç� : Nn × Frk1

× · · · × Frkm * N·êáé ç ðñÜîç � åßíáé õðïëïãéó�Þ áí õðÜñ÷åé êÜðïéá áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõ-íÜñ�çóç f(~x; e1; : : : ; em) �Ý�ïéá ðïõ'e1 ; : : : ; 'em ∈ Fr =⇒�(~x; 'e1 ; : : : ; 'em) = f(~x; e1; : : : ; em);(130)üðïõ Fr =
⋃k Frk.
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146 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòÅäþ ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f ðïõ õðïëïãßæåé �ç ðñÜîç � éêáíïðïéåß �ç óõí-èÞêç áíáëëïßùóçò (invariane property):(131) 'e1 = 'z1 ; : : : ; 'em = 'zm ∈ Fr=⇒ f(~x; e1; : : : ; em) = f(~x; z1; : : : ; zm)ðïõ åßíáé óçìáí�éêÜ áóèåíÝó�åñç áðü �çí áíÜëïãç óõíèÞêç (121) ãéá ðñÜîåéòó�éò áíáäñïìéêÝò ìåñéêÝò óõíáñ�Þóåéò· ãéá ðáñÜäåéãìá, çf(e) =

{
1; áí (∀i ≤ e)['e(i) = 0];
⊥; áëëéþòéêáíïðïéåß �çí (130) (êáé õðïëïãßæåé, êÜðùò áöýóéêá, �çí ðñÜîç�(p) = 1ó�ï ÷þñï Baire Fr1), åíþ, ðñïöáíþò, äåí éêáíïðïéåß �çí (121) êáé äåí õðï-ëïãßæåé ðñÜîç ó�ï ÷þñï Pr.Ï ïñéóìüò äçìéïõñãåß �éò åîÞò äýï åñù�Þóåéò | ãéá �çí áðëïýó�åñç ðå-ñßð�ùóç ðñÜîåùí � : Fr1 :* N:6E.2. Åñþ�çóç 1. Ìðïñïýìå íá âñïýìå, ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðñÜîç� : Fr1 * N, êÜðïéá áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ íá �çí õðïëïãßæåéóýìöùíá ìå �çí (130), êáé ðïõ íá éêáíïðïéåß �çí éó÷õñÞ óõíèÞêç áíáë-ëïßùóçò (121);Éóïäýíáìá | üðùò èá äïýìå:6E.3. Åñþ�çóç 2. ÕðÜñ÷åé, ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðñÜîç � : Fr1 * N,áíáäñïìéêü (Ýó�ù áíáé�éïêñá�éêü) óõíáñ�çóéáêü �∗ : P1 * N �Ý�ïéï ðïõX ∈ Fr1 =⇒�(X) = �∗(X);Ôï âáóéêü ðåñéå÷üìåíï �ïõ ÈåùñÞìá�ïò Kreisel-Laombe-Shoen�eld êáé�ïõ áí�éðáñáäåßãìá�ïò �ïõ Friedberg ðïõ èá äåßîïõìå ó' áõ�ü �ï åäÜöéï åßíáéü�é ç áðÜí�çóç åßíáé èå�éêÞ êáé ó�éò äýï áõ�Ýò åñù�Þóåéò ãéá õðïëïãéó�ÝòïëéêÝò ðñÜîåéò � : Fr1 → N, ãéá �éò ïðïßåòX ∈ Fr1 =⇒�(X)↓ ;áëëÜ (ãåíéêÜ) áñíç�éêÞ ãéá ðñÜîåéò ðïõ áðïêëßíïõí ãéá êÜðïéåò �éìÝò �ùíìå�áâëç�þí �ïõò.6E.4. ËÞììá. ¸ó�ù �(X) õðïëïãéó�Þ ðñÜîç ó�ï ÷þñï Fr1 êáé f(e)áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ �çí õðïëïãßæåé,'e ∈ Fr1 =⇒�('e) = f(e);êáé Ýó�ù X = 'e ∈ Fr1 áíáäñïìéêÞ áêïëïõèßá �Ý�ïéá ðïõ �(X) = f(e) =w ∈ N. �éá êÜèå k ∈ N, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá Xk : N → N �Ý�ïéá ðïõ:(1) t ≤ k=⇒Xk(t) = X(t).
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6E. Kreisel-Laombe êáé Friedberg 147(2) �(Xk) = �(X) = w.(3) Ç Xk åßíáé �åëéêÜ ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ õðÜñ÷åé êÜðïéïò l �Ý�ïéïò ðïõt > l=⇒Xk(t) = 0.Áðüäåéîç. Áðü �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò 4D.1, ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åéêùäéêüò z áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò, �Ý�ïéïò ðïõ'z(t) =

{'e(t); áí t ≤ k Þ (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w];
0; áëëéþò;(132)üðïõ ï f̂ åßíáé êùäéêüò �çò f , äçëáäÞ f(e) = 'f̂ (e). ÈÝ�ïõìåXk(t) = 'z(t)êáé åðáëçèåýïõìå äéáäï÷éêÜ �éò áðáé�ïýìåíåò éäéü�ç�åò.(1) Ç 'z(t) åßíáé ïëéêÞ, áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç êáé, ãéá êÜèå t ≤ k,'z(t) = 'e(t), êá�åõèåßáí áðü �çí (132).(2) (∃u)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w], äçëáäÞ �('z) = f(e) = w. Áí ü÷é, �ü�å

(∀u)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w]·áð' áõ�ü Ýðå�áé ü�é, ãéá êÜèå t, (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w]· Üñá'z = 'e, áðü �çí (132), êáé f(z) = f(e) = w, áðü �çí õðüèåóç ü�é ç f åßíáé
Fr1-áíáëëïßù�ç.(3) �éá êÜèå t > (�u)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = w], 'z(t) = 0, êá�åõèåßáí áðü�çí (132). ⊣Ôï ËÞììá âåâáéþíåé ü�é ïé �åëéêÜ ìçäåíéêÝò (êáé åðïìÝíùò áíáäñïìéêÝò)áêïëïõèßåò åìöáíßæïí�áé £ðõêíÜ¤ óå êÜèå óýíïëïVw = {X ∈ Fr1 | �(X) = w} (w ∈ N);äçëáäÞ, ãéá êÜèå X ∈ Vw, õðÜñ÷ïõí �åëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò ó�ï Vwðïõ £óõìöùíïýí¤ ìå �çí X óå ïóïíäÞðï�å ìåãÜëá, áñ÷éêÜ �ìÞìá�á. Ïé�åëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò êùäéêïðïéïýí�áé áðëÜ, ìå �çí ßäéá (âáóéêÜ)êùäéêïðïßçóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá �éò ðåðåñáóìÝíåò, ìåñéêÝò óõíáñ�Þ-óåéò:6E.5. Êùäéêïðïßçóç �åëéêÜ ìçäåíéêþí óõíáñ�Þóåùí. ¸ó�ù(x; i) =

{
(x)i; áí i < lh(x);
0; áëëéþò;x(i) = (x; i):¸ðå�áé ü�é ç óõíÜñ�çóç (x; i) åßíáé áíáäñïìéêÞ, êáé ç áêïëïõèßá0; 1; : : :
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148 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéòáðáñéèìåß üëåò �éò �åëéêÜ ìçäåíéêÝò áêïëïõèßåò, Ý�óé ðïõx(i) 6= 0=⇒ i < lh(x):Åðßóçò, õðÜñ÷åé ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ óõíÜñ�çóç�(x) = S1
1(̂; x) (üðïõ '̂(x; t) = (x; t));(133)�Ý�ïéá ðïõ x(t) = (x; t) = '�(x)(t):6E.6. Èåþñçìá (ÓõíÝ÷åéá õðïëïãéó�þí ðñÜîåùí ó�ï Fr1). �éá êÜèåõðïëïãéó�Þ ðñÜîç � : Fr1 * N êáé êÜèå X ∈ Fr1, áí �(X)↓, �ü�å õðÜñ÷åéêÜðïéïò k ∈ N, �Ý�ïéïò ðïõ ãéá êÜèå Y ∈ Fr1,

[�(Y )↓ & (∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)]]=⇒�(Y ) = �(X):Åéäéêü�åñá, áí ç � åßíáé ïëéêÞ, Ý�óé ðïõ, ãéá êÜèå Y ∈ Fr1, �(Y )↓ , �ïóõìðÝñáóìá ðáßñíåé �çí áðëïýó�åñç ìïñöÞ,
(∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)]=⇒�(Y ) = �(X):Áðüäåéîç. ¸ó�ù f(e) áíáäñïìéêÞ, ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ õðïëïãßæåé�çí �(X), Ý�óé ðïõ 'e = 'm ∈ Fr1 =⇒ f(e) = f(m):Ç éäÝá �çò êá�áóêåõÞò åßíáé íá âñïýìå êÜðïéï z �Ý�ïéï ðïõ'z(t) =

{X(t); áí óå ≤ t £âÞìá�á¤ äåí óõãêëßíåé ç f(z);x(t); áëëéþòüðïõ ç �åëéêÜ ìçäåíéêÞ x åðéëÝãå�áé (óõìâá�Ü ìå �çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç, áíõðÜñ÷åé) Ý�óé ðïõ �(x)↓ & �(x) 6= �(X):Áí �ï êá�áöÝñïõìå áõ�ü, �ü�å èá Ý÷ïõìå f(z) = �(X), ìå �çí ïéêåßá ðéááðüäåéîç, êáé áð' áõ�ü èá óõìðåñÜíïõìå ü�é áík = ï £áñéèìüò âçìÜ�ùí¤ ó�ïí ïðïßï óõãêëßíåé ç f(z);�ü�å äåí õðÜñ÷åé x �Ý�ïéï ðïõ�(x)↓ & �(x) 6= �(X) & (∀t ≤ k)[x(t) = X(t)]·áðü �ï ïðïßï, ìå �ï ËÞììá 6E.4, èá óõìðåñÜíïõìå ðåñáé�Ýñù ü�é äåí õðÜñ÷åéáíáäñïìéêÞ áêïëïõèßá Y �Ý�ïéá ðïõ
(∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)] & �(Y )↓ & �(Y ) 6= �(X);ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï. Ìå ëåð�ïìÝñåéåò:
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6E. Kreisel-Laombe êáé Friedberg 149Áðü �ï 2ï Èåþñçìá ÁíáäñïìÞò, ãéá êÜèå e, õðÜñ÷åé êùäéêüò z, �Ý�ïéïòðïõ
'z(t) =





'e(t); áí f(e)↓ & (∀u ≤ t)¬[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = f(e)];g(z;e)(t); áí f(e)↓ & (∃u ≤ t)[T1(f̂ ; z; u) & U(u) = f(e)];
⊥; áëëéþò, äçëáäÞ áí f(e)↑;

(134)
üðïõ omp(f̂ ; z) = �yT1(f̂ ; z; y)åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ õðïëïãéóìïý �çò f(z) (áí f(z)↓) êáé(135) g(z; e) = (�x)[f(z)↓ & f(�(x))↓ & f(z) 6= f(�(x))

& (∀t ≤ omp(f̂ ; z))[x(t) = 'e(t)]]:Åäþ ç �(x) åßíáé áðü �çí (133), Ý�óé ðïõ '�(x) = x êáé, áðü �ï ËÞììá 4A.7
Σ1-ÅðéëïãÞò, ç g(z; e) óõãêëßíåé áêñéâþò áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò x �Ý�ïéïò ðïõf(z)↓ & f(�(x))↓ & f(z) 6= f(�(x)) & (∀t ≤ omp(f̂ ; z))[x(t) = 'e(t)];êáé, ü�áí óõãêëßíåé, åðéëÝãåé êÜðïéï x = g(z; e) ìå áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò.ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é X = 'e ∈ Fr1 êáé �(X) = f(e)↓ .(1) f(z)↓ êáé f(z) = f(e)· áëëéþò 'z = 'e ∈ Fr1 êáé f(z) = f(e), ðïõåßíáé Ü�ïðï. ÈÝ�ïõìå k = omp(f̂ ; z):(136)(2) Äåí õðÜñ÷åé �åëéêÜ ìçäåíéêÞ óõíÜñ�çóç x, �Ý�ïéá ðïõ�(x)↓ & f(�(x)) = �(x) 6= f(e) & (∀t ≤ omp(f̂ ; z))[x(t) = 'e(t)]:�éá�ß áí õðÞñ÷å, �ü�å g(z; e)↓ êáé ç g(z;e) Ý÷åé áõ�Þ �çí éäéü�ç�á, Ý�óé ðïõ,áðü �çí êá�áóêåõÞ, 'z = g(z;e) êáé f(z) = f(�(g(z; e))) = �(g(z;e)) 6=f(e), ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�ï (1).(3) �éá êÜèå Y ∈ Fr1,

[�(Y )↓ & (∀t ≤ k)[Y (t) = X(t)]]=⇒�(Y ) = �(X):Áõ�ü Ýðå�áé �þñá áðü �ï ËÞììá 6E.4: ãéá�ß áí �(Y ) = v 6= f(e), �ü�åõðÜñ÷åé êÜðïéá �åëéêÜ ìçäåíéêÞ x ðïõ óõìöùíåß ìå �çí Y (êáé, åðïìÝíùò,êáé ìå �çí X) ãéá t ≤ k, êáé ãéá �çí ïðïßá �(x) = v 6= f(e), ðïõ áí�é�ßèå�áéó�ï (2). ⊣Áõ�ü �ï èåþñçìá åßíáé ç âáóéêÞ áíáêÜëõøç êáé, ðïëëÝò öïñÝò, êáëåß�áé�ï £Èåþñçìá Kreisel-Laombe-Shoen�eld¤, Þ áðïäßäå�áé ó�ïí Ñþóï ìáèç-ìá�éêü �Ceitin ðïõ �ï áðÝäåéîå áíåîÜñ�ç�á. Ôï üíïìá, üìùò, �áéñéÜæåé ðéïðïëý ó�ï åðüìåíï éó÷õñü�åñï áðï�Ýëåóìá:
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150 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò6E.7. Èåþñçìá (Kreisel-Laombe-Shoen�eld, �Ceitin). �éá êÜèå õðïëï-ãéó�Þ ðñÜîç � : Fr1 * N õðÜñ÷åé áíáäñïìéêü óõíáñ�çóéáêü �∗ : P1 * N,�Ý�ïéï ðïõ
[X ∈ Fr1 & �(X)↓ ]=⇒�(X) = �(X)·(137)éäéáß�åñá, áí ç � : Fr1 → N åßíáé ïëéêÞ, �ü�åX ∈ Fr1 =⇒�(X) = �∗(X);êáé ïé åñù�Þóåéò 6E.2 êáé 6E.3 Ý÷ïõí èå�éêÝò áðáí�Þóåéò ãéá ïëéêÝò õðïëï-ãéó�Ýò ðñÜîåéò.Áðüäåéîç. ¼ðùò ðÜí�á, Ýó�ù f̂ êùäéêüò êÜðïéáò áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞòóõíÜñ�çóçò ðïõ õðïëïãßæåé �ï �, äçëáäÞ'e ∈ Fr1 =⇒�('e) = f(e) = 'f̂ (e):Ç êñßóéìç ðáñá�Þñçóç åßíáé ü�é ç áðüäåéîç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò ÓõíÝ÷åéáò 6E.6åßíáé êá�áóêåõáó�éêÞ, óõãêåêñéìÝíá ü�é ï áñéèìüò k ó�çí (136) åßíáé ç �éìÞìéáò áíáäñïìéêÞò, ìåñéêÞò óõíÜñ�çóçò �(e), ðïõ óõãêëßíåé ü�áí ï e åßíáéêùäéêüò áíáäñïìéêÞò áêïëïõèßáò 'e �Ý�ïéáò ðïõ �('e) = f(e)↓ . �ñÜãìá�é,ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç g(z; e) åßíáé áíáäñïìéêÞ, ùò óõíÜñ�çóç äýï ìå�áâëç-�þí, ìå �ïí ïñéóìü (135)· áðü �çí åêäï÷Þ (97) �ïõ 2ïõ ÈåùñÞìá�ïò Áíá-äñïìÞò ìå ðáñÜìå�ñï, õðÜñ÷åé êÜðïéá ðñù�ïãåíþò áíáäñïìéêÞ h(e) �Ý�ïéáðïõ ç (134) éó÷ýåé áí èÝóïõìå z = h(e)·êáé, �åëéêÜ, ï áñéèìüò k ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å õðïëïãßæå�áé áðü �çík = �(e) = omp(f̂ ; h(e)):(138)Åîå�Üæïõìå �þñá ðÜëé �çí áðüäåéîç �ïõ 6E.6, íá äïýìå �é ìáò äßíåé ÷ùñßò�çí õðüèåóç ü�é 'e ∈ Fr1:ËÞììá. �éá êÜèå e, ìå z = h(e), áíf(e)↓ & f(e) = f(z) & (∀t ≤ �(e))'e(t)↓ ;�ü�å, ãéá êÜèå X,

[X ∈ Fr1 & �(X)↓ & (∀t ≤ �(e))X(t) = 'e(t)]=⇒�(X) = f(e):Áðüäåéîç. �ñïò Ü�ïðï, äå÷üìáó�å �çí õðüèåóç ãéá �ï e êáé ü�é ãéá êÜðïéáX ∈ Fr1, �(X)↓ & (∀t ≤ �(e))[X(t) = 'e(t) & �(X) 6= f(e)]:Áðü �ï ËÞììá 6E.4 �þñá, õðÜñ÷åé êÜðïéá �åëéêÜ ìçäåíéêÞ x �Ý�ïéá ðïõ�(x) = �(X) 6= f(e) & (∀t ≤ �(e))x(t) = 'e(t)·
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6E. Kreisel-Laombe êáé Friedberg 151êáé áðü �ïí ïñéóìü �çò g(e; z) êáé �çí (134), ç g(e;z) Ý÷åé áõ�Þ �çí éäéü�ç�áêáé 'z = g(e;z) ∈ Fr1· Üñá f(z) = f(g(e; z)) 6= f(e), ðïõ áí�é�ßèå�áé ó�çíõðüèåóç.Ôï óýíïëïA = {e | f(e)↓ & f(e) = f(h(e)) & (∀t ≤ �(e))'e(t)↓};�ùí áñéèìþí e ðïõ éêáíïðïéïýí �çí õðüèåóç �ïõ ËÞììá�ïò åßíáé çìéáíáäñï-ìéêü, Üñá e ∈ A ⇐⇒ (∃u)R(e; u)ãéá êÜðïéá (ðñù�ïãåíþò) áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç R(e; u). Ôï óõíáñ�çóéáêü(p) = (�y)[(∀t ≤ y)p(t)↓ & R((y)0; (y)1)]åßíáé (åýêïëá) áíáäñïìéêü. ¸ðå�áé ü�é áíáäñïìéêü åßíáé êáé �ï�(p) = f(((p))0);êáé äåí åßíáé äýóêïëï, áðü �ï ËÞììá, íá äåßîïõìå �þñá ü�é
[X ∈ Fr1 & �(X)↓ ]=⇒�(X) = �(X);ðïõ åßíáé �ï æç�ïýìåíï. ⊣Ç êÜðùò ðñïóåê�éêÞ äéá�ýðùóç �ïõ ÈåùñÞìá�ïò åßíáé áðáñáß�ç�ç, åîáé-�ßáò �ïõ åîÞò áí�éðáñáäåßãìá�ïò:6E.8. Èåþñçìá (Friedberg). ÕðÜñ÷åé õðïëïãéó�Þ ðñÜîç � : Fr1 * N�Ý�ïéá ðïõ:(1) �(X0) = 1, üðïõ, X0(t) = 0, ãéá êÜèå t.(2) �éá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéá Xk ∈ Fr1 �Ý�ïéá ðïõ

(∀t ≤ k)Xk(t) = 0 êáé �(Xk)↑:¸ðå�áé ü�é ç ðñÜîç � äåí åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ó�ï Fr1 êÜðïéïõ (Ýó�ù áíáé-�éïêñá�éêÜ) áíáäñïìéêïý óõíáñ�çóéáêïý.Áðüäåéîç. Ç äåý�åñç ðñü�áóç óõíÜãå�áé áðü �çí ðñþ�ç, åðåéäÞ, áí �ï� Þ�áí ï ðåñéïñéóìüò ó�ï Fr1 êÜðïéïõ áíáäñïìéêïý �, �ü�å �(X0) = 1· Üñáï õðïëïãéóìüò �çò áíáäñïìéêÞò ìç÷áíÞò ðïõ õðïëïãßæåé �çí �éìÞ �(X0)�åñìá�ßæåé êáé, ìÝ÷ñé íá �åñìá�ßóåé, Ý÷åé £êáëÝóåé¤ ðåðåñáóìÝíåò �ï ðëÞèïò�éìÝò �çò X0· êáé áí k åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò ãéá �ïí ïðïßï ï õðïëï-ãéóìüò ÷ñçóéìïðïßçóå �çí �éìÞ X0(k), �ü�å, ðñïöáíþò, ï õðïëïãéóìüò èá�åñìá�ßóåé êáé èá äþóåé �çí �éìÞ 1 ãéá êÜèå X �Ý�ïéá ðïõ (∀t ≤ k)X(t) = 0.
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152 6. ÁíáäñïìéêÜ óõíáñ�çóéáêÜ êáé õðïëïãéó�Ýò ðñÜîåéò�éá íá êá�áóêåõÜóïõìå �ï � êáé íá áðïäåßîïõìå �çí ðñþ�ç ðñü�áóç,èÝ�ïõìå: e ∈ A ⇐⇒ (∀t ≤ e)['e(t) = 0];(139) e ∈ B ⇐⇒ (∃m ∈ A)(∃k)(∀t ≤ k)['e(t) = 'm(t) = 0(140)
& 'e(k + 1) = 'm(k + 1)↓
& 'e(k + 1) 6= 0]f(e) = 1 ⇐⇒ e ∈ A ∪B:(141)Ç ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç f åßíáé ðñïöáíþò áíáäñïìéêÞ.ËÞììá. Ç f åßíáé Fr1-áíáëëïßù�ç, äçëáäÞ'e = 'm ∈ Fr1 =⇒ f(e) = f(m):Áðüäåéîç. ¸ó�ù 'e = 'm ∈ Fr1, êáé f(e) = 1. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�éf(m) = 1.�åñßð�ùóç 1. 'e = 'm = 0. Ó' áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç m ∈ A, Üñáf(m) = 1.�åñßð�ùóç 2. 'e = 'm 6= 0 êáé e ∈ A. Ç (140) éó÷ýåé ìå m = e, k = eêáé m ó�ç èÝóç �ïõ e, Üñá m ∈ B êáé f(m) = 1.�åñßð�ùóç 3. 'e = 'm 6= 0 êáé e ∈ B. �ñÝðåé �þñá íá õðÜñ÷ïõí£ìÜñ�õñåò¤ m ∈ A êáé k ðïõ éêáíïðïéïýí �çí (140) êáé âåâáéþíïõí ü�ée ∈ B· áêñéâþò ïé ßäéïé ìÜñ�õñåò éêáíïðïéïýí �çí (140) ìå m ó�ç èÝóç �ïõe, Üñá m ∈ B êáé f(m) = 1.Ç õðïëïãéó�Þ ðñÜîç � : Fr1 * N ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü �çí f ðñïöáíþòÝ÷åé �çí éäéü�ç�á (1) ó�ï Èåþñçìá. �éá íá äåßîïõìå �çí (2), ãéá �ï �õ÷áßïk, èÝ�ïõìåC = {e ∈ A | e ≤ k & (∀t ≤ k)'e(t) = 0 & 'e(k + 1)↓ & 'e(k + 1) 6= 0}:Ôï óýíïëï C åßíáé ðåðåñáóìÝíï, êáé (áí �ï k åßíáé áñêå�Ü ìåãÜëï) ü÷éêåíü, Ýó�ù C = {e1; : : : ; en}·èÝ�ïõìåXk(t) =

{
0; áí t ≤ k Þ t > k + 1;
max{'e1(k + 1); : : : ; 'en(k + 1)} + 1; áí t = k + 1;Ý�óé ðïõ, áóöáëþò, (∀t ≤ k)Xk(t) = 0, êáé áñêåß íá ïäçãçèïýìå óå Ü�ïðïáðü �çí õðüèåóç ü�é õðÜñ÷åé e �Ý�ïéïò ðïõ'e = Xk & e ∈ A ∪B:
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6E. Kreisel-Laombe êáé Friedberg 153�åñßð�ùóç 1. 'e = Xk êáé e ∈ A. Áðü �ïí ïñéóìü �ïõ Á,e ∈ A =⇒ (∀t ≤ e)['e(t) = 0]=⇒ e ≤ k áöïý 'e(k + 1) = Xk(k + 1) 6= 0=⇒ e ∈ Cêáé �ï �åëåõ�áßï åßíáé Ü�ïðï, åðåéäÞ Xk(k+ 1) 6= 'e(k+ 1) ãéá êÜèå e ∈ C.�åñßð�ùóç 2. 'e = Xk êáé e ∈ B. Ôþñá õðÜñ÷ïõí ìÜñ�õñåò m ∈ Aêáé k′ ðïõ âåâáéþíïõí ü�é e ∈ B, êáé k′ = k + 1, áöïý (∀t ≤ k)Xk(t) = 0êáé Xk(k + 1) 6= 0. Åðßóçò, m ∈ C, áöïý m ∈ A êáé 'm(k + 1) 6= 0. Áõ�Üüìùò ïäçãïýí óå Ü�ïðï, üðùò êáé ó�çí ðñþ�ç ðåñßð�ùóç, áöïý Xk(k+1) 6='m(k + 1), ãéá êÜèå m ∈ A. ⊣

6E. ÁóêÞóåéòx6E.1. Áò åßíáé ç f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞ óõíÜñ�çóç, �Ý�ïéá ðïõ
(∀x)['e(x) = 0]=⇒ f(e) = 3·äåßî�å ü�é ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò m, �Ý�ïéïò ðïõ(1) (∀x)['m(x)↓ ].(2) (∀x ≤ k)['m(x) = 0].(3) (∃x)['m(x) 6= 0].(4) f(m) = 3.x6E.2. Aëçèåýåé Þ ü÷é ç åîÞò ðñü�áóç: Áò åßíáé ç f(e) áíáäñïìéêÞ ìåñéêÞóõíÜñ�çóç, �Ý�ïéá ðïõ
(∀x)['e(x) = 0]=⇒ f(e) ↓ ·ãéá êÜèå k, õðÜñ÷åé êÜðïéïò m, �Ý�ïéïò ðïõ(1) (∀x)['m(x) ↓].(2) (∀x ≤ k)['m(x) = 0].(3) (∃x)['m(x) 6= 0].(4) f(m) ↓.(Áðïäåßî�å �çí áðÜí�çóÞ óáò.)
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