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Κεφάλαιο 1

Στοιχεία ϑεωρίας συνόλων

Η κεντρική έννοια αυτού του µαθήµατος, η έννοια του συνόλου, είναι εξαιρετικά απλή.
Σύνολο είναι οποιαδήποτε συλλογή ή οµάδα αντικειµένων. ΄Ετσι, έχουµε το σύνολο όλων
των ϕοιτητών που γράφτηκαν στο Τµήµα Μαθηµατικών στη διάρκεια του 2020, το σύνολο
όλων των άρτιων ϕυσικών αριθµών, το σύνολο όλων των σηµείων του επιπέδου που έχουν
απόσταση ίση µε 1 από το σηµείο (0, 0), το σύνολο όλων των ϱοζ ελεφάντων.

Τα σύνολα δεν είναι αντικείµενα του πραγµατικού κόσµου, όπως τα τραπέζια ή τα α-
στέρια. Είναι δηµιουργήµατα του µυαλού µας και όχι των χεριών µας. ΄Ενα σακί γεµάτο
µε πατάτες δεν είναι ένα σύνολο από πατάτες, το σύνολο όλων των µορίων µιας σταγόνας
νερού δεν είναι το ίδιο αντικείµενο µε αυτή τη σταγόνα νερού. Ο ανθρώπινος νους έχει την
ικανότητα της αφαίρεσης, µπορούµε να σκεφτόµαστε ότι ένα πλήθος διαφορετικών αντικει-
µένων συνδέονται µέσω κάποιας κοινής τους ιδιότητας και έτσι να ϑεωρούµε ένα σύνολο
αντικειµένων που έχουν αυτή την ιδιότητα. Η ιδιότητα που συζητάµε δεν είναι τίποτε άλ-
λο από την ικανότητά µας να σκεφτόµαστε αυτά τα αντικείµενα µαζί. ΄Ετσι, υπάρχει ένα
σύνολο που έχει ως στοιχεία του τους αριθµούς 2, 7, 12, 13, 29, 34 και 11000, αν και είναι
δύσκολο να δούµε τι είναι αυτό που συνδέει τους συγκεκριµένους εφτά αριθµούς. Αρκεί
το γεγονός ότι τους ϕέραµε µαζί στο µυαλό µας. Ο Georg Cantor, ο οποίος ϑεµελίωσε τη
ϑεωρία συνόλων στα τέλη του δέκατου ένατου αιώνα, περιέγραψε την έννοια του συνόλου
ως εξής : «Σύνολο είναι µια συλλογή σε µία ολότητα συγκεκριµένων, διακεκριµένων αντι-
κειµένων της διαίσθησης ή της σκέψης µας. Αυτά τα αντικείµενα λέγονται στοιχεία του
συνόλου».

Στόχος αυτού του µαθήµατος είναι να δούµε µε ποιόν τρόπο η ϑεωρία συνόλων µπορεί
να χρησιµεύσει ως ϐάση για τη ϑεµελίωση άλλων µαθηµατικών ϑεωριών. Εποµένως, δεν
πρόκειται να ασχοληθούµε µε σύνολα ανθρώπων ή µορίων, αλλά µόνο µε σύνολα µαθη-
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µατικών αντικειµένων, όπως οι αριθµοί, τα σηµεία στο χώρο, οι συναρτήσεις, τα σύνολα.
΄Οπως ϑα δούµε, είναι δυνατόν να ορίσουµε τις πρώτες τρεις έννοιες στα πλαίσια της ϑεωρί-
ας συνόλων, σαν σύνολα µε πρόσθετες ιδιότητες. ΄Ετσι, όλα τα αντικείµενα µε τα οποία ϑα
ασχοληθούµε είναι σύνολα. Για να επεξηγήσουµε κάποια σηµεία, ϑα µιλάµε για σύνολα
αριθµών ή σηµείων πριν δώσουµε τον ακριβή ορισµό αυτών των εννοιών. Αυτό όµως ϑα
γίνεται µόνο στα παραδείγµατα, τις ασκήσεις και τα προβλήµατα, όχι στο κύριο σώµα της
ϑεωρίας.

Σύνολα µαθηµατικών αντικειµένων είναι, για παράδειγµα:

(α) Το σύνολο των πρώτων διαιρετών του 324.
(ϐ) Το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών που διαιρούνται µε το 0.
(γ) Το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων f : [0, 1]→ R.
(δ) Το σύνολο όλων των ελλείψεων µε κύριο άξονα 5 και εκκεντρότητα 3.
(ε) Το σύνολο όλων των συνόλων που τα στοιχεία τους είναι ϕυσικοί αριθµοί µικρότεροι από
τον 20.

Εξετάζοντας αυτά και πολλά άλλα όµοια παραδείγµατα, διαπιστώνουµε ότι τα σύνολα
µε τα οποία δουλεύουν οι µαθηµατικοί είναι σχετικά απλά. Μελετάµε τους ϕυσικούς αριθ-
µούς και διάφορα υποσύνολά τους (όπως το σύνολο όλων των πρώτων αριθµών), καθώς και
σύνολα Ϲευγών, τριάδων και γενικότερα n-άδων ϕυσικών αριθµών. Μπορούµε να ορίσουµε
τους ακέραιους και τους ϱητούς αριθµούς χρησιµοποιώντας µόνο τέτοια σύνολα. Κατόπιν,
οι πραγµατικοί αριθµοί ορίζονται ως σύνολα ακολουθιών ϱητών αριθµών. Η µαθηµατική
ανάλυση ασχολείται µε σύνολα πραγµατικών αριθµών και πραγµατικές συναρτήσεις (σύ-
νολα διατεταγµένων Ϲευγών από πραγµατικούς αριθµούς) και, µερικές ϕορές, µελετώνται
σύνολα συναρτήσεων ή και σύνολα συνόλων συναρτήσεων. Οι «εργαζόµενοι µαθηµατικοί»
σπάνια συναντούν αντικείµενα πιο πολύπλοκα από αυτά.

1.1 Σύνολα

Τα αντικείµενα από τα οποία αποτελείται ένα σύνολο ονοµάζονται στοιχεία του συνόλου.
Λέµε ότι τα στοιχεία ενός συνόλου ανήκουν σε αυτό. Για να συµβολίσουµε ότι το στοιχείο
x ανήκει στο σύνολο S γράφουµε

x ∈ S.

Εάν το x δεν ανήκει στο S γράφουµε
x /∈ S.

Για να γνωρίζουµε ποιό σύνολο εξετάζουµε, πρέπει να γνωρίζουµε ακριβώς ποιά είναι τα
στοιχεία του. Και αντίστροφα, εάν γνωρίζουµε ακριβώς τα στοιχεία ενός συνόλου, τότε
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γνωρίζουµε το σύνολο. ΄Ενα Ϲήτηµα είναι ότι µπορούµε να περιγράψουµε το ίδιο σύνολο
µε διαφορετικούς τρόπους. Για παράδειγµα, εάν A είναι το σύνολο των ϱιζών της εξίσωσης

x2 − 6x+ 8 = 0

και B το σύνολο των άρτιων αριθµών µεταξύ του 1 και του 5, τότε το A και το B έχουν
ακριβώς δύο στοιχεία, τους αριθµούς 2 και 4. Συνεπώς, το A και το B είναι το ίδιο σύνολο.
∆ύο σύνολα είναι ίσα εάν έχουν τα ίδια στοιχεία. Συµβολίζουµε την ισότητα των συνόλων S
και T µε

S = T,

ενώ όταν δεν είναι ίσα γράφουµε
S 6= T.

Ο απλούστερος τρόπος για να προσδιορίσουµε ένα σύνολο είναι να καταγράψουµε όλα τα
στοιχεία του, εάν αυτό είναι δυνατό. Ο συνήθης συµβολισµός είναι να τα κλείνουµε σε
αγκύλες { }. ΄Οταν γράφουµε

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

εννοούµε το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι οι αριθµοί 1, 2, 3, 4, 5, 6, και µόνον αυτοί.
Πρέπει να τονίσουµε δύο σηµεία σχετικά µε αυτό το συµβολισµό, συνέπειες και τα δύο

της έννοιας της ισότητας για σύνολα. Πρώτον, η σειρά µε την οποία γράφουµε τα στοιχεία
είναι αδιάφορη:

{5, 4, 3, 2, 6, 1} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

∆εύτερον, επαναλήψεις των στοιχείων στην καταγραφή δεν αλλάζουν το σύνολο:

{1, 2, 3, 4, 6, 1, 3, 5} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Για να προσδιορίσουµε κάποιο σύνολο, µπορεί να µην είναι πρακτικό, ή ούτε καν δυνατό
να καταγράψουµε όλα τα στοιχεία του. Το σύνολο των πρώτων αριθµών περιγράφεται πολύ
καλύτερα µε αυτή τη ϕράση παρά µε την απαρίθµηση µερικών πρώτων

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, . . .}.

Θα µπορούσαµε να γράψουµε

P = {όλοι οι πρώτοι αριθµοί}.

Μια χρήσιµη παραλλαγή είναι

P = {p | p είναι πρώτος αριθµός}.
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Γενικότερα, ο συµβολισµός

Q = {x | «κάτι σχετικό µε τοx»}

διαβάζεται «Q είναι το σύνολο όλων των x για τα οποία ισχύει το κάτι σχετικό µε το x». Για
να προσδιορίσουµε, για παράδειγµα, το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης x2 − 5x+ 6 = 0

ϑα µπορούσαµε να λύσουµε την εξίσωση και να γράψουµε S = {2, 3}, ή ϑα µπορούσαµε
να γράψουµε

S = {x | x2 − 5x+ 6 = 0}.

Ο δεύτερος τρόπος προσδιορίζει το σύνολο χωρίς να µας δίνει ϱητά τα στοιχεία του, αλλά
και χωρίς να χρειάζεται να λύσουµε την εξίσωση.

Με αυτό το συµβολισµό υπάρχει κάποια ασάφεια. Εάν αναφερόµαστε στους ϕυσικούς
αριθµούς, το σύνολο

{x | 1 6 x 6 5}

αποτελείται από τους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, αλλά εάν αναφερόµαστε στους πραγµατικούς
αριθµούς, τότε περιλαµβάνει και όλους τους υπόλοιπους πραγµατικούς αριθµούς µεταξύ
του 1 και του 5. Ο καλύτερος τρόπος να κάνουµε αυτή τη διάκριση είναι να προσδιορίσουµε
το σύνολο Y από το οποίο επιλέγουµε τα x που ικανοποιούν το «κάτι σχετικό µε το x». Ο
συµβολισµός

X = {x ∈ Y | «κάτι σχετικό µε τοx»}

σηµαίνει ότι «X είναι το σύνολο όλων των στοιχείων x του συνόλου Y για τα οποία ισχύει
το κάτι σχετικό µε το x».

΄Ενας πιο σοβαρός λόγος για να διευκρινίζουµε το σύνολο Y από το οποίο επιλέγουµε
τα στοιχεία του X είναι για να εξασφαλίσουµε ότι το «κάτι σχετικό µε το x» έχει νόηµα για
όλα τα x ∈ Y , είναι δηλαδή µια ιδιότητα που είναι σαφές εάν ισχύει ή δεν ισχύει για κάθε
στοιχείο του Y , και τότε X είναι το σύνολο των στοιχείων του Y για τα οποία ισχύει αυτή η
ιδιότητα.

΄Ασκηση 1.1.1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. Εξηγήστε
σύντοµα την απάντησή σας.

(α) 1 ∈ {1, 2} (ϐ) 3 ∈ {1, 5, 2, 3}
(γ) 3 ∈ {1, 5, 2} (δ) {1, 3} ∈ {1, 3, 5, 2}
(ε) {5} ∈ {1, 3, 5, 2} (στ) 2 ∈ {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0}
(Ϲ) {1, 4, 2, 3} = {2, 3, 1, 4, 3, 2} (η) {a, d, b, d} = {a, b, d}
(ϑ) {a, b, d, d} = {a, b, a, d} (ι) {x ∈ Q | x2 − 2x = 0} = {x ∈ R | x2 − 2x = 0}
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1.2 Υποσύνολα

΄Ενα σύνολο B είναι υποσύνολο του συνόλου A άν κάθε στοιχείο του B είναι και στοιχείο
του A. Τότε, λέµε επίσης ότι το B περιέχεται στο A και γράφουµε

B ⊆ A.

Πρόταση 1.2.1. Εάν A και B είναι σύνολα, τότε A = B εάν και µόνο εάν A ⊆ B και

B ⊆ A.

Απόδειξη. Εάν A = B τότε, εφόσον A ⊆ A, έπεται ότι A ⊆ B και B ⊆ A. Αντιστρόφως,
υποθέτουµε ότι A ⊆ B και B ⊆ A. Τότε κάθε στοιχείο του A είναι στοιχείο του B και κάθε
στοιχείο του B είναι στοιχείο του A. ΄Αρα, τα A και B έχουν τα ίδια στοιχεία, και συνεπώς
A = B.

Πρόταση 1.2.2. Εάν A,B,C είναι σύνολα, και A ⊆ B και B ⊆ C, τότε A ⊆ C.

Απόδειξη. Κάθε στοιχείο του A είναι στοιχείο του B και κάθε στοιχείο του B είναι στοιχείο
του C. ΄Αρα, κάθε στοιχείο του A είναι στοιχείο του C, και συνεπώς A ⊆ C.

Είναι πολύ σηµαντικό να διακρίνουµε υποσύνολα και στοιχεία. Τα στοιχεία του {1, 2}
είναι τα 1 και 2. Τα υποσύνολα του {1, 2} είναι τα {1, 2}, {1}, {2}, και ακόµη ένα υποσύ-
νολο, που προς το παρόν ϑα το συµβολίσουµε { }.

Η Πρόταση 1.2.2 δεν ισχύει αν αντικαταστήσουµε το ⊆ µε το ∈. Τα στοιχεία ενός
στοιχείου του συνόλου X δεν είναι απαραίτητα στοιχεία του X. Για παράδειγµα, εάν
A = 1, B = {1, 2} και C = {{1, 2}, {3, 4}}, τότε A ∈ B και B ∈ C αλλά τα στοιχεία του C
είναι τα σύνολα {1, 2} και {3, 4}, άρα το A = 1 δεν είναι στοιχείο του C.

Το σύνολο που συµβολίσαµε µε { } είναι ένα σύνολο το οποίο δεν περιέχει κανένα
στοιχείο. ΄Ενα τέτοιο σύνολο το λέµε κενό. Για παράδειγµα, το σύνολο

{x ∈ Z | x = x+ 1}

είναι κενό, αφού η εξίσωση x = x+ 1 δεν έχει λύσεις στο Z. ΄Ενα κενό σύνολο έχει κάποιες
αξιοπρόσεκτες ιδιότητες. Εάν E είναι ένα κενό σύνολο και X είναι οποιοδήποτε σύνολο,
τότε E ⊆ X. Ας δούµε γιατί. Πρέπει να δείξουµε ότι κάθε στοιχείο του E είναι στοιχείο
του X. Για να µην ισχύει αυτό, ϑα πρέπει να υπάρχει κάποιο στοιχείο του E που να µην
ανήκει στο X. Αφού όµως το E είναι κενό, δεν υπάρχει κανένα τέτοιο στοιχείο.

Εάν E και F είναι δύο κενά σύνολα, από τη συζήτηση που προηγήθηκε έχουµε ότι
E ⊆ F και F ⊆ E. ΄Αρα, E = F . ΄Ολα τα κενά σύνολα είναι ίσα. ΄Αρα, υπάρχει ένα
µοναδικό κενό σύνολο. ∆ίνουµε σε αυτό το σύνολο ένα ειδικό σύµβολο: µε

∅
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ϑα συµβολίζουµε το µοναδικό κενό σύνολο.

΄Ασκηση 1.2.3. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. Εξηγήστε
σύντοµα την απάντησή σας.

(α) 1 ⊆ {1, 2} (ϐ) {3, 1} ⊆ {1, 5, 2, 3}
(γ) {3} ⊆ {1, 5, 2} (δ) {1, 3} ∈ {1, 3, 5, 2}
(ε) {5} ∈ {1, 3, 5, 2} (στ) 2 ⊆ {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0}
(Ϲ) {1, 4, 2, 3} ⊆ {2, 3, 1, 4, 3, 2} (η) {a, d, b, d} ⊆ {a, b, a, d}
(ϑ) {b ∈ N | b > 2} = {a ∈ N | a > 2} (ι) {b ∈ N | b > 2} ⊆ {a ∈ N | a > 2}
(ια) {2} ⊆ {1, {2}} (ιβ) {2} ∈ {1, {2}}
(ιγ) {b ∈ N | b > 2} ⊆ {a ∈ N | a > 2} (ιδ) {x ∈ Q | x2 − 2 = 0} = ∅

1.3 Το παράδοξο του Russell

΄Οπως υπάρχει το κενό σύνολο, που δεν περιέχει κανένα στοιχείο, µπορούµε να ανα-
ϱωτηθούµε εάν υπάρχει ένα σύνολο που να περιέχει τα πάντα. Θα δούµε ότι αυτή η ιδέα
είναι παρατραβηγµένη.

Ας ϑεωρήσουµε τη συλλογή Ω όλων των συνόλων. Εάν αυτή η συλλογή Ω είναι σύνολο,
τότε το ίδιο το Ω ϑα πρέπει να είναι στοιχείο του εαυτού του:

Ω ∈ Ω.

Τα συνηθισµένα σύνολα που έχουµε συναντήσει, όπως το σύνολο N, δεν είναι στοιχεία
του εαυτού τους. Μπορείτε να αφιερώσετε λίγη ώρα προσπαθώντας να ϕανταστείτε κάποιο
σύνολο που είναι στοιχείο του εαυτού του.

Τώρα µπορούµε να ϑεωρήσουµε το υποσύνολο S του Ω που αποτελείται από τα σύνολα
που δεν είναι στοιχεία του εαυτού τους,

S = {A ∈ Ω | A /∈ A}.

Αφού S ⊆ Ω, το S είναι επίσης σύνολο, και µπορούµε να αναρωτηθούµε εάν το S είναι
στοιχείο του εαυτού του. Τώρα όµως έχουµε το εξής παράδοξο.

• Εάν S ∈ S, τότε S ∈ Ω αλλά το S δεν ικανοποιεί την ιδιότητα που χαρακτηρίζει τα
στοιχεία του S, και συνεπώς S /∈ S.

• Εάν S /∈ S, τότε S ∈ Ω και το S ικανοποιεί την ιδιότητα που χαρακτηρίζει τα στοιχεία
του S, συνεπώς S ∈ S.
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Οποιαδήποτε από τις δύο υποθέσεις για το S οδηγεί σε αντίφαση.
Αυτό το παράδοξο, γνωστό µε το όνοµα παράδοξο του Russell, προέκυψε επειδή ϑεωρή-

σαµε ότι συλλογές όπως η S ή η Ω είναι σύνολα. Η αρχική µας περιγραφή ενός συνόλου ως
µιας οποιασδήποτε συλλογής δεν είναι επαρκής. Σε πιο προχωρηµένα µαθήµατα Θεωρίας
Συνόλων ϑα δούµε πώς ξεπερνιούνται τα παράδοξα, µε κατάλληλο περιορισµό της έννοιας
του συνόλου. Προς το παρόν, ϑα προσέχουµε τα σύνολα που εξετάζουµε να είναι σαφώς
προσδιορισµένα, και να γνωρίζουµε ακριβώς ποια στοιχεία ανήκουν στο σύνολο και ποια
όχι.

Η µη ύπαρξη ενός συνόλου των πάντων είναι ακόµη ένας λόγος για τον οποίο ο συµβο-
λισµός

{x ∈ Y | P (x)},

όπου Y είναι ένα γνωστό σύνολο, και P (x) «κάτι σχετικό µε το x», είναι απαραίτητος εκτός
αν το Y συνάγεται από τα συµφραζόµενα. ΄Εχοντας προσδιορίσει το Y , µπορούµε να
εξέτάσουµε την ιδιότητα P (x) και να ϐεβαιωθούµε ότι έχει νόηµα για όλα τα στοιχεία του
Y , πριν επιλέξουµε αυτά για τα οποία είναι αληθής.

Αλλιώς είναι σαν να ϑεωρούµε το {x ∈ Ω | P (x)}, κάτι που όπως είδαµε µπορεί να
οδηγήσει σε παράδοξα. Παρατηρήστε ότι εάν ϑεωρήσουµε κάποιο συγκεκριµένο σύνολο
που αποτελείται από σύνολα, η ιδιότητα X /∈ X δεν παρουσιάζει κανένα πρόβληµα. Για
παράδειγµα, εάν T = {N,Z,Q,R,C}, τότε

{X ∈ T | X /∈ X} = {N,Z,Q,R,C},

και προφανώς T /∈ T .

1.4 ΄Ενωση και Τοµή

∆ύο σηµαντικές µέθοδοι για να δηµιουργούµε νέα σύνολα είναι η ένωση και η τοµή. Η
ένωση δύο συνόλων A και B είναι το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι τα στοιχεία του
A και τα στοιχεία του B και µόνον αυτά. Εάν

A = {1, 2, 3} B = {3, 4, 5}

τότε η ένωση είναι το {1, 2, 3, 4, 5}. Συµβολίζουµε την ένωση των συνόλων A και B µε A∪B:

A ∪B = {x | x ∈ A ή x ∈ B (ή και τα δύο)}.
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Η τοµή δύο συνόλων A και B είναι το σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι όλα τα κοινά
στοιχεία των A και B. Για τα σύνολα A και B του προηγούµενου παραδείγµατος η τοµή
είναι το σύνολο {3}, γιατί µόνο το 3 ανήκει και στα δύο σύνολα. Συµβολίζουµε την τοµή
των συνόλων A και B µε A ∩B:

A ∩B = {x | x ∈ A και x ∈ B}.

΄Ασκηση 1.4.1. Προσδιορίστε τα παρακάτω σύνολα:
(α) {1, 2, {4}} ∪ {2, 3, 6}.
(ϐ) {1, {2}, 4} ∩ {2, 3, 6}.
(γ) A ∪B, όπου A = {x ∈ Z | |x| > 3} και B = {y ∈ Z | y 6 −3}.
(δ) C ∩D, όπου C = {x ∈ Z | |x| > 3} και D = {y ∈ Z | y 6 3}.

Πρόταση 1.4.2. Εάν A,B,C είναι σύνολα, τότε

1. A ∪∅ = A
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2. A ∪A = A

3. A ∪B = B ∪A

4. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

Απόδειξη. Μόνο το 4 παρουσιάζει κάποια δυσκολία. Υποθέτουµε ότι x ∈ (A∪B)∪C. Τότε
x ∈ A ∪ B είτε x ∈ C. Εάν x ∈ C, τότε x ∈ B ∪ C, άρα x ∈ A ∪ (B ∪ C). Εάν x /∈ C,
τότε x ∈ A είτε x ∈ B. Σε κάθε περίπτωση έχουµε x ∈ A∪ (B ∪C). ΄Εχουµε δείξει ότι εάν
x ∈ (A ∪B) ∪ C τότε x ∈ A ∪ (B ∪ C), δηλαδή

(A ∪B) ∪ C ⊆ A ∪ (B ∪ C).

Με ένα παρόµοιο επιχείρηµα δείχνουµε ότι

A ∪ (B ∪ C) ⊆ (A ∪B) ∪ C.

Από την Πρόταση 1.2.1 έχουµε το Ϲητούµενο.

Παρόµοια αποτελέσµατα ισχύουν για τις τοµές.

Πρόταση 1.4.3. Εάν A,B,C είναι σύνολα, τότε

1. A ∩∅ = ∅

2. A ∩A = A

3. A ∩B = B ∩A

4. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

Απόδειξη. Οι αποδείξεις είναι ανάλογες µε αυτές της Πρότασης 1.4.2.

΄Ασκηση 1.4.4. Συµπληρώστε τις αποδείξεις των Προτάσεων 1.4.2 και 1.4.3.

Τέλος υπάρχουν δύο ταυτότητες που συνδέουν ενώσεις και τοµές.

Πρόταση 1.4.5. Εάν τα A,B,C είναι σύνολα, τότε

1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

2. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).
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Απόδειξη. Εάν x ∈ A ∪ (B ∩ C), τότε x ∈ A είτε x ∈ B ∩ C. Εάν x ∈ A τότε x ∈ A ∪ B
και x ∈ A ∪ C, άρα x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C). Αλλιώς, x ∈ B ∩ C, κάτι που συνεπάγεται ότι
x ∈ B και x ∈ C. ΄Αρα x ∈ A ∪ B και x ∈ A ∪ C, συνεπώς x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Αυτό
δείχνει ότι

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι y ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Τότε y ∈ A ∪ B και y ∈ A ∪ C. Θα
εξετάσουµε δύο περιπτώσεις : όταν y ∈ A και όταν y /∈ A. Στην πρώτη περίπτωση έχουµε
y ∈ A ∪ (B ∩C). Στη δεύτερη περίπτωση, εφόσον y ∈ A ∪B, πρέπει να ισχύει y ∈ B, και
παρόµοια y ∈ C. ΄Επεται ότι y ∈ B ∩ C, και συνεπώς, και σε αυτή την περίπτωση έχουµε
ότι y ∈ A ∪ (B ∩ C). ΄Αρα,

(A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Τα δύο αποτελέσµατα δίνουν τη Ϲητούµενη ταυτότητα. Η απόδειξη του 2 είναι ανάλογη.

΄Ασκηση 1.4.6. Συµπληρώστε την απόδειξη της Πρότασης 1.4.5.

Η Πρόταση 1.4.5 µας δίνει δύο επιµεριστικούς νόµους, ανάλογους µε τον επιµεριστικό
κανόνα για τον πολλαπλασιασµό ως προς την πρόσθεση:

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

Προσέξτε ότι στην περίπτωση των αριθµητικών πράξεων δεν ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα
εάν αντιστρέψουµε τις πράξεις : η πρόσθεση δεν είναι επιµεριστική ως προς τον πολλαπλα-
σιασµό.

Τα λεγόµενα διαγράµµατα Venn προσφέρουν έναν τρόπο να παραστήσουµε αυτές τις
συνολοθεωρητικές ταυτότητες.

Τέτοια σχήµατα συχνά ϐοηθούν στην κατανόηση των σχέσεων µεταξύ των διαφόρων
συνόλων, αλλά πρέπει να σχεδιαστούν προσεκτικά για να παριστάνουν τη γενικότερη κάθε
ϕορά περίπτωση. Εάν έχουµε ένα σύνολο, στο διαγραµµα Venn εµφανίζονται δύο περιοχές :
τα σηµεία που ανήκουν στο σύνολο και εκείνα που δεν ανήκουν στο σύνολο.
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Με δύο σύνολα έχουµε τέσσερεις περιοχές, ενώ µε τρία σύνολα οκτώ περιοχές. Είναι
εύκολο να σχεδιάσουµε τρεις κύκλους ώστε να διακρίνονται οι οκτώ περιοχές που παριστά-
νουν τη γενική περίπτωση για τρία σύνολα.

Για τέσσερα σύνολα, το ανάλογο σχήµα δεν µπορεί να γίνει µε κύκλους. Μπορείτε να
το καταφέρετε µε τρεις κύκλους και ένα ελεύθερο σχήµα ;

Τα διαγράµµατα αποτελούν σηµαντικό ϐοήθηµα για την κατανόηση της κατάστασης.
΄Οµως σε αυτό το στάδιο των σπουδών σας, όταν σας Ϲητείται να αποδείξετε µια σχέση µεταξύ
συνόλων, µπορείτε να χρησιµοποιήσετε επικουρικά το διάγραµµα, αλλά είναι απαραίτητο
να γράψετε την απόδειξη χρησιµοποιώντας µε προσοχή τον σωστό µαθηµατικό συυµβολι-
σµό και ακριβείς µαθηµατικές διατυπώσεις.

΄Ασκηση 1.4.7. Σχεδιάστε τα διαγράµµατα Venn στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(α) ΄Εχουµε δύο σύνολα A και B που ικανοποιούν τις A ∪B ⊆ B και B 6⊆ A.

(ϐ) ΄Εχουµε τρία σύνολα A, B και C που ικανοποιούν τις A ∩B ∩ C = ∅, A ∩B 6= ∅,
A ∩ C 6= ∅ και B ∩ C 6= ∅.
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Πρόταση 1.4.8. Εάν A και B είναι δύο σύνολα, οι επόµενες ιδιότητες είναι ισοδύναµες:

1. A ⊆ B

2. A ∩B = A

3. A ∪B = B.

Με τον όρο «ισοδύναµες» εννοούµε ότι κάθε µία από τις τρεις ιδιότητες ισχύει εάν και
µόνο εάν ισχύουν και οι άλλες δύο. Συµβολικά,

(A ⊆ B) ⇐⇒ (A ∩B = A) ⇐⇒ (A ∪B = B).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι A ⊆ B και ϑέλουµε να δείξουµε ότι A ∩ B = A. Γνωρίζουµε
ότι A ∩ B ⊆ A. Εάν x ∈ A, τότε, αφού A ⊆ B, έχουµε x ∈ B, άρα x ∈ A ∩ B. ∆ηλαδή,
A ⊆ A ∩B. ΄Αρα, A ∩B = A.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι A ∩ B = A και ϑέλουµε να δείξουµε ότι A ⊆ B. Εάν
x ∈ A, τότε x ∈ A ∩B, άρα x ∈ B. Συνεπώς, A ⊆ B.

΄Ετσι, έχουµε δείξει ότι τα 1 και 2 είναι ισοδύναµα.
Για την ισοδυναµία των 1 και 3, παρατηρούµε ότι το 3 µας λέει ότι εάν ϐάλουµε τα

στοιχεία του A µαζί µε τα στοιχεία του B, παίρνουµε το σύνολο B. Συµπληρώστε πιο
αναλυτικά την απόδειξη, όπως κάναµε για την προηγούµενη ισοδυναµία.

1.5 Συµπληρώµατα

Εάν A και B είναι σύνολα, η συνολοθεωρητική διαφορά A \B ορίζεται ως το σύνολο όλων
των στοιχείων του A που δεν ανήκουν στο B:

A \B = {x ∈ A | x /∈ B}.
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΄Ασκηση 1.5.1. Εάν A = {1, 2, 3} και B − {1, 5, 6, 7}, ϐρείτε τα σύνολα A ∪ B, A ∩ B,
A \B, B \A και (A ∪B) \ (A ∩B).

Εάν το B είναι υποσύνολο του A, ονοµάζουµε το A \B συµπλήρωµα του B ως προς
το A.

∆εν µπορούµε να ξεχάσουµε το A και να ορίσουµε το συµπλήρωµα του B ως το σύνολο
όλων όσα δεν ανήκουν στο B, γιατί τότε η ένωση του B και του υποτιθέµενου συµπληρώ-
µατος ϑα ήταν το σύνολο Ω των πάντων, το οποίο όπως είδαµε δεν µπορεί να υπάρχει.

Σε συγκεκριµένες περιπτώσεις µπορεί να υπάρχει ένα σύνολο που περιέχει όλα τα
αντικείµενα που εξετάζουµε. Τότε ονοµάζουµε αυτό το σύνολο χώρο. ΄Οταν αναφερόµαστε
σε ακεραίους αριθµούς, ο χώρος µπορεί να είναι το σύνολο Z των ακεραίων. ΄Οταν έχουµε
στο νου µας κάποιο συγκεκριµένο χώρο U , ορίζουµε το συµπλήρωµαBc κάθε υποσυνόλου
του U να είναι το

Bc = U \B,

δηλαδή το συµπλήρωµα τουB ως προς το χώρο U . Στην επόµενη πρόταση δίνουµε κάποιες
ιδιότητες του συµπληρώµατος :

Πρόταση 1.5.2. Εάν τα A και B είναι υποσύνολα του χώρου U , ισχύουν τα ακόλουθα:

1. ∅c = U

2. U c = ∅

3. (Ac)c = A

4. Εάν A ⊆ B τότε Bc ⊆ Ac.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι κανόνες De Morgan για τη σχέση του συµπλη-
ϱώµατος µε τις ενώσεις και τις τοµές :
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Πρόταση 1.5.3. Εάν A και B είναι υποσύνολα του χώρου U , τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

2. (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Απόδειξη. Εάν x ∈ (A ∪ B)c, τότε x /∈ A ∪ B. Αυτό σηµαίνει ότι x /∈ A και x /∈ B, άρα
x ∈ Ac και x ∈ Bc, και συνεπώς x ∈ Ac ∩Bc. Εποµένως,

(A ∪B)c ⊆ Ac ∩Bc.

Για να αποδείξουµε τον αντίθετο εγκλεισµό, αντιστρέφουµε τα ϐήµατα της προηγούµενης
απόδειξης. ΄Ετσι αποδεικνύεται η 1.

Για να αποδείξουµε την 2 µπορούµε να ακολουθήσουµε ανάλογα ϐήµατα. ΄Ενας άλλος
τρόπος είναι να αντικαταστήσουµε το A µε το Ac και το B µε το Bc στην 1, που δίνει

(Ac ∪Bc)c = Acc ∩Bcc = A ∩B.

Κατόπιν παίρνουµε συµπληρώµατα και έχουµε

(A ∩B)c = (Ac ∪Bc)cc = Ac ∪Bc,

που είναι η 2.

΄Ασκηση 1.5.4. Απλοποιήστε τις ακόλουθες εκφράσεις :
(α) (Dc ∪ F )c ∪ (D ∩ F ).
(ϐ) ((Xc ∪ Y ) ∩ (Xc ∪ Y c))c.

΄Ασκηση 1.5.5. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα του χώρου U . ∆είξτε ότι A \ B = A ∩ Bc

και, χρησιµοποιώντας αυτή την ισότητα, δείξτε ότι, για κάθε A,B,C ⊆ U ,
(α) (A \B) \ C = A \ (B ∪ C).
(ϐ) (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C).

Ορισµός 1.5.6. Η συµµετρική διαφορά A4B δύο συνόλων A και B ορίζεται να είναι το
σύνολο

A4B = (A \B) ∪ (B \A).

΄Ασκηση 1.5.7. Αποδείξτε ότι A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

΄Ασκηση 1.5.8. Αν A είναι ένα σύνολο, ϐρείτε τα σύνολα A4A και A4∅. Αποδείξτε ότι
A4B = B4A.
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Από τα προηγούµενα ίσως έχετε παρατηρήσει ότι οι κανόνες της ϑεωρίας συνόλων εµ-
ϕανίζονται ανά Ϲεύγη: για κάθε κανόνα, εάν αλλάξουµε τις ενώσεις σε τοµές και τις τοµές σε
ενώσεις, παίρνουµε έναν άλλον κανόνα. Ονοµάζουµε αυτή την παρατήρηση αρχή δυϊσµού
του De Morgan:

Εάν σε µια συνολοθεωρητική ταυτότητα στην οποία εµφανίζονται µόνο οι πρά-
ξεις ∪ και ∩ αντικαταστήσουµε κάθε ∪ µε ∩ και κάθε ∩ µε ∪, προκύπτει µια
νέα αληθής ταυτότητα.

Η γενική απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος ϐασίζεται σε µια κάπως περίπλοκη επα-
γωγή που κρύβει την απλότητα του ϐασικού επιχειρήµατος. Θεωρούµε λοιπόν ένα χαρα-
κτηριστικό παράδειγµα: γνωρίζουµε ότι ισχύει η ταυτότητα

(1.5.1) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Παίρνοντας τα συµπληρώµατα και εφαρµόζοντας δύο ϕορές τους κανόνες De Morgan κα-
ταλήγουµε στην

Ac ∩ (Bc ∪ Cc) = (Ac ∩Bc) ∪ (Ac ∩ Cc).

Αυτή η ταυτότητα ισχύει για οποιαδήποτε σύνολαA,B,C, άρα ισχύει και για ταAc, Bc, Cc,
συνεπώς ισχύει η ταυτότητα

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

η οποία προκύπτει από την (1.5.1) αν εφαρµόσουµε την αρχή δυϊσµού του De Morgan.

1.6 Σύνολα από σύνολα

Μερικές ϕορές εξετάζουµε σύνολα τα στοιχεία των οποίων είναι επίσης σύνολα. Για
παράδειγµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το S = {A,B}, όπου A = {1, 2} και B = {2, 3, 4}.
΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων ενός συνόλου X, το οποίο
ονοµάζεται δυναµοσύνολο του X και συµβολίζεται µε P(X):

Y ∈ P(X) εάν και µόνο εάν Y ⊆ X.
Εάν X = {0, 1} τότε P(X) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}.

Σε αυτές τις περιπτώσεις, όπου κάθε στοιχείο του S είναι σύνολο, µπορούµε να προχω-
ϱήσουµε ένα ϐήµα παραπέρα και να ϑεωρήσουµε τα στοιχεία των στοιχείων του S. ΄Ετσι
µπορούµε να γενικεύσουµε τις έννοιες της ένωσης και της τοµής και να ορίσουµε⋃

S = {x | x ∈ A για κάποιο A ∈ S},
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και, εάν S 6= ∅, ⋂
S = {x | x ∈ A για κάθε A ∈ S}.

Το σύνολο
⋃
S ονοµάζεται ένωση του S και το

⋂
S ονοµάζεται τοµή του S. Η ένωση του

S αποτελείται από όλα τα στοιχεία των στοιχείων του S, ενώ η τοµή του S αποτελείται από
τα κοινά στοιχεία όλων των στοιχείων του S. Για παράδειγµα,⋃

{{1, 2}, {2, 3, 4}} = {1, 2, 3, 4}

και ⋂
{{1, 2}, {2, 3, 4}} = {2}.

Για κάθε σύνολο X ισχύει ⋃
P(X) = X και

⋂
P(X) = ∅.

Αυτός ο συµβολισµός γενικεύει πράγµατι την ένωση και την τοµή δύο συνόλων. Εάν S =

{A1, A2, . . . , An}, χρησιµοποιούµε τον εναλλακτικό συµβολισµό

⋃
S =

n⋃
r=1

Ar

και ⋂
S =

n⋂
r=1

Ar.

΄Ασκηση 1.6.1. Βρείτε το δυναµοσύνολο του συνόλου X = {α, γ, ω} και το δυναµοσύνολο
του συνόλου A = {a, {a, b}}.

΄Ασκηση 1.6.2. Εάν S είναι το σύνολο των υποσυνόλων του Z στα οποία ανήκει το 0, ϐρείτε
τα ⋃

S και
⋂
S.

1.7 Ασκήσεις

1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. Εξηγήστε σύντοµα την
απάντησή σας.
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(α) 1 ⊆ {1, 3, 5, 2} (ϐ) {1, 2} ⊆ {1, 3, 5, 2}
(γ) {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0} ⊆ {1, 3, 5} (δ) {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0} ∈ N
(ε)
√

2 ∈ {x ∈ Q | x2 − 2 = 0} (στ) −3 ∈ {a ∈ N | a > 2}
(Ϲ) {1} ∈ {1, 2, 3} (η) {1} ⊆ {1, 2, 3}
(ϑ) 1 ⊆ {1, 2, 3} (ι) {1, 2} ⊆ {1, {2}}
(ια) {{2}} ∈ {1, {2}} (ιβ) {{2}} ⊆ {1, {2}}
(ιγ) ∅ ⊆ ∅ (ιδ) ∅ ∈ ∅
(ιε) ∅ ∈ {∅} (ιστ) ∅ ⊆ {∅}.

2. Προσδιορίστε τα παρακάτω σύνολα:
(α) A ∪ {A}, όπου A = {1, 2, 3}.
(ϐ) ∅ ∪ {∅}.
(γ) ∅ ∩ {∅}.

3. Ποιά από τα παρακάτω σύνολα είναι ίσα ;
A = {−1, 1, 2}.
B = {−1, 2, 1, 2}.
C = {n ∈ Z | |n| 6 2 και n 6= 0}.
D = {−2, 2} ∪ {1,−1}.

4. Αποδείξτε ότι, αν A, B, C είναι σύνολα, τότε :
(α) A ∪∅ = A και A ∩∅ = ∅.
(ϐ) A ∪A = A και A ∩A = A.
(γ) A ∪B = B ∪A και A ∩B = B ∩A.
(δ) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) και (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

5. ∆ίνονται τα σύνολα A = {1, 2, 3} και B = {1, 5, 6, 7}. Βρείτε τα σύνολα A ∪ B, A ∩ B,
A \B, B \A και (A ∪B) \ (A ∩B).

6. Αν V = {a, f,X} και W = {1, f,∅, {α}}, ϐρείτε τα V \W και W \ V .

7. Αν A = {a, b, {a, c},∅}, ϐρείτε τα σύνολα:

A \ {a}, A \∅, A \ {a, c}, A \ {{a, c}}, A4{a, c}, {a} \A.

8. ΄Εστω A = [2, 4], B = (1, 3] και C = [0, 5). Βρείτε τα σύνολα

A ∩B,A ∪B,A \B,B \A, (A ∩ C) ∪B.

9. ∆ίνονται τα σύνολα:
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G = {n ∈ Z | n = 2m για κάποιονm ∈ Z}
H = {n ∈ Z | n = 3m για κάποιονm ∈ Z}
I = {n ∈ Z | n2 περιττός}
H = {n ∈ Z | 0 6 n 6 10}.

Βρείτε τα σύνολα

G ∪ I,G ∩ I,G ∩H,J \G, I \H,J ∩ (G \H).

10. ∆είξτε ότι η συµµετρική διαφορά έχει την προσεταιριστική ιδιότητα

(A4B)4C = A4(B4C).

11. Αποδείξτε ότι :
(α) (A4B)4A = B.
(ϐ) (A4B) ∩ C = (A ∩ C)4(B ∩ C).

12. (α) Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη άσκηση, δείξτε ότι : αν τα σύνολα A, B και C
ικανοποιούν την A4B = A4C, τότε B = C.

(ϐ) ∆είξτε ότι : αν A και B είναι δύο σύνολα, τότε υπάρχει µοναδικό σύνολοX ώστε A4X =

B (η «εξίσωση» A4X = B έχει µοναδική λύση).

13. Αν X = X1 ∪X2, δείξτε ότι⋃
X =

(⋃
X1

)
∪
(⋃

X2

)
.

14. ∆ίνονται τα σύνολα A = {∅, {∅}} και B = {a, {a}, b}. Εξετάστε αν οι παρακάτω
προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς.

(α) ∅ ∈ P(A).
(ϐ) ∅ ⊆ P(A).
(γ) {∅} ∈ P(A).
(δ) {{a}} ∈ P(B).
(ε) {{a}} ⊆ P(B).
(στ) {{a}, b} ⊆ P(B).
(Ϲ) {{a}, {{a}}} ⊆ P(B).

15. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. Στην πρώτη περίπτωση
δώστε απόδειξη, ενώ στην δεύτερη δώστε αντιπαράδειγµα.

(α) Αν A,B,C είναι σύνολα µε A ∈ B και B ⊆ C τότε A ∈ C.
(ϐ) Αν A,B,C είναι σύνολα µε A ∈ B και B ⊆ C τότε A ⊆ C.
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(γ) Αν A,B,C είναι σύνολα µε A ⊆ B και B ∈ C τότε A ⊆ C.
(δ) Αν A,B,C είναι σύνολα µε A ∈ B και B ∈ C τότε A ∈ C.

16. Βρείτε τα P(∅), P(P(∅)), P(P(P(∅))).

14. Αν A και B είναι δύο σύνολα, δείξτε ότι :
(α) P(A) ∪ P(B) ⊆ P(A ∪B).
(ϐ) P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B) αν και µόνο αν A ⊆ B ή B ⊆ A.
(γ) P(A \B) ⊆ (P(A) \ P(B)) ∪ {∅}.

17. ∆ίνονται : ένα σύνολο X και ένα υποσύνολο A ⊆ X. Αν Z = X ∪ P(X), δείξτε ότι
A ⊆ Z και A ∈ Z.

18. ∆ίνεται ένα σύνολο A µε n στοιχεία. Πόσα στοιχεία έχει το δυναµοσύνολο P(A) του A;

19. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει σύνολο X µε την ιδιότητα P(X) ⊆ X. [Υπόδειξη : Θεωρώντας
το σύνολο των υποσυνόλων Y του X για τα οποία Y /∈ Y ϑα οδηγηθείτε σε αντίφαση.]

20. Αν A και B είναι πεπερασµένα σύνολα και |X| είναι το πλήθος των στοιχείων ενός
συνόλου X, δείξτε ότι

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Σχεδιάστε κατάλληλο διάγραµµα Venn.

21. Αν A, B και C είναι πεπερασµένα σύνολα και |X| είναι το πλήθος των στοιχείων ενός
συνόλου X, δείξτε ότι

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩A|+ |A ∩B ∩ C|.

Σχεδιάστε κατάλληλο διάγραµµα Venn.

22. Για κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις, εξετάστε αν προκύπτει αληθής ή ψευδής
πρόταση αν στη ϑέση του X ϐάλουµε καθένα από τα σύνολα N, Z, Q ή R:

(α) {x ∈ X | x3 = 5} 6= ∅.
(ϐ) {x ∈ X | −1 6 x 6 1} = {1}.
(γ) {x ∈ X | 2 < x2 < 5} \ {x ∈ X | x > 0} = {−2}.
(δ) {x ∈ X | 1 < x 6 4} = {x ∈ X | x2 = 4} ∪ {3, 4}.
(ε) {x ∈ X | 4x2 = 1} \ {x ∈ X | x < 0} = {x ∈ X | 5x2 = 3} ∪ {x ∈ X | 2x =

1} 6= ∅.

23. Η εξίσωση x + y = z έχει πολλές λύσεις x, y, z ∈ N. Η εξίσωση x2 + y2 = z2 έχει κι
αυτή λύσεις στο N (για παράδειγµα, x = 3, y = 4, z = 5). Ορίζουµε

F = {n ∈ N | υπάρχουν x, y, z ∈ N ώστε xn + yn = zn}.

Πώς ϑα µπορούσατε να αποδείξετε ότι F = {1, 2};





Κεφάλαιο 2

∆ιµελείς σχέσεις

2.1 Καρτεσιανό γινόµενο

΄Οπως έχουµε ήδη σηµειώσει {a, b} = {b, a}. Σε κάποιες περιπτώσεις ϑέλουµε να απο-
κτήσει σηµασία η σειρά µε την οποία γράφονται τα στοιχεία ενός συνόλου. Για να µην
προκύψουν ερωτήσεις της µορφής «τι είναι η σειρά ;», τι ϑα πει γράφω «πρώτα» το a και «µε-
τά» το b, κλπ., κάτι που µπορεί να µας οδηγήσει σε µια ατέλειωτη σειρά ορισµών αµφίβολης
ακρίβειας, δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 2.1.1 (Kuratowski). Ονοµάζουµε διατεταγµένο Ϲεύγος των a, b (µε πρώτο το a
και δεύτερο το b) το σύνολο

(a, b) = {{a}, {a, b}}.

Πρόταση 2.1.2. Για τα διατεταγµένα Ϲεύγη (a, b) και (c, d) ισχύει η ισοδυναµία

(a, b) = (c, d) αν και µόνο αν a = c και b = d.

Απόδειξη. (=⇒) Η ισότητα (a, b) = (c, d) ισοδυναµεί µε την ισότητα των συνόλων

(2.1.1) {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}},

απ¨ όπου προκύπτει ότι {a} ∈ {{c}, {c, d}}. ΄Εχουµε δύο περιπτώσεις :

(i) {a} = {c}, άρα και a = c. Τότε η (2.1.1) γίνεται {{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}}, οπότε
έχουµε τις υποπεριπτώσεις :

(αʹ) {a, d} = {a}, δηλαδή a = d. Τότε

{{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}} = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} = {{a}}



22 · ∆ιµελείς σχέσεις

άρα {a, b} = {a} και a = b, απ¨ όπου έπεται ότι b = d, είτε

(ϐʹ) {a, d} = {a, b}. Από την τελευταία ισότητα παίρνουµε είτε d = a οπότε {a, a} =

{a, b} και a = b = d, είτε b = d.

(ii) {a} = {c, d}, άρα a = c = d. Τότε η (2.1.1) γίνεται

{{a}, {a, b}} = {{a}, {a, a}} = {{a}}

απ΄ όπου έχουµε ότι {a, b} = {a} και b = a = d.

(⇐=) Προφανές.

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε καρτεσιανό γινόµενο των A και B το
σύνολο

A×B = { (a, b) | a ∈ A και b ∈ B }.

΄Ενας τρόπος να παραστήσουµε γραφικά το καρτεσιανό γινόµενο A×B των συνόλων A
και B είναι να παραστήσουµε τα σύνολα A και B σαν δύο κάθετα ευθύγραµµα τµήµατα
πάνω στα οποία σηµειώνονται τα στοιχεία τους, και το A×B σαν παραλληλόγραµµο, όπως
ϕαίνεται στο επόµενο παράδειγµα:

A = {1, 2, 3}
B = {a, b}

A×B = {(1, a), (2, a), (3, a), (1, b), 2, b), (3, b)}

και το αντίστοιχο διάγραµµα είναι

Παρατηρούµε ότι
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(α) Για κάθε σύνολο A ισχύει A×∅ = ∅×A = ∅.

(ϐ) Για τυχόντα σύνολα A, B, C, εν γένει

A×B 6= B ×A,
A× (B × C) 6= (A×B)× C.

Πρόταση 2.1.4. ΄Εστω A, B, C σύνολα. Τότε ισχύουν οι ισότητες:

(i) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

(ii) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

(iii) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

(iv) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε δύο από τις ισότητες, οι υπόλοιπες αποδεικνύονται ανάλογα. Σε
ό,τι ακολουθεί το «X ή Y » σηµαίνει «είτε το X είτε το Y ». Για την (i) έχουµε:

(x, y) ∈ A× (B ∪ C)⇐⇒ x ∈ A και y ∈ B ∪ C
⇐⇒ x ∈ A και (y ∈ B ή y ∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A και y ∈ B) ή (x ∈ A και y ∈ C)

⇐⇒ (x, y) ∈ A×B ή (x, y) ∈ A× C
⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B) ∪ (A× C).

Για την (iv) έχουµε:

(x, y) ∈ (A ∩B)× C ⇐⇒ x ∈ (A ∩B) και y ∈ C
⇐⇒ (x ∈ A και x ∈ B) και y ∈ C
⇐⇒ (x ∈ A και y ∈ C) και (x ∈ B και y ∈ C)

⇐⇒ (x, y) ∈ A× C και (x, y) ∈ B × C
⇐⇒ (x, y) ∈ (A× C) ∩ (B × C).

Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω A, B, C, D σύνολα. Τότε

(i) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).

(ii) (A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).
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Απόδειξη. (i) Παρατηρούµε ότι

(x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D)⇐⇒ (x, y) ∈ (A×B) και (x, y) ∈ (C ×D)

⇐⇒ (x ∈ A και y ∈ B) και (x ∈ C και y ∈ D)

⇐⇒ (x ∈ A και x ∈ C) και (y ∈ B και y ∈ D)

⇐⇒ x ∈ A ∩ C και y ∈ B ∩D
⇐⇒ (x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D).

Για την (ii) παρατηρούµε ότι για κάθε (x, y) ∈ (A × B) ∪ (C × D) έχουµε (x, y) ∈
(A×B) ή (x, y) ∈ (C ×D). Τότε,

• αν (x, y) ∈ (A×B), τότε x ∈ A και y ∈ B, άρα x ∈ A∪C και y ∈ B ∪D, εποµένως
(x, y) ∈ (A ∪ C)× (B ∪D).

• αν (x, y) ∈ (C ×D), τότε x ∈ C και y ∈ D, άρα x ∈ A∪C και y ∈ B ∪D, εποµένως
(x, y) ∈ (A ∪ C)× (B ∪D).

Σε κάθε περίπτωση, από την (x, y) ∈ (A ∪ C) × (B ∪ D) συµπεραίνουµε ότι (x, y) ∈
(A ∪ C)× (B ∪D).

Η τελευταία σχέση εν γένει δεν είναι ισότητα. Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε τα
σύνολα A = {a}, B = {b}, C = {c} και D = {d}, όπου a 6= c και b 6= d. Τότε

(A×B) ∪ (C ×D) = {(a, b)} ∪ {(c, d)} = {(a, b), (c, d)},

ενώ

(A ∪ C)× (B ∪D) = {a, c} × {b, d} = {(a, b), (a, d), (c, b), (c, d)}.

2.2 ∆ιµελείς σχέσεις

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε (διµελή) σχέση από το A στο B κάθε
υποσύνολο R του A×B.
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Συµβολικά γράφουµε xR y αντί για (x, y) ∈ R.

Παραδείγµατα 2.2.2. (α) ΄Εστω A = B = X. Η σχέση της ισότητας (από το X στο X) είναι
το σύνολο

R = {(x, y) ∈ X ×X : x = y} = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X ×X.

Τότε
xR y ⇐⇒ x = y.

Το ανωτέρω σύνολο R = {(x, x) : x ∈ X} συχνά συµβολίζεται µε ∆X και ονοµάζεται
διαγώνιος του X.

(ϐ) ΄ΕστωX σύνολο και A = B = P(X). Η σχέση του εγκλεισµού R από το P(X) στο P(X)

είναι το σύνολο

R = {(A,B) : A,B ⊆ X µε A ⊆ B} ⊆ P(X)× P(X).

Τότε
(A,B) ∈ R ⇐⇒ A ⊆ B

(γ) ΄Εστω A σύνολο και B = P(A). Θέτουµε

R = {(x,C) ∈ A× P(A) : x ∈ C} ⊆ A× P(A).

Τότε
xRC ⇐⇒ x ∈ C.

(δ) ΄Εστω A = {1, 2, 3, 4}. Θεωρούµε την σχέση R ⊆ A×A µε

xR y ⇐⇒ x | y ⇐⇒ y

x
∈ Z.

Τότε
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.
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Ορισµός 2.2.3. (i) ΄Εστω R ⊆ A × B µια διµελής σχέση από το A στο B. Ονοµάζουµε
αντίστροφη της R την διµελή σχέση από το B στο A

R−1 = {(b, a) ∈ B ×A : (a, b) ∈ R}.

Παρατηρούµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(a, b) ∈ R ⇐⇒ (b, a) ∈ R−1.

(ii) ΄Εστω R ⊆ A× B, X ⊆ A και Y ⊆ B. Ονοµάζουµε περιορισµό της R στο X × Y την
σχέση από το X στο Y

R|X×Y = {(x, y) ∈ R : x ∈ X και y ∈ Y } = R ∩ (X × Y ).

2.3 Σχέσεις ισοδυναµίας

Ορισµός 2.3.1. ΄Εστω A ένα σύνολο. Μια διµελής σχέση R ⊆ A × A λέγεται σχέση
ισοδυναµίας αν είναι

(i) ανακλαστική ή αυτοπαθής, δηλαδή xRx, για κάθε x ∈ A.

(ii) συµµετρική, δηλαδή ισχύει η συνεπαγωγή xR y =⇒ y Rx.

(iii) µεταβατική, δηλαδή ισχύει η συνεπαγωγή xR y και y R z =⇒ xR z.

Παρατήρηση 2.3.2. Για µια διµελή σχέση R από το A στο A, εύκολα ϐλέπουµε ότι

R ανακλαστική⇐⇒ για κάθε x ∈ A : (x, x) ∈ R
⇐⇒ ∆A ⊆ R
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και ότι

R συµµετρική ⇐⇒ R = R−1.(2.3.1)

Στον παρακάτω πίνακα καταγράφονται διάφορες διµελείς σχέσεις από το R στο R και
σηµειώνονται οι ιδιότητες που έχουν.

Σχέση Αυτοπαθής Συµµετρική Μεταβατική Σχέση ισοδυναµίας
x = y + + + +
x < y - - + -
x > y + - + -

|x− y| 6 1 + + - -
x− y ∈ Q + + + +
x− y /∈ Q - + - -
x− y = 3 - - - -
y = x2 - - - -

Υπενθυµίζουµε και µερικά παραδείγµατα σχέσεων ισοδυναµίας από την Ευκλείδεια
γεωµετρία :

(α) Στο σύνολο των ευθειών ενός επιπέδου, η σχέση παραλληλίας ή ταύτισης.

(ϐ) Στο σύνολο των τριγώνων ενός επιπέδου, η σχέση της οµοιότητας.

(γ) Στο σύνολο των κύκλων ενός επιπέδου η σχέση του να είναι δύο κύκλοι οµόκεντροι.

Ορισµός 2.3.3. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας στο X και x ∈ X. Ονοµάζουµε κλάση
ισοδυναµίας του x (ως προς την R) το σύνολο

[x] = {y ∈ X : y Rx}.

Λήµµα 2.3.4. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας στο X και x, y ∈ X. Τότε

xR y ⇐⇒ [x] = [y].

Απόδειξη. ΄Εστω xR y. Για να δείξουµε ότι [x] = [y], ϑα δείξουµε ότι [x] ⊆ [y] και [y] ⊆ [x].
Πράγµατι, έστω w ∈ [x]. Τότε wRx. Επειδή xR y και η R είναι µεταβατική, παίρνουµε
wRy, άρα w ∈ [y]. Ο εγκλεισµός [y] ⊆ [x] αποδεικνύεται ανάλογα.

Αντίστροφα, έστω [x] = [y]. Λόγω της ανακλαστικής ιδιότητας της R, έχουµε x ∈ [x]

και y ∈ [x] = [y]. Από την y ∈ [x] προκύπτει ότι xR y.
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Ορισµός 2.3.5. ΄Εστω X ένα σύνολο. Μια διαµέριση του X είναι ένα σύνολο D ⊆ P(X)

µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Για κάθε A ∈ D, A 6= ∅.

(ii) Αν A,B ∈ D µε A ∩B 6= ∅, τότε A = B.

(iii)
⋃
A∈D

A = X.

Θεώρηµα 2.3.6. ΄Εστω X 6= ∅ ένα σύνολο. Τότε κάθε σχέση ισοδυναµίας στο X ορίζει µια

διαµέριση του X και αντίστροφα.

Απόδειξη. ΄Εστω R µια σχέση ισοδυναµίας στο X. Συµβολίζουµε µε D το σύνολο των
κλάσεων ισοδυναµίας, δηλαδή

D = {[x] : x ∈ X}.

Τότε το D είναι διαµέριση του X. Πράγµατι,
(i) Για κάθε [x] ∈ D έχουµε ότι x ∈ [x], άρα [x] 6= ∅.
(ii) ΄Εστω [x], [y] ∈ D µε [x] ∩ [y] 6= ∅. Τότε

[x] ∩ [y] 6= ∅ =⇒ υπάρχει z ∈ [x] ∩ [y]

=⇒ υπάρχει z ∈ X : xR z και z R y

=⇒ xR y.

Από το Λήµµα 2.3.4 έπεται τώρα ότι [x] = [y].
(iii) Αφού [x] ⊆ X, για κάθε [x] ∈ D, έχουµε και για την ένωσή τους ότι⋃

[x]∈D[x]

⊆ X.

∆είχνουµε και τον αντίστροφο εγκλεισµό: ΄Εστω x0 ∈ X. Τότε x0 ∈ [x0], άρα x0 ∈⋃
[x]∈D[x], δηλαδή

X ⊆
⋃

[x]∈D

[x].

∆είξαµε ότι κάθε σχέση ισοδυναµίας στο X διαµερίζει το X στις αντίστοιχες κλάσεις ισοδυ-
ναµίας.

Αντίστροφα, έστω D µια διαµέριση του X. Ορίζουµε στο X την ακόλουθη διµελή σχέση
R:

xR y ⇐⇒ υπάρχει A ∈ D : x, y ∈ A.

Η R είναι σχέση ισοδυναµίας:
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(i) ΄Εστω x ∈ X. Επειδή X =
⋃
A∈D A, υπάρχει A ∈ D µε x ∈ A, άρα x, x ∈ A και

xRx, δηλαδή η R είναι ανακλαστική.

(ii) Αν xR y, τότε υπάρχει A ∈ D µε x, y ∈ A, άρα και y, x ∈ A, δηλαδή y Rx και η R
είναι συµµετρική.

(iii) ΄Εστω x, y, z ∈ X µε xR y και y R z. Τότε υπάρχουν A,B ∈ D µε x, y ∈ A και
y, z ∈ B. Εποµένως y ∈ A ∩ B 6= ∅ άρα A = B, οπότε x, z ∈ A = B, δηλαδή xR z
και η R είναι µεταβατική.

2.4 Ο δακτύλιος Zm

Θεωρούµε ένα m ∈ N, σταθερό, και ορίζουµε την διµελή σχέση R ⊆ Z× Z µε

xR y ⇐⇒ ο x− y είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του m

⇐⇒ υπάρχει k ∈ Z : x− y = km.

Η σχέσηR ονοµάζεται ισοτιµία modulo m και συνήθως συµβολίζεται µε≡ (modm), δηλαδή

x ≡ y (modm) ⇐⇒ υπάρχει k ∈ Z : x− y = km.

Λήµµα 2.4.1. Η ανωτέρω σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. (i) Για κάθε x ∈ Z, υπάρχει k = 0 ∈ Z µε

x− x = 0 = 0m,

άρα xRx και η R είναι ανακλαστική.

(ii) Ισχύουν οι συνεπαγωγές

xR y =⇒ υπάρχει k ∈ Z : x− y = km

=⇒ υπάρχει − k ∈ Z : y − x = (−k)m

=⇒ y Rx

άρα η R είναι συµµετρική.

(iii) ΄Εστω xR y και y R z. Τότε υπάρχουν k, λ ∈ Z µε

x− y = km και y − z = λm.
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Προσθέτοντας τις ισότητες κατά µέλη παίρνουµε

x− z = (k + λ)m

µε k + λ ∈ Z, άρα η R είναι µεταβατική.

Θα µελετήσουµε τώρα πώς η δεδοµένη σχέση ισοδυναµίας διαµερίζει το Z σε κλάσεις
ισοδυναµίας. ΄Εστω x1, x2 ∈ Z µε x1Rx2. Θεωρώντας την διαίρεση των x, y µε m, γνωρί-
Ϲουµε ότι υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένοι k1, k2, υ1, υ2 ∈ Z µε

xi = kim+ υi, i = 1, 2

και
0 6 υ1, υ2 6 m− 1.

Η σχέση x1Rx2 σηµαίνει ότι η διαφορά

x1 − x2 = (k1 − k2)m+ (υ1 − υ2)

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του m. ΄Αρα και η διαφορά υ1− υ2 είναι ακέραιο πολλαπλάσιο
του m. ΄Οµως οι ανισότητες 0 6 υ1, υ2 6 m− 1 µας δίνουν

0 6 υ1 6 m− 1

−(m− 1) 6 −υ2 6 0

}
=⇒ −(m− 1) 6 υ1 − υ2 6 m− 1

και το µοναδικό ακέραιο πολλαπλάσιο του m µέσα στο ανωτέρω διάστηµα είναι το 0. ΄Αρα
υ1 = υ2. Αποδείξαµε λοιπόν το επόµενο :

Λήµµα 2.4.2. ΄Εστω x1, x2 ∈ Z. Τότε

x1 ≡ x2 (modm) ⇐⇒ x1, x2 διαιρούµενοι µε m δίνουν το ίδιο υπόλοιπο.

Σαν αποτέλεσµα του προηγούµενου λήµµατος, έχουµε ότι υπάρχουν ακριβώς τόσες
κλάσεις ισοδυναµίας, όσα είναι τα δυνατά υπόλοιπα. ∆ηλαδή, το Z διαµερίζεται στις εξής
(m το πλήθος) κλάσεις ισοδυναµίας:

[0]m = {km : k ∈ Z}
[1]m = {km+ 1 : k ∈ Z}
[2]m = {km+ 2 : k ∈ Z}

...

[m− 1]m = {km+ (m− 1) : k ∈ Z}
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Συµβολίζουµε µε Zm το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας, δηλαδή

Zm =
{

[0]m, [1]m, . . . [m− 1]m
}
.

Ορισµός 2.4.3. Στο Zm ορίζουµε µια πράξη που ονοµάζουµε πρόσθεση του Zm, ως εξής:

+ : Zm × Zm −→ Zm : ([x]m, [y]m) 7−→ [x]m + [y]m := [x+ y]m.

Παρατηρούµε ότι η πρόσθεση του Zm είναι καλά ορισµένη, δηλαδή αν [x]m = [x′]m
και [y]m = [y′]m, τότε [x+ y]m = [x′ + y′]m. Πράγµατι :

[x]m = [x′]m =⇒ x ≡ x′ (modm) =⇒ υπάρχει k ∈ Z : x− x′ = km

[y]m = [y′]m =⇒ y ≡ y′ (modm) =⇒ υπάρχει λ ∈ Z : y − y′ = λm

}
=⇒

(x+ y)− (x′ − y′) = (k + λ)m, k + λ ∈ Z
=⇒ [x+ y]m = [x′ + y′]m.

Ακόµη, η πρόσθεση έχει τις παρακάτω ιδιότητες:
(Α1) Είναι µεταθετική: Πράγµατι, για κάθε [x]m, [y]m ∈ Zm, έχουµε

[x]m + [y]m = [x+ y]m = [y + x]m = [y]m + [x]m.

(Α2) Είναι προσεταιριστική: Για κάθε [x]m, [y]m, [z]m ∈ Zm ισχύει

[x]m + ([y]m + [z]m) = [x]m + [y + z]m = [x+ (y + z)]m = [(x+ y) + z]m

= [x+ y]m + [z]m = ([x]m + [y]m) + [z]m.

(Α3) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η κλάση [0]m ∈ Zm:

[x]m + [0]m = [x+ 0]m = [x]m, για κάθε [x]m ∈ Zm.

(Α4) Κάθε [x]m ∈ Zm έχει αντίθετο, την κλάση [−x]m:

[x]m + [−x]m = [x+ (−x)]m = [0]m.

Οι ιδιότητες (Α1)–(Α4) καθιστούν το Ϲεύγος (Zm,+) αβελιανή/µεταθετική οµάδα.

Ορισµός 2.4.4. Ονοµάζουµε πολλαπλασιασµό στο Zm την πράξη

· : Zm × Zm −→ Zm : ([x]m, [y]m) 7−→ [x]m · [y]m := [xy]m.
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΄Οπως προηγουµένως, ο πολλαπλασιασµός στο Zm είναι καλά ορισµένος, δηλαδή αν
[x]m = [x′]m και [y]m = [y′]m, τότε [xy]m = [x′y′]m. Πράγµατι, από την ισότητα [x]m =

[x′]m προκύπτει ότι τα x και x′ διαιρούµενα µε m δίνουν το ίδιο υπόλοιπο υx. ΄Αρα,
x = km + υx και x′ = k′m + υx, µε k, k′ ∈ Z. Παρόµοια από την ισότητα [y]m = [y′]m
παίρνουµε ότι y = λm+ υy και y′ = λ′m+ υy. ΄Αρα

xy − x′y′ = (km+ υx)(λm+ υy)− (k′m+ υx)(λ′m+ υy)

= (kλm2 + kmυy + λmυx + υxυy)

− (k′λ′m2 + k′mυy + λ′mυx + υxυy)

=
(
(kλm+ kυy + λυx)− (k′λ′m+ k′υy + λ′υx)

)
m

άρα [xy]m = [x′y′]m.
Ακόµη, ο πολλαπλασιασµός έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

(Β1) Είναι µεταθετικός: Για κάθε [x]m, [y]m ∈ Zm, έχουµε

[x]m · [y]m = [xy]m = [yx]m = [y]m · [x]m.

(Β2) Είναι προσεταιριστικός: Για κάθε [x]m, [y]m, [z]m ∈ Zm είναι :

[x]m · ([y]m · [z]m) = [x]m · [yz]m = [x(yz)]m = [(xy)z]m

= [xy]m · [z]m = ([x]m · [y]m) · [z]m.

(Β3) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, η κλάση [1]m ∈ Zm:

[1]m · [x]m = [1x]m = [x]m, για κάθε [x]m ∈ Zm.

Τέλος, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι :

(Γ1) Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός στο Zm συνδέονται µε την επιµεριστική ιδιότητα:
Για κάθε [x]m, [y]m, [x]m ∈ Zm, ισχύει

[x]m · ([y]m + [z]m) = [x]m · [y + z]m = [x(y + z)]m = [xy + xz]m

= [xy]m + [xz]m = [x]m · [y]m + [x]m · [z]m.

Οι ιδιότητες (Α1)–(Α4) µαζί µε τις (Β1)–(Β3) και την (Γ1) καθιστούν την τριάδα (Zm,+, ·)
µεταθετικό δακτύλιο µε µονάδα.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο δακτύλιος (Zm,+, ·) είναι σώµα, δηλαδή κάθε µη µηδενικό

στοιχείο του έχει αντίστροφο, αν και µόνο αν ο m είναι πρώτος αριθµός.
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2.5 Σχέσεις διάταξης

Ορισµός 2.5.1. ΄Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Μια σχέση R ⊆ X × X λέγεται διάταξη, αν
είναι :

(∆1) ανακλαστική, δηλαδή για κάθε x ∈ X : xRx,

(∆2) αντισυµµετρική, δηλαδή xR y και y Rx =⇒ x = y, και

(∆3) µεταβατική, δηλαδή xR y και y R z =⇒ xR z.

Παραδείγµατα 2.5.2. (α) Η σχέση x 6 y στο R.
(ϐ) Η σχέση A ⊆ B στο P(X).
(γ) Η σχέση a | b στο N.

Στο προηγούµενο Παράδειγµα (α), παρατηρούµε ότι για κάθε Ϲεύγος αριθµών x, y ∈ R,
ισχύει x 6 y είτε y 6 x. Τα επόµενα δύο παραδείγµατα δεν έχουν αυτή την ιδιότητα.
Πράγµατι, στο (ϐ), αν το σύνολοX έχει δύο ή περισσότερα στοιχεία, τότε υπάρχουν a, b ∈ X
µε a 6= b. Σε αυτή την περίπτωση είναι {a}, {b} ∈ P(X), αλλά δεν ισχύει ούτε {a} ⊆ {b}
ούτε {b} ⊆ {a}. Στο (γ), έχουµε 5 ∈ N και 6 ∈ N αλλά δεν ισχύει ούτε 5 | 6, ούτε 6 | 5.

Ορισµός 2.5.3. Μια διάταξη R στο σύνολο X 6= ∅ λέγεται ολική αν
(Ο∆) για κάθε x, y ∈ X : xR y ή y Rx.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της διάταξης, οι σχέσεις < στο R και $ στο P(X) δεν εί-
ναι διατάξεις : δεν είναι ανακλαστικές. Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουµε ότι η υπόθεση
στην αντισυµµετρική ιδιότητα δεν ικανοποιείται ποτέ. Για να περιλάβουµε στη µελέτη µας
σχέσεις όπως αυτές, δίνουµε τον επόµενο ορισµό:

Ορισµός 2.5.4. ΄Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Μια σχέση S ⊆ X × X λέγεται αυστηρή
διάταξη, αν έχει τις επόµενες ιδιότητες:

(Α∆1) για κάθε x ∈ X : (x, x) /∈ S.

(Α∆2) (x, y) ∈ S ⇒ (y, x) /∈ S.

(Α∆3) xS y και y S z ⇒ xS z (µεταβατικότητα).

Συµβολίζουµε µε ∆X την διαγώνιο του X, δηλαδή το σύνολο

∆X = {(x, x) : x ∈ X}.

Τότε, για µια διάταξη R ισχύει πάντοτε ∆X ⊆ R, ενώ για µια αυστηρή διάταξη S ισχύει
S ∩∆X = ∅. Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στην επόµενη πρόταση:
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Πρόταση 2.5.5. ΄Εστω ένα σύνολο X 6= ∅. Τότε :

(i) Κάθε διάταξη R ⊆ X ×X ορίζει µια αυστηρή διάταξη, την S = R \∆X .

(ii) Κάθε αυστηρή διάταξη S ⊆ X ×X ορίζει µια διάταξη, την R = S ∪∆X .

Απόδειξη. (i) ΄Εστω R µια διάταξη στο X. Ορίζουµε την σχέση S = R \∆X , δηλαδή

xS y ⇐⇒ (x, y) ∈ R \∆X ⇐⇒ xR y και x 6= y.

Θα δείξουµε ότι η S είναι αυστηρή διάταξη. Πράγµατι :

(Α∆1) Για κάθε x ∈ X έχουµε (x, x) ∈ ∆X , άρα (x, x) /∈ R \∆X = S.

(Α∆2) Με άτοπο: ΄Εστω xS y και y S x. Τότε (xR y και x 6= y) και (y Rx και y 6= x).
∆ηλαδή, xR y και y Rx και x 6= y. Αλλά από την (∆2) της R, οι xR y και y Rx
δίνουν x = y, άτοπο.

(Α∆3) ΄Εστω xS y και y S z. Τότε (xR y και x 6= y) και (y R z και y 6= z). Από τις xR y και
y R z, λόγω της µεταβατικότητας της R, έχουµε xR z. Επίσης είναι x 6= z. Πράγµατι,
αν x = z, τότε (ϐλέπε τις δύο αρχικές υποθέσεις) xS y και y S x, άτοπο. ΄Αρα xR z
µε x 6= z, δηλαδή xS z.

(ii) Αντίστροφα, έστω S µια αυστηρή διάταξη στο X. Ορίζουµε την σχέση R = S ∪∆X ,
δηλαδή

xR y ⇐⇒ xS y ή x = y.

Θα δείξουµε ότι η R είναι διάταξη. Πράγµατι :

(∆1) Για κάθε x ∈ X, ισχύει (x, x) ∈ ∆X , άρα (x, x) ∈ S ∪ ∆X = R και η R είναι
ανακλαστική.

(∆2) ΄Εστω xR y και y Rx. Τότε

xR y και y Rx =⇒ (xS y ή x = y) και (y S x ή y = x)

=⇒ (xS y και y S x) ή x = y.

Η πρώτη συνθήκη δεν ικανοποιείται ποτέ, άρα x = y και η R είναι αντισυµµετρική.
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(∆3) ΄Εστω xR y και y R z. Τότε

xR y και y R z =⇒ (xS y ή x = y) και (y S z ή y = z)

=⇒ (xS y και y S z) ή (xS y και y = z)

ή (x = y και y S z) ή (x = y και y = z)

=⇒ xS z ή xS z ή xS z ή x = z

=⇒ (x, z) ∈ S ∪∆X = R,

και η R είναι µεταβατική.

Μία αυστηρή διάταξη S στο σύνολο X λέγεται τριχοτοµία, αν για κάθε x, y ∈ X ισχύει
ένα ακριβώς από τα παρακάτω:

xS y ή y S x ή x = y.

΄Ασκηση: Να ελεγχθεί αν ισχύει η ισοδυναµία: η διάταξη R είναι ολική εάν και µόνο εάν
η αντίστοιχη αυστηρή διάταξη S είναι τριχοτοµία.

Θα κλείσουµε αυτή την παράγραφο δίνοντας ένα παράδειγµα ολικής διάταξης στους
µιγαδικούς αριθµούς.

Παράδειγµα 2.5.6. ΄Εστω z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 ∈ C. Θεωρούµε την εξής σχέση:

z1 � z2 ⇐⇒ (x1 < x2) ή (x1 = x2 και y1 6 y2).

(∆1) Για κάθε z = x+iy, είναι x = x και y 6 y, άρα z � z και η σχέση είναι ανακλαστική.

(∆2) Για την αντισυµµετρία παρατηρούµε ότι :

z1 � z2 και z2 � z1 =⇒ [x1 < x2 ή (x1 = x2 και y1 6 y2)]

και [x2 < x1 ή (x1 = x2 και y2 6 y1)]

=⇒ [x1 < x2 και x2 < x1]

ή [x1 < x2 και (x1 = x2 και y2 6 y1)]

ή [(x1 = x2 και y1 6 y2) και x2 < x1]

ή [(x1 = x2 και y1 6 y2) και (x1 = x2 και y2 6 y1)]
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Οι τρεις πρώτες συνθήκες δεν ισχύουν ποτέ, άρα

z1 � z2 και z2 � z1 =⇒ (x1 = x2 και y1 6 y2) και (x1 = x2 και y2 6 y1)

=⇒ x1 = x2 και y1 6 y2 και y2 6 y1
=⇒ x1 = x2 και y1 = y2

=⇒ z1 = z2.

(∆3) Για την µεταβατικότητα παρατηρούµε ότι

z1 � z2 και z2 � z3 =⇒ [x1 < x2 ή (x1 = x2 και y1 6 y2)]

και [x2 < x3 ή (x2 = x3 και y2 6 y3)]

=⇒ [x1 < x2 και x2 < x3]

ή [x1 < x2 και (x2 = x3 και y2 6 y3)]

ή [(x1 = x2 και y1 6 y2) και x2 < x3]

ή [(x1 = x2 και y1 6 y2) και (x2 = x3 και y2 6 y3)]

Κάθε µία από τις τρεις πρώτες συνθήκες συνεπάγεται ότι x1 < x3 ενώ η τελευταία
συνεπάγεται ότι x1 = x3 και y1 6 y3. ΄Αρα

z1 � z2 και z2 � z3 =⇒ x1 < x3 ή (x1 = x3 και y1 6 y3)

=⇒ z1 � z3.

(Ο∆) Τέλος, η σχέση � είναι ολική διάταξη στο C: Θεωρούµε δύο τυχόντες z1 = x1 + iy1,
z2 = x2 + iy2 ∈ C. Για τα x1, x2 ∈ R ισχύει x1 < x2 ή x1 = x2 ή x2 < x1. Αν
x1 < x2, τότε z1 � z2. Αν x2 < x1, τότε z2 � z1. Αν x1 = x2, εξετάζουµε την σχέση
των y1 και y2: ϑα ισχύει y1 6 y2 είτε y2 6 y1. Στην πρώτη περίπτωση z1 � z2 ενώ
στην δεύτερη z2 � z1. ΄Αρα τελικά, για κάθε z1, z2 ∈ C, ισχύει είτε z1 � z2 είτε
z2 � z1.

Παρατήρηση. Αν z1 � z2 και z ∈ C τυχών, εύκολα ϐλέπει κανείς ότι z1 + z � z2 + z.
΄Οµως, αν z1 � z2 και 0 � z µε z 6= 0, δεν εξασφαλίζεται ότι z1z � z2z.

΄Ασκηση: (α) Βρείτε µια τριάδα µιγαδικών αριθµών z1, z2, z που ικανοποιούν τις z1 � z2
και 0 � z µε z 6= 0, αλλά δεν ισχύει z1z � z2z.

(ϐ) ∆είξτε ότι το C δεν µπορεί να εφοδιαστεί µε ολική διάταξη που να ικανοποιεί τα
αξιώµατα (Π10)-(Π13) των πραγµατικών αριθµών.
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2.6 Συναρτήσεις

Ορισµός 2.6.1. ΄Εστω A, B σύνολα. Μια διµελής σχέση R ⊆ A × B από το A στο B
λέγεται συνάρτηση ή απεικόνιση, αν ισχύει η επόµενη συνθήκη:

για κάθε a ∈ A υπάρχει µοναδικό b ∈ B : (a, b) ∈ R.

Ιδιαιτέρως για τις συναρτήσεις γράφουµε:

• f αντί R,

• f : A→ B αντί f ⊆ A×B,

• f(a) = b αντί (a, b) ∈ f .

Ο ορισµός της συνάρτησης απαιτεί κάθε σηµείο του A να συµµετέχει σε ένα ακριβώς
διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) της σχέσης, αλλά δεν ϐάζει κανένα περιορισµό στα στοιχεία του
B. Κάποια από αυτά µπορεί να εµφανίζονται σε περισσότερα διατεταγµένα Ϲεύγη και άλλα
να µην εµφανίζονται καθόλου.

Ορισµός 2.6.2. Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται ενεικόνιση (ή απλά ένα προς ένα)
(συµβ. 1-1) αν ισχύει η συνεπαγωγή

a1, a2 ∈ A µε a1 6= a2 =⇒ f(a1) 6= f(a2)

ή, ισοδύναµα, η συνεπαγωγή

a1, a2 ∈ A µε f(a1) = f(a2) =⇒ a1 = a2.

Μια απεικόνιση f : A→ B λέγεται επεικόνιση (ή απλά επί) αν

για κάθε b ∈ B υπάρχει a ∈ A : f(a) = b.

Μια απεικόνιση που είναι και 1-1 και επί λέγεται αµφιµονοσήµαντη.

΄Οπως για κάθε διµελή σχέση, έτσι και για µια απεικόνιση f : A → B υπάρχει η
αντίστροφη διµελής σχέση f−1 ⊆ B ×A.

Ορισµός 2.6.3. Μια απεικόνιση f : A → B λέγεται αντιστρέψιµη αν και η διµελής
σχέση f−1 ⊆ B ×A είναι απεικόνιση.

Ισχύει η επόµενη
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Πρόταση 2.6.4. Μια απεικόνιση f : A → B είναι αντιστρέψιµη εάν και µόνο εάν είναι

αµφιµονοσήµαντη.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τους Ορισµούς 2.6.1 και 2.6.3,

f αντιστρέψιµη⇐⇒ f−1 απεικόνιση

⇐⇒ για κάθε b ∈ B υπάρχει µοναδικό a ∈ A : (b, a) ∈ f−1

⇐⇒ f είναι αµφιµονοσήµαντη

Ορισµός 2.6.5. ΄Εστω f : A→ B µια απεικόνιση,X ⊆ A και Y ⊆ B. Ονοµάζουµε εικόνα
του X µέσω της f το σύνολο

f(X) = {f(x) : x ∈ X} ⊆ B

και αντίστροφη εικόνα του Y µέσω της f το σύνολο

f−1(Y ) = {x ∈ A : f(x) ∈ Y } ⊆ A.

Παρατήρηση 2.6.6. (α) Η αντίστροφη απεικόνιση f−1 : B → A υπάρχει µόνο αν η f είναι
αµφιµονοσήµαντη.

(ϐ) Η αντίστροφη εικόνα f−1(X) ενός συνόλου υπάρχει πάντοτε.

Παράδειγµα 2.6.7. Θεωρούµε τα σύνολα A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c, d} και την απει-
κόνιση f : A→ B µε

f(1) = f(2) = f(3) = a και f(4) = c.
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Η f δεν είναι ούτε 1-1 ούτε επί. ΄Οµως, υπάρχει η αντίστροφη εικόνα f−1(X), για κάθε
X ⊆ B. Για παράδειγµα,

f−1(∅) = ∅

f−1({b, c}) = {4}
f−1({a, c}) = f−1(B) = A

f−1({a}) = f−1({a, d}) = {1, 2, 3}

Η πρόταση που ακολουθεί είναι προφανής:

Πρόταση 2.6.8. ΄Εστω f : A→ B µια απεικόνιση. Ισχύουν τα επόµενα:

(i) Αν X1 ⊆ X2 ⊆ A, τότε f(X1) ⊆ f(X2) ⊆ B.

(ii) Αν Y1 ⊆ Y2 ⊆ B, τότε f−1(Y1) ⊆ F−1(Y2) ⊆ A.

(iii) Για κάθε X ⊆ A είναι

X ⊆ f−1(f(X)).

(iv) Για κάθε Y ⊆ B είναι

f(f−1(Y )) ⊆ Y.

(v) Αν X1, X2 ⊆ A, τότε

f(X1 ∪X2) = f(X1) ∪ f(X2)

f(X1 ∩X2) ⊆ f(X1) ∩ f(X2).

(vi) Αν Y1, Y2 ⊆ B, τότε

f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2)

f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2).

Ορισµός 2.6.9. ΄Εστω f : A→ B και g : C → D απεικονίσεις µε f(A) ⊆ C. Τότε ορίζεται
η απεικόνιση g ◦ f : A→ D µε

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), για κάθε x ∈ A,

που ονοµάζεται σύνθεση των f και g.

Η απόδειξη της επόµενης πρότασης είναι άµεση:
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Πρόταση 2.6.10. ΄Εστω f : A→ B, g : C → D και h : E → F απεικονίσεις µε f(A) ⊆ C
και g(C) ⊆ E. Τότε ορίζονται οι συνθέσεις

h ◦ (g ◦ f) : A −→ F

(h ◦ g) ◦ f : A −→ E

και είναι ίσες. ΄Αρα η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική.

Πρόταση 2.6.11. ΄Εστω f : A→ B και g : B → C δύο απεικονίσεις. Ισχύουν τα επόµενα:

(i) Αν οι f και g είναι 1-1, τότε η g ◦ f είναι 1-1.

(ii) Αν η g ◦ f είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

(iii) Αν οι f και g είναι επί, τότε η g ◦ f είναι επί.

(iv) Αν η g ◦ f είναι επί, τότε η g είναι επί.

Απόδειξη. (i) Υποθέτουµε ότι οι f και g είναι 1-1. Θα δείξουµε ότι η g ◦ f είναι 1-1. ΄Εστω
x1, x2 ∈ A µε g ◦ f(x1) = g ◦ g(x2). Τότε g(f(x1)) = g(f(x2)). Επειδή η g είναι 1-1,
f(x1) = f(x2) και επειδή η f είναι 1-1, x1 = x2.

(ii) Υποθέτουµε ότι η g ◦ f είναι 1-1 και ϑα δείξουµε ότι η f είναι 1-1. ΄Εστω x1, x2 ∈ A
µε f(x1) = f(x2). Εφαρµόζοντας την g στο στοιχείο f(x1) = f(x2) ∈ B παίρνουµε
g(f(x1)) = g(f(x2)). Επειδή η g ◦ f είναι 1-1, προκύπτει ότι x1 = x2.

(iii) Υποθέτουµε ότι οι f και g είναι επί. Θα δείξουµε ότι η g ◦ f είναι επί. Πράγµατι, έστω
z ∈ C. Επειδή η g είναι επί, υπάρχει y ∈ B µε g(y) = x. Επίσης, επειδή η f είναι επί,
υπάρχει x ∈ A µε f(x) = y. Τότε g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(y) = z.

(iv) Τέλος υποθέτουµε ότι η g ◦ f είναι επί και δείχνουµε ότι η g είναι επί : ΄Εστω z ∈ C.
Επειδή η g ◦ f είναι επί, υπάρχει x ∈ A µε g ◦ f(x) = g(f(x)) = z. Θέτοντας y = f(x),
έχουµε το Ϲητούµενο y ∈ B µε g(y) = z.

Για κάθε σύνολο A η διµελής σχέση της ισότητας που αντιστοιχεί στη διαγώνιο ∆A

(ϐλέπε Παράδειγµα 2.5.2 (α)) είναι µια απεικόνιση f : A→ A µε f(x) = x για κάθε x ∈ A,
που την ονοµάζουµε ταυτοτική απεικόνιση του συνόλου A και την συµβολίζουµε µε idA.
Παρατηρούµε ότι για κάθε f : A → B και κάθε g : C → A ισχύει f ◦ idA = f και
idA ◦ g = g.

Αν η f : A → B είναι αµφιµονοσήµαντη και f−1 : B → A είναι η αντίστροφή της,
προκύπτει αµέσως ότι

f−1 ◦ f = idA και f ◦ f−1 = idB .

΄Οπως ϕαίνεται από την επόµενη πρόταση, οι δύο προηγούµενες ισότητες είναι χαρακτηρι-
στικές της αντίστροφης απεικόνισης.
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Πρόταση 2.6.12. Μια απεικόνιση f : A → B είναι αµφιµονοσήµαντη αν και µόνο αν

υπάρχει µοναδική g : B → A µε g ◦ f = idA και f ◦ g = idB.

Απόδειξη. (=⇒ ) Αν η f είναι αµφιµονοσήµαντη, τότε υπάρχει η g = f−1 και ικανοποιεί
τις ανωτέρω ισότητες. Για το µονοσήµαντο : ΄Εστω ότι υπάρχουν g, h : B → A µε

g ◦ f = idA, f ◦ g = idB , h ◦ f = idA, f ◦ h = idB .

Τότε
g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h

δηλαδή g = h = f−1.
(⇐=) Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει µια g : B → A που ικανοποιεί τις δύο ισότητες.

Επειδή οι ταυτοτικές απεικονίσεις είναι 1-1 και επί, από την g ◦ f = idA προκύπτει ότι η
f είναι 1-1 και από την f ◦ g = idB ότι η f είναι επί.

Ορισµός 2.6.13. Λέµε ότι µια απεικόνιση f : A → B έχει αντίστροφη από αριστερά
αν υπάρχει µια g : B → A µε g ◦ f = idA. Μια τέτοια g λέγεται αριστερή αντίστροφη
της f .

Αντίστοιχα, λέµε ότι µια απεικόνιση f : A→ B έχει αντίστροφη από δεξιά αν υπάρχει
µια h : B → A µε f ◦ h = idB. Μια τέτοια h λέγεται δεξιά αντίστροφη της f .

Πρόταση 2.6.14. Μια f : A → B έχει αντίστροφη από αριστερά αν και µόνο αν η f είναι

1-1.

Απόδειξη. (=⇒ ) ΄Εστω ότι η g : B → A είναι αριστερή αντίστροφη της f . Τότε g ◦ f = idA.
Επειδή η idA είναι 1-1, η f είναι 1-1.

(⇐=) ΄Εστω ότι η f είναι 1-1. Σταθεροποιούµε ένα a0 ∈ A και ορίζουµε g : B → A ως
εξής: αν y ∈ f(A), υπάρχει ένα µοναδικό x ∈ A µε f(x) = y. Τότε ϑέτουµε g(y) = x. Αν
y /∈ f(A), ϑέτουµε g(y) = a0. Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ A έχουµε y = f(x) ∈ f(A),
άρα g ◦ f(x) = g(f(x)) = x, δηλαδή g ◦ f = idA.

Σηµείωση: Αν η f δεν είναι επί, η απεικόνιση g που κατασκευάζουµε στην προηγούµενη
πρόταση δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη, αλλά αλλάζει αν επιλεγεί άλλο a0.

Πρόταση 2.6.15. Μια απεικόνιση f : A → B έχει αντίστροφη από δεξιά αν και µόνο αν η

f είναι επί.

Απόδειξη. (=⇒ ) ΄Εστω ότι η h : B → A είναι δεξιά αντίστροφη της f . Τότε f ◦ h = idB.
Επειδή η idA είναι επί, η f είναι επί.
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(⇐=) ΄Εστω ότι η f είναι επί. Τότε για κάθε y ∈ B η αντίστροφη εικόνα f−1({y}) είναι
µη κενή. Για κάθε y ∈ B, επιλέγουµε ένα xy ∈ f−1({y}). Τότε f(xy) = y. Θέτουµε
h : B → A µε h(y) = xy, για κάθε y ∈ B, οπότε f(h(y)) = f(xy) = y, δηλαδή
f ◦ h = idB.

Σηµείωση: Αν η f δεν είναι 1-1, τότε η h που κατασκευάζουµε δεν είναι µονοσήµαντα
ορισµένη, αλλά αλλάζει αν αλλάξουµε την επιλογή των xy.

Πρόταση 2.6.16. ΄Εστω f : A → B µια απεικόνιση που έχει αριστερή αντίστροφη g και

δεξιά αντίστροφη h. Τότε η f είναι αντιστρέψιµη και g = h = f−1.

Απόδειξη. Από τις προηγούµενες δύο προτάσεις, αφού η f έχει και αριστερή και δεξιά
αντίστροφη, είναι 1-1 και επί, δηλαδή είναι αµφιµονοσήµαντη, άρα αντιστρέψιµη. Επειδή
g ◦ f = idA και f ◦ h = idB, παίρνουµε

g = g ◦ idB = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idA ◦ h = h

και η ισότητα µε την f−1 προκύπτει από την Πρόταση 2.6.15.

2.7 Ασκήσεις

Καρτεσιανό γινόµενο

1. Κάποιος σας προτείνει τον εξής ορισµό του διατεταγµένου Ϲεύγους :

(x, y) = {x, {y}}.

Τι λέτε ;

2. Εξετάστε αν ισχύουν οι ισότητες

(A \B)× C = (A× C) \ (B × C)

(A4B)× C = (A× C)4(B × C).

3. ∆ώστε παράδειγµα συνόλων A,B,C και D για τα οποία το (A × B) ∪ (C × D) είναι
γνήσιο υποσύνολο του (A ∪ C)× (B ∪D).

Σχέσεις

4. Ορίζουµε δύο σχέσεις ρ και σ στο N ως εξής :

(a, b) ∈ ρ αν και µόνο αν a | b (ο a είναι διαιρέτης του b)
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και
(a, b) ∈ σ αν και µόνο αν a2 | b (ο a2 είναι διαιρέτης του b).

Περιγράψτε µε ιδιότητες διαιρετότητας τις σχέσεις ρ ∪ σ, ρ ∩ σ, ρ \ σ, σ \ ρ.

5. Για καθεµιά από τις παρακάτω σχέσεις στο R εξετάστε αν είναι : (α) ανακλαστική, (ϐ)
συµµετρική, (γ) µεταβατική.

(i) x < y.

(ii) x > y.

(iii) |x− y| 6 1.

(iv) |x− y| 6 0.

(v) x− y ∈ Q.

(vi) x− y /∈ Q.

6. Θεωρούµε δύο ανακλαστικές σχέσεις ρ και σ στο X. ∆είξτε ότι οι σχέσεις ρ ∪ σ και
ρ ∩ σ είναι επίσης ανακλαστικές.

7. ΄Εστω ρ και σ δύο συµµετρικές σχέσεις στο σύνολο X. Εξετάστε αν οι σχέσεις ρ ∪ σ,
ρ ∩ σ και ρ \ σ είναι επίσης συµµετρικές.

8. Ορίζουµε µια σχέση σ στο N× N (δηλαδή, σ ⊆ (N× N)× (N× N)), ως εξής :

(m,n)σ (r, s) αν m+ s = r + n.

∆είξτε ότι η σ είναι σχέση ισοδυναµίας. Οι κλάσεις ισοδυναµίας αυτής της σχέσης αντι-
στοιχούν µε ϕυσιολογικό τρόπο στα στοιχεία ενός γνωστού συνόλου. Ποιό είναι αυτό ;

9. Ορίζουµε µια σχέση σ στο σύνολο B = {(x, y) ∈ Z× Z : y 6= 0} ως εξής :

(m,n)σ (r, s) αν m · s = n · r.

Εξετάστε αν η σ είναι σχέση ισοδυναµίας.

10. Το επιχείρηµα που ακολουθεί αποδεικνύει ότι αν µια σχέση ∼ είναι συµµετρική και
µεταβατική, τότε είναι και ανακλαστική. Εξετάστε αν είναι σωστό, και αν όχι, εξηγήστε ποιό
είναι το λάθος.

΄Εστω a ∼ b. Η∼ είναι συµµετρική, συνεπώς b ∼ a. Αφού η∼ είναι µεταβατική,
από τις a ∼ b και b ∼ a συµπεραίνουµε ότι a ∼ a. ΄Αρα, η ∼ είναι ανακλαστική.
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11. Να αποδειχθεί ότι µια σχέση ∼ σε ένα σύνολο X είναι σχέση ισοδυναµίας αν και µόνο
αν ισχύουν τα εξής : (α) η ∼ είναι συµµετρική και µεταβατική, και, (ϐ) για κάθε x ∈ X

υπάρχει y ∈ X ώστε x ∼ y.

12. Στο Z ϑεωρούµε τις σχέσεις ≡4 και ≡6. Ποιά είναι η σχέση ≡4 ∩ ≡6;

13. Πόσες διαφορετικές σχέσεις ισοδυναµίας µπορούµε να ορίσουµε στο σύνολο A =

{1, 2, 3, 4};

14. ΄Εστω ρ1 και ρ2 δύο σχέσεις ισοδυναµίας στο ίδιο σύνολοX. Υποθέτουµε ότι ρ1 ⊆ ρ2.
Αν ∆1 και ∆2 είναι οι διαµερίσεις του X που αντιστοιχούν στις ρ1,ρ2, υπάρχει κάποια
σχέση µεταξύ των ∆1 και ∆2;

15. ΄Εστω X το σύνολο των ανθρώπων και έστω σ η σχέση: xσy αν και µόνο οι x και
y έχουν τους ίδιους γονείς. Είναι η σ σχέση ισοδυναµίας· Αν ναι, ϐρείτε το σύνολο των
κλάσεων ισοδυναµίας, δηλαδή τη διαµέριση που ορίζει η σ στο X.

Αν η ϕράση ῾῾τους ίδιους γονείς᾿᾿ αντικατασταθεί από τη ϕράση ῾῾τουλάχιστον έναν κοινό
γονέα᾿᾿ είναι η σ σχέση ισοδυναµίας ;

16. ΄Εστω ρ µια διάταξη στο σύνολο X. ∆είξτε ότι η αντίστροφη σχέση ρ−1 είναι επίσης
διάταξη.

17. Στο σύνολο A = {{0}, {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3}} ορίζουµε σχέση ρ ως εξής : xρy αν
x ⊆ y. Εξετάστε αν η ρ είναι ολική διάταξη.

18. Ορίζουµε µια σχέση ρ στο N ως εξής :

(a, b) ∈ ρ αν a|b (ο a είναι διαιρέτης του b).

Είναι η ρ σχέση διάταξης ; Αν ναι, είναι ολική διάταξη ;

19. Ορίζουµε µια σχέση ρ στο X = {1, 2, 6, 30, 210} ως εξής :

(a, b) ∈ ρ αν a | b (ο a είναι διαιρέτης του b).

Είναι η ρ σχέση διάταξης ; Αν ναι, είναι ολική διάταξη ;

20. ΄Εστω ότι (A,R1) και (B,R2) είναι δύο ολικά διατεταγµένα σύνολα. Στο σύνολο A×B
ορίζουµε τη σχέση R ως εξής :

(a, b)R (c, d) ⇐⇒ aR1 c και bR2 d .

Ελέγξτε αν η R είναι διάταξη. Αν ναι, είναι ολική διάταξη ;
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21. Στο R2 ορίζουµε σχέση ρ ως εξής : (x1, y1)ρ (x2, y2) αν είτε y1 < y2 ή y1 = y2 και
x1 6 x2. Εξετάστε αν η ρ είναι ολική διάταξη.

22. ΄Εστω A ένα σύνολο µε µια σχέση ολικής διάταξης R και έστω B ένα σύνολο µε
µια σχέση ολικής διάταξης T . Η λεξικογραφική διάταξη L στο A × B ορίζεται ως εξής :
(a, b) L (c, d) αν: είτε aR c και a 6= c ή a = c και b T d. Ελέγξτε ότι η L είναι σχέση
διάταξης και εξετάστε αν είναι ολική διάταξη. Γιατί λέγεται η L λεξικογραφική διάταξη ;

Συναρτήσεις

23. Οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν πεδίο τιµών το R και πεδίο ορισµού κάποιο υποσύ-
νολο του R. Βρείτε σε κάθε περίπτωση ποιό είναι το µεγαλύτερο δυνατό πεδίο ορισµού:

h(x) = lnx, α(v) = −v, j(β) =
1

β2 − 1
, g(u) = ln(ln(cosu)).

24. Οι παρακάτω συναρτήσεις έχουν πεδίο τιµών το R και πεδίο ορισµού κάποιο υποσύ-
νολο του R. Βρείτε σε κάθε περίπτωση ποιό είναι το µεγαλύτερο δυνατό πεδίο ορισµού:

V (t) = ln(1− t2), y = ln(sin2 x), ρ =
√

(u− 1)(u− 2)(u− 3)(u− 4).

25. Προσδιορίστε την εικόνα για τις ακόλουθες συναρτήσεις f : R→ R:

(α) f(x) = x3.

(ϐ) f(x) = x− 4.

(γ) f(x) = ex + 3.

(δ) f(x) =

{
1/x αν x 6= 0

0 αν x = 0

26. Για κάθε µία από τις συναρτήσεις της ΄Ασκησης 25 εξετάστε αν (σαν συνάρτηση από το
R στο R) είναι : (α) 1− 1, (ϐ) επί, (γ) 1− 1 και επί.

27. Προσδιορίστε την εικόνα για τις ακόλουθες συναρτήσεις f, g : R→ R:

(α) f(x) = x2 + 2x+ 2, g(x) = x2 + cosx.

(ϐ) f(x) = |x|, g(x) = 1/x αν x 6= 0 και g(0) = 0.

(γ) f(x) = x2 + x− |x|2, g(x) = x16 + x.

28. Για καθεµιά από τις συναρτήσεις της ΄Ασκησης 27 εξετάστε αν (σαν συνάρτηση από το
R στο R) είναι : (α) 1− 1, (ϐ) επί, (γ) 1− 1 και επί.

29. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : Z→ Z που να είναι :
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(α) 1− 1 αλλά όχι επί.

(ϐ) επί αλλά όχι 1− 1.

(γ) 1− 1 και επί.

(δ) ούτε 1− 1 ούτε επί.

30. ΄Εστω S το σύνολο των δίσκων στο επίπεδο και έστω f : S → R η συνάρτηση που
ορίζεται ως εξής : f(x) =το εµβαδόν του x. Εξετάστε αν (α) η f είναι ένα προς ένα, (ϐ) η f
είναι επί.

31. ΄Εστω T το σύνολο των κύκλων µε κέντρο την αρχή των αξόνων στο επίπεδο και έστω
g : T → R+ η συνάρτηση που ορίζεται ως εξής : g(x) =το µήκος της περιφέρειας του x.
Εξετάστε αν (α) η g είναι ένα προς ένα, (ϐ) η g είναι επί.

32. Αν A = {1, 2} και B = {a, b, c}, πόσες διαφορετικές συναρτήσεις υπάρχουν από το A
στο B; Πόσες από το B στο A; Σε κάθε περίπτωση, πόσες από αυτές είναι 1− 1 και πόσες
από αυτές είναι επί ; Πόσες είναι 1− 1 και επί ;

33. ΄Εστω A ένα σύνολο µε m στοιχεία και B ένα σύνολο µε n στοιχεία (m,n ∈ N). Να
ϐρεθεί το πλήθος των συναρτήσεων από το A στο B.

34. Αν A = ∅ και B 6= ∅, δείξτε ότι υπάρχει ακριβώς µία συνάρτηση από το A στο B και
ότι δεν υπάρχει συνάρτηση από το B στο A. Υπάρχει συνάρτηση από το ∅ στο ∅;

35. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g και h : N→ N που ορίζονται ως εξής :

(α) f(n) = n+ 1.

(ϐ) g(n) = 2n.

(γ) h(n) =

{
0 αν ο n είναι άρτιος
1 αν ο n είναι περιττός

Προσδιορίστε τις συναρτήσεις f ◦ f , f ◦ g, g ◦ f , g ◦ h, h ◦ g και (f ◦ g) ◦ h.

36. ∆ίνονται συναρτήσεις f και g τέτοιες ώστε να ορίζεται η σύνθεση g ◦ f . ∆είξτε ότι :

(α) Αν η g ◦ f είναι επί, τότε η g είναι επί.

(ϐ) Αν η g ◦ f είναι 1− 1, τότε η f είναι 1− 1.

∆ώστε παραδείγµατα συναρτήσεων f και g που να δείχνουν ότι δεν ισχύουν οι αντίστροφες
συνεπαγωγές : µπορεί η g να είναι επί ενώ η g ◦ f όχι, µπορεί η f να είναι 1 − 1 αλλά η
g ◦ f όχι.

37. Αν οι f : A → B και g : B → C είναι 1 − 1 και επί, δείξτε ότι η g ◦ f : A → C είναι
1− 1 και επί.
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38. Αν f : A→ B είναι συνάρτηση, U, V ⊆ A και X,Y ⊆ B, δείξτε ότι :

(α) f(∅) = ∅, f−1(∅) = ∅, f−1(B) = A.

(ϐ) f(U ∩ V ) ⊆ f(U) ∩ f(V ).

(γ) Αν η f είναι 1− 1, τότε f(U ∩ V ) = f(U) ∩ f(V ).

(δ) f−1(X ∪ Y ) = f−1(X) ∪ f−1(Y ).

(ε) f−1(X ∩ Y ) = f−1(X) ∩ f−1(Y ).

(στ) f−1(B \X) = A \ f−1(X).

39. Για τις παρακάτω συναρτήσεις ελέγξτε αν υπάρχει δεξιό αντίστροφο ή/και αριστερό
αντίστροφο. Αν υπάρχει, ϐρείτε το.

(α) f : R→ R, f(x) = 4x+ 2.

(ϐ) g : R→ R+, g(x) = x2.

40. Για τις συναρτήσεις f και g της ΄Ασκησης 39 ϐρείτε τα σύνολα f([−1, 1]), f−1([0, 2]),
g([−3,−2]) και g−1([2, 4]).

41. Βρείτε το µεγαλύτερο υποσύνολο του R × R στο οποίο ορίζεται η συνάρτηση δύο
µεταβλητών

f(x, y) =
x2 + 3xy

(x− 1)y
.

42. Βρείτε την ένωση και την τοµή των παρακάτω οικογενειών συνόλων µε σύνολο δεικτών
A.

(α) A = {1, 2, 3, . . . , n}, Sa = [0, a+ 1].

(ϐ) A = N, Sa =
(
0, 1

n

)
= {x ∈ R | 0 < x < 1/n}.

43. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = (x+ 1)2.

(α) Σχεδιάστε το γράφηµα της f .

(ϐ) Προσδιορίστε τα σύνολα B = f(R), f−1([−1, 4]), f−1({−2}), f−1([−2, 0)).

(γ) Βρείτε δύο διαφορετικά δεξιά αντίστροφα της f : R→ f(R).

(δ) Βρείτε δύο υποσύνολα A1 και A2 του R τέτοια ώστε A1 ∪ A2 = R και οι συναρτήσεις
f |A1

, f |A2
να είναι ένα προς ένα. Βρείτε ένα αριστερό αντίστροφο της f |Ai

: Ai → R,
i = 1, 2.

44. Ορίζουµε τις παρακάτω διµελείς πράξεις στο Z:

(α) x ◦ y = x− y.
(ϐ) x ◦ y = |x− y|.
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(γ) x ◦ y = x+ y + xy.

(δ) x ◦ y = 1
2

(
x+ y + 1

2 ((−1)x+y + 1) + 1
)
.

Επαληθεύστε ότι είναι διµελείς πράξεις στο Z, δηλαδή συναρτήσεις από το Z×Z στο Z. Σε
κάθε περίπτωση, ελέγξτε αν η πράξη είναι µεταθετική και προσεταιριστική.

45. Μια ακολουθία συνόλων (An)n∈N λέγεται ϕθίνουσα αν για κάθε n ∈ N ισχύει

An+1 ⊆ An.

(α) Αποδείξτε ότι αν η (An)n∈N είναι ϕθίνουσα, τότε για κάθε k ∈ N ισχύει

∞⋂
n=0

An =

∞⋂
n=k

An.

(ϐ) Αποδείξτε ότι αν οι (An)n∈N, (Bn)n∈N είναι ϕθίνουσες, τότε

∞⋂
n=0

(An ∪Bn) =

( ∞⋂
n=0

An

)
∪

( ∞⋂
n=0

Bn

)
.

46. ΄Εστω f : X → Y και έστω (At)t∈T οικογένεια υποσυνόλων του X. Αποδείξτε ότι :

f

(⋃
t∈T

At

)
=
⋃
t∈T

f(At) και f

(⋂
t∈T

At

)
⊆
⋂
t∈T

f(At).

Αν η f είναι ένα προς ένα, δείξτε ότι

f

(⋂
t∈T

At

)
=
⋂
t∈T

f(At).



Κεφάλαιο 3

Φυσικοί και ακέραιοι αριθµοί

3.1 Απόδειξη µε επαγωγή

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να αποδείξουµε την ακόλουθη ταυτότητα.

Πρόταση 3.1.1. Το άθροισµα των ϕυσικών αριθµών από 1 έως n είναι ίσο µε 1
2n(n+ 1).

Είναι πολύ απλό να ελέγξουµε ότι η ισότητα ισχύει όταν n = 1. Το άθροισµα είναι ίσο
µε 1 και 1

21(1 + 1)) = 1.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η ισότητα ισχύει για κάποιον k > 1, δηλαδή

1 + 2 + · · ·+ k =
1

2
k(k + 1).

Τότε, προσθέτοντας τον k + 1 και στα δύο µέλη έχουµε

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
1

2
k(k + 1) + (k + 1) = (k + 1)

(k
2

+ 2
)

= (k + 1)
k + 2

2
=

1

2
(k + 1)(k + 2).

΄Αρα, η ισότητα αληθεύει και για τον k + 1.

Μοιάζει αρκετά λογικό να ϑεωρήσουµε ότι µε αυτόν τον τρόπο εξασφαλίζεται ότι η
ισότητα 1 + 2 + · · ·+n = 1

2n(n+ 1) για κάθε ϕυσικό αριθµό n. Το επιχείρηµα ϐασίζεται σε
αυτό που ϑα λέγαµε «και ούτω καθ΄ εξής». Εξασφαλίζουµε την αλήθεια της πρότασης για
n = 1 και το γενικό ϐήµα, το οποίο από την ισχύ της πρότασης για τον k εξασφαλίζει ότι η
πρόταση ισχύει για τον k+ 1. Εφαρµόζοντας το γενικό ϐήµα µε k = 1 εξασφαλίζουµε ότι η
πρόταση ισχύει για τον 2. Κατόπιν, εφαρµόζοντας το γενικό ϐήµα µε k = 2 εξασφαλίζουµε



50 · Φυσικοί και ακέραιοι αριθµοί

ότι η πρόταση ισχύει για τον k = 3. Αν ϑέλουµε να αποδείξουµε ότι η πρόταση ισχύει για
τον 2020 µπορούµε να επαναλάβουµε αυτή τη διαδικασία 2019 ϕορές. ΄Οσο µεγαλύτερος
είναι ο n τόσο περισσότερες είναι οι επαναλήψεις του γενικού ϐήµατος που απαιτούνται
για να ϕτάσουµε στον n και να ϐεβαιωθούµε ότι η πρόταση ισχύει γι΄ αυτόν. Το πρόβληµα
είναι ότι δεν είναι δυνατόν να καλύψουµε όλους τους ϕυσικούς αριθµούς, να αποδείξουµε
δηλαδή την ισότητα για όλους τους n, µε µια απόδειξη που να αποτελείται από πεπερασµένο
αριθµό ϐηµάτων.

Παρ΄ όλα αυτά, οι περισσότεροι ϑα συµφωνούσαν ότι η ταυτότητα της Πρότασης 3.1.1
ισχύει για κάθε n. Η λύση είναι να εφοδιάσουµε τον ίδιο τον ορισµό των ϕυσικών αριθ-
µών µε µια ιδιότητα που ϑα εµπεριέχει το «ούτω καθ΄ εξής» το οποίο µοιάζει να απαιτεί
νοµιµοποίηση ώστε να είναι αποδεκτές αποδείξεις αυτού του τύπου.

3.2 Οι ϕυσικοί αριθµοί

Στόχος µας είναι να περιγράψουµε το σύνολο των ϕυσικών αριθµών και αυτό δεν µπορούµε
να το κάνουµε καταγράφοντας, το ένα µετά το άλλο, όλα τα στοιχεία του. Η προσέγγιση που
ϑα ακολουθήσουµε είναι να προσπαθήσουµε να εκφράσουµε µε συνολοθεωρητικό τρόπο
την διαισθητική έννοια της απαρίθµησης. Αρχίζουµε µε το 1, ακολουθεί το 2, µετά είναι το
3, και συνεχίζουµε δίνοντας κάθε ϕορά ένα όνοµα στον επόµενο ϕυσικό αριθµό. Μπορούµε
δε να συνεχίσουµε αυτή τη διαδικασία, όσο ϑέλουµε. Αυτή η διαδικασία της απαρίθµησης
µπορεί να τυποποιηθεί αν ϑεωρήσουµε τον «επόµενο ϕυσικό αριθµό» ως µια συνάρτηση
στο σύνολο N των ϕυσικών αριθµών,

ε : N→ N,

µε κατάλληλες ιδιότητες που να περιγράφουν το ότι «ο ε(n) είναι ο επόµενος ϕυσικός από
τον n», δηλαδή ε(1) = 2, ε(2) = 3, κλπ. ∆ύο τέτοιες ιδιότητες είναι οι ακόλουθες:

• Η ε δεν είναι επεικόνιση επί του N, αφού 1 6= ε(n) για κάθε n ∈ N.

• Η ε είναι ενεικόνιση, δηλαδή, αν m 6= n τότε ε(m) 6= ε(n).

Προσθέτουµε όµως µια τρίτη, επιθυµητή ιδιότητα, η οποία ϑα µας επιτρέπει να αποδει-
κνύουµε προτάσεις όπως αυτή της προηγούµενης παραγράφου:

• Αν υποθέσουµε ότι κάποιο S ⊆ N έχει τις ιδιότητες
(α) 1 ∈ S και (ϐ) εάν n ∈ S τότε ε(n) ∈ S,

τότε S = N.
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∆ηλαδή, εάν ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών περιέχει το 1 και κάθε ϕορά που περιέχει κά-
ποιον n περιέχει και τον ε(n), τότε αυτό το σύνολο περιέχει όλους τους ϕυσικούς αριθµούς.

΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, για να προσεγγίσουµε αξιωµατικά την Αριθµητική αρκεί να
δεχτούµε (ή να απαιτήσουµε) την ύπαρξη ενός συνόλου που έχει αυτές τις τρεις ιδιότητες.
Αυτά είναι τα λεγόµενα αξιώµατα του Peano, ενός Ιταλού µαθηµατικού που ανέπτυξε αυτή
την προσέγγιση των ϕυσικών αριθµών στο τέλος του 19ου αιώνα.

Πριν διατυπώσουµε συστηµατικά τα αξιώµατα του Peano, ας σηµειώσουµε ότι για πρα-
κτικούς λόγους είναι προτιµότερο να συµπεριλάβουµε τον 0 στο σύνολο των ϕυσικών αριθ-
µών. Αν ϑέλουµε οι ϕυσικοί αριθµοί να εκφράζουν το πλήθος των στοιχείων των πεπερα-
σµένων συνόλων, τότε ο 0 είναι ο ϕυσικός αριθµός που εκφράζει το πλήθος των στοιχείων
του κενού συνόλου ∅. Αλλά και στην αριθµητική, ο αριθµός 0 είναι πολύ συχνά χρήσιµος.
Γι΄ αυτούς τους λόγους ξεκινάµε µε το 0 στο αξιωµατικό µας σύστηµα και χρησιµοποιούµε
το σύµβολο N0 για να δηλώσουµε το σύνολο των ϕυσικών αριθµών που περιέχει το 0.

Θεωρούµε λοιπόν ένα σύνολο N0 και µια συνάρτηση ε : N0 → N0 µε τις παρακάτω
ιδιότητες:

(Φ1) Η συνάρτηση ε δεν είναι επεικόνιση επί του N0: υπάρχει κάποιο στοιχείο 0 ∈ N0

τέτοιο ώστε, για κάθε n ∈ N0, ε(n) 6= 0.

(Φ2) Η συνάρτηση ε είναι ενεικόνιση: εάν m,n ∈ N0 και ε(m) = ε(n) τότε m = n.

(Φ3) Εάν S ⊆ N0 είναι ένα σύνολο τέτοιο ώστε 0 ∈ S και για κάθε n ∈ N0 ισχύει η
συνεπαγωγή

n ∈ S =⇒ ε(n) ∈ S,

τότε S = N0.

Αυτό που ϑα κάνουµε είναι να ϑεωρήσουµε την ύπαρξη ενός συνόλου µε αυτές τις
ιδιότητες ως ένα από τα αξιώµατα στα οποία ϑα ϐασιστούν τα Μαθηµατικά µας.

Αξίωµα ύπαρξης του συνόλου των ϕυσικών αριθµών. Υπάρχουν ένα σύνολο N0 και
µια συνάρτηση ε : N0 → N0 που ικανοποιούν τα αξιώµατα (Φ1), (Φ2) και (Φ3).

΄Οπως ϑα δούµε, από αυτά τα αξιώµατα µπορούµε να αποδείξουµε όλα τα αποτελέσµατα
της Αριθµητικής, να κατασκευάσουµε τους ακεραίους και, στο επόµενο κεφάλαιο, τους
ϱητούς και τους πραγµατικούς αριθµούς. Επίσης, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το αξίωµα
(Φ3), το οποίο λέγεται αρχή της επαγωγής, ϑα µας δώσει τη δυνατότητα της απόδειξης
προτάσεων µε επαγωγή. ΄Ενα πρώτο παράδειγµα µας δίνει η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.1. Εάν n ∈ N0, n 6= 0, τότε υπάρχει µοναδικό στοιχείο m του N0 τέτοιο ώστε

n = ε(m).
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Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

S = {n ∈ N0 | n = 0 ή n = ε(m) για κάποιο m ∈ N0}.

Αυτό το οποίο ϑέλουµε να δείξουµε είναι ότι S = N0. Παρατηρούµε ότι :

1. Από τον ορισµό του S έχουµε 0 ∈ S.

2. Εάν n ∈ S, τότε από τον ορισµό του S έχουµε ότι ε(n) ∈ S.

Συνεπώς, από το αξίωµα (Φ3), S = N0. Αυτό δείχνει ότι για κάθε n ∈ N0 \{0} υπάρχειm ∈
N0 τέτοιο ώστε n = ε(m). Τέλος, εφαρµόζοντας το αξίωµα (Φ2) παίρνουµε τη µοναδικότητα:
εάν n = ε(m) και n = ε(m′) για κάποιους m,m′ ∈ N0, τότε ε(m) = ε(m′) και από το (Φ2)
έχουµε ότι m = m′.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.2.1 το 0 είναι το µοναδικό στοιχείο του N0 το οποίο δεν
είναι επόµενο κάποιου άλλου στοιχείου του N0. Μπορούµε τώρα να ορίσουµε το σύνολο
N = N0 \ {0}. Ορίζουµε επίσης 1 := ε(0). Τότε, 1 ∈ N.

Η απόδειξη της Πρότασης 3.2.1 ακολούθησε τα εξής τα ϐήµατα: ορίσαµε κάποιο σύνολο
S ⊆ N0 και δείξαµε ότι :

1. 0 ∈ S,

2. εάν n ∈ S τότε ε(n) ∈ S.

Από το αξίωµα (Φ3) συµπεράναµε ότι S = N0.
΄Ολες οι επαγωγικές αποδείξεις έχουν αυτή τη δοµή. Κάθε ϕορά, το σύνολο S είναι της

µορφής
S = {n ∈ N0 | P (n)},

όπου P (n) είναι µια πρόταση που είναι αληθής ή ψευδής για κάθε n ∈ N0. Τότε, τα
ϐήµατα της απόδειξης είναι τα εξής:

(α) ∆είχνουµε ότι η πρόταση P (0) είναι αληθής.

(ϐ) ∆είχνουµε ότι εάν η πρόταση P (n) είναι αληθής τότε και η πρόταση P (ε(n)) είναι
αληθής.

Επικαλούµαστε τότε το αξίωµα (Φ3) για να συµπεράνουµε ότι η πρόταση P (n) είναι αληθής
για κάθε n ∈ N0. Αυτό που κάνουµε στην πράξη είναι να αιτιολογήσουµε τα ϐήµατα (α)
και (ϐ) και στη συνέχεια λέµε ότι «µε επαγωγή η P (n) αληθεύει για κάθε n». Η έκφραση
«µε επαγωγή» υποδηλώνει ότι επικαλούµαστε κάποιο αξίωµα, το αξίωµα της επαγωγής. Στο
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ϐήµα (ϐ) η απόδειξη της P (n) =⇒ P (ε(n)) ονοµάζεται επαγωγικό ϐήµα και η υπόθεση
ότι η P (n) είναι αληθής ονοµάζεται επαγωγική υπόθεση.

Η «απόδειξη» που περιγράψαµε για την Πρόταση 3.1.1 είχε ακριβώς αυτή τη δοµή, µε
µόνη διαφορά ότι ξεκινήσαµε από την πρόταση P (1) και όχι κάποια P (0). Η διαφορά
αυτή δεν είναι ουσιαστική: στη συνέχεια ϑα δούµε διάφορες παραλλαγές της «επαγωγικής
απόδειξης». Συνεπώς, τώρα πια, η απόδειξη της Πρότασης 3.1.1 που περιγράψαµε είναι
ένα τυπικό παράδειγµα απόδειξης µε επαγωγή.

3.2.1 Αναδροµικοί ορισµοί

Θέλουµε να ορίσουµε την πράξη της πρόσθεσης ϕυσικών αριθµών ξεκινώντας από την
συνάρτηση ε του επόµενου. Για κάθε m ∈ N0 ϑέτουµε

m+ 0 = m

και στη συνέχεια ορίζουµε τον m+ ε(n) χρησιµοποιώντας τον m+ n και ϑέτοντας

m+ ε(n) = ε(m+ n).

Το επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα εξασφαλίζει ότι µπορούµε όντως να ορίζουµε συναρτήσεις
χρησιµοποιώντας µια τέτοια αναδροµική διαδικασία.

Θεώρηµα 3.2.2 (ϑεώρηµα αναδροµής). ΄Εστω X ένα σύνολο, f : X → X µια συνάρτηση

και c ∈ X. Τότε, υπάρχει µοναδική συνάρτηση ϕ : N0 → X τέτοια ώστε

(α) ϕ(0) = c,

(ϐ) ϕ(ε(n)) = f(ϕ(n)) για κάθε n ∈ N0.

Απόδειξη. Μια συνάρτηση ϕ : N0 → X είναι ένα υποσύνολο ϕ ⊆ N0 × X µε τις εξής
ιδιότητες:

(i) Για κάθε n ∈ N0 υπάρχει x ∈ X τέτοιο ώστε (n, x) ∈ ϕ,

(ii) Εάν (n, x) ∈ ϕ και (n, y) ∈ ϕ τότε x = y.

Συνεπώς, για να ϐρούµε µια συνάρτηση ϕ που να ικανοποιεί τις απαιτήσεις του ϑεωρήµα-
τος, πρέπει να προσδιορίσουµε ϕ ⊆ N0 × X µε αυτές τις ιδιότητες, το οποίο επίπλέον να
ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(α) (0, c) ∈ ϕ,

(ϐ) Εάν (n, x) ∈ ϕ τότε (ε(n), f(x)) ∈ ϕ.
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΄Ενα υποσύνολο του N0 × X που ικανοποιεί τα (α) και (ϐ) είναι το ίδιο το N0 × X. Αυτό
που ϑα δείξουµε είναι ότι η τοµή όλων των U ⊆ N0 × X που ικανοποιούν τα (α) και (ϐ)
ικανοποιεί επίσης τα (i) και (ii), άρα είναι η Ϲητούµενη συνάρτηση.

Θεωρούµε το σύνολο T όλων των U ⊆ N0 ×X που έχουν τις ιδιότητες

(0, c) ∈ U

και
(n, x) ∈ U =⇒ (ε(n), f(x)) ∈ U.

΄Εχουµε T 6= ∅, διότι N0 ×X ∈ T . Ορίζουµε

ϕ =
⋂
T .

Εύκολα ελέγχουµε ότι το σύνολο ϕ ικανοποιεί τα (α) και (ϐ). Μάλιστα, είναι το µικρότερο
σύνολο που ικανοποιεί αυτές τις ιδιότητες. Μένει να δείξουµε ότι οι (i) και (ii) ισχύουν για
το ϕ, δηλαδή ότι το σύνολο ϕ είναι συνάρτηση.

Θεωρούµε το σύνολο

S = {n ∈ N0 | υπάρχει x ∈ X ώστε (n, x) ∈ ϕ}.

Από το (α) έχουµε 0 ∈ S, και από το (ϐ) έχουµε ότι εάν n ∈ S τότε ε(n) ∈ S. Επαγωγικά,
συµπεραίνουµε ότι S = N0, άρα η (i) ικανοποιείται από το ϕ.

Θεωρούµε τώρα το σύνολο

M = {n ∈ N0 | υπάρχει µόνο ένα x ∈ X ώστε (n, x) ∈ ϕ}.

Γνωρίζουµε ότι (0, c) ∈ ϕ. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει d 6= c τέτοιο ώστε (0, d) ∈ ϕ. Τότε,
ορίζουµε ϕ1 = ϕ \ {(0, d)}. Παρατηρούµε ότι το ϕ1 ικανοποιεί το (α) διότι (0, c) ∈ ϕ1.
Επίσης, εάν (n, x) ∈ ϕ1 τότε (ε(n), f(x)) ∈ ϕ και (ε(n), f(x)) 6= (0, d) διότι ε(n) 6= 0,
άρα (ε(n), f(x)) ∈ ϕ1. Αυτό αποδεικνύει ότι το ϕ1 ικανοποιεί και το (ϐ). ΄Οµως, το ϕ1

είναι γνήσιο υποσύνολο του ϕ, άρα έχουµε καταλήξει σε άτοπο. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι
0 ∈M .

Για το επαγωγικό ϐήµα, υποθέτουµε ότι n ∈M , δηλαδή υπάρχει µοναδικό x ∈ X τέτοιο
ώστε (n, x) ∈ ϕ. Γνωρίζουµε ότι (ε(n), f(x)) ∈ ϕ και για να δείξουµε ότι ε(n) ∈ M αρκεί
να δείξουµε ότι δεν υπάρχει y 6= f(x) στο X τέτοιο ώστε (ε(n), y) ∈ ϕ. Εάν υποθέσουµε
ότι υπάρχει τέτοιο (ε(n), y) ∈ ϕ, ϑεωρούµε το ϕ2 = ϕ\{(ε(n), y)}. Παρατηρούµε ότι το ϕ2

ικανοποιεί το (α) διότι (0, c) ∈ ϕ και (0, c) 6= (ε(n), y). Για να δείξουµε ότι το ϕ2 ικανοποιεί
το (ϐ) πρέπει να ελέγξουµε ότι η συνεπαγωγή

(m, z) ∈ ϕ2 =⇒ (ε(m), f(z)) ∈ ϕ2
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ισχύει για κάθεm ∈ N0. Γιαm = n αυτό ισχύει, διότι υπάρχει µοναδικό x ∈ X τέτοιο ώστε
(n, x) ∈ ϕ και γι΄ αυτό το x έχουµε (ε(n), f(x)) ∈ ϕ και δεν ισχύει (ε(n), f(x)) = (ε(n), y)

διότι y 6= f(x). Για m 6= n έχουµε (ε(m), f(z)) ∈ ϕ και ε(m) 6= ε(n), άρα (ε(m), f(x)) 6=
(ε(n), y), άρα (ε(m), f(z)) ∈ ϕ2. Είδαµε ότι, σε όλες τις περιπτώσεις, το ϕ2 ικανοποιεί το
(ϐ), και αφού το ϕ2 είναι γνήσιο υποσύνολο του ϕ έχουµε καταλήξει σε άτοπο. Επαγωγικά,
συµπεραίνουµε ότι M = N0, άρα το σύνολο ϕ ικανοποιεί και το (ii).

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα αναδροµής µπορούµε να δώσουµε τους παρακάτω ορι-
σµούς :

Πρόσθεση: Για κάθε m ∈ N0 ορίζουµε αναδροµικά συνάρτηση ϕm : N0 → N0 µε

ϕm(0) = m και ϕm(ε(n)) = ε(ϕm(n)).

Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα αναδροµής µε X = N0, c = m και
f = ε. Τέλος, ορίζουµε

m+ n := ϕm(n).

Πολλαπλασιασµός: Για κάθε m ∈ N0 ορίζουµε αναδροµικά συνάρτηση µm : N0 →
N0 µε

µm(0) = 0 και µm(ε(n)) = µm(n) +m.

Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα αναδροµής µε X = N0, c = 0 και
f(r) = r +m. Τέλος, ορίζουµε

mn := µm(n).

∆υνάµεις: Για κάθε m ∈ N ορίζουµε αναδροµικά συνάρτηση πm : N0 → N µε

πm(0) = 1 και πm(ε(n)) = πm(n)m.

Σε αυτή την περίπτωση εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα αναδροµής µε X = N, c = 1 και
f(r) = rm. Τέλος, ορίζουµε

mn := πm(n).

Επαναλαµβανόµενη σύνθεση: Για κάθε συνάρτηση g : A→ A ορίζουµε

g0(x) = x

gε(n)(x) = g(gn(x))

για κάθε x ∈ A. Εδώ X = AA, το σύνολο των συναρτήσεων από το A στο A, c = idA
και F : AA → AA η συνάρτηση µε F (h) = g ◦ h, για κάθε h ∈ AA.
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3.2.2 Κανόνες της Αριθµητικής

Στόχος µας σε αυτή την ενότητα είναι να αποδείξουµε ότι οι πράξεις της πρόσθεσης και του
πολλαπλασιασµού, όπως έχουν οριστεί, ικανοποιούν τους γνωστούς κανόνες της αριθµητι-
κής. Το ϐασικό εργαλείο µας ϑα είναι η επαγωγή.

Γνωρίζουµε, από τον ορισµό, ότι η πρόσθεση έχει τις ιδιότητες

(Π1) m+ 0 = m,

(Π2) m+ ε(n) = ε(m+ n),

και ο πολλαπλασιασµός έχει τις ιδιότητες

(Γ1) m0 = 0,

(Γ2) mε(n) = mn+m.

Από τις (Π1) και (Π2) ϐλέπουµε ότι

m+ ε(0) = ε(m+ 0) = ε(m).

Συµβολίζουµε το ε(0) µε 1, συνεπώς µπορούµε να γράφουµε ε(m) = m+ 1.

Λήµµα 3.2.3. Για κάθε m ∈ N0 ισχύουν τα ακόλουθα:

1. 0 +m = m.

2. 1 +m = ε(m).

3. 0m = 0.

4. 1m = m.

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς m. Ενδεικτικά, δίνουµε το επιχείρηµα για το πρώτο.
Θεωρούµε το σύνολο

S = {m ∈ N0 | 0 +m = m}.

Από την (Π1) έχουµε 0 ∈ S. Εάν m ∈ S τότε 0 + m = m, άρα από την (Π2) έχουµε
0 + ε(m) = ε(0 + m) = ε(m), δηλαδή ε(m) ∈ S. Από το (Φ3) συµπεραίνουµε ότι
S = N0.

Θεώρηµα 3.2.4. Για κάθε m,n, p ∈ N0 ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Προσεταιριστική ιδιότητα της πρόσθεσης:

(m+ n) + p = m+ (n+ p).
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2. Μεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης:

m+ n = n+m.

3. Προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού :

(mn)p = m(np).

4. Μεταθετική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού :

mn = nm.

5. Επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση :

m(n+ p) = mn+mp.

Απόδειξη. Η προσεταιριστική ιδιότητα της πρόσθεσης αποδεικνύεται µε επαγωγή ως προς
p. Σταθεροποιούµε τους m,n ∈ N0 και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {p ∈ N0 | (m+ n) + p = m+ (n+ p)}.

Παρατηρούµε ότι

(m+ n) + 0 = m+ n από την (Π1)

= m+ (n+ 0) από την (Π1)

Συνεπώς, 0 ∈ S.
Υποθέτουµε τώρα ότι p ∈ S, δηλαδή

(3.2.1) (m+ n) + p = m+ (n+ p).

Χρησιµοποιώντας τρεις ϕορές την (Π2) ϐλέπουµε ότι

(m+ n) + ε(p) = ε((m+ n) + p) από την (Π2)

= ε(m+ (n+ p)) από την Επαγωγική Υπόθεση (3.2.1)

= m+ ε(n+ p) από την (Π2)

= m+ (n+ ε(p)) από την (Π2)

άρα ε(p) ∈ S. Επαγωγικά, συµπεραίνουµε ότι S = N0.
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Η µεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης αποδεικνύεται µε επαγωγή ως προς n. Σταθερο-
ποιούµε τον m ∈ N0 και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {n ∈ N0 | m+ n = n+m}.

Από το Λήµµα 3.2.3 (1) έχουµε ότι 0 ∈ S. Εάν n ∈ S, τότε

(3.2.2) m+ n = n+m,

και

m+ ε(n) = ε(m+ n) από την (Π2)

= ε(n+m) από την Επαγωγική Υπόθεση (3.2.2)

= n+ ε(m) από την (Π2)

= n+ (1 +m) από το Λήµµα 3.2.3 (2)

= (n+ 1) +m από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= ε(n) +m,

άρα ε(n) ∈ S. Επαγωγικά, συµπεραίνουµε ότι S = N0.

Αποδεικνύουµε τώρα την επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την
πρόσθεση, χρησιµοποιώντας επαγωγή ως προς p. Σταθεροποιούµε τους m,n ∈ N0 και
ϑεωρούµε το σύνολο

S = {p ∈ N0 | m(n+ p) = mn+mp}.

Τότε,

m(n+ 0) = mn από την (Π1)

= mn+ 0 από την (Π1)

= mn+m0 από την (Γ1)

άρα 0 ∈ S. Εάν p ∈ S, τότε

(3.2.3) m(n+ p) = mn+mp,
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άρα

m(n+ ε(p)) = mε(n+ p) από την (Π2)

= m(n+ p) +m από την (Γ2)

= (mn+mp) +m από την Επαγωγική Υπόθεση (3.2.3)

= mn+ (mp+m) από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= mn+mε(p) από την (Γ2)

και αυτό αποδεικνύει ότι ε(p) ∈ S. Επαγωγικά, συµπεραίνουµε ότι S = N0.

Παραλείπουµε την απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας του πολλαπλασιασµού, η
οποία είναι παρόµοια µε τις προηγούµενες, και αποδεικνύουµε την µεταθετική ιδιότητα
του πολλαπλασιασµού µε επαγωγή ως προς n. Θεωρούµε το σύνολο

S = {n ∈ N0 | mn = nm, για κάθε m ∈ N0}.

Από το Λήµµα 3.2.3 (3) έχουµε ότι 0 ∈ S. Εάν n ∈ S τότε, για κάθε m ∈ N0,

(3.2.4) mn = nm,

και έχουµε

mε(n) = mn+m από την (Γ2)

= nm+m από την (3.2.4).

Αυτό που πρέπει να δείξουµε είναι ότι nm+m = ε(n)m. Θα χρησιµοποιήσουµε µία ακόµη
επαγωγή, αυτή τη ϕορά ως προς m. Σταθεροποιούµε το n και ϑεωρούµε το σύνολο

M = {m ∈ N0 | nm+m = ε(n)m}.

Παρατηρήστε ότι 0 ∈M . Εάν m ∈M τότε

(3.2.5) nm+m = ε(n)m
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και

nε(m) + ε(m) = n(m+ 1) + (m+ 1)

= (nm+ n) + (m+ 1) από την Επαγωγική Υπόθεση (3.2.5)

= nm+ (n+ (m+ 1)) από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= nm+ ((n+m) + 1) από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= nm+ ((m+ n) + 1) από το Θεώρηµα 3.2.4 (2)

= nm+ (m+ (n+ 1)) από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= (nm+m) + (n+ 1) από το Θεώρηµα 3.2.4 (1)

= ε(n)m+ ε(n) από την Επαγωγική Υπόθεση (3.2.5)

= ε(n)ε(m) από την (Γ2),

άρα ε(m) ∈ M . Επαγωγικά, συµπεραίνουµε ότι M = N0. Επιστρέφοντας στην προη-
γούµενη επαγωγή, έχουµε τώρα ότι ε(n) ∈ S, άρα τελικά S = N0 και η απόδειξη της
µεταθετικής ιδιότητας του πολλαπλασιασµού είναι πλήρης.

΄Εχοντας στη διάθεσή µας το Θεώρηµα 3.2.4 µπορούµε πλέον να εφαρµόζουµε ελεύθερα
τους κανόνες της αριθµητικής. Αντικαθιστούµε τον ε(n) µε n+ 1 και γράφουµε το αξίωµα
(Φ3) της επαγωγής στη συνηθισµένη του µορφή:

Εάν το S ⊆ N0 είναι τέτοιο ώστε 0 ∈ S και (n ∈ S =⇒ n + 1 ∈ S), τότε
S = N0.

Το αξίωµα (Φ2) παίρνει τη µορφή

m+ 1 = n+ 1 =⇒ m = n,

και επαγωγικά µπορούµε να επεκτείνουµε αυτή την πρόταση ως εξής.

Πρόταση 3.2.5. Για κάθε m,n, q ∈ N0 ισχύουν τα ακόλουθα:

1. m+ q = n+ q =⇒ m = n.

2. Εάν q 6= 0 και mq = nq τότε m = n.

Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισµό χρησιµοποιούµε επαγωγή ως προς q. Θεωρούµε το
σύνολο

S = {q ∈ N0 | για κάθε m,n ∈ N0, ισχύει η συνεπαγωγή : m+ q = n+ q =⇒ m = n}.
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Παρατηρούµε ότι 0 ∈ S. Εάν q ∈ S, υποθέτουµε ότι, για κάποια m,n ∈ N0, ισχύει

(m+ (q + 1) = n+ (q + 1)

και από το Θεώρηµα 3.2.4 έχουµε

(m+ q) + 1 = (n+ q) + 1,

οπότε το αξίωµα (Φ2) µας δίνει
m+ q = n+ q,

και από την υπόθεση ότι q ∈ S συµπεραίνουµε ότι

m = n.

΄Αρα, q + 1 ∈ S και επαγωγικά συµπεραίνουµε ότι S = N0.
Για τον δεύτερο ισχυρισµό χρησιµοποιούµε επαγωγή ως προς m. Θεωρούµε το σύνολο

S = {m ∈ N0 | για κάθε n ∈ N0, q ∈ N, ισχύει η συνεπαγωγή : mq = nq =⇒ m = n}.

Για να δείξουµε ότι 0 ∈ S, υποθέτουµε ότι για κάποιους n, q ∈ N0 µε q 6= 0 ισχύει

nq = 0q = 0.

΄Εχουµε q = p + 1 για κάποιον p ∈ N0. Εάν n 6= 0 τότε έχουµε επίσης n = r + 1 για
κάποιον r ∈ N0, άρα nq = (pr+ p+ r) + 1 6= 0, άτοπο. Συνεπώς, n = 0. ΄Επεται ότι 0 ∈ S.

΄Εστω τώρα ότι m ∈ S και ότι, για για κάποιους n, q ∈ N0 µε q 6= 0, ισχύει

(m+ 1)q = nq.

΄Οπως πριν, ϐλέπουµε ότι n 6= 0 άρα n = r+ 1 για κάποιον r ∈ N0. Τότε, mq+ q = rq+ q.
Από τον πρώτο ισχυρισµό της πρότασης έχουµε ότι mq = rq, και από την επαγωγική
υπόθεση παίρνουµε m = r. Συνεπώς, m + 1 = r + 1 = n. Αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη.

Αφαίρεση. Μπορούµε τώρα να συζητήσουµε την πράξη της αφαίρεσης. Εάν p = r + q τότε
από την Πρόταση 3.2.5 (1) ο r προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τους p και q, µπορούµε
λοιπόν να τον συµβολίζουµε µε

p− q.

Για κάθε m,n ∈ N0 ορίζουµε

m > n αν και µόνο αν υπάρχει r ∈ N0 : m = r + n.

Για δεδοµένους m,n ∈ N0, η διαφορά m − n ορίζεται µόνο όταν m > n. Εύκολα επαλη-
ϑεύουµε τους παρακάτω κανόνες για την αφαίρεση:
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(α) Εάν m > n > r τότε m− (n− r) = (m− n) + r.

(ϐ) Εάν n > r τότε m+ (n− r) = (m+ n)− r.

(γ) Εάν n > r τότε m(n− r) = mn−mr.

Για παράδειγµα, αποδεικνύουµε το (γ): ΄Εχουµε n > r, άρα µπορούµε να γράψουµε
n = s+ r όπου s = n− r. Τότε,

mn = m(s+ r) = ms+mr,

και από τον ορισµό της διαφοράς παίρνουµε

mn−mr = ms = m(n− r).

∆ιαίρεση. Μπορούµε επίσης να συζητήσουµε την πράξη της διαίρεσης: Στην περίπτωση
που m = rn για κάποιον n ∈ N, συµβολίζουµε τον r µε m/n.

3.2.3 ∆ιάταξη των ϕυσικών αριθµών

Στην προηγούµενη ενότητα ορίσαµε την σχέση > στο N0:

m > n ⇐⇒ υπάρχει r ∈ N0 ώστε m = r + n.

Ορίζουµε τώρα την αντίστροφη σχέση 6:

m 6 n ⇐⇒ n > m,

καθώς και τις > και <:

m > n⇐⇒ m > n και m 6= n,

m < n⇐⇒ n > m.

Θα δείξουµε ότι οι σχέσεις > και 6 είναι σχέσεις διάταξης, οπότε οι > και < είναι οι
αντίστοιχες αυστηρές διατάξεις. Ξεκινάµε από την >. Είναι ϕανερό ότι αυτή είναι ανα-
κλαστική αφού m = 0 + m για κάθε m ∈ N0. ∆είχνουµε τώρα ότι είναι µεταβατική και
αντισυµµετρική.

Πρόταση 3.2.6. Για κάθε m,n, p ∈ N0 ισχύει ότι : εάν m > n και n > p τότε m > p.

Απόδειξη. Υπάρχουν r και s στο N0 τέτοιοι ώστε m = r + n και n = s+ p. Τότε,

m = r + (s+ p) = (r + s) + p,

συνεπώς m > p.
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Πρόταση 3.2.7. Για κάθε m,n ∈ N0 ισχύει ότι : εάν m > n και n > m τότε m = n.

Απόδειξη. Υπάρχουν r, t ∈ N0 τέτοιοι ώστε m = r + n και n = t+m, άρα m = r + t+m.
Από την Πρόταση 3.2.5 (1) έπεται ότι r + t = 0. Εάν t 6= 0 τότε t = q + 1 για κάποιον
q ∈ N0, άρα 0 = (r + q) + 1, το οποίο είναι άτοπο από το αξίωµα (Φ1). Συνεπώς, t = 0 και
έχουµε n = m.

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι η > συµπεριφέρεται καλά ως προς τις πράξεις της
πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού στο N0.

Πρόταση 3.2.8. Για κάθε m,n, p, q ∈ N0 ισχύουν τα ακόλουθα:

1. Εάν m > n και p > q τότε m+ p > n+ q.

2. Εάν m > n και p > q τότε mp > nq.

Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι υπάρχουν r, s ∈ N0 τέτοιοι ώστε m =

r+n και p = s+q, οπότε παίρνουµεm+p = (r+s)+(n+q) και έτσι έχουµεm+p > n+q.
Για τον δεύτερο ισχυρισµό, µε τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι mp = nq+ (rs+ ns+ rq), άρα
mp > nq.

Ο 0 είναι το µικρότερο στοιχείο του N0, µε την ακόλουθη έννοια :

Λήµµα 3.2.9. Εάν m ∈ N0 τότε m > 0.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι m = m+ 0.

Ο 1 είναι το αµέσως επόµενο µικρότερο στοιχείο του N0:

Λήµµα 3.2.10. Εάν m ∈ N0 και m > 0 τότε m > 1.

Απόδειξη. Εάν m 6= 0 τότε m = q + 1 για κάποιον q ∈ N0, άρα m > 1.

Γενικότερα, ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.2.11. Εάν m,n ∈ N0 και m > n τότε m > n+ 1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε m = r + n για κάποιον r ∈ N0 και r 6= 0 από την υπόθεση ότι
m > n (άρα m 6= n). Συνεπώς, r = q + 1 για κάποιον q ∈ N0, απ΄ όπου παίρνουµε ότι
m = q + (n+ 1) και συνεπώς m > n+ 1.

Μπορούµε τώρα να δείξουµε ότι η > είναι ολική διάταξη.

Πρόταση 3.2.12. Η σχέση > είναι ολική διάταξη στο N0.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι η > είναι ανακλαστική, µεταβατική και αντισυµµε-
τρική. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι για κάθεm,n ∈ N0 ισχύει µία από τιςm > n ή n > m
ή και οι δύο.

Σταθεροποιούµε το m ∈ N0, ϑεωρούµε το σύνολο

S(m) = {n ∈ N0 | m > n ή n > m}

και δείχνουµε ότι S(m) = N0: Από τηνm > 0 ϐλέπουµε άµέσως ότι 0 ∈ S(m). Υποθέτουµε
τώρα ότι n ∈ S(m). Τότε είτε m > n είτε n > m. Εάν n > m τότε n+ 1 > m, Εάν m > n

τότε είτεm = n και έχουµε n+1 > m, είτεm > n οπότεm > n+1 από την Πρόταση 3.2.11.
Σε κάθε περίπτωση, n+ 1 ∈ S(m) και επαγωγικά συµπεραίνουµε ότι S(m) = N0.

΄Επεται ότι η σχέση > είναι αυστηρή διάταξη και ικανοποιεί την τριχοτοµία :

Για κάθε m,n ∈ N0 αληθεύει ακριβώς µία από τις m > n ή m = n ή n > m.

Τέλος, αποδεικνύουµε το εξής.

Πρόταση 3.2.13. Για κάθε m,n, q ∈ N0 ισχύουν τα ακόλουθα:

1. m+ q > n+ q =⇒ m > n.

2. Εάν q 6= 0 και mq > nq τότε m > n.

Απόδειξη. Για τον πρώτο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι εάν δεν ισχύει η m > n τότε από την
τριχοτοµία έχουµεm > n. ΄Οµως τότε, από την Πρόταση 3.2.8 έχουµε ότιm+q 6 n+q για
κάθε q ∈ N0, το οποίο αντιφάσκει προς την υπόθεση. Ο δεύτερος ισχυρισµός αποδεικνύεται
µε παρόµοιο τρόπο.

Ανάλογη πρόταση ισχύει, και αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο, εάν αντικαταστήσουµε
την σχέση > µε την σχέση >.

3.2.4 Παραλλαγές της επαγωγής

Πολύ χρήσιµες είναι οι ακόλουθες παραλλαγές της αρχής της επαγωγής:

(i) ΄Εστω m ∈ N0 και έστω S ⊆ N0 µε τις εξής ιδιότητες: (α) m ∈ S και (ϐ) για κάθε
n > m που ανήκει στο S έχουµε ότι n+ 1 ∈ S. Τότε, S ⊇ {n ∈ N0 : n > m}.

(ii) Ισχυρή µορφή της επαγωγής. ΄Εστω S ⊆ N0 µε τις εξής ιδιότητες: 0 ∈ S και
οποτεδήποτε 0, 1, . . . , n ∈ S έχουµε και ότι n+ 1 ∈ S. Τότε, S = N0.
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Για την απόδειξη της (ii) ϑεωρούµε το σύνολο

T = {n ∈ N : 0 ∈ S, 1 ∈ S, . . . , n ∈ S}

και αποδεικνύουµε, µε την κλασική επαγωγική µέθοδο, ότι T = N0. Παρατηρήστε ότι
T ⊆ S, άρα έπεται άµεσα ότι S = N0.

Ισοδύναµα, έχουµε τα εξής:

(i) ΄Εστω Π(n), n ∈ N0 προτάσεις, όπου κάθε Π(n) εξαρτάται από τον ϕυσικό n. Αν η
Π(m) αληθεύει για κάποιον m ∈ N0 και αν για κάθε k > m ισχύει η συνεπαγωγή

Π(k) αληθεύει =⇒ Π(k + 1) αληθεύει,

τότε η Π(n) αληθεύει για κάθε ϕυσικό n > m.

(ii) ΄Εστω Π(n), n ∈ N0 προτάσεις, όπου κάθε Π(n) εξαρτάται από τον ϕυσικό n. Αν η
Π(1) αληθεύει και αν για κάθε k ∈ N0 ισχύει η συνεπαγωγή

οι Π(1), . . . ,Π(k) αληθεύουν =⇒ Π(k + 1) αληθεύει,

τότε η Π(n) αληθεύει για κάθε n ∈ N0.

Με τη ϐοήθεια της ισχυρής µορφής της επαγωγής µπορούµε να αποδείξουµε µια άλλη
σηµαντική ιδιότητα των ϕυσικών αριθµών, η οποία χρησιµοποιείται συχνά σε αποδείξεις
εναλλακτικά προς την αρχή της επαγωγής.

Θεώρηµα 3.2.14 (Αρχή του ελαχίστου). Κάθε µη κενό υποσύνολο M του N0 έχει ένα

ελάχιστο στοιχείο, δηλαδή υπάρχει στοιχείο του N0 που ανήκει στο M και είναι µικρότερο ή

ίσο από κάθε στοιχείο του M .

Απόδειξη. ΘεωρούµεM ⊆ N0,M 6= ∅ και ϑέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχει a ∈M τέτοιος
ώστε a 6 m για κάθε m ∈M .

Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει τέτοιος a και ϑα καταλήξουµε σε αντίφαση. Θεωρούµε το
σύνολο

T = {n ∈ N0 | n /∈M} = N0 \M.

Παρατηρούµε ότι 0 ∈ T . Πράγµατι, αν είχαµε 0 /∈ T τότε ϑα είχαµε 0 ∈ M και ϑα
καταλήγαµε σε άτοπο διότι ο 0 ϑα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του M .

Υππθέτουµε ότι, για κάποιον n ∈ N0, ισχύει k ∈ T για κάθε k 6 n. ∆ηλαδή, για κάθε
k 6 n, ισχύει k /∈ M . Εάν n + 1 ∈ M τότε ο n + 1 είναι το ελάχιστο στοιχείο του M και
οδηγούµαστε σε αντίφαση. Συνεπώς, n+ 1 /∈M . ∆ηλαδή, n+ 1 ∈ T .

Από την ισχυρή µορφή της επαγωγής έπεται ότι T = N0, συνεπώς M = ∅ και έχουµε
αντίφαση προς την υπόθεση του ϑεωρήµατος. ΄Αρα, το M έχει ελάχιστο στοιχείο.
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3.3 Ακέραιοι αριθµοί

3.3.1 Το σύνολο των ακεραίων

Για να κατασκευάσουµε τους ακέραιους αριθµούς από τους ϕυσικούς, πρέπει να ορίσουµε
µε κάποιον τρόπο τους αρνητικούς ακέραιους. Η ιδέα είναι να ϑεωρήσουµε διαφορέςm−n
ϕυσικών αριθµών, όµως ως τώρα έχουµε µιλήσει για τον m−n µόνο στην περίπτωση όπου
m > n, οπότε ο m− n είναι ο µοναδικός r ∈ N0 για τον οποίο ισχύει m = n+ r.

Παρατηρούµε ότι αν m,n, r, s ∈ N0 και m > n, r > s τότε

m− n = r − s ⇐⇒ m+ s = n+ r.

Η δεξιά ισότητα έχει νόηµα χωρίς να υποθέσουµε ότι m > n και r > s, δηλαδή χωρίς
κανένα περιορισµό στους m,n, r, s. Η ιδέα που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να ορίσουµε
τους ακέραιους αριθµούς ως διαφορές m− n είναι να ϑεωρήσουµε το σύνολο N0 ×N0 των
διατεταγµένων Ϲευγών (m,n), όπου m,n ∈ N0, και να ορίσουµε σε αυτό την σχέση

(3.3.1) (m,n) ∼ (r, s) ⇐⇒ m+ s = r + n.

Είναι εύκολο (και αφήνεται ως άσκηση) να δείξουµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 3.3.1. Η (3.3.1) είναι σχέση ισοδυναµίας στο N0 × N0.

Ορίζουµε τώρα Z να είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας που ορίζει η σχέση ∼.
Η κλάση ισοδυναµίας ενός Ϲεύγους (m,n) αντιστοιχεί στην διαισθητική µας ιδέα για την
διαφορά m− n (η οποία τώρα µπορεί να είναι και «αρνητική»).

Πιο αυστηρά, για κάθε (m,n) ∈ N0×N0 συµβολίζουµε µε 〈m,n〉 την κλάση ισοδυναµίας
στην οποία ανήκει το (m,n). Από τον ορισµό της ∼ έχουµε

〈m,n〉 = 〈r, s〉 ⇐⇒ m+ s = n+ r.

Για παράδειγµα,
〈2, 7〉 = 〈6, 11〉 = 〈23, 28〉

(και η κλάση αυτή ϑα παίξει πολύ σύντοµα το ϱόλο του −5).

Πρόσθεση και πολλαπλασιασµός στο Z. Ορίζουµε τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολ-
λαπλασιασµού στο Z ως εξής : αν 〈m,n〉 και 〈p, q〉 είναι δύο στοιχεία του Z, ορίζουµε

(3.3.2) 〈m,n〉+ 〈p, q〉 = 〈m+ p, n+ q〉
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και

(3.3.3) 〈m,n〉〈p, q〉 = 〈mp+ nq,mq + np〉.

Η λογική που κρύβεται πίσω από αυτούς τους ορισµούς είναι ότι σκεφτόµαστε το 〈m,n〉 ως
m− n και το 〈p, q〉 ως p− q, οπότε ϑα ϑέλαµε να ισχύουν οι

(m− n) + (p− q) = (m+ p)− (n+ q)

και
(m− n)(p− q) = (mp+ nq)− (mq + np).

Πρέπει ϐέβαια αν ελέγξουµε ότι οι πράξεις που ορίστηκαν µέσω των (3.3.2) και (3.3.3) είναι
καλά ορισµένες. Υποθέτουµε ότι 〈m,n〉 = 〈m1, n1〉 και 〈p, q〉 = 〈p1, q1〉, και το ερώτηµα
είναι αν

〈m+ p, n+ q〉 = 〈m1 + p1, n1 + q1〉.

όµως, m+ n1 = n+m1 και p+ q1 = p1 + q, άρα

(m+ p) + (n1 + q1) = (m+ n1) + (p+ q1) = (n+m1) + (p1 + q) = (m1 + p1) + (n+ q),

άρα, πράγµατι, 〈m+ p, n+ q〉 = 〈m1 + p1, n1 + q1〉.
Με τον ίδιο τρόπο ελέγχουµε ότι ο πολλαπλασιασµός είναι καλά ορισµένος : αν 〈m,n〉 =

〈m1, n1〉 και 〈p, q〉 = 〈p1, q1〉, τότε

〈mp+ nq,mq + np〉 = 〈m1p1 + n1q1,m1q1 + n1p1〉.

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού
έχουν τις ιδιότητες που ϑέλουµε.

Πρόταση 3.3.2. Οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού στο Z ικανοποιούν

τα ακόλουθα:

(Α1) Για κάθε a, b ∈ Z ισχύει a+ b = b+ a.

(Α2) Για κάθε a, b, c ∈ Z ισχύει a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

(Α3) Υπάρχει κάποιο στοιχείο 0 του Z τέτοιο ώστε 0 + a = a για κάθε a ∈ Z.

(Α4) Για κάθε a ∈ Z υπάρχει κάποιο στοιχείο−a του Z τέτοιο ώστε a+(−a) = (−a)+a = 0.

(Γ1) Για κάθε a, b ∈ Z ισχύει ab = ba.
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(Γ2) Για κάθε a, b, c ∈ Z ισχύει a(bc) = (ab)c.

(Γ3) Υπάρχει κάποιο στοιχείο 1 του Z τέτοιο ώστε 1 6= 0 και 1a = a για κάθε a ∈ Z.

(Ε) Για κάθε a, b, c ∈ Z ισχύει a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Απόδειξη. (Α1) ΄Εστω a = 〈m,n〉 και b = 〈p, q〉 στο Z. ΄Εχουµε

a+ b = 〈m,n〉+ 〈p, q〉 = 〈m+ p, n+ q〉
= 〈p+m, q + n〉 = 〈p, q〉+ 〈m,n〉 = b+ a,

όπου χρησιµοποιήσαµε τις m+ p = p+m και n+ q = q + n που ισχύουν στο N0.

(Α2) ΄Εστω a = 〈m,n〉, b = 〈p, q〉 και c = 〈r, s〉 στο Z. ΄Οπως πριν, χρησιµοποιώντας τώρα
την προσεταιριστική ιδιότητα στο N0, έχουµε

a+ (b+ c) = 〈m,n〉+ (〈p, q〉+ 〈r, s〉) = 〈m,n〉+ 〈p+ r, q + s〉
= 〈m+ (p+ r), n+ (q + s)〉 = 〈(m+ p) + r, (n+ q) + s〉
= 〈m+ p, n+ q〉+ 〈r, s〉 = (〈p, q〉+ 〈m,n〉) + 〈r, s〉
= (a+ b) + c.

(Α3) Θεωρούµε το 0 = 〈0, 0〉 ∈ Z και παρατηρούµε ότι, για κάθε a = 〈m,n〉 ∈ Z,

0 + a = 〈0, 0〉+ 〈m,n〉 = 〈m,n〉 = a.

(Α4) ΄Εστω a = 〈m,n〉 ∈ Z. Θεωρούµε το −a = 〈n,m〉 ∈ Z. Τότε,

a+ (−a) = 〈m,n〉+ 〈n,m〉 = 〈m+ n, n+m〉 = 〈0, 0〉 = 0.

(Γ1) ΄Εστω a = 〈m,n〉 και b = 〈p, q〉 στο Z. ΄Εχουµε

ab = 〈m,n〉〈p, q〉 = 〈mp+ nq,mq + np〉
= 〈pm+ qn, qm+ pn〉 = 〈p, q〉〈m,n〉 = ba,

όπου χρησιµοποιήσαµε τιςmp+nq = pm+ qn καιmq+np = qm+pn που ισχύουν
στο N0.

(Γ2) ΄Εστω a = 〈m,n〉, b = 〈p, q〉 και c = 〈r, s〉 στο Z. ΄Οπως πριν, χρησιµοποιώντας
τώρα την προσεταιριστική ιδιότητα στο N0, έχουµε (µετά από κάποιες κουραστικές
πράξεις !)

a(bc) = 〈m,n〉(〈p, q〉〈r, s〉) = (〈p, q〉+ 〈m,n〉) + 〈r, s〉 = (ab)c.



3.3 Ακέραιοι αριθµοί · 69

(Γ3) Θεωρούµε το 1 = 〈1, 0〉 ∈ Z. Παρατηρούµε ότι 〈1, 0〉 6= 〈0, 0〉 και ότι

〈1, 0〉〈m,n〉 = 〈1 ·m+ 0 · n, 1 · n+ 0 ·m〉 = 〈m,n〉

για κάθε 〈m,n〉 ∈ Z.

(Ε) ΄Εστω a = 〈m,n〉, b = 〈p, q〉 και c = 〈r, s〉 στο Z. Χρησιµοποιώντας τώρα την επιµερι-
στική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση στο N0, έχουµε

a(b+ c) = 〈m,n〉(〈p, q〉+ 〈r, s〉) = 〈m,n〉〈p+ r, q + s〉
= 〈m(p+ r) + n(q + s), n(p+ r) +m(q + s)〉
= 〈(mp+ nq) + (mr + ns), (np+mq) + (nr +ms)〉
= 〈mp+ nq, np+mq〉+ 〈mr + ns, nr +ms〉
= 〈m,n〉〈p, q〉+ 〈m,n〉〈r, s〉 = ab+ ac.

∆ιάταξη στο Z. Μπορούµε να ορίσουµε διάταξη στο Z προσδιορίζοντας αρχικά το σύνολο
των µη αρνητικών στοιχείων του. Ορίζουµε

Z+ = {〈m,n〉 : m > n στο N0}.

Το σύνολο Z+ έχει τις ακόλουθες ϐασικές ιδιότητες (η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση).

Πρόταση 3.3.3. Το σύνολο Z+ ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(Σ1) Αν a, b ∈ Z+ τότε a+ b, ab ∈ Z+.

(Σ2) Για κάθε a ∈ Z έχουµε είτε a ∈ Z+ είτε −a ∈ Z+.

(Σ3) Αν a ∈ Z+ και −a ∈ Z+ τότε a = 0.

Στη συνέχεια ορίζουµε την σχέση > στο Z ως εξής:

〈m,n〉 > 〈p, q〉 ⇐⇒ υπάρχει 〈r, s〉 ∈ Z+ ώστε 〈m,n〉 = 〈p, q〉+ 〈r, s〉.

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι η σχέση > είναι διάταξη (µε κάποιες πρόσθετες καλές
ιδιότητες σε σχέση µε τις πράξεις).

Πρόταση 3.3.4. Η σχέση > στο Z ικανοποιεί τα ακόλουθα:

(∆1) ΄Εστω a, b, c ∈ Z. Αν a > b και b > c τότε a > c.
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(∆2) Για κάθε a, b ∈ Z έχουµε είτε a > b είτε b > a.

(∆3) ΄Εστω a, b ∈ Z. Αν a > b και b > a τότε a = b.

(∆4) ΄Εστω a, b, c, d ∈ Z. Αν a > b και c > d τότε a+ c > b+ d.

(∆5) ΄Εστω a, b, c, d ∈ Z. Αν a > b > 0 και c > d > 0 τότε ac > bd.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Ορίζουµε τώρα και τις υπόλοιπες σχέσεις διάταξης στο Z:

a > b⇐⇒ a > b και a 6= b,

a 6 b⇐⇒ b > a,

a < b⇐⇒ b > a.

Η σχέση > είναι αυστηρή διάταξη και ικανοποιεί την τριχοτοµία :

Για κάθε a, b ∈ Z0 αληθεύει ακριβώς µία από τις a > b ή a = b ή b > a.

Το τελευταίο µας ϐήµα είναι να ανακτήσουµε τον συνήθη συµβολισµό για τους ακέ-
ϱαιους αριθµούς. Κάθε στοιχείο του Z+ είναι της µορφής 〈m,n〉 όπου m > n, συνεπώς
µπορεί να γραφεί και ως 〈m−n, 0〉. Με άλλα λόγια, κάθε στοιχείο του Z+ είναι της µορφής
〈r, 0〉 για κάποιον r ∈ N0. Επίσης, η Πρόταση 3.3.3 (Σ2) µας λέει ότι για κάθε a ∈ Z είτε
a ∈ Z+ είτε −a ∈ Z+, άρα είτε a = 〈r, 0〉 είτε a = −〈r, 0〉 = 〈0, r〉.

Ορίζουµε την απεικόνιση f : N0 → Z+ µε f(n) = 〈n, 0〉. Μπορούµε τότε εύκολα να
αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.3.5. Η f : N0 → Z+ µε f(n) = 〈n, 0〉 είναι αµφιµονοσήµαντη, και

f(m+ n) = f(m) + f(n),

f(mn) = f(m)f(n),

m > n⇐⇒ f(m) > f(n).

Η πρόταση αυτή δείχνει ότι τα N0 και Z+ είναι δύο διαφορετικοί τρόποι για να ανα-
παραστήσουµε την ίδια µαθηµατική έννοια : τους µη αρνητικούς ακεραίους. Με αυτή την
έννοια ταυτίζουµε τον n ∈ N0 µε τον 〈n, 0〉 ∈ Z+ και ϑεωρούµε το N0 ως υποσύνολο του Z.
Επίσης, στο εξής ϑα γράφουµε

〈n, 0〉 := n και 〈0, n〉 := −n.

΄Εχουµε πλέον το σύστηµα αριθµών N0 ως «υποσύστηµα» του συστήµατος αριθµών Z, και
µάλιστα κάθε ακέραιος είναι είτε στοιχείο του N0 είτε ο αντίθετος κάποιου στοιχείου του
N0.
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3.3.2 ∆ιαίρεση

΄Εστω a, b ∈ Z. Λέµε ότι ο a διαιρεί τον b και γράφουµε a | b, αν υπάρχει x ∈ Z τέτοιος
ώστε b = ax. Σε αυτή την περίπτωση ϑα λέµε ότι ο a είναι διαιρέτης του b ή ότι ο b είναι
πολλαπλάσιο του a. Απλές συνέπειες του ορισµού είναι οι εξής :

(i) a | a για κάθε a ∈ Z.

(ii) a | 0 για κάθε a ∈ Z.

(iii) ±1 | a για κάθε a ∈ Z.

(iv) 0 | a αν και µόνο αν a = 0.

(v) Αν a | b και b | c τότε a | c.

(vi) Αν a | b και a | c τότε a | bx+ cy για κάθε x, y ∈ Z.

(vii) Αν a, b ∈ Z\{0} και a | b τότε |a| 6 |b|.

(viii) a | ±1 αν και µόνο αν a = ±1.

Η απόδειξη των (i) ως (viii) αφήνεται ως άσκηση.

Θεώρηµα 3.3.6 (ταυτότητα της διαίρεσης). Υποθέτουµε ότι a ∈ N και b ∈ Z. Τότε υπάρχουν

µοναδικοί q, r ∈ Z τέτοιοι ώστε b = aq + r και 0 6 r < a.

«Γεωµετρική απόδειξη»: ΄Ενας απλός γεωµετρικός τρόπος για να σκεφτόµαστε την ταυτότητα
της διαίρεσης είναι ο εξής : ϕανταζόµαστε την πραγµατική ευθεία πάνω στην οποία έχουµε
σηµειώσει µε κουκίδες τους ακεραίους. Σηµειώνουµε µε πιο σκούρες κουκίδες τα πολλα-
πλάσια του a. ∆ιαδοχικές σκούρες κουκίδες έχουν απόσταση ακριβώς ίση µε a. Τότε ένα
από τα ακόλουθα συµβαίνει :

(i) Ο ακέραιος b πέφτει πάνω σε κάποια από αυτές τις σκούρες κουκίδες, οπότε ο b είναι
πολλαπλάσιο του a και r = 0.

(ii) Ο ακέραιος b ϐρίσκεται ανάµεσα σε δύο διαδοχικές σκούρες κουκίδες, δηλαδή ανά-
µεσα σε δύο διαδοχικά πολλαπλάσια του a, και η απόσταση r ανάµεσα στον b και
το µεγαλύτερο πολλαπλάσιο του a που είναι µικρότερο από τον b είναι ένας ϑετικός
ακέραιος που δεν ξεπερνάει τον a− 1.

Η αυστηρή απόδειξη που ϑα δώσουµε παρακάτω ϐασίζεται σε αυτή την ιδέα: ϑεωρούµε το
σύνολο S των «αποστάσεων» b−as του b από τις σκούρες κουκίδες που ϐρίσκονται αριστερά
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του. Εξασφαλίζουµε ότι είναι µη κενό, άρα έχει ελάχιστο στοιχείο b − aq. Η κουκίδα aq
είναι αυτή που ϐρίσκεται αµέσως πριν από τον b, και η απόσταση r = b − aq πρέπει να
είναι µικρότερη από a.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.6. Αποδεικνύουµε πρώτα την ύπαρξη αριθµών q, r ∈ Z που
ικανοποιούν το Ϲητούµενο. Θεωρούµε το σύνολο

S = {b− as : s ∈ Z} ∩ Z+.

των µη αρνητικών ακεραίων της µορφής b − as. Το S είναι µη κενό. Πράγµατι, αν b > 0

τότε b− a · 0 ∈ S. Αν b < 0, επιλέγουµε s = b και ϐλέπουµε ότι b− ab = b(1− a) > 0.
Από την αρχή του ελαχίστου το S έχει ελάχιστο στοιχείο, το οποίο συµβολίζουµε µε r.

Από τον ορισµό του S έχουµε r > 0 και υπάρχει q ∈ Z τέτοιος ώστε b − aq = r. Μένει να
δείξουµε ότι r < a. Ας υποθέσουµε ότι r > a. Τότε

b− a(q + 1) = b− aq − a = r − a > 0,

δηλαδή b− a(q + 1) ∈ S. ΄Οµως b− a(q + 1) = r − a < r, το οποίο είναι άτοπο αφού ο r
ήταν το ελάχιστο στοιχείο του S.

Αποδεικνύουµε τώρα τη µοναδικότητα των q και r. Ας υποθέσουµε ότι

(3.3.4) b = aq1 + r1 = aq2 + r2,

όπου 0 6 r1, r2 < a. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι r1 > r2.

r1 − r2 = a(q2 − q1).

Αν q1 6= q2, τότε a(q2 − q1) > a ενώ r1 − r2 < a. ΄Εχουµε αντίφαση, άρα q1 = q2 και από
την (3.3.4) έπεται ότι r1 = r2.

Παράδειγµα 3.3.7. Από το Θεώρηµα 3.3.6, κάθε ακέραιος b γράφεται µονοσήµαντα στη
µορφή b = 2q + r για κάποιον q ∈ Z και κάποιον r ∈ {0, 1}. Λέµε ότι ο b είναι άρτιος αν
r = 0. Αν r = 1, τότε λέµε ότι ο b είναι περιττός. Παρατηρήστε ότι οποιαδήποτε δύναµη
περιττού ακεραίου είναι περιττός ακέραιος.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι αν οι ακέραιοι x, y, z ικανοποιούν την εξίσωση

(3.3.5) x3 + 2y3 = 4z3

τότε x = y = z = 0.
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Απόδειξη. Για κάθε λύση της (3.3.5) ϑεωρούµε το µη αρνητικό ακέραιο

d := max{|x|, |y|, |z|}.

Ας υποθέσουµε ότι η εξίσωση (3.3.5) έχει µια µη τετριµµένη λύση (x1, y1, z1) στο Z, δηλαδή
τουλάχιστον ένας από τους x1, y1, z1 είναι µη µηδενικός ακέραιος. Τότε

d1 = max{|x1|, |y1|, |z1|} > 0.

Παρατηρούµε ότι ο x31 = 4z31 − 2y31 είναι άρτιος, άρα ο x1 είναι άρτιος. Υπάρχει λοιπόν
x2 ∈ Z τέτοιος ώστε x1 = 2x2. Αντικαθιστώντας στην (1.2.5) παίρνουµε

(3.3.6) 8x32 + 2y31 = 4z31 =⇒ y31 = 2z31 − 4x32.

΄Επεται ότι ο y1 είναι άρτιος, άρα γράφεται στη µορφή y1 = 2y2 για κάποιον y2 ∈ Z.
Αντικαθιστώντας στην (3.3.6) παίρνουµε

8y32 = 2z31 − 4x32 =⇒ z31 = 4y32 + 2x32.

΄Αρα ο z1 είναι κι αυτός άρτιος και γράφεται στη µορφή z1 = 2z2 για κάποιον z2 ∈ Z.
Παρατηρούµε ότι οι x2, y2 και z2 ικανοποιούν την (3.3.5) και

0 < d2 = max{|x2|, |y2|, |z2|} = max{|x1|, |y1|, |z1|}/2 = d1/2 < d1.

Συνεχίζοντας παρόµοια κατασκευάζουµε µια άπειρη γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών
αριθµών d1 > d2 > · · · > dn > dn+1 > · · · . Αυτό είναι άτοπο από την αρχή του ελαχίστου.
΄Αρα η µόνη λύση της (3.3.5) στο Z είναι η τετριµµένη x = y = z = 0.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα της διαίρεσης και τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγω-
γής µπορούµε να αποδείξουµε την ύπαρξη και τη µοναδικότητα των m-αδικών αναπαρα-
στάσεων των ακεραίων.

Θεώρηµα 3.3.8. ΄Εστω m > 2 ένας ακέραιος. Κάθε ϕυσικός αριθµός n αναπαρίσταται

κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή

(3.3.7) n = a0 + a1m+ a2m
2 + · · ·+ akm

k,

όπου k είναι ο µη αρνητικός ακέραιος για τον οποίοmk 6 n < mk+1, και a0, a1, . . . , ak είναι

ακέραιοι που ικανοποιούν τις 1 6 ak 6 m−1 και 0 6 ai 6 m−1 για κάθε i = 0, 1, . . . , k−1.

Η (3.3.7) λέγεται m-αδική αναπαράσταση του n. Οι ακέραιοι ai είναι τα ψηφία του n
µε ϐάση τον m.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.8. Θα χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της µαθηµατικής επα-
γωγής. Αν 1 6 n < m τότε η n = a0 είναι η µοναδική m-αδική αναπαράσταση (3.3.7)
του n (εξηγήστε). ΄Εστω n ≥ m και έστω ότι ο ισχυρισµός του ϑεωρήµατος ισχύει για κάθε
ϑετικό ακέραιο µικρότερο του n. Θα αποδείξουµε τον ίδιο ισχυρισµό για τον n. Από την
ταυτότητα της διαίρεσης του n µε τονm υπάρχουν ακέραιοι q και r µε 0 6 r < m έτσι ώστε

(3.3.8) n = r + qm.

Από την υπόθεση n ≥ m έχουµε q > 0 και συνεπώς 0 < q < qm ≤ qm + r = n. Από την
υπόθεση της επαγωγής ο q αναπαρίσταται στη µορφή

(3.3.9) q = a1 + a2m+ · · ·+ akm
k−1

για µοναδικούς ακεραίους ai µε 0 ≤ ai ≤ m − 1 για i = 1, 2, . . . , k και ak > 0. Από
τις (3.3.8) και (3.3.9), ϑέτοντας r = a0, προκύπτει ότι ο n αναπαρίσταται στη Ϲητούµενη
µορφή

n = a0 + a1m+ · · ·+ ak−1m
k−1 + akm

k.

Θα δείξουµε ότι αυτή η αναπαράσταση είναι µοναδική. ΄Εστω

n = b0 + b1m+ · · ·+ bsm
s

µια άλλη m-αδική αναπαράσταση του n, όπου 0 6 bj 6 m− 1 για κάθε j = 0, 1, . . . , s και
bs > 1. Από την (1.2.15) έχουµε n = r′ +mq′ όπου r′ = b0 και

(3.3.10) q′ = b1 + b2m+ · · ·+ bsm
s−1

είναι ακέραιοι µε 0 ≤ r′ < m. Από τη µοναδικότητα της διαίρεσης του n µε τοm προκύπτει
ότι r′ = r και q′ = q. Η πρώτη ισότητα δίνει b0 = a0 ενώ από την υπόθεση της επαγωγής
για τη µοναδικότητα της m-αδική αναπαράστασης του q = q′ και τις (3.3.8) και (3.3.10)
προκύπτει ότι s = k και bi = ai για i = 1, 2, . . . , k, όπως το ϑέλαµε.

Τέλος, αν ο n είναι στη µορφή (3.3.7) τότε από τις σχέσεις 0 6 ai 6 m − 1 και
1 6 ak 6 m−1 προκύπτει ότιmk ≤ n ≤ (m−1)(1+m+· · ·+mk) = mk+1−1 < mk+1.

Παράδειγµα 3.3.9. Η 2-αδική αναπαράσταση του 100 είναι

100 = 1 · 22 + 1 · 25 + 1 · 26,

και η 3-αδική αναπαράσταση του 100 είναι

100 = 1 + 2 · 32 + 1 · 34.
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3.3.3 Μέγιστος κοινός διαιρέτης

΄Εστω a και b δύο ϕυσικοί αριθµοί. Οι a και b έχουν τουλάχιστον έναν κοινό διαιρέτη, τον 1.
Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε ότι υπάρχει µέγιστος ϕυσικός αριθµός d ο οποίος διαιρεί
τους a και b. Η ιδέα πίσω από την απόδειξη που ϑα δώσουµε είναι να ϑεωρήσουµε το σύνολο
I όλων των ϑετικών ακεραίων συνδυασµών au+ bv των a, b, όπου u, v ∈ Z. Τέτοιοι ϑετικοί
συνδυασµοί υπάρχουν: για παράδειγµα, a = a · 1 + b · 0. Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι
κάθε κοινός διαιρέτης k των a, b διαιρεί κάθε στοιχείο του I (ιδιότητα 6 της διαιρετότητας),
άρα δεν ξεπερνάει το ελάχιστο στοιχείο του I. Αν δείξουµε ότι το ελάχιστο στοιχείο του I
είναι κοινός διαιρέτης των a, b, τότε ϑα είναι ο «µέγιστος κοινός διαιρέτης» τους.

Θεώρηµα 3.3.10. ΄Εστω a, b ∈ N. Υπάρχει µοναδικός d ∈ N ο οποίος ικανοποιεί τα εξής.

(i) d | a και d | b.

(ii) Αν για κάποιον k ∈ N έχουµε k | a και k | b, τότε k | d. Ειδικότερα, k 6 d.

Επιπλέον, υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοιοι ώστε d = ax+ by.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

I = {au+ bv : u, v ∈ Z} ∩ N.

Είναι ϕανερό ότι το I είναι µη κενό, για παράδειγµα a, b ∈ I. Από την αρχή του ελαχίστου,
το I έχει ελάχιστο στοιχείο d το οποίο γράφεται στη µορφή d = ax + by για κάποιους
x, y ∈ Z.

Θα δείξουµε ότι ο d διαιρεί κάθε στοιχείο του I. Ας υποθέσουµε ότι z = au + bv ∈ I.
Από το Θεώρηµα 3.3.6 υπάρχουν q, r ∈ Z µε 0 6 r < d και z = dq + r. Παρατηρούµε ότι

r = z − dq = au+ bv − (ax+ by)q = a(u− xq) + b(v − yq) ∈ I.

Αν ήταν 0 < r < d τότε ο r ϑα ήταν στοιχείο του I µικρότερο από τον d, άτοπο από τον
τρόπο ορισµού του d. ΄Αρα r = 0, το οποίο αποδεικνύει ότι ο d διαιρεί τον z.

Αφού a, b ∈ I, ο d διαιρεί τους a και b. Αυτός είναι ο πρώτος ισχυρισµός του ϑεωρήµα-
τος. Για τον δεύτερο, παρατηρούµε ότι αν k | a και k | b τότε

k | ax+ by = d.

Για τη µοναδικότητα του d παρατηρήστε ότι αν οι ϕυσικοί αριθµοί d1 και d2 ικανοποιούν
τα (i) και (ii) τότε d1 | d2 και d2 | d1. Ειδικότερα d1 6 d2 και d2 6 d1, άρα d1 = d2.
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Ο αριθµός d που ορίζεται από το Θεώρηµα 3.3.10 λέγεται µέγιστος κοινός διαιρέτης των
a και b, και συµβολίζεται µε d = (a, b). Λέµε ότι δύο αριθµοί a, b ∈ N είναι σχετικά πρώτοι

αν (a, b) = 1. Για παράδειγµα, οι 8 και 15 είναι σχετικά πρώτοι : (8, 15) = 1.

Παρατήρηση 3.3.11. Είναι χρήσιµο να ϑυµάται κανείς ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης
(a, b) των ϕυσικών αριθµών a και b είναι ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος συνδυασµός τους :

(a, b) = min{au+ bv : u, v ∈ Z} ∩ N.

Ο αλγόριθµος του Ευκλείδη µας δίνει έναν πρακτικό τρόπο υπολογισµού του µέγιστου
κοινού διαιρέτη δύο ϕυσικών αριθµών. Ξεκινάµε µε δύο ϕυσικούς αριθµούς a < b. Από
την ταυτότητα της διαίρεσης έχουµε

b = aq1 + r1

για κάποιους (µονοσήµαντα ορισµένους) q1 ∈ N και 0 6 r1 < a. Αν r1 = 0 σταµατάµε,
αλλιώς γράφουµε την ταυτότητα της διαίρεσης του a µε τον r1:

a = r1q2 + r2,

για κάποιους (µονοσήµαντα ορισµένους) q2 ∈ N και 0 6 r2 < r1. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο
τρόπο. Η διαδικασία πρέπει κάποια στιγµή να καταλήξει σε υπόλοιπο rn+1 = 0. Αλλιώς,
ϑα είχαµε µια άπειρη γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών: a > r1 > r2 >

· · · > rn > rn+1 > · · · . Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των
a και b είναι το τελευταίο µη µηδενικό υπόλοιπο: (a, b) = rn (αν r1 = 0, τότε a | b και
(a, b) = a).

Θεώρηµα 3.3.12. Υποθέτουµε ότι a, b ∈ N και a < b. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ϐρεί

q1, . . . , qn+1 ∈ N και r1, . . . , rn ∈ N µε 0 < rn < rn−1 < · · · < r1 < a και

b = aq1 + r1,

a = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

... =
...

rn−2 = rn−1qn + rn,

rn−1 = rnqn+1.

Τότε (a, b) = rn.
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Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι
(a, b) = (a, r1).

Θέτουµε d1 = (a, b) και d2 = (a, r1). ΄Εχουµε d1 | a και d1 | b, άρα d1 | b−aq1 = r1. Αφού
d1 | a και d1 | r1, το Θεώρηµα 3.3.10 δείχνει ότι

(3.3.11) d1 | (a, r1) = d2.

Από την άλλη πλευρά, d2 | a και d2 | r1, άρα d2 | aq1 + r1 = b. Αφού d2 | a και d2 | b, το
Θεώρηµα 3.3.10 δείχνει ότι

(3.3.12) d2 | (a, b) = d1.

Από τις (3.3.11) και (3.3.12) συµπεραίνουµε ότι d1 = d2. Επαναλαµβάνοντας το ίδιο
επιχείρηµα, παίρνουµε

(a, b) = (a, r1) = (r1, r2) = · · · = (rn−1, rn).

΄Οµως
(rn−1, rn) = (rnqn+1, rn) = rn,

δηλαδή (a, b) = rn.

Παράδειγµα 3.3.13. Θα υπολογίσουµε τον (391, 2533). Με διαδοχικές διαιρέσεις παίρ-
νουµε

2533 = 391 · 6 + 187,

391 = 187 · 2 + 17,

187 = 17 · 11.

Από το Θεώρηµα 3.3.12 (µε a = 391 και b = 2533) συµπεραίνουµε ότι (391, 2533) = 17.
Παρατηρήστε ότι η ίδια διαδικασία µας επιτρέπει να ϐρούµε ακεραίους x και y για τους
οποίους 17 = 391x+ 2533y. ΄Εχουµε

17 = 391− 187 · 2
= 391− (2533− 391 · 6) · 2
= 391 · 13 + 2533 · (−2),

δηλαδή x = 13 και y = −2.
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3.3.4 Βασικά λήµµατα διαιρετότητας

Σε αυτή τη σύντοµη παράγραφο αποδεικνύουµε κάποια στοιχειώδη αλλά πολύ ϐασικά
λήµµατα σχετικά µε τη διαιρετότητα.

Λήµµα 3.3.14. Αν a, b ∈ N και d = (a, b) τότε έχουµε a = du και b = dv για ακεραίους

u, v ∈ N µε (u, v) = 1.

Απόδειξη. Εφόσον d | a και d | b µπορούµε να γράψουµε a = du και b = dv µε u, v ∈ N.
Από το Θεώρηµα 3.3.10 υπάρχουν ακέραιοι x και y τέτοιοι ώστε d = ax+ by και συνεπώς
d = dux + dvy και 1 = ux + vy. Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι κάθε κοινός
διαιρέτης των u και v ϑα πρέπει να διαιρεί το 1 και εποµένως (u, v) = 1.

Λήµµα 3.3.15. ΄Εστω r1, r2 ∈ N µε (r1, r2) = 1. Αν r1 | r2m για κάποιον m ∈ N, τότε

r1 | m.

Απόδειξη. Υπάρχουν ακέραιοι x και y τέτοιοι ώστε r1x+ r2y = 1. ΄Αρα

r1mx+ r2my = m.

΄Οµως r1 | r1mx και r1 | r2m =⇒ r1 | r2my. ΄Αρα r1 | (r1mx+ r2my) = m.

Παράδειγµα 3.3.16. Αν 8 | 3m τότε 8 | m.

Λήµµα 3.3.17. ΄Εστω r1, r2 ∈ N µε (r1, r2) = 1. Αν r1 | m και r2 | m για κάποιον m ∈ N,

τότε r1r2 | m.

Απόδειξη. Υπάρχουν ακέραιοι x και y τέτοιοι ώστε r1x+ r2y = 1. ΄Αρα

r1mx+ r2my = m.

Αφού r2 | m έχουµε r1r2 | r1mx και αφού r1 | m έχουµε r1r2 | r2my. ΄Αρα r1r2 |
(r1mx+ r2my) = m.

Παράδειγµα 3.3.18. Για να δείξουµε ότι 24 | m, αρκεί να δείξουµε ότι 8 | m και 3 | m.

΄Ενα πολύ χρήσιµο αποτέλεσµα σχετικά µε τη διαιρετότητα είναι το εξής.

Λήµµα 3.3.19. ΄Εστω a, b, w ∈ N µε (a, b) = 1. Αν w | ab τότε υπάρχουν µοναδικοί ϕυσικοί

u, v τέτοιοι ώστε w = uv και u | a, v | b. Επιπλέον έχουµε (u, v) = 1.
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Απόδειξη. ΄Εστω u = (w, a). Από το Λήµµα 3.3.14 µπορούµε να γράψουµε w = uv και
a = uv′ για ϕυσικούς αριθµούς v και v′ µε (v, v′) = 1. ΄Εχουµε uv = w | ab = uv′b και
συνεπώς v | v′b. Εφόσον (v, v′) = 1 από το Λήµµα 3.3.15 προκύπτει ότι v | b. Ας δούµε
γιατί (u, v) = 1: ο (u, v) διαιρεί τον u, άρα διαιρεί τον a. Οµοίως ο (u, v) διαιρεί τον v, άρα
διαιρεί τον b. ΄Επεται ότι (u, v) | (a, b) = 1, οπότε (u, v) = 1.

Για τη µοναδικότητα, ας υποθέσουµε ότι w = u1v1, όπου u1 | a και v1 | b. Από τις
u1 | w και u1 | a ϐλέπουµε ότι u1 | (w, a) = u. Επίσης από τις u | a, v1 | b και (a, b) = 1

συµπεραίνουµε όπως παραπάνω ότι (u, v1) = 1. Εποµένως από τη σχέση u | w = u1v1 και
το Λήµµα 3.3.15 προκύπτει ότι u | u1. ΄Αρα u1 = u και συνεπώς v1 = v.

3.3.5 Ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων

΄Εστω a > 1 ένας ϕυσικός αριθµός. Θα λέµε ότι ο a είναι πρώτος αν έχει ακριβώς δύο
ϑετικούς διαιρέτες, τον 1 και τον a. Αν ο a δεν είναι πρώτος, ϑα λέγεται σύνθετος. Για
διάφορους λόγους είναι ϐολικό να µην κατατάξουµε τον 1 ούτε στους πρώτους ούτε στους
σύνθετους αριθµούς.

Σε ότι ακολουθεί, µε το σύµβολο p ϑα εννοούµε πάντα κάποιον πρώτο αριθµό. Το πρώτο
µας αποτέλεσµα είναι απλή συνέπεια του Λήµµατος 3.3.15.

Θεώρηµα 3.3.20. ΄Εστω a, b ∈ N και p ένας πρώτος αριθµός. Αν p | ab τότε p | a ή p | b.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο p δεν διαιρεί τον a. Αφού οι µόνοι διαιρέτες του p είναι ο 1 και ο p
έχουµε (a, p) = 1. Από το Λήµµα 3.3.15 έπεται ότι p | b.

Με επαγωγή ως προς k παίρνουµε την εξής γενίκευση.

Θεώρηµα 3.3.21. ΄Εστω a1, . . . , ak ∈ N και p ένας πρώτος αριθµός. Αν p | a1 · · · ak τότε

p | aj για τουλάχιστον ένα j ∈ {1, . . . , k}.

Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής µας λέει ότι κάθε ϕυσικός αριθµός αναλύεται
(ουσιαστικά) µονοσήµαντα σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.

Θεώρηµα 3.3.22. Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 1 αναπαρίσταται σα γινόµενο πρώτων αριθ-

µών. Η αναπαράσταση αυτή είναι µοναδική αν αγνοήσουµε τη διάταξη των παραγόντων του

γινοµένου.

Σηµείωση: Κάθε πρώτος ϑεωρείται γινόµενο πρώτων (µε έναν όρο). ΄Ενας ϐασικός λόγος
που δεν ϑεωρούµε τον 1 πρώτο είναι για να εξασφαλίσουµε τη µοναδικότητα σε αυτό το
ϑεώρηµα (αλλιώς, ϑα είχαµε για παράδειγµα 6 = 2 · 3 = 1 · 2 · 3).
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Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα µε επαγωγή ως προς n ότι κάθε ακέραιος n > 2 γράφεται σα
γινόµενο πρώτων. Ο 2 είναι προφανώς γινόµενο πρώτων. Η επαγωγική υπόθεση είναι ότι
κάθεm ∈ N µε 2 6 m < n γράφεται σα γινόµενο πρώτων. Αν ο n είναι πρώτος, δεν έχουµε
τίποτα να δείξουµε. Αν ο n είναι σύνθετος, υπάρχουν n1, n2 ∈ N µε 2 6 n1, n2 < n τέτοιοι
ώστε n = n1n2. Από την επαγωγική υπόθεση, καθένας από τους n1, n2 αναπαρίσταται σα
γινόµενο πρώτων, οπότε το ίδιο ισχύει και για τον n = n1n2.

∆είχνουµε τώρα τη µοναδικότητα. Ας υποθέσουµε ότι

(3.3.13) n = p1 · · · pr = q1 · · · qs,

όπου οι p1 6 · · · 6 pr και q1 6 · · · 6 qs είναι πρώτοι. Αφού p1 | q1 · · · qs, το Θεώρη-
µα 3.3.21 δείχνει ότι υπάρχει j 6 s τέτοιος ώστε p1 | qj . Αφού οι p1 και qj είναι πρώτοι,
αναγκαστικά έχουµε p1 = qj . Οµοίως, αφού q1 | p1 · · · pr υπάρχει i 6 r τέτοιος ώστε
q1 | pi, απ¨ όπου παίρνουµε q1 = pi. Παρατηρούµε ότι

p1 = qj > q1 = pi > p1,

άρα p1 = q1. Τώρα η (3.3.13) παίρνει τη µορφή

p2 · · · pr = q2 · · · qs.

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία πεπερασµένες το πλήθος ϕορές, συµπεραίνουµε
ότι r = s και pi = qi για κάθε i = 1, . . . , r.

Αν πάρουµε κατά οµάδες τους ίσους πρώτους που εµφανίζονται στην αναπαράσταση
του Θεωρήµατος 3.3.22, παίρνουµε αµέσως το εξής.

Θεώρηµα 3.3.23. Κάθε ϕυσικός αριθµός n > 2 αναπαρίσταται µονοσήµαντα στη µορφή

n = pk11 · · · pkrr ,

όπου p1 < · · · < pr είναι πρώτοι αριθµοί και k1, . . . , kr ∈ N.

Θα λέµε ότι η αναπαράσταση του Θεωρήµατος 3.3.23 είναι η κανονική αναπαράσταση

του ϕυσικού αριθµού n.

3.3.6 Η απειρία και το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών

Η πρώτη σηµαντική συνέπεια του ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος της αριθµητικής είναι το ϑεώ-

ϱηµα του Ευκλείδη για την απειρία των πρώτων αριθµών.
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Θεώρηµα 3.3.24. Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί.

Πρώτη απόδειξη. Το επιχείρηµα είναι αυτό που χρησιµοποίησε ο Ευκλείδης. Ας υποθέ-
σουµε ότι υπάρχουν πεπερασµένοι το πλήθος πρώτοι αριθµοί, οι p1 < · · · < pr. Θεωρούµε
τον ϕυσικό αριθµό

n = p1 · · · pr + 1.

Ο n είναι µεγαλύτερος από 1, άρα έχει πρώτο διαιρέτη. Αφού το {p1, . . . , pr} είναι το
σύνολο όλων των πρώτων αριθµών, υπάρχει j 6 r τέτοιος ώστε pj | n. ΄Οµως pj | p1 · · · pr,
άρα

pj | (n− p1 · · · pr) δηλαδή pj | 1.

Αυτό είναι άτοπο, άρα υπάρχουν άπειροι πρώτοι.

Η επόµενη απόδειξη χρησιµοποιεί τους αριθµούς του Fermat.

∆εύτερη απόδειξη. Για κάθε n = 0, 1, 2, . . . ορίζουµε

Fn = 22
n

+ 1.

Οι αριθµοί Fn λέγονται αριθµοί του Fermat. Αφού Fn > 2 για κάθε n > 0, κάθε Fn έχει
τουλάχιστον έναν πρώτο διαιρέτη qn. Θα δείξουµε ότι

(3.3.14) n 6= m =⇒ (Fn, Fm) = 1.

Οποιοιδήποτε δύο αριθµοί του Fermat είναι σχετικά πρώτοι, άρα

n 6= m =⇒ qn 6= qm.

(γιατί ;) ΄Επεται ότι οι qn, n > 0, είναι διακεκριµένοι πρώτοι, το οποίο δείχνει την απειρία
των πρώτων αριθµών.

Για την απόδειξη της (3.3.14) δείχνουµε πρώτα µε επαγωγή το εξής : αν n > 1, τότε

(3.3.15)
n−1∏
j=0

Fj = Fn − 2.

Η (3.3.15) ισχύει αν n = 1: F0 = 3 = 5 − 2 = F1 − 2. Αν δεχτούµε ότι ισχύει για n = k,
τότε

k∏
j=0

Fj =

k−1∏
j=0

Fj

 · Fk = (Fk − 2) · Fk

= (22
k

− 1)(22
k

+ 1) = 22
k+1

− 1

= Fk+1 − 2,
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δηλαδή η (3.3.15) ισχύει για n = k + 1. ΄Εστω τώρα 0 6 m < n και έστω d ένας κοινός
ϑετικός διαιρέτης των Fm και Fn. Τότε

d | Fm |
n−1∏
j=0

Fj = Fn − 2,

άρα d | Fn και d | (Fn − 2). ΄Επεται ότι d | 2, άρα d = 1 ή d = 2. Αφού όλοι οι αριθµοί του
Fermat είναι περιττοί, ο d δεν µπορεί να ισούται µε 2. ΄Αρα (Fn, Fm) = 1.

Η πρώτη απόδειξη (του Ευκλείδη) είναι πολύ πιο σύντοµη και κοµψή. Κοιτάζοντας
όµως τη δεύτερη απόδειξη παρατηρούµε το εξής : αν p1 < p2 < · · · < pn < pn+1 < · · ·
είναι η άπειρη ακολουθία των πρώτων αριθµών, τότε

pn 6 Fn−1 = 22
n−1

+ 1

για κάθε n ∈ N. Πράγµατι, οι F0, F1, . . . , Fn−1 έχουν n διακεκριµένους πρώτους διαιρέτες
pk1 , . . . , pkn , άρα

pn 6 max{pk1 , . . . , pkn} 6 max{F0, F1, . . . , Fn−1} = Fn−1.

Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στον ορισµό µιας συνάρτησης π : R→ R, µε

π(x) = το πλήθος των πρώτων αριθµών p 6 x.

Η π είναι αύξουσα, και ϐέβαια π(x) = 0 αν x < 2. Παρατηρούµε ότι αν x > 2 και αν
n = n(x) είναι ο µεγαλύτερος µη αρνητικός ακέραιος για τον οποίο 22

n

+ 1 6 x, τότε

π(x) > π
(
22

n

+ 1
)
> n+ 1.

Από την άλλη πλευρά, 22
n+1

> x άρα log2(log2 x) 6 n + 1. ΄Εχουµε λοιπόν το εξής κάτω
ϕράγµα για την π(x).

Πρόταση 3.3.25. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x > 2 ισχύει η ανισότητα

π(x) > log2(log2 x).

Ειδικότερα, π(x)→ +∞ καθώς το x→ +∞, άρα υπάρχουν άπειροι πρώτοι. 2

Με άλλα λόγια, η δεύτερη απόδειξη µας δίνει επιπλέον πληροφορίες για το πλήθος των
πρώτων αριθµών σε ένα διάστηµα της µορφής [0, x], όπου x είναι ένας «µεγάλος» ϑετικός
πραγµατικός αριθµός.
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Το πρόβληµα της ασυµπτωτικής συµπεριφοράς της συνάρτησης π(x) καθώς το x→ +∞
απασχόλησε έντονα τους µαθηµατικούς κατά τον 19ο αιώνα. Ο Legendre (1798) έκανε την
εικασία ότι για µεγάλα x ο αριθµός π(x) είναι περίπου ίσος µε

π(x) ' x

lnx−A
,

όπου A ' 1.08366. Ο Gauss πρότεινε την προσέγγιση

(3.3.16) π(x) '
∫ x

2

1

ln t
dt.

Το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος είναι ουσιαστικά ίσο µε x/ lnx για µεγάλα x, οπότε µια
ισχυρή εικασία που προκύπτει από την (3.3.16) είναι η

(3.3.17) lim
x→∞

π(x) lnx

x
= 1.

Ο Chebyshev (1848) έδειξε ότι αν το όριο στην (3.3.17) υπάρχει, τότε ϑα είναι υποχρεωτικά
ίσο µε 1. Λίγο αργότερα (1850) έδειξε ότι υπάρχουν δύο ϑετικές σταθερές c1 και c2 τέτοιες
ώστε

c1
x

lnx
6 π(x) 6 c2

x

lnx
για κάθε x > 2. ∆ηλαδή, η σωστή τάξη µεγέθους του π(x) είναι x/ lnx.

Πολύ νωρίτερα, ο Euler (1740) είχε εισαγάγει τη συνάρτηση

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

για πραγµατικές τιµές της µεταβλητής s και είχε παρατηρήσει ότι αναπαρίσταται σαν απει-
ϱογινόµενο :

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1
.

Ο Riemann (1860) παρατήρησε ότι αυτή η ταυτότητα ϑα µπορούσε να οδηγήσει σε χρήσιµα
συµπεράσµατα για την κατανοµή των πρώτων αριθµών αν ϑεωρούσε κανείς τη συνάρτηση
ζ σαν συνάρτηση µιας µιγαδικής µεταβλητής s και χρησιµοποιούσε τις µεθόδους της µι-
γαδικής ανάλυσης. Ο συµβολισµός ζ(s) οφείλεται στον Riemann, και η συνάρτηση αυτή
είναι γνωστή µε το όνοµα «συνάρτηση Ζήτα του Riemann».

Το 1896, οι Hadamard και de la Vallée Poussin έδειξαν ανεξάρτητα και σχεδόν ταυ-
τόχρονα ότι το όριο στην (3.3.17) υπάρχει και είναι ίσο µε 1. Το αποτέλεσµα αυτό είναι
γνωστό ως το «Θεώρηµα των πρώτων αριθµών». Από τη δουλειά του de la Vallée Poussin
έπεται ότι το ολοκλήρωµα (3.3.17)) που πρότεινε ο Gauss δίνει καλύτερη προσέγγιση για
την τιµή του π(x) απ¨ ότι δίνει η (3.3.16), όποια τιµή κι αν δοκιµάσει κανείς για τη σταθερά
A.
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3.4 Ασκήσεις

1. Ορίσαµε τις δυνάµεις mn για m ∈ N και n ∈ N0 αναδροµικά, ϑέτοντας m0 = 1 και
mn+1 = mnm. Θεωρώντας γνωστές τις ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού,
αποδείξτε µε κατάλληλα επαγωγικά επιχειρήµατα ότι

mn+r = mnmr και (mq)r = mrnr

για κάθε m, q ∈ N και n, r ∈ N0.

2. Αποδείξτε µε επαγωγή ότι για κάθε n ∈ N ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) 3 | (n3 − n).

(ϐ) 13 + 23 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4 = (1 + 2 + · · ·+ n)2.

(γ) 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

(δ) 1
1·3 + 1

3·5 + · · ·+ 1
(2n−1)(2n+1) = n

2n+1 .

3. Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) 133 | (11n+1 + 122n−1).

(ϐ) 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n · (n+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2).

(γ) q + q2 + · · ·+ qn = q 1−qn
1−q , όπου q ∈ R, q 6= 1.

4. Να ϐρείτε τους ϕυσικούς αριθµούς για τους οποίους ισχύει κάθε µία από τις ανισότητες :

(α) n < 2n, (ϐ) n! > n, (γ) 2n > n3 + 1, (δ) 2n2 < 3n−1, (ε) n! <
(
n+1
2

)n
.

5. ΄Εστω α, β ∈ R µε α+ β > 0. Αποδείξτε ότι, για κάθε n ∈ N0,

αn + βn

2
>
(α+ β

2

)n
.

6. Ορίζουµε αναδροµικά το n! ϑέτοντας 0! = 1 και (n+ 1)! = n!(n+ 1).

(α) Αποδείξτε µε επαγωγή ότι ο (n− r)!r! διαιρεί τον n! για κάθε r µε 0 6 r 6 n.

(ϐ) Ορίζουµε τον διωνυµικό συντελεστή(
n

r

)
=

n!

(n− r)!r!
.



3.4 Ασκήσεις · 85

Αποδείξτε ότι (
n

0

)
= 1,

(
n

1

)
= n,

(
n

r

)
=

(
n

n− r

)
.

(γ) Αποδείξτε ότι (
n

r

)
+

(
n

r − 1

)
=

(
n+ 1

r

)
.

(δ) Αποδείξτε µε επαγωγή ότι

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+ · · ·+

(
n

r

)
an−rbr + · · ·+

(
n

n

)
bn.

7. Αποδείξτε ότι (
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ · · ·+ n

(
n

n

)
= n · 2n−1

για κάθε n ∈ N.

8. (α) Αποδείξτε ότι

2 · 6 · 10 · 14 · · · (4n− 2) =
(2n)!

n!

για κάθε n ∈ N.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας το (α) αποδείξτε ότι 2n(n!)2 6 (2n)! για κάθε n > 1.

9. Με τη µέθοδο της επαγωγής αποδείξτε ότι

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
6 2− 1

n

για κάθε n > 1.

10. Με τη µέθοδο της επαγωγής αποδείξτε ότι

2(
√
n+ +1− 1) 6 1 +

1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
6 2
√
n− 1.

για κάθε n > 1.

11. Με τη µέθοδο της επαγωγής αποδείξτε ότι

1√
n

22n−1(n!)2 6 (2n)! 6 22n−1(n!)2

για κάθε n > 1.
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12. Με τη µέθοδο της επαγωγής αποδείξτε ότι

1

2

3

4

5

6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

για κάθε n > 1.

13. Με τη µέθοδο της επαγωγής αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-Schwarz: για κάθε
n > 2, αν x1, . . . , xn και y1, . . . , yn είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)2 6 (x21 + x22 · · ·+ x2n)(y21 + y22 + · · ·+ y2n).

14. Οι αριθµοί Fibonacci (un) ορίζονται αναδροµικά ως εξής: u1 = 1, u2 = 2 και

un+1 = un + un−1, n > 2.

Αποδείξτε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός γράφεται ως άθροισµα αριθµών Fibonacci. Είναι αυτή
η παράσταση µοναδική ;

15. (α) Αποδείξτε ότι αν p/q είναι ανάγωγο κλάσµα τέτοιο ώστε 1
n+1 <

p
q <

1
n για κάποιον

n ∈ N τότε ο p
q −

1
n+1 αν γραφτεί σε ανάγωγη µορφή έχει αριθµητή µικρότερο από p.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας το (α) αποδείξτε µε επαγωγή ότι κάθε κλάσµα p/q µε p < q µπορεί να
γραφτεί στη µορφή

p

q
=

1

n1
+ · · ·+ 1

nk
,

όπου n1, . . . , nk είναι ϕυσικοί αριθµοί.

16. Αποδείξτε ότι κάθε ϑετικός ακέραιος ο οποίος στο δεκαδικό σύστηµα αποτελείται από
3n όµοια ψηφία διαιρείται µε το 3n (π.χ. ο 777 διαιρείται µε το 3, ο 222222222 διαιρείται
µε το 9 κλπ). Υπόδειξη: επαγωγή στο n.

17. ΄Εστω a, b ∈ N. Αν (a, b) = ax+ by για κάποιους x, y ∈ Z, αποδείξτε ότι (x, y) = 1.

18. ΄Εστω a, b ∈ N µε (a, b) = 1.

(α) Ποιες είναι οι δυνατές τιµές του (a+ b, ab);

(ϐ) Ποιες είναι οι δυνατές τιµές του (a+ b, a2 + ab+ b2);

(γ) Ποιες είναι οι δυνατές τιµές του (a+ b, a2 + b2);

19. Αποδείξτε τις παρακάτω ιδιότητες του µέγιστου κοινού διαιρέτη.

(α) (a, bc) = 1 αν και µόνο αν (a, b) = (a, c) = 1.

(ϐ) Αν (a, b) = 1 και c | b τότε (a, c) = 1.
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(γ) Αν (a, b) = 1 τότε (a, bc) = (a, c).

(δ) (a, b) = 1 αν και µόνο αν (a2, b2) = 1.

Σε όλα τα ερωτήµατα υποθέτουµε ότι a, b, c ∈ N.

20. ΄Εστω d, n ∈ N. Αν d | n, τότε (2d − 1) | (2n − 1). Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την
ταυτότητα xk − 1 = (x− 1)(xk−1 + xk−2 + · · ·+ x+ 1).

21. Αποδείξτε ότι το γινόµενο k διαδοχικών ϕυσικών διαιρείται µε k!. Υπόδειξη : Αποδείξτε
µε επαγωγή ότι ο

(
n
k

)
είναι ακέραιος.

22. (α) Αν ο n είναι πρώτος και ο k είναι ακέραιος µε 1 ≤ k ≤ n − 1 αποδείξτε ότι ο n
διαιρεί το

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! .

(ϐ) Ισχύει το (α) χωρίς να υποθέσουµε ότι ο n είναι πρώτος;

23. ΄Εστω a,m, n ∈ N µε a > 1. Αποδείξτε ότι (am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

24. Αποδείξτε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι της µορφής 4n − 1. Υπόδειξη : Μιµηθείτε το
επιχείρηµα του Ευκλείδη.

25. Υποθέτουµε ότι ο 2n + 1 είναι πρώτος για κάποιον n > 2 (οι πρώτοι αυτής της µορφής
λέγονται πρώτοι του Fermat). Αποδείξτε ότι ο n είναι δύναµη του 2.

26. Υποθέτουµε ότι ο 2n − 1 είναι πρώτος για κάποιον n ∈ N (οι πρώτοι αυτής της µορφής
λέγονται πρώτοι του Mersenne). Αποδείξτε ότι ο n είναι πρώτος.

27. ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Αποδείξτε ότι ο
√
p είναι άρρητος.

28. Αποδείξτε ότι ο f(n) = n2 + n + 41 είναι πρώτος για n = 0, 1, . . . , 39. Τι συµβαίνει
όταν n = 40;

29. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει πολυώνυµο f(x) = a0 + a2x + · · · + akx
k, k > 1, ak 6= 0,

µε συντελεστές ακεραίους, για το οποίο όλοι οι αριθµοί |f(n)|, n > 0 να είναι πρώτοι.

30. ΄Εστω n > 2. Αποδείξτε ότι ο (n+1)!+k είναι σύνθετος για κάθε k = 2, . . . , n+1. Αυτό
αποδεικνύει ότι υπάρχουν οσοδήποτε µακριά διαστήµατα διαδοχικών σύνθετων αριθµών.

31. Αποδείξτε ότι 2n | (n+ 1)(n+ 2) · · · (2n) για κάθε n ∈ N.

32. Αν n > 2 αποδείξτε ότι το άθροισµα

n∑
k=1

1

k

δεν είναι ακέραιος.





Κεφάλαιο 4

Πληθάριθµοι

4.1 Ισοπληθικά σύνολα

Ορισµός 4.1.1 (ισοπληθικότητα). ΄Εστω A,B δύο µη κενά σύνολα. Τα A,B λέγονται
ισοπληθικά αν υπάρχει µια συνάρτηση f : A→ B, η οποία είναι αµφιµονοσήµαντη. Λέµε
τότε ότι έχουµε µια αντιστοιχία από το A στο B και γράφουµε A� B.

Εάν τα σύνολα A και B είναι ισοπληθικά, γράφουµε A =c B ή |A| = |B| ή και A ∼ B.

Η επόµενη πρόταση µας λέει ότι η ισοπληθικότητα µεταξύ συνόλων είναι σχέση ισοδυ-
ναµίας στην κλάση όλων των συνόλων.

Πρόταση 4.1.2. ΄Εστω A,B,C µη κενά σύνολα. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) A ∼ A,

(ϐ) αν A ∼ B, τότε B ∼ A και

(γ) αν A ∼ B και B ∼ C, τότε A ∼ C.

Απόδειξη. (α) Για κάθε σύνολο A ισχύει A ∼ A, αφού υπάρχει η ταυτοτική απεικόνιση
idA : A→ A µε idA(x) = x η οποία είναι αµφιµονοσήµαντη.

(ϐ) Εάν A ∼ B, τότε υπάρχει αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f : A → B, άρα υπάρχει και
η αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f−1 : B → A, συνεπώς B ∼ A.

(γ) Εάν A ∼ B και B ∼ C, υπάρχουν αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις f : A → B και
g : B → C. Τότε η σύνθεση g ◦ f : A→ C είναι αµφιµονοσήµαντη, συνεπώς A ∼ C.

Παραδείγµατα 4.1.3. (1) Το σύνολο N και το σύνολο N0 = {0, 1, 2, . . . } είναι ισοπληθικά,
µέσω της αντιστοιχίας

f : N� N0 : n 7→ n− 1.
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(2) Το σύνολο των ϕυσικών N είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των αρτίων ϕυσικών A = {2n :

n ∈ N} µέσω της αντιστοιχίας
N� A : n 7→ 2n.

(3) Το σύνολο N είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των αρνητικών ακέραιων {a ∈ Z : a < 0},
αφού η απεικόνιση

N� {a ∈ Z : a < 0} : n 7→ −n

είναι αµφιµονοσήµαντη.

(4) Το σύνολο N είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των τετραγώνων των ϕυσικών, λόγω της
αντιστοιχίας

N� {n2 : n ∈ N} : n 7→ n2

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι τα Παραδείγµατα (1), (2) και (4) µας δείχνουν ότι ένα
σύνολο µπορεί να είναι ισοπληθικό µε γνήσιο υποσύνολο του.

(5) Τα ανοιχτά διαστήµατα (0, 1) και (0, 2) είναι ισοπληθικά, µέσω της αντιστοιχίας

f : (0, 1)� (0, 2) : f(x) = 2x.

Γενικότερα, κάθε ανοιχτό διάστηµα (a, b), a, b ∈ R, a < b, είναι ισοπληθικό µε το (0, 1)

µέσω της αντιστοιχίας

f : (0, 1)� (a, b) : f(t) = (1− t)a+ tb.

Λόγω της µεταβατικής ιδιότητας της ισοπληθικότητας, παίρνουµε ότι για κάθε a, b, c, d ∈ R
µε a < b και c < d, ισχύει

(a, b) ∼ (c, d).

(6) Επειδή η απεικόνιση
tan : (−π

2
,
π

2
)→ R : x 7→ tanx

είναι αµφιµονοσήµαντη, το R είναι ισοπληθικό µε το διάστηµα (−π2 ,
π
2 ), εποµένως και µε

κάθε διάστηµα (a, b).

(7) Το R είναι ισοπληθικό µε τον (ανοιχτό) ηµιάξονα (0,+∞), λόγω της αντιστοιχίας

R� (0,+∞) : x 7→ ex.

Επίσης, (0,+∞) ∼ (a,+∞), για οποιοδήποτε a ∈ R, αφού η

(0,+∞)� (a,+∞) : x 7→ x+ a
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είναι αµφιµονοσήµαντη. ΄Αρα και

R ∼ (a,+∞), ∀ a ∈ R.

Εξάλλου, προφανώς, (0,+∞) ∼ (−∞, 0) ∼ (−∞, b), b ∈ R. Συνοψίζοντας, έχουµε

R ∼ (a, b) ∼ (c,+∞) ∼ (−∞, c),

για κάθε a, b, c ∈ R µε a < b.

΄Ολα τα διαστήµατα που εµφανίζονται στα Παραδείγµατα (5), (6) και (7) είναι ανοιχτά.
Τί συµβαίνει αν «κλείσουµε» το ένα (τουλάχιστον) άκρο ;

(8) Τα σύνολα (0, 1) και (0, 1] είναι ισοπληθικά. Πράγµατι : ϑεωρούµε το σύνολο A = { 1n :

n ∈ N}, το οποίο είναι υποσύνολο του (0, 1] και ορίζουµε τη συνάρτηση f : (0, 1] → (0, 1)

µε

f(x) =

{
1

n+1 , αν x ∈ A και x = 1
n

x, διαφορετικά

Εύκολα ελέγχουµε ότι η f είναι αντιστοιχία.

Εδώ αξίζει να παρατηρήσουµε ότι σε αντίθεση µε όλες τις συναρτήσεις που ορίστηκαν
στα παραδείγµατα (5-7) µεταξύ (ανοιχτών) διαστηµάτων, η συνάρτηση του Παραδείγµατος
(8) δεν είναι συνεχής. Μπορεί να ϐρεθεί συνεχής αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ των
(0, 1) και (0, 1];

Ορισµός 4.1.4. ΄Εστω A,B δύο σύνολα. Λέµε ότι το A έχει πληθάριθµο το πολύ ίσο µε

αυτόν του B, αν υπάρχει 1-1 συνάρτηση f : A → B. Γράφουµε A 6c B ή A � B. Ο
συµβολισµός και η ορολογία δικαιολογούνται από το γεγονός ότι το A είναι ισοπληθικό µε
το f(A) το οποίο είναι υποσύνολο του B.

Πρόταση 4.1.5. ΄Εστω A, B σύνολα. Οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

(i) A � B.

(ii) Υπάρχει συνάρτηση επί g : B → A.

(iii) Υπάρχει C ⊆ B µε A ∼ C.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε από την ϑεωρία συναρτήσεων ότι υπάρχει συνάρτηση 1-1 f : A→ B,
εάν και µόνον εάν υπάρχει συνάρτηση επί g : B → A. ΄Αρα ισχύει (i)⇔ (ii).

∆είχνουµε ότι (i) ⇔ (iii): ΄Εστω ότι υπάρχει f : A → B που είναι 1-1. Θέτουµε
C := f(A) ⊆ B. Τότε η f : A → C είναι αµφιµονοσήµαντη, άρα A ∼ C. ΄Εστω τώρα ότι



92 · Πληθάριθµοι

υπάρχει ένα σύνολο C ⊆ B και µια 1-1 και επί συνάρτηση f : A→ C. Θεωρούµε και την
κανονική εµφύτευση

i : C −→ B : x 7−→ i(x) = x.

Τότε η συνάρτηση i ◦ f είναι 1-1, σαν σύνθεση δύο 1-1 συναρτήσεων.

Στα προηγούµενα δείξαµε ότι η σχέση «∼» είναι σχέση ισοδυναµίας στην κλάση όλων
των συνόλων. Είναι ϕυσικό να γενηθεί το ερώτηµα αν η σχέση � είναι (ολική) διάταξη.
Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι :

(1) Για οποιοδήποτε σύνολο A, η ταυτοτική idA είναι 1-1, άρα A � A και η σχέση είναι
ανακλαστική.

(2) Αν A, B, C είναι σύνολα µε A � B και B � C, τότε υπάρχουν 1-1 συναρτήσεις
f : A→ B και g : B → C, άρα υπάρχει και η συνάρτηση g ◦ f : A→ C που είναι 1-1 σαν
σύνθεση τέτοιων. ΄Αρα η σχέση είναι µεταβατική.

(3) Για να είναι αντισυµµετρική, ϑα έπρεπε να ισχύει η συνεπαγωγή

A � B και B � A ⇒ A = B,

κάτι που σίγουρα δεν είναι σωστό (γιατί ;). Θα περιµέναµε όµως ίσως να ισχύει στη ϑέση
της η συνεπαγωγή

A � B και B � A ⇒ A ∼ B

το οποίο αντιστοιχεί στην επόµενη ερώτηση: ΄Εστω ότι υπάρχουν 1-1 απεικονίσεις f : A→
B και g : B → A. Μπορεί να εξασφαλιστεί η ύπαρξη µιας αµφιµονοσήµαντης h : A→ B; Η
απάντηση δίνεται στο επόµενο περιώνυµο και ενδιαφέρον

Θεώρηµα 4.1.6 (Schröder–Bernstein). Αν X � Y και Y � X, τότε X ∼ Y .

Απόδειξη. Από τις υποθέσεις προκύπτει ότι υπάρχουν δύο 1-1 συναρτήσεις f : X → Y

και g : Y → X. Σκοπός µας είναι να ϐρούµε µια 1-1 και επί συνάρτηση h : X → Y .
Θεωρούµε την σύνθεση

g ◦ f : X → X

που είναι 1-1, σαν σύνθεση τέτοιων, και παρατηρούµε ότι αν την ϑεωρήσουµε σαν απεικό-
νιση

g ◦ f : X → g(f(X)) ⊆ X

είναι αµφιµονοσήµαντη.
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∆ηλαδή έχουµε

g(f(X)) ⊆ g(Y ) ⊆ X

µε

g(f(X)) ∼ X.

Επειδή g(Y ) ∼ Y , πρέπει να δείξουµε ότι X ∼ g(Y ). Αυτό προκύπτει από το επόµενο

Λήµµα 4.1.7. Αν A1 ⊆ B ⊆ A και A1 ∼ A, τότε B ∼ A.

Απόδειξη. Από την υπόθεση έχουµε την ύπαρξη µιας αµφιµονοσήµαντης f : A → A1.
Θέτουµε A0 = A, B0 = B και ορίζουµε αναδροµικά

An+1 = f(An), Bn+1 = f(Bn), ∀ n ∈ N0.

Ο εγκλεισµός της υπόθεσης µας δίνει

A0 ⊇ B0 ⊇ A1 ⇒
f(A0) ⊇ f(B0) ⊇ f(A1) ⇔ A1 ⊇ B1 ⊇ A2 ⇒
f(A1) ⊇ f(B1) ⊇ f(A2) ⇔ A2 ⊇ B2 ⊇ A3 ⇒
. . .

Προφανώς, συνεχίζοντας επαγωγικά παίρνουµε

An ⊇ Bn ⊇ An+1, ∀ n ∈ N0.
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΄Ετσι το αρχικό σύνολο A = A0 χωρίζεται σε µια οικογένεια διαφορών (Cn := An\Bn)n∈N0
,

που ϕαίνεται στο ανωτέρω σχήµα χρωµατισµένη και σε µια οικογένεια διαφορών (Bn \
An+1)n∈N0 , που ϕαίνεται άχρωµη. Ονοµάζουµε C το χρωµατισµένο σύνολο, δηλ.

C :=
⋃
n∈N0

Cn =
⋃
n∈N0

(An \Bn)

Παρατηρούµε ότι

A \ C = B \ C.

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι για κάθε n ∈ N0 ισχύει f(Cn) = Cn+1. Πράγµατι, έστω x ∈ Cn =

An \Bn, δηλ. x ∈ An και x /∈ Bn. Τότε f(x) ∈ f(An) = An+1, και f(x) /∈ f(Bn) = Bn+1,
διότι αν f(x) ∈ Bn+1, υπάρχει z ∈ Bn µε f(z) = f(x) όπου B 3 z 6= x /∈ Bn, που είναι
άτοπο, λόγω του 1-1 της f . ∆ηλ. f(Cn) ⊆ Cn+1. Επίσης η εικόνα f(Cn) καλύπτει όλο
το Cn+1. Πράγµατι, έστω y ∈ Cn+1 = An+1 \ Bn+1. Επειδή y ∈ An+1, υπάρχει x ∈ An
µε f(x) = y. Αν x ∈ Bn, τότε y = f(x) ∈ Bn+1, άτοπο, άρα x ∈ An \ Bn = Cn και
y = f(x) ∈ f(Cn).

Συνεπώς, ο περιορισµός

f |C : C =
⋃
n∈N0

Cn −→ f(C) =
⋃
n∈N

Cn = B ∩ C
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είναι αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση. Τώρα ορίζουµε

g : A = C ∪ (A \ C) −→ B = (B ∩ C) ∪ (B \ C)

g(x) =

{
f(x), x ∈ C
x, x ∈ A \ C

Παρατηρούµε ότι η g είναι η ένωση των δύο αµφιµονοσήµαντων απεικονίσεων f : C →
B ∩ C και id : A \ C → A \ C = B \ C που ορίζονται σε δύο ξένα σύνολα και παίρνουν
τιµές πάλι σε δύο ξένα σύνολα, άρα η g είναι και αυτή αµφιµονοσήµαντη.

4.2 Αριθµήσιµα σύνολα

Συµβολισµός. Συµβολίζουµε µε Tn το σύνολο των πρώτων n ϕυσικών, δηλαδή

Tn = {1, 2, . . . n}.

Ορισµός 4.2.1 (πεπερασµένα και άπειρα αριθµήσιµα σύνολα). ΄Εστω A σύνολο. Το A
λέγεται

(α) πεπερασµένο αν A = ∅ ή αν υπάρχει n ∈ N µε A ∼ Tn,
(ϐ) άπειρο αριθµήσιµο αν A ∼ N,
(γ) αριθµήσιµο, αν είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο.
Αν A = ∅, λέµε ότι ο πληθάριθµος του A είναι 0 ή ότι το A έχει 0 στοιχεία. Αν A ∼ Tn,

λέµε ότι ο πληθάριθµος του A είναι n ή ότι το A έχει n στοιχεία. Γράφουµε

card(A) = n ή #A = n ή και |A| = n, n ∈ No.

Τον πληθάριθµο του N τον συµβολίζουµε µε ω ή ℵ0 (άλεφ 0). ΄Ετσι, αν το σύνολο A είναι

άπειρο αριθµήσιµο γράφουµε |A| = ℵ0.

Λήµµα 4.2.2. Κάθε A ⊆ N είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ N. Τότε :
Αν A = ∅, τότε A είναι πεπερασµένο, άρα αριθµήσιµο. Αν A 6= ∅, τότε από την Αρχή

Ελαχίστου (ΑΕ) υπάρχει ελάχιστο στοιχείο ϕ(1) ∈ A. Θεωρούµε το σύνολο A \ {ϕ(1)}.
Αν A \ {ϕ(1)} = ∅, τότε A = {ϕ(1)} ∼ {1} = T1, δηλ. A είναι πεπερασµένο, άρα

αριθµήσιµο. ΑνA\{ϕ(1)} 6= ∅, τότε (πάλι από την ΑΕ) υπάρχει ελάχιστο ϕ(2) ∈ A\{ϕ(1)}.
Παρατηρούµε ότι ϕ(1) < ϕ(2). Θεωρούµε το σύνολο A \ {ϕ(1), ϕ(2)}.

Αν A \ {ϕ(1), ϕ(2)} = ∅, τότε A = {ϕ(1), ϕ(2)} ∼ {1, 2} = T2, δηλ. A είναι πεπερα-
σµένο, άρα αριθµήσιµο. Αν A \ {ϕ(1), ϕ(2)} 6= ∅, τότε (πάλι από την ΑΕ) υπάρχει ελάχιστο
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στοιχείο ϕ(3) ∈ A \ {ϕ(1), ϕ(2)}. Παρατηρούµε ότι ϕ(2) < ϕ(3). Θεωρούµε το σύνολο
A \ {ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3)}, και συνεχίζουµε επαγωγικά.

Αυτή η διαδικασία µπορεί να σταµατήσει ή να µην σταµατήσει :
Αν υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε A \ {ϕ(1), . . . , ϕ(n)} = ∅, τότε

A = {ϕ(1), . . . , ϕ(n)} ∼ {1, . . . , n} = Tn,

δηλ. A είναι πεπερασµένο, άρα αριθµήσιµο.
Αν για κάθε n ∈ N, A \ {ϕ(1), . . . , ϕ(n)} 6= ∅, τότε ορίζεται η συνάρτηση

ϕ : N −→ A : n 7−→ ϕ(n).

Ισχυριζόµαστε ότι η ϕ είναι αµφιµονοσήµαντη. Πράγµατι, επειδή ϕ(n) < ϕ(n + 1), για
κάθε n ∈ N, η ϕ(n) είναι γνησίως αύξουσα. Εποµένως είναι 1-1. Ιδιαιτέρως, είναι µια
γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών, άρα ϕ(n) > n, για κάθε n ∈ N (απόδειξη :
επαγωγικά).

Είναι και επί : ΄Εστω x ∈ A. Τότε x ∈ N και x 6 ϕ(x) < ϕ(x + 1), άρα υπάρχει
n = x+ 1 ∈ N µε ϕ(n) > x, δηλ. το σύνολο

Ax = {n ∈ N : ϕ(n) > x}

είναι µη-κενό υποσύνολο του N. Από την ΑΕ, έχει ελάχιστο στοιχείο, έστω το m ∈ Ax.
Οπότε

x < ϕ(m) < ϕ(n), ∀ n ∈ Ax, n 6= m.

Θεωρούµε το m− 1 και την εικόνα του ϕ(m− 1). Επειδή m− 1 < m = minA, προκύπτει
ότι m− 1 /∈ A, άρα ϑα είναι ϕ(m− 1) 6 x.

Αν ϕ(m − 1) < x, τότε x, ϕ(m) ∈ A \ {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(m − 1)} µε x < ϕ(m), άρα
ϕ(m) 6= min(A \ {ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(m− 1)}), άτοπο. ΄Αρα ϕ(m− 1) = x, οπότε x ∈ ϕ(N),
που είναι το Ϲητούµενο.

Από τον ορισµό των αριθµήσιµων συνόλων, παίρνουµε ότι κάθε αριθµήσιµο σύνολο είναι
ισοπληθικό µε κάποιο υποσύνολο του N. Από την προηγούµενη πρόταση, κάθε υποσύνολο
του N είναι αριθµήσιµο. Αρα

A αριθµήσιµο ⇔ A � N.

Εποµένως είναι προφανής η επόµενη

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω A ένα σύνολο. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) Το A είναι αριθµήσιµο.

(ii) Υπάρχει 1-1 απεικόνιση f : A→ N.

(iii) Υπάρχει επί απεικόνιση g : N→ A.
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Παραδείγµατα 4.2.4. (α) Το καρτεσιανό γινόµενο N×N είναι άπειρο αριθµήσιµο, δηλαδή

N× N ∼ N.

Πράγµατι, η απεικόνιση

f : N× N −→ N : f(m,n) = 2m−1(2n− 1)

είναι αµφιµονοσήµαντη.
(ϐ) Το σύνολο Z των ακεραίων είναι άπειρο αριθµήσιµο, δηλ.

Z ∼ N.

Πράγµατι, η απεικόνιση

g : N0 → Z : g(n) =

{
k, n = 2k, k ∈ N0

−k, n = 2n− 1, k ∈ N

είναι αµφιµονοσήµαντη. ΄Αρα N ∼ N0 ∼ Z.
(γ) Το σύνολο Q των ϱητών είναι άπειρο αριθµήσιµο, δηλ.

N ∼ Q.

Πράγµατι, η κανονική εµφύτευση

i : N→ Q : i(n) = n

είναι 1-1, άρα N � Q. Επίσης η απεικόνιση

q : Z× N→ Q : q(a, n) =
a

n

είναι επί. Επειδή το σύνολο Z×N είναι άπειρο αριθµήσιµο (γιατί ;), προκύπτειQ � Z×N ∼
N. ΄Αρα το Ϲητούµενο είναι αποτέλεσµα του Θεωρήµατος Schröder-Bernstein.

4.3 Υπεραριθµήσιµα σύνολα

Ορισµός 4.3.1 (υπεραριθµήσιµα σύνολα). ΄Ενα σύνολο A λέγεται :
(α) υπεραριθµήσιµο, αν δεν είναι αριθµήσιµο
(ϐ) άπειρο, αν είναι άπειρο αριθµήσιµο ή υπεραριθµήσιµο.

Με άλλα λόγια, ένα σύνολο είναι άπειρο αν δεν είναι πεπερασµένο.

Ισχύει ο επόµενος χαρακτηρισµός των άπειρων συνόλων:
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Πρόταση 4.3.2. ΄Ενα σύνολο A είναι άπειρο αν και µόνο αν υπάρχει 1-1 συνάρτηση f :

N→ A.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι µια παραλαγή της απόδειξης της Πρότασης 4.2.2. ΄Εστω A ένα
άπειρο σύνολο. Τότε το A δεν είναι πεπερασµένο, ιδιαιτέρως δεν είναι κενό, άρα υπάρχει
a1 ∈ A. Θεωρούµε το το σύνολο A \ {a1}. Αν A \ {a1} = ∅, τότε A = {a1}= πεπερασµένο,
άτοπο. ΄Αρα A \ {a1} 6= ∅ και υπάρχει a2 ∈ A \ {a1}. Συνεχίζουµε επαγωγικά και
ορίζουµε ακολουθία (an) στοιχείων του A. Παρατηρούµε ότι για κάθε n < m, ισχύει
am ∈ A \ {a1, . . . , an, . . . , am−1}, άρα an 6= am. Αυτό σηµαίνει ότι η απεικόνιση

ϕ : N −→ A : ϕ(n) = an

είναι 1-1.
Αντίστροφα, έστω ότι υπάρχει 1-1 συνάρτηση f : N → A. Αν το A είναι πεπερασµένο,

τότε υπάρχουν n ∈ N και αµφιµονοσήµαντη g : A→ Tn. Αλλά τότε η σύνθεση g ◦ f : N→
Tn είναι 1-1, άτοπο (γιατί ;).

Υπενθυµίζουµε ότι η ύπαρξη µιας 1-1 απεικόνισης f : N → A είναι ισοδύναµη µε την
ύπαρξη µιας επί απεικόνισης g : A→ N.

Παραδείγµατα 4.3.3. (α) Τα σύνολα N, Z και Q είναι άπειρα, αφού είναι άπειρα αριθµή-
σιµα.

(ϐ) Το R είναι άπειρο, αφού η κανονική εµφύτευση i : N → R είναι 1-1. Και επειδή
για κάθε a, b ∈ R µε a < b είναι (a, b) ∼ R, κάθε ανοιχτό διάστηµα (a, b) και κάθε (µη
τετριµµένο) κλειστό διάστηµα [a, b] είναι άπειρο σύνολο.

Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε ότι υπάρχουν µη-αριθµήσιµα, δηλ. υπεραριθµήσιµα
σύνολα. Αρκεί να δείξουµε ότι κάποιο γνωστό µας σύνολο δεν µπορεί να αντιστοιχισθεί
αµφιµονοσήµαντα µε το N. ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το R και τα ισοπληθικά του. Αρκεί να
δείξουµε ότι το διάστηµα [0, 1] είναι υπεραριθµήσιµο.

Πρόταση 4.3.4. Το σύνολο [0, 1] είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη Α. Για την απόδειξη που ακολουθεί, υπενθυµίζουµε ότι : (α) Κάθε πραγµατικός
αριθµός x > 0 έχει µια «δεκαδική παράσταση»:

x = a0 , a1 a2 a3 . . . , όπου a0 ∈ N0 και ai ∈ {0, 1, . . . , 9} ∀ i ∈ N.

(ϐ) Οι αριθµοί της µορφής

x = a0 , a1 a2 . . . an 0 0 0 0 0 . . .
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µε an 6= 0 έχουν ακριβώς δύο δεκαδικές παραστάσεις : την ανωτέρω και την

x = a0 , a1 a2 . . . (an − 1) 9 9 9 9 9 . . .

Π.χ. 1, 7 = 1, 70000 · · · = 1, 699999 . . . . Ολοι οι άλλοι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί
έχουν µοναδική δεκαδική παράσταση.

Γράφουµε κάθε x ∈ [0, 1] µε δεκαδική µορφή. Για τους αριθµούς που έχουν δύο
δεκαδικές παραστάσεις, επιλέγουµε την µία, π.χ. την µορφή µε τα άπειρα 0, ώστε η
δεκαδική παράσταση όλων των αριθµών να είναι µονοσήµαντη.

Γνωρίζουµε ότι το διάστηµα [0, 1] είναι άπειρο ( ϐλ. 4.3.3 (ϐ)). ΄Εστω προς άτοπο ότι το
[0, 1] είναι αριθµήσιµο. Τότε υπάρχει απεικόνιση επί ϕ : N → [0, 1], άρα [0, 1] = ϕ(N) =

{ϕn : n ∈ N}. ∆ηλ.
∀ x ∈ [0, 1] ∃ n ∈ N : x = ϕn.

Γράφουµε όλα τα ϕn µε την δεκαδική µορφή που επιλέξαµε :

ϕ1 = 0 , a11 a
1
2 a

1
3 . . . a1n . . .

ϕ2 = 0 , a21 a
2
2 a

2
3 . . . a2n . . .

ϕ3 = 0 , a31 a
3
2 a

3
3 . . . a3n . . .

...
...

...
...

...

ϕn = 0 , an1 a
n
2 a

n
3 . . . ann . . .

...
...

...
...

...

Θεωρούµε τώρα ένα ξ = 0, ξ1ξ2ξ3 . . . ξn · · · ∈ [0, 1] επιλέγοντας ξk 6= akk και ξk 6= 9, k ∈ N.
Τότε προφανώς για κάθε n ∈ N ισχύει ξ 6= ϕn και η ϕ δεν είναι επί, άτοπο.

Απόδειξη Β. Το σύνολο [0, 1] είναι άπειρο. ΄Οπως και στην προηγούµενη απόδειξη, ϑεωρού-
µε ότι είναι αριθµήσιµο, οπότε µπορούµε να γράψουµε [0, 1] = {xn : n ∈ N}. ∆ιαιρούµε
το [0, 1] σε τρία διαδοχικά ισοµήκη διαστήµατα ως εξής : [0, 1] = [0, 1/3] ∪ [1/3, 2/3] ∪
[2/3, 1]. Τότε, τουλάχιστον ένα από αυτά τα τρία διαστήµατα δεν περιέχει το x1. Ονοµάζου-
µε αυτό το διάστηµα I1 και το διαιρούµε σε τρία ισοµήκη διαδοχικά κλειστά διαστήµατα
(µήκους 1/9). Τουλάχιστον ένα από αυτά δεν περιέχει το x2. Ονοµάζουµε αυτό το διάστη-
µα I2. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο, οπότε παίρνουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών
διαστηµάτων In = [an, bn] µε xn /∈ In και bn − an = 3/n → 0. Από την Αρχή Κιβωτισµού
ισχύει ∩n∈NIn = {x}. Αφού x ∈ [0, 1], υπάρχει m ∈ N ώστε x = xm. Ατοπο, διότι x ∈ In
για κάθε n ∈ N, ενώ xm /∈ Im. 2

Πόρισµα 4.3.5. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R και το σύνολο των αρρήτων R \Q
είναι υπεραριθµήσιµα.
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Τον πληθάριθµο του R τον συµβολίζουµε µε ℵ1 (άλεφ 1). Επειδή N ⊂ R, έχουµε
ℵ0 � ℵ1, κι επειδή N � R, είναι ℵ0 6= ℵ1, άρα ℵ0 ≺ ℵ1. Προκύπτει ϕυσιολογικά
η ερώτηση «υπάρχει πληθάριθµος γνήσια ανάµεσα στα ℵ0 και ℵ1;» Ισοδύναµα, «υπάρχει

σύνολο X µε ℵ0 ≺ |X| ≺ ℵ1;» Γνωρίζουµε σήµερα, ότι µε τα αξιώµατα που δεχόµαστε στην
Θεωρία Συνόλων (Αξιώµατα µαζί µε το Αξίωµα της Επιλογής) δεν µπορεί να αποδειχθεί ούτε
η ύπαρξη ούτε η ανυπαρξία τέτοιου συνόλου.

Θεώρηµα 4.3.6 (Cantor). Για κάθε σύνολο X, ισχύει X ≺ P(X).

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα, ότι |∅| = 0 < 1 = |P(∅)| = |{∅}|. ΄Εστω ένα X 6= ∅. Τότε
ορίζουµε την απεικόνιση f : X → P(X) µε f(x) = {x}, που είναι 1-1, άρα X � P(X).

Θα δείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει ϕ : X → P(X) που να είναι 1-1 και επί. Προς
άτοπο, έστω ότι υπάρχει τέτοια ϕ. Για κάθε x ∈ X, είναι ϕ(x) ⊆ X, άρα ισχύει ακριβώς
µια από τις δύο σχέσεις

x ∈ ϕ(x) ή x /∈ ϕ(x).

Θέτουµε
B = {x ∈ X : x /∈ ϕ(x)} ⊆ X.

Αφού η ϕ είναι επί, υπάρχει xo ∈ X µε ϕ(xo) = B. Για το xo, τί από τα δύο ισχύει ; xo ∈ B
ή xo /∈ B; Παρατηρούµε ότι : Αν xo ∈ B, τότε xo /∈ B, άτοπο. Αν xo /∈ B, τότε xo ∈ B,
άτοπο. Το άτοπο έχει προκύψει από την υπόθεση ότι η ϕ είναι επί. ΄Αρα δεν υπάρχει τέτοια
ϕ, και X ≺ P(X).

Σύµφωνα µε το τελευταίο ϑεώρηµα, |N| < |P(N)|. Γνωρίζουµε επίσης ότι |N| < |R|.
Από όσα είπαµε µέχρι τώρα δεν ϕαίνεται πώς διατάσσονται οι πληθάριθµοι |P(N)| και |R|
µεταξύ τους. Αξίζει να αναφέρουµε ότι

|P(N)| = |R|.

4.4 Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι κάθε άπειρο σύνολο έχει άπειρο αριθµήσιµο υποσύνολο.

2. ∆είξτε ότι κάθε άπειρο σύνολο A είναι ισοπληθικό µε κάποιο γνήσιο υποσύνολό του.

3. Αν N0 = N ∪ {0}, δείξτε ότι η απεικόνιση f : N0 × N0 → N0 µε

f(m,n) = 2m(2n+ 1)− 1

είναι 1-1 και επί, και συµπεράνατε ότι N0 × N0 ∼ N0
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4. Είναι το R \Q αριθµήσιµο ;

5. Μια ακολουθία (t1, t2, . . . , tn, . . .) ϕυσικών αριθµών λέγεται αριθµητική πρόοδος αν
υπάρχει d ∈ N ώστε tn+1 = tn + d για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι το σύνολο όλων των
αριθµητικών προόδων είναι αριθµήσιµο.

6. Ορίστε µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f : (0, 1) → R η οποία να απεικονίζει τους
ϱητούς σε ϱητούς και τους άρρητους σε άρρητους.

7. (α) ΄Εστω A ένα σύνολο από κυκλικούς δίσκους στο επίπεδο, οι οποίοι ανά δύο δεν
τέµνονται. ∆είξτε ότι το A είναι αριθµήσιµο.

(ϐ) ΄Εστω A ένα σύνολο από κύκλους στο επίπεδο, οι οποίοι ανά δύο δεν τέµνονται. Είναι
το A αναγκαστικά αριθµήσιµο ;

(γ) ΄Εστω A ένα σύνολο από οχτάρια στο επίπεδο, τα οποία ανά δύο δεν τέµνονται. Είναι το
A αναγκαστικά αριθµήσιµο ;

8. ΄Εστω A ένα σύνολο ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 µε
την εξής ιδιότητα : για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο B του A, το άθροισµα των στοιχείων
του B είναι µικρότερο από M . ∆είξτε ότι το A είναι αριθµήσιµο.

9. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός x λέγεται αλγεβρικός αν υπάρχουν m ∈ N και ακέραιοι
a0, a1, . . . , am (µε am 6= 0) ώστε

(∗) amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0.

∆είξτε ότι το σύνολο όλων των αλγεβρικών αριθµών είναι αριθµήσιµο. [Υπόδειξη: Για κάθε
N ∈ N, το πλήθος των εξισώσεων της µορφής (∗) µε m + |a0| + · · · + |am| = N είναι
πεπερασµένο.]

10. ΄Εστω A,B,C τρία µη κενά σύνολα. Αν X είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων
f : B → C, Y είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων g : A → X και Z είναι το σύνολο
όλων των συναρτήσεων h : A×B → C, δείξτε ότι Z ∼ Y .

11. ΄Εστω A άπειρο σύνολο και έστω B αριθµήσιµο σύνολο. ∆είξτε ότι A ∼ A ∪B.

12. ∆είξτε ότι το N έχει άπειρα το πλήθος ξένα ανά δύο άπειρα υποσύνολα.

13. (α) ∆είξτε ότι υπάρχει οικογένεια {Ax : x ∈ R} άπειρων υποσυνόλων του Q µε την
εξής ιδιότητα : αν x 6= y τότε το Ax ∩Ay είναι πεπερασµένο.
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(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει οικογένεια {Ax : x ∈ R} άπειρων υποσυνόλων του N µε την εξής
ιδιότητα : αν x 6= y τότε το Ax ∩Ay είναι πεπερασµένο.

14. ΄Εστω {Ia | a ∈ A} οικογένεια ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων. ∆είξτε ότι το A
είναι αριθµήσιµο.

15. ΄Εστω f : [a, b] → R γνησίως αύξουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι το σύνολο των x ∈ [a, b]

στα οποία η f είναι ασυνεχής είναι αριθµήσιµο.
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