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14 Ισχύς Συνόλου

Παρακάτω ϑα ϑεωρήσουµε γνωστά τα αριθµοσύνολα N, Z, Q και R. Τον
αυστηρό ορισµό τους ϑα τον συζητήσουµε αργότερα.

14.1 Ορισµός. Λέµε ότι δύο σύνολα A,B είναι ισοπληθικά ή ότι έχουν

την ίδια ισχύ, αν υπάρχει αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση f : A → B. Σε
αυτή την περίπτωση γράφουµε

|A| = |B| ή A =c B.

14.2 Πρόταση. Ισχύουν τα επόµενα:

(1) Για κάθε σύνολο A, είναι |A| = |A|.
(2) Αν A, B σύνολα µε |A| = |B|, τότε |B| = |A|.
(3) Αν A,B, C σύνολα µε |A| = |B| και |B| = |C|, τότε |A| = |C|.

Απόδειξη. (1) Για κάθε σύνολο A, η ταυτοτική απεικόνιση idA : A → A που
είναι 1-1 και επί.

(2) Αν υπάρχει f : A → B 1-1 και επί, τότε υπάρχει και η αντίστροφη
f−1 : B → A που επίσης είναι 1-1 και επί.

(3) Αν f : A → B και g : B → C είναι 1-1 και επί, τότε η σύνθεση
g ◦ f : A→ C είναι 1-1 και επί.

Οι τρεις ιδιότητες της προηγούµενης πρότασης σηµαίνουν ότι η σχέση της
‘ισοπληθικότητας’ είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική. Μοιάζει
δηλ. µε σχέση ισοδυναµίας, στην οικογένεια όλων των συνόλων.

14.3 Παραδείγµατα. (1) Αν N = {1, 2, 3, . . . } και No = {0, 1, 2, . . . }, τότε

N =c No
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µέσω της
f : N −→ No : f(n) = n− 1.

(2) Αν B = {n2 | n ∈ N}, τότε

B =c N

µέσω της
f : N −→ B : f(n) = n2.

Παρατηρούµε ότι από τα δύο πρώτα παραδείγµατα προκύπτει πως

ένα σύνολο µπορεί να είναι ισοπληθικό µε ένα γνήσιο υποσύνολό του.

(3) Θεωρούµε ένα τρίγωνο ABC όπως στο επόµενο σχήµα και το ευθύ-
γραµµο τµήµα B′C ′ που ενώνει τα µέσα των πλευρών AB και AC. Από
την γεωµετρία γνωρίζουµε ότι το µήκος του BC είναι διπλάσιο του µήκους
του B′C ′. ΄Οµως τα BC και B′C ′, σαν σηµειοσύνολα, έχουν το ίδιο πλήθος
στοιχείων :

BC =c B
′C ′.

Βρίσκουµε µια απεικόνιση 1-1 και επί µεταξύ τους, αν κάθε σηµείο X του
BC το αντιστοιχήσουµε στην τοµή του AX µε το B′C ′.

(4) ΄Εστω a, b ∈ R µε a < b. Τα διαστήµατα (a, b) και (0, 1) είναι ισοπλη-
ϑικά, δηλ.

(a, b) =c (0, 1).
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Πράγµατι, η συνάρτηση

f : (a, b) −→ (0, 1) : f(x) =
x− a
b− a

είναι 1-1 και επί. Επειδή το ίδιο συµβαίνει και για κάθε άλλο διάστηµα (c, d)
µε c < d, λόγω της µεταβατικότητας της σχέσης, παίρνουµε

(a, b) =c (c, d)

για κάθε a, b, c, d ∈ R, µε a < b και c < d.
(5) Η συνάρτηση της εφαπτοµένης

tan : (−π
2
,
π

2
) −→ R

είναι 1-1 και επί µεταξύ των ανωτέρω συνόλων, άρα

(−π
2
,
π

2
) =c R

κι επειδή όλα τα ανοικτά διαστήµατα είναι ισοπληθικά µεταξύ τους,

(a, b) =c R,

γιά κάθε a, b ∈ R µε a < b.
(6) Η εκθετική συνάρτηση

exp : R −→ (0,+∞) : exp(x) = ex

είναι 1-1 και επί, άρα
R =c (0,+∞).

Το 1-1 και επί της µεταφοράς κατά a ∈ R

fa : (0,+∞) −→ (a,+∞) : fa(x) = x+ a

µας δείχνει ότι όλοι οι ηµιάξονες (a,+∞) είναι ισοπληθικοί µεταξύ τους και
ο πολλαπλασιασµός µε −1 ότι (0,+∞) =c (−∞, 0). Εποµένως, για κάθε
a, b ∈ R,

(−∞, a) =c R =c (b,+∞)

(7) Θα δείξουµε τώρα ότι επισυνάπτοντας σε ένα ανοικτό διάστηµα το ένα
ή και τα δύο άκρα του δεν αλλάζουµε την ισχύ του διαστήµατος :

(0, 1) =c (0, 1]
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Για να κατασκευάσουµε µια 1-1 και επί συνάρτηση µεταξύ του αυτών των
διαστηµάτων, διαµερίζουµε το (0, 1] σε δύο ξένα υποσύνολα

A = { 1
n
| n ∈ N} και B = (0, 1] \ A.

Αντίστοιχα, το (0, 1) διαµερίζεται στα

A \ {1} και B

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

f : A −→ A \ {1} : f( 1
n
) =

1

n+ 1

είναι 1-1 και επί. Συµπληρώνουµε την f ϑεωρώντας στο B την ταυτοτική
συνάρτηση:

g : (0, 1] −→ (0, 1) : g(x) =

{
1

n+1
, x = 1

n
∈ A

x, x ∈ B

14.4 Ορισµός. Λέµε ότι το σύνολο A έχει µικρότερη ισχύ από το σύνολο
B, αν υπάρχει 1-1 απεικόνιση

f : A −→ B,

ή, ισοδύναµα, αν υπάρχει απεικόνιση επί

g : B −→ A.

Σε αυτή την περίπτωση γράφουµε |A| ≤ |B| ή A ≤c B.

΄Οπως η σχέση =c έχει τις ιδιότητες µιας σχέσης ισοδυναµίας, έτσι και η
σχέση ≤c ϕαίνεται σαν διάταξη στην οικογένεια όλων των συνόλων. Πράγ-
µατι, είναι προφανές ότι είναι ανακλαστική και µεταβατική. ∆εν είναι όµως
καθόλου προφανές αν ισχύει κάποιο είδος αντισυµµετρίας. Θα συζητήσουµε
αυτό το ϑέµα αργότερα, µε το Θεώρηµα των Schröder-Bernstein.

14.5 Πρόταση. ΄Εστω A, B σύνολα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) |A| ≤ |B|.
(ii) Υπάρχει C ⊆ B µε A =c C.
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Απόδειξη. (i ⇒ ii) Από την υπόθεση, υπάρχει f : A → B, που είναι 1-1.
Θέτουµε C = f(A). Τότε η h : A→ C µε h(x) = f(x), για κάθε x ∈ A, είναι
1-1 και επί, δηλ. A =c C.

(ii ⇒ i) ΄Εστω C ⊆ B και f : A → C 1-1 και επί. Θεωρούµε και την
εµφύτευση ε : C → B, µε ε(x) = x, για κάθε c ∈ C. Τότε η σύνθεση
ε ◦ f : A→ B είναι 1-1, και A ≤c B.

Παρακάτω χρησιµοποιούµε το σύµβολο Tn για το σύνολο των n πρώτων
µη-µηδενικών ϕυσικών αριθµών, δηλ.

Tn = {1, 2, . . . , n}.

14.6 Ορισµός. ΄Εστω A ένα σύνολο. Το A λέγεται :
–πεπερασµένο, αν A = 6Ο ή A =c Tn, για κάποιο n ∈ N.
–άπειρο αριθµήσιµο, αν A =c N.
–αριθµήσιµο, αν είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο.
–υπεραριθµήσιµο, αν δεν είναι αριθµήσιµο,
–άπειρο, αν είναι άπειρο αριθµήσιµο, ή υπεραριθµήσιµο.

Σκοπός µας παρακάτω είναι να αποδείξουµε ότι πεπερασµένα σύνολα
είναι µόνο τα υποσύνολα του N (και τα ισοπληθικά τους). Αρχικά παρατη-
ϱούµε ότι κάθε αριθµήσιµο σύνολο είναι ισοδύναµο µε κάποιο υποσύνολο
του N. Πράγµατι, αν A είναι αριθµήσιµο, τότε ισχύει µια από τις παρακάτω
περιπτώσεις :

– A = 6Ο ⊆ N.
– A πεπερασµένο, άρα A =c Tn ⊆ N.
– A άπειρο αριθµήσιµο, άρα A =c N.

14.7 Λήµµα. ΄Εστω φ : N → N, µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών

αριθµών. Τότε

φ(n) ≥ n, ∀ n ∈ N.

Απόδειξη. Το δείχνουµε επαγωγικά: φ(1) ∈ N, άρα ισχύει φ(1) ≥ 1. ΄Εστω
φ(n) ≥ n. Επειδή η φ είναι γνησίως αύξουσα,

φ(n+ 1) > φ(n) ≥ n =⇒ φ(n+ 1) > n =⇒ φ(n+ 1) ≥ n+ 1.

14.8 Λήµµα. Κάθε υποσύνολο του N είναι αριθµήσιµο.
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Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ N.
Αν A = 6Ο, τότε το A είναι πεπερασµένο, άρα αριθµήσιµο. Αν 6Ο 6= A ⊆ N,

τότε από την Αρχή Ελαχίστου, υπάρχει ελάχιστο στοιχείο φ(1) ∈ A.
Θεωρούµε το A \ {φ(1)}. Αν A \ {φ(1)} = 6Ο, τότε το A = {φ(1)} =c T1,

δηλ. το A είναι πεπερασµένο, άρα αριθµήσιµο. Αν 6Ο 6= A \ {φ(1)} ⊆ N, τότε
από την Αρχή Ελαχίστου, υπάρχει ελάχιστο στοιχείο φ(2) ∈ A \ {φ(1)}.

Συνεχίζουµε επαγωγικά. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις :
Αν υπάρχει n ∈ N, τέτοιο ώστε A \ {φ(1), φ(2), . . . , φ(n)} = 6Ο, τότε

A = {φ(1), φ(2), . . . , φ(n)} =c Tn,

δηλ. το A είναι πεπερασµένο, άρα αριθµήσιµο. Αν δεν υπάρχει τέτοιο n,
δηλ. αν για κάθε n ∈ N, A \ {φ(1), φ(2), . . . , φ(n)} 6= 6Ο, τότε ορίζεται µια
συνάρτηση

φ : N −→ A ⊆ N : n 7−→ φ(n).

Από τον ορισµό της η φ είναι 1-1:

n > m =⇒ φ(n) ∈ A \ {φ(1), . . . , φ(m), . . . , φ(n− 1)} =⇒ φ(n) 6= φ(m).

∆είχνουµε ότι η φ είναι επί. ΄Εστω ένα x ∈ A. Επειδή η φ είναι γνησίως
αύξουσα, από το προηγούµενο λήµµα, φ(n) ≥ n, για κάθε n ∈ N, οπότε η
εικόνα φ(N) δεν είναι ϕραγµένη. ΄Αρα το x δεν είναι άνω ϕράγµα, εποµένως
υπάρχει ko ∈ N µε φ(ko) > x. Θέτουµε

Ax = {k ∈ N | φ(k) > x}.

Τότε ko ∈ Ax, άρα 6Ο 6= Ax ⊆ N, και από την Αρχή Ελαχίστου υπάρχει
ελάχιστο στοιχείο m ∈ Ax. Επειδή λοιπόν το m είναι το µικρότερο στοιχείο
που ανήκει στο Ax, m− 1 /∈ Ax, άρα φ(m− 1) ≤ x.

Αν φ(m − 1) < x, τότε x ∈ A \ {φ(1), . . . , φ(m − 1)}, και συγχρόνως, η
ανισότητα x < φ(m) σηµαίνει το x είναι µικρότερο από το ελάχιστο στοιχείο
του A \ {φ(1), . . . , φ(m− 1)}, άτοπο. ΄Αρα x = φ(m− 1) ∈ φ(N) και η φ είναι
επί.

Η ύπαρξη της αµφιµονοσήµαντης φ : N → A µας δίνει ότι A =c N, δηλ.
το A είναι άπειρο αριθµήσιµο.

14.9 Πόρισµα. ΄Εστω A 6= 6Ο ένα σύνολο. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

(i) A αριθµήσιµο.

(ii) Υπάρχει απεικόνιση f : A→ N 1-1.

(iii) Υπάρχει απεικόνιση g : N→ A επί.


