
ΜΑΘΗΜΑ 03

4 Συνολοθεωρητική ∆ιαφορά

Παρακάτω ϑα αρχίσουµε να χρησιµοποιούµε τα σύµβολα ∧ (και) για την
σύζευξη των προτάσεων και ∨ (είτε) για την διάζευξη.

4.1 Ορισµός. ΄Εστω A, B σύνολα. Ονοµάζουµε (συνολοθεωρητική) δια-

ϕορά των A και B το σύνολο

A \B = {x ∈ A | x /∈ B}

Η διαφορά A \B ϕαίνεται στο επόµενο διάγραµµα Venn:

4.2 Πρόταση. ΄Εστω A, B, C σύνολα. Η συνολοθεωρητική διαφορά έχει τις
επόµενες ιδιότητες :

(i) A \B ⊆ A.
(ii) A \ ∅ = A και A \ A = ∅.
(iii) (A \B) ∩B = ∅.
(iv) A \B = A \ (A ∩B).
(v) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C) (επιµεριστική ιδιότητα).

Απόδειξη. (i) Προφανές : x ∈ A \B ⇒ x ∈ A ∧ x /∈ B ⇒ x ∈ A.
(ii) Για την πρώτη ισότητα, λόγω της (i), αρκεί να δείξουµε ότι A ⊆ A \ ∅.
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Πράγµατι,
x ∈ A =⇒ x ∈ A ∧ x /∈ ∅ =⇒ x ∈ A \ ∅.

Για την δεύτερη ισότητα: Αν υπάρχει x ∈ A \A τότε x ∈ A ∧ x /∈ A, άτοπο,
άρα δεν υπάρχει τέτοιο x και A \ A = ∅.

(iii) Αν υπάρχει x ∈ (A \ B) ∩ B τότε (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x ∈ B, δηλ.
x ∈ A ∧ (x /∈ B ∧ x ∈ B), άτοπο.

(iv) ∆ίνουµε δύο αποδείξεις : (Α) Θα χρησιµοποιήσουµε την ισοδυναµία
(4) του Μαθήµατος 01: Αν x ∈ A \ (A ∩ B) τότε x ∈ A και x /∈ A ∩ B. Από
την σχέση x /∈ A ∩ B προκύπτει x /∈ A (άτοπο), είτε x /∈ B, που είναι δεκτό.
΄Αρα x ∈ A και x /∈ B, δηλ. x ∈ A \B και

A \ (A ∩B) ⊆ A \B.

Αν x ∈ A \ B, τότε x ∈ A και x /∈ B, άρα x /∈ A ∩ B, δηλ. x ∈ A \ (A ∩ B)
και

A \B ⊆ A \ (A ∩B).

Από τους δύο εγκλεισµούς έπεται η ισότητα.
(Β) Για την δεύτερη απόδειξη, µε χρήση του Προτασιακού Λογισµού,

παρατηρούµε ότι

x ∈ A \ (A ∩B) ⇐⇒ x ∈ A ∧ x /∈ A ∩B

⇐⇒ x ∈ A ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ B)

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

Επειδή η πρώτη από τις προτάσεις της τελευταίας διάζευξης είναι πάντα ψευ-
δής, έχουµε

x ∈ A \ (A ∩B)⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ⇔ x ∈ A \B.

(v) Για την επιµεριστική ιδιότητα, χρησιµοποιώντας τον Προτασιακό Λογισµό,
έχουµε

x ∈ (A \B) ∩ C ⇐⇒ x ∈ (A \B) ∧ x ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x ∈ C

⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ (x ∈ C ∧ x /∈ B)

⇐⇒ x ∈ A ∩ C ∧ x /∈ (B ∩ C)

⇐⇒ x ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C)
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Το σύνολο (A \B) ∩ C ϕαίνεται στο διάγραµµα

5 Συµπλήρωµα

Μια συνήθης κατάσταση στα µαθηµατικά είναι να ασχολείται κανείς όχι µε
οποιαδήποτε σύνολα, αλλά µε τα υποσύνολα ενός δεδοµένου συνόλου E.
Π.χ. στον Απειροστικό Λογισµό ασχολούµαστε µε υποσύνολα του E = R. Αν
ένα τέτοιο σύνολο E είναι δεδοµένο, ϑα το λέµε σύνολο αναφοράς. Σε αυτή
την περίπτωση µπορεί να οριστεί η επόµενη έννοια :

5.1 Ορισµός. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς και A ⊆ E. Ονοµάζουµε συµπλή-

ϱωµα του A (ως προς το E) την συνολοθεωρητική διαφορά

Ac = E \ A = {x ∈ E : x /∈ A}.

5.2 Παρατηρήσεις. (1) Για κάθε x ∈ E, A ⊆ E ισχύει ακριβώς µία από τις
σχέσεις
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x ∈ A ή x ∈ Ac

(2) Για κάθε A ⊆ E, ισχύει

A ∩ Ac = ∅ και A ∪ Ac = E.

(3) Για κάθε A,B ⊆ E ισχύει

A \B = A ∩Bc.

5.3 Πρόταση. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς. Τότε
(i) ∅c = E και Ec = ∅.
(ii) Για κάθε A ⊆ E, ισχύει (Ac)c = A.
(iii) ΄Εστω A,B ⊆ E. Ισχύει η συνεπαγωγή

A ⊆ B ⇒ Bc ⊆ Ac.

Απόδειξη. (iii) Με άτοπο: ΄Εστω A ⊆ B αλλά Bc * Ac. Τότε υπάρχει x ∈ Bc

για το οποίο ισχύει x /∈ Ac. ∆ηλ. x /∈ B ενώ x ∈ A, άτοπο.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει πώς συµπεριφέρεται το συµπλήρωµα όταν
εφαρµόζεται σε τοµές και ενώσεις.

5.4 Πρόταση. (Κανόνες του De Morgan). ΄Εστω E ένα σύνολο αναφοράς και
A,B ⊆ E. Τότε

(1) (A ∪B)c = Ac ∩Bc, και
(2) (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

Απόδειξη. Οι κανόνες De Morgan για τα συµπληρώµατα συνόλων είναι απόρ-
ϱοια των αντίστοιχων κανόνων του Προτασιακού Λογισµού, για τις αρνήσεις
των προτάσεων:

(1) Παρατηρούµε ότι

x ∈ (A ∪B)c ⇐⇒ x /∈ A ∪B ⇐⇒ x /∈ A ∧ x /∈ B

⇐⇒ x ∈ Ac ∧ x ∈ Bc

⇐⇒ x ∈ Ac ∩Bc

(2) Ανάλογα, παρατηρούµε ότι

x ∈ (A ∩B)c ⇐⇒ x /∈ A ∩B ⇐⇒ x /∈ A ∨ x /∈ B

⇐⇒ x ∈ Ac ∨ x ∈ Bc

⇐⇒ x ∈ Ac ∪Bc


