
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 4

1. Να δείξετε ότι κάθε άπειρο σύνολο έχει άπειρο αριθµήσιµο υποσύνολο.

Απάντηση. ΄Εστω A ένα άπειρο σύνολο. Τότε :
A άπειρο =⇒ A όχι πεπερασµένο =⇒ A 6= 6Ο =⇒ ∃ a1 ∈ A.
Αν A \ {a1} = 6Ο =⇒ A = {a1} = πεπερασµένο, άτοπο.
΄Αρα A \ {a1} 6= 6Ο =⇒ ∃ a2 ∈ A \ {a1}.
Αν A \ {a1, a2} = 6Ο =⇒ A = {a1, a2} = πεπερασµένο, άτοπο.
΄Αρα A \ {a1, a2} 6= 6Ο =⇒ ∃ a3 ∈ A \ {a1 a2}.
Συνεχίζουµε επαγωγικά, οπότε παίρνουµε ένα σύνολο

B = {a1, a2, . . . , an, . . . } ⊆ A

στο οποίο ai 6= aj, για κάθε i 6= j, και για το οποίο ισχύει B =c N, διότι η
απεικόνιση

φ : N −→ B : φ(n) = an

είναι 1-1 και επί.

2. ∆είξτε ότι κάθε άπειρο σύνολο A είναι ισοπληθικό µε κάποιο γνήσιο υπο-
σύνολό του.

Απάντηση. ΄Εστω A άπειρο. Από την ΄Ασκηση 1, υπάρχει

B = {a1, a2, . . . , an, . . . } ⊆ A.

Θέτουµε
C = B \ {a1} = {a2, a3, . . . , an, . . . }.

Η f : B → C : f(ak) = ak+1 είναι 1-1 και επί, άρα B =c C. Θέτουµε

F : A −→ A \ {a1} : F (x) =

{
x, x /∈ B
f(x), x ∈ B
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Η F είναι 1-1 και επί, άρα A =c A \ {a1}.

3. ΄Εστω B,C άπειρα αριθµήσιµα σύνολα. Να δείξετε ότι B ∪C είναι άπειρο
αριθµήσιµο.

Απάντηση. Επειδή τα B, C είναι άπειρα αριθµήσιµα, παίρνουν την µορφή

B = {x1, x2, . . . , xn, . . . },
C = {y1, y2, . . . , yn, . . . }.

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

f : B −→ B ∪ C : f(xn) = xn

είναι 1-1, άρα B ≤c C. Από την άλλη µεριά, η συνάρτηση

g : B −→ B ∪ C : g(xn) =

{
xk, n = 2k

yk, n = 2k − 1

είναι επί, άρα B ∪ C ≤c B. Το αποτέλεσµα προκύπτει από το Θεώρηµα
Schröder-Bernstein.

4. Να δείξετε ότι το σύνολοR\Q των άρρητων αριθµών είναι υπεραριθµήσιµο.

Απάντηση. ΄Εστω ότι το R\Q είναι αριθµήσιµο. Τότε το R = Q∪ (R\Q) είναι
ένωση δύο αριθµησίµων συνόλων, άρα από την Ασκ. 3 το R είναι αριθµήσιµο,
άτοπο.

5. ΄Εστω A άπειρο και C άπειρο αριθµήσιµο. Να δείξετε ότι A ∪ C =c A.
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Απάντηση. Από την Ασκ. 2, υπάρχει υποσύνολο

B = {x1, x2, . . . , xn, . . . } ⊆ A.

Από την υπόθεση, το C έχει την µορφή

C = {y1, y2, . . . , yn, . . . }.

Λόγω της Ασκ. 4, το B ∪ C είναι άπειρο αριθµήσιµο, άρα υπάρχει

h : B −→ B ∪ C, 1-1 και επί.

Παρατηρούµε τώρα ότι η

f : A −→ A ∪ C : f(x) = x

είναι 1-1, άρα A ≤c A ∪ C, ενώ η

g : A = (A \B) ∪B −→ A ∪ C = (A \B) ∪B ∪ C :

g(x) =

{
x, x ∈ A \B
h(x), x ∈ B

είναι επί, άρα A ∪ C ≤c A, και η ισότητα των πληθαρίθµων προκύπτει από
το Θεώρηµα Schröder-Bernstein.

6. Αν τα σύνολα A, B είναι αριθµήσιµα, να δείξετε ότι το A×B είναι επίσης
αριθµήσιµο.

Απάντηση. Από την αριθµησιµότητα των A και B προκύπτει ότι υπάρχουν
απεικονίσεις

f : A→ N και g : B → N

που είναι 1-1. Θεωρούµε την συνάρτηση

f × g : A×B −→ N× N : (f × g)(a, b) = (f(a), g(b)).

Η f×g είναι 1-1: αν (a1, b1), (a2, b2) ∈ A×B µε (f×g)(a1, b1) = (f×g)(a2, b2),
τότε (f(a1), g(b1)) = (f(a2), g(b2)), δηλ. f(a1) = f(a2) και g(b1) = g(b2).
Λόγω του 1-1 των f και g, έχουµε a1 = a2 και b1 = b2, δηλ. (a1, b1) = (a2, b2).

Επίσης γνωρίζουµε ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη φ : N×N→ N. ΄Αρα η

φ ◦ (f ×G) : A×B → N
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είναι 1-1, εποµένως A×B ≤c N, δηλ. το A×B είναι αριθµήσιµο.

7. Να δείξετε ότι το σύνολο A των ακολουθιών α : N → {0, 1} είναι υπερ-
αριθµήσιµο.

Απάντηση. ΄Εστω ότι το A είναι αριθµήσιµο. Τότε υπάρχει φ : N → A που
είναι επί. Κάθε εικόνα φ(n), n ∈ N, είναι µια ακολουθία

φ(n) = (ank)k∈N = (an1 , a
n
2 , a

n
3 , . . . , a

n
n, . . . ),

όπου ank ∈ {0, 1}, για κάθε n, k ∈ N. Επίσης, για κάθε α ∈ A, λόγω του επί
της φ, υπάρχει n ∈ N µε φ(n) = α.

Ορίζουµε τώρα µια ακολουθία ξ = (ξn), ϑέτοντας ξn = 1 − ann ∈ {0, 1},
για κάθε n ∈ N. Τότε ξ ∈ A, άρα υπάρχει m ∈ N µε φ(m) = ξ, δηλ.

(am1 , a
m
2 , a

m
3 , . . . , a

m
m, . . . ) = (ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξm, . . . ),

που είναι άτοπο, γιατί οι δύο ακολουθίες έχουν διαφορετικό τον m-οστό όρο:
ξm = 1− amm 6= amm.

8. ΄Εστω (Ak)k∈N µια αριθµήσιµη οικογένεια αριθµησίµων συνόλων. Να
δείξετε ότι η ένωση A = ∪n∈NAk είναι αριθµήσιµη.

Απάντηση. Επειδή κάθε Ak είναι αριβµήσιµο, παίρνει την µορφή

Ak = {ak1, ak2, . . . , akk, . . . }, k ∈ N.

Θέτουµε
φ : N× N −→ A : φ(n, k) = akn.

9. Θεωρούµε δύο µη κενά σύνολα A1, A2, το σύνολο I = {1, 2} και το σύνολο
F των συναρτήσεων

F : {f : I → A1 ∪ A2 | f(i) ∈ Ai, i = 1, 2}.

Να δείξετε ότι F =c A1 × A2.

Απάντηση. Θεωρούµε την συνάρτηση

G : F → A1 × A2 : G(f) = (f(1), f(2)).

Η G είναι 1-1: Αν f, h ∈ F µε G(f) = G(h), τότε (f(1), f(2)) = (h(1), h(2)),
άρα f(1) = h(1) και f(2) = h(2), δηλ. f = h. Επίσης η G είναι επί : για
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κάθε (a1, a2) ∈ A1×A2, ϑέτουµε f : T → A1×A2 µε f(1) = a1 και f(2) = a2.
Τότε f ∈ F µε G(f) = (a1, a2).

10. Θεωρούµε τρία µη κενά σύνολα A, B, C και τα σύνολα συναρτήσεων

X = {f : B → C}
Y = {g : A→ X}
Z = {h : A×B → C}

Να δείξετε ότι Z =c Y .

Απάντηση. Θα δείξουµε ότι υπάρχει αµφιµονοσήµαντη k : Z → Y . ΄Εστω
h ∈ Z, δηλ. h : A × B → C. Για να ορίσουµε την k(h) ∈ Y , δηλ. την
απεικόνιση k(h) : A → X, πρέπει, για κάθε a ∈ A, να ορίσουµε την εικόνα
[k(h)](a) ∈ X, δηλ. να ορίσουµε την απεικόνιση

[k(h)](a) : B −→ C.

Θέτουµε
[k(h)](a) = ha,

όπου ha είναι η µερική απεικόνιση

ha : B −→ C : ha(b) = h(a, b).

∆είχνουµε τώρα ότι η k είναι 1-1 και επί :
(1) Η k είναι 1-1: ΄Εστω h1, h2 ∈ Z µε k(h1) = k(h2) ∈ Y , δηλαδή

k(h1) = k(h2) : A → X. Η ισότητα των δύο απεικονίσεων σηµαίνει ότι
[k(h1)](a) = [k(h2)](a) ∈ X, για κάθε a ∈ A, δηλ. ότι h1a = h2a : B → C,
εποµένως, h1(a, b) = h2(a, b), για κάθε (a, b) ∈ A×B, ή ισοδύναµ ότι h1 = h2
και η k είναι 1-1.

(2) Η k είναι επί : ΄Εστω g ∈ Y Θα δείξουµε ότι υπάρχει h ∈ Z µε k(h) = g.
Η g ∈ Y είναι µια απεικόνιση g : A→ X. ∆ηλ. για κάθε a ∈ A, η g(a) ∈ X
είναι µια απεικόνιση g(a) : B → C. Εποµένως, για κάθε b ∈ B, ορίζεται η
εικόνα [g(a)](b) ∈ C. Θέτουµε

h : A×B −→ C : h(a, b) = [g(a)](b).

Μένει να δείξουµε ότι g = k(h) : A→ X. Αρκεί να δείξουµε ότι

g(a) = [k(h)](a) = ha : B → C,
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για κάθε a ∈ A. Ισοδύναµα, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε b ∈ B,

[g(a)](b) = ha(b) = h(a, b),

που ισχύει από τον ορισµό της h.

11. Στο ευκλείδιο επίπεδο πόσοι κύκλοι µε κέντρο (x, y) ∈ Q×Q και ακτίνα√
2 υπάρχουν ;

Απάντηση. ΄Εστω C((x, y),
√
2) ο κύκλος µε κέντρο (x, y) και ακτίνα

√
2 και

C το σύνολο αυτών των κύκλων. Θέτουµε

F : C −→ Q×Q : F (C((x, y),
√
2)) = (x, y).

Προφανώς η F είναι 1-1 και επί, άρα

|C| = |Q×Q| = |N× N| = |N|.

12. Στο ευκλείδιο επίπεδο πόσοι κύκλοι µε κέντρο (x, y) ∈ Z×Z και ακτίνα
ρ ∈ R \Q υπάρχουν ;

Απάντηση. Συµβολίζουµε µε C((x, y), ρ) τον κύκλο µε κέντρο (x, y) και ακτί-
να ρ και C το σύνολο των κύκλων µε (x, y) ∈ Z× Z και ρ ∈ R \Q. Θέτουµε

G : C −→ Z× Z× [(R \Q) ∩ (0,+∞)] : G(C((x, y), ρ)) = (x, y, ρ).

Προφανώς η F είναι 1-1 και επί, άρα

|C| = |Z× Z× [(R \Q) ∩ (0,+∞)]|.

Εξετάζουµε το δεύτερο σύνολο: το R \ Q είναι υπεραριθµήσιµο (΄Ασκ. 4).
Οµοίως το (0,+∞) είναι υπεραριθµήσιµο. Αν η τοµή (R \ Q) ∩ (0,+∞)
είναι αριθµήσιµη, η ένωση [(R \Q)∩ (0,+∞)]∪Q είναι επίσης αριθµήσιµη,
άτοπο γιατί περιέχει όλο το (0,+∞) που είναι υπεραριθµήσιµο. ΄Αρα το
(R \Q)∩ (0,+∞) είναι υπεραριθµήσιµο. Το Z×Z× [(R \Q)∩ (0,+∞)] έχει
µεγαλύτερη ισχύ, αφού η

φ : (R \Q) ∩ (0,+∞) −→ Z× Z× [(R \Q) ∩ (0,+∞)] : φ(x) = (0, 0, x)

είναι 1-1, άρα και τα C και Z×Z× [(R\Q)∩(0,+∞)] είναι υπεραριθµήσιµα.


