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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 1

1. Να δείξετε ότι :
(i) Για κάθε σύνολο A ισχύει 6Ο ⊆ A.
(ii) Αν για ένα σύνολο A ισχύει A ⊆ 6Ο, τότε A = 6Ο.

Απάντηση. (i) ΄Εστω A ένα σύνολο. Αν δεν ισχύει 6Ο ⊆ A, τότε υπάρχει x ∈ 6Ο,
µε x /∈ A, άτοπο.

(ii) Είναι πάντοτε 6Ο ⊆ A. Αν είναι και A ⊆ 6Ο, τότε από την ισοδυναµία
(4) του Μαθήµατος 01, προκύπτει A = 6Ο.

2. Να υπολογίσετε τα δυναµοσύνολα των συνόλων Ao = 6Ο, A1 = {1},
A2 = {1, 2}, A3 = {1, 2, 3}.

Απάντηση. Είναι

P(Ao) = {6Ο}
P(A1) = {6Ο, {1}}
P(A2) = {6Ο, {1}, {2}, {1, 2}}
P(A3) = {6Ο, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

3. Να δείξετε µε αντιπαράδειγµα ότι η σχέση ¨∈¨ δεν είναι µεταβατική.

Απάντηση. ΄Εστω A = {1} και B = {{1}, 2} = {A, 2}. Τότε 1 ∈ A και A ∈ B
αλλά 1 /∈ B.

4. ΄Εστω A, B σύνολα. Να δείξετε ότι ισχύει η ισοδυναµία

A ∩B = A ⇐⇒ A ⊆ B.

Απάντηση. (⇒) ΄Εστω A ∩ B = A. Επειδή για οποιαδήποτε σύνολα X, Y
ισχύει X ∩ Y ⊆ X και X ∩ Y ⊆ Y , έχουµε οτι A = A ∩B ⊆ B.

(⇐) ΄Εστω A ⊆ B. Θδο A ∩ B = A. Είναι πάντοτε A ∩ B ⊆ A. Αρκεί
λοιπόν να δείξουµε ότι A ⊆ A ∩ B. Πράγµατι, για κάθε x ∈ A ⊆ B ισχύει
και x ∈ B, άρα και x ∈ A ∩B.

5. ΄Εστω A, B σύνολα. Να δείξετε ότι ισχύει η ισοδυναµία

A ∪B = B ⇐⇒ A ⊆ B.
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Απάντηση. (⇒) ΄Εστω A ∪ B = B. Επειδή για οποιαδήποτε σύνολα X, Y
ισχύει X ⊆ X ∪ Y και Y ⊆ X ∪ Y , έχουµε οτι A ⊆ A ∪B = B.

(⇐) ΄Εστω A ⊆ B. Θδο A ∪ B = B. Είναι πάντοτε B ⊆ A ∪ B. Αρκεί
λοιπόν να δείξουµε ότι A ∪ B ⊆ B. Πράγµατι, για κάθε x ∈ A ∪ B ισχύει
x ∈ A είτε x ∈ B. Αν x ∈ A ⊆ B, τότε x ∈ B. Αν x ∈ B, τότε x ∈ B. Σε κάθε
περίπτωση έχουµε το Ϲητούµενο.

6. ΄Εστω A, B σύνολα. Να εξετάσετε αν ισχύουν οι ισότητες :
(i) P(A ∪B) = P(A) ∪ P(B)
(ii) P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)
(iii) P(A \B) = P(A) \ P(B).

Απάντηση. (i) ∆εν ισχύει. Π.χ., έστω A = {1} και B = {2}. Τότε είναι
A ∪B = {1, 2} και

P(A) = {6Ο, {1}}
P(B) = {6Ο, {2}}
P(A) ∪ P(B) = {6Ο, {1}, {2}}
P(A ∪B) = {6Ο, {1}, {2}, {1, 2}}

(ii) Ισχύει :

X ∈ P(A ∩B) ⇐⇒ X ⊆ A ∩B ⇐⇒ X ⊆ A ∧ X ⊆ B

⇐⇒ X ∈ P(A) ∧ X ∈ P(B)

⇐⇒ X ∈ P(A) ∩ P(B)

(iii) ∆εν ισχύει : για οποιαδήποτε σύνολα A και B, είναι 6Ο ∈ P(A \ B)
αλλά 6Ο /∈ P(A) \ P(B).

7. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς και A,B ⊆ E. Να δείξετε ότι
(i) A ∩B = 6Ο⇒ B ∩ Ac = B.
(ii) Ac \Bc = B \ A.
(iii) A ⊆ B ⇒ A ∪ (B \ A) = B.
(iv) A \ (A \B) = A ∩B.

Απάντηση. (i) Χρησιµοποιώντας την Ασκ. 4, έχουµε

A ∩B = 6Ο ⇒ B ⊆ Ac ⇒ B ∩ Ac = B.
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(ii) Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα A \B = A ∩Bc έχουµε

Ac \Bc = Ac ∩ (Bc)c = Ac ∩B = B ∩ Ac = B \ A.

Μια άλλη απόδειξη του ίδιου αποτελέσµατος µας δίνουν οι ισοδυναµίες

x ∈ Ac \Bc ⇐⇒ x ∈ Ac ∧ x /∈ Bc

⇐⇒ x /∈ A ∧ x ∈ B

⇐⇒ x ∈ B \ A.

(iii) ΄Εστω A ⊆ B. Θδο A ∪ (B \ A) ⊆ B και B ⊆ A ∪ (B \ A). Πράγµατι,
A ⊆ B και B \ A ⊆ B, άρα και A ∪ (B \ A) ⊆ B. Από την άλλη µεριά, για
κάθε x ∈ B, ισχύει ή x ∈ A ή x /∈ A. Αν x ∈ A, τότε x ∈ A ∪ (B \ A). Αν
x /∈ A, τότε x ∈ B \ A, άρα και x ∈ A ∪ (B \ A).

Για µια άλλη απόδειξη, λαµβάνοντας υπόψιν ότι A ⊆ B, παίρνουµε

A ∪ (B \ A) = A ∪ (B ∩ Ac) = (A ∪B) ∩ (A ∪ Ac)

= (A ∪B) ∩ E = A ∪B = B.

(iv) Παρατηρούµε ότι

A \ (A \B) = A ∩ (A \B)c = A ∩ (A ∩Bc)c

= A ∩ (Ac ∪B) = (A ∩ Ac) ∪ (A ∩B)

= 6Ο ∪ (A ∩B) = A ∩B.

8. ΄Εστω X, Y ⊆ E. Απλοποιείστε την παράσταση

(Xc ∪ Y )c ∪ (X ∩ Y ).
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Απάντηση. Παρατηρούµε ότι

(Xc ∪ Y )c ∪ (X ∩ Y ) = (X ∩ Y c) ∪ (X ∩ Y ) = X ∩ (Y c ∪ Y )

= X ∩ E = X.

9. Χρησιµοποιώντας τις ταυτότητες de Morgan και την επιµεριστική ιδιότητα
(i) της Πρότασης 3.5, να δείξετε ότι ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα (ii) της
ίδιας Πρότασης.

Απάντηση. Θέτουµε X = Ac, Y = Bc και Z = Cc. Γνωρίζουµε ότι για τα
σύνολα X, Y , Z, ισχύει

X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z).

Παίρνοντας τα συµπληρώµατα των δύο ανωτέρω ίσων συνόλων, έχουµε

X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) =⇒
[X ∩ (Y ∪ Z)]c = [(X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)]c =⇒
Xc ∪ (Y ∪ Z)c = (X ∩ Y )c ∩ (X ∩ Z)c =⇒
Xc ∪ (Y c ∩ Zc) = (Xc ∪ Y c) ∩ (Xc ∪ Zc) =⇒
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

10. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς και A,B,C ⊆ E, όπως στο διάγραµµα

Χρησιµοποιώντας ενώσεις, τοµές, και διαφορές των A, B και C, να περιγρά-
ψετε τις αριθµηµένες περιοχές του διαγράµµατος.

Απάντηση. ΄Εχουµε:
1: E \ (A ∪B ∪ C) = (A ∪B ∪ C)c = Ac ∩Bc ∩ Cc
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2: A \ (B ∪ C) = A ∩ (B ∪ C)c = A ∩Bc ∩ Cc

3: B \ (A ∪ C) = B ∩ (A ∪ C)c = B ∩ Ac ∩ Cc

4: (A ∩B) \ C = A ∩B ∩ Cc

5: (A ∩ C) \B = A ∩ C ∩Bc

6: A ∩B ∩ C
7: (B ∩ C) \ A = B ∩ C ∩ Ac

8: C \ (A ∪B) = C ∩ (A ∪B)c = C ∩ Ac ∩Bc

11. Να δείξετε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ C ⊆ A.

Απάντηση. (⇒) Θεωρούµε ότι ισχύει η ισότητα, χωρίς να ισχύει η σχέση
C ⊆ A, και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Πράγµατι, αν C * A, τότε υπάρχει
x ∈ C µε x /∈ A, οπότε x ∈ (A∩B)∪C ενώ x /∈ A∩ (B∪C), και τα δεδοµένα
σύνολα δεν είναι ίσα, άτοπο.

(⇐) ΄Εστω τώρα ότι C ⊆ A. Τότε A ∪ C = A και

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) = A ∩ (B ∪ C)

12. Για κάθε A,B,C ⊆ E, να δείξετε ότι
(i) A ∩B ⊆ (A ∩ C) ∪ (B ∩ Cc).
(ii) (A ∪ C) ∩ (B ∪ Cc) ⊆ A ∪B.

Απάντηση. (i) ΄Εστω x ∈ A ∩B. Τότε x ∈ A και x ∈ B.
Σε σχέση µε το C, ισχύει ή x ∈ C, ή x /∈ C. Παρατηρούµε ότι :

x ∈ C =⇒ x ∈ A ∩ C =⇒ x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ Cc)

x /∈ C =⇒ x ∈ B ∩ Cc =⇒ x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ Cc)

Στο διάγραµµα Venn που ακολουθεί, σηµειώνουµε µε γαλάζιο την τοµήA∩C
και µε ϱοζ την τοµή B ∩ Cc.
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(ii) Θεωρούµε x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ Cc), άρα x ∈ A ∪ C και x ∈ B ∪ Cc. Σε
σχέση µε το C, ισχύει ή x ∈ C, ή x /∈ C. Παρατηρούµε ότι :

x ∈ C =⇒ x /∈ Cc =⇒ x ∈ B =⇒ x ∈ A ∪B

x /∈ C =⇒ x ∈ A =⇒ x ∈ A ∪B

13. ΄Εστω E σύνολο αναφοράς και A,B,C ⊆ E.
(1) Να δείξετε ότι εν γένει

(1i) A \B 6= B \ A, και
(1ii) (A \B) \ C 6= A \ (B \ C).

(2) Να δείξετε τις ισοδυναµίες
(2i) A \B = B \ A ⇐⇒ A = B, και
(2ii) (A \B) \ C = A \ (B \ C)⇐⇒ A ∩ C = 6Ο

Απάντηση. (1i) ΄Εστω A = {1, 2} και B = {1}. Τότε A \ B = {2}, ενώ
B \ A = 6Ο.

(1ii) ΄Εστω A, B όπως στο (i) και C = {2}. Τότε

(A \B) \ C = {2} \ {2} = 6Ο,

ενώ
A \ (B \ C) = {1, 2} \ {1} = {2}.

(2i) ΄Εστω A \B = B \ A = X. Τότε

X = X ∩X = (A ∩Bc) ∩ (B ∩ Ac) = 6Ο.

΄Οµως, A \ B = 6Ο ⇒ A ⊆ B και B \ A = 6Ο ⇒ B ⊆ A, άρα A = B.
Αντίστροφα, αν A = B, τότε προφανώς A \B = 6Ο = B \ A.
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(2ii) Παρατηρούµε ότι

(A \B) \ C = (A ∩Bc) ∩ Cc = A ∩Bc ∩ Cc,

A \ (B \ C) = A ∩ (B ∩ Cc)c = A ∩ (Bc ∪ C) = (A ∩Bc) ∪ (A ∩ C),

απ΄ όπου προκύπτει ότι το A∩C είναι υποσύνολο του δεύτερου συνόλου ενώ
το πρώτο σύνολο δεν περιέχει κανένα στοιχείο του C, άρα και του A ∩ C.

Στα επόµενα διαγράµµατα Venn ϕαίνονται αριστερά το σύνολο (A\B)\C
και δεξιά το A \ (B \ C).

Για την απόδειξη της ισοδυναµίας, ϑα δείξουµε τις συνεπαγωγές

A ∩ C = 6Ο⇒ (A \B) \ C = A \ (B \ C)

A ∩ C 6= 6Ο⇒ (A \B) \ C 6= A \ (B \ C)

Πράγµατι :

A ∩ C = 6Ο⇒ A ⊆ Cc ⇒ A ∩ Cc = A

⇒ (A \B) \ C = A ∩Bc ∩ Cc = A ∩Bc = A \B

και

A \ (B \ C) = (A ∩Bc) ∪ (A ∩ C) = (A ∩Bc) ∪ 6Ο = A \B.

Οπότε έχουµε την ισότητα. Για την δεύτερη συνεπαγωγή, ϑεωρούµε x ∈
A ∩ C. Τότε

x ∈ (A ∩Bc) ∪ (A ∩ C) = A \ (B \ C),

ενώ

x ∈ A ∩ C ⇒ x /∈ Cc

⇒ x /∈ A ∩Bc ∩ Cc = (A \B) \ C



8

14. Να εξετάσετε αν ισχύουν οι επιµερισµοί
(i) (A \B) ∪ C = (A ∪ C) \ (B ∪ C).
(ii) (A4B) ∪ C = (A ∪ C)4 (B ∪ C).

Απάντηση. (i) Στα παρακάτω διαγράµµατα Venn ϐλέπουµε αριστερά το σύν-
ολο (A \B) ∪ C και δεξιά το (A ∪ C) \ (B ∪ C).

Φαίνεται να διαφέρουν κατά το σύνολο C. Οπότε οδηγούµαστε στους
επόµενους συλλογισµούς : ΄Εστω x ∈ C 6= 6Ο. Τότε

x ∈ C =⇒ x ∈ (A \B) ∪ C

x ∈ C =⇒ x ∈ B ∪ C =⇒ x /∈ (A ∪ C) \ (B ∪ C)

και τα δύο σύνολα δεν είναι ίσα.
Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι στην ειδική περίπτωση C = 6Ο, η ισότητα
ισχύει :

(A \B) ∪ 6Ο = A \B = (A ∪ 6Ο) \ (B ∪ 6Ο)
(ii) Τώρα ϐλέπουµε αριστερά το σύνολο (A4B) ∪ C και δεξιά το

(A ∪ C)4 (B ∪ C) = (A ∪B ∪ C) \ [(A ∪ C) ∩ (B ∪ C)]

= (A ∪B ∪ C) \ [(A ∩B) ∪ C].
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Πάλι διαφέρουν κατά το σύνολο C. Οπότε ϑεωρούµε ένα x ∈ C 6= 6Ο. Τότε

x ∈ C =⇒ x ∈ (A4B) ∪ C

x ∈ C =⇒ x ∈ (A ∩B) ∪ C =⇒ x /∈ (A ∪ C)4 (B ∪ C)

και τα δύο σύνολα δεν είναι ίσα.
Στην ειδική περίπτωση C = 6Ο, η ισότητα προφανώς ισχύει :

(A4B) ∪ 6Ο = A4B = (A ∪ 6Ο)4 (B ∪ 6Ο).

15. Να υπολογιστεί η παράσταση (A4B)4 A.

Απάντηση. Εφαρµόζοντας την µεταθετική και την προσεταιριστική ιδιότητα
της συµµετρικής διαφοράς, έχουµε

(A4B)4 A = (B 4 A)4 A = B 4 (A4 A) = B 4 6Ο = B.

16. ΄Εστω E ένα σύνολο αναφοράς και A,B ∈ P(E). Να γράψετε τα παρα-
κάτω σύνολα χρησιµοποιώντας µόνο ενώσεις, τοµές και συµπληρώµατα των
A, B: (i) A4 E, (ii) A4 (A ∪B), (iii) A4 (A ∩B), (iv) A4 (A \B),
(v) A4 Ac.

Απάντηση. Παρατηρούµε ότι :
(i) A4 E = (A ∪ E) \ (A ∩ E) = E \ A = Ac.
(ii) A4 (A ∪B) = [A \ (A ∪B)] ∪ [(A ∪B) \ A] = 6Ο ∪ [(A ∪B) ∩ Ac]

= (A ∩ Ac) ∪ (B ∩ Ac) = 6Ο ∪ (B ∩ Ac) = B ∩ Ac.
(iii) A4 (A ∩B) = [A ∪ (A ∩B)] \ [A ∩ (A ∩B)]

= A \ (A ∩B) = A \B = A ∩Bc

(iv) A4 (A \B) = [A \ (A \B)] ∪ [(A \B) \ A] = (A ∩B) ∪ 6Ο = A ∩B
(v) A4 Ac = (A ∪ Ac) \ (A ∩ Ac) = E \ 6Ο = E.

17. ΄Εστω E ένα σύνολο αναφοράς και A, B ∈ P(E). Να λύσετε τις
εξισώσεις :

(i) A4X = Ac

(ii) A4X = A ∩B
(iii) A4X = A ∪B
(iv) A4X = A \B
(v) A4X = E
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Απάντηση. Παίρνοντας συµµετρική διαφορά κάθε µέλους των ισοτήτων µε το
A, και λαµβάνοντας υπόψιν τους υπολογισµούς της προηγούµενης άσκη-
σης, ότι A4 A = 6Ο και ότι 6Ο4X = X, έχουµε

(i) A4X = Ac =⇒ X = A4 Ac = E
(ii) A4X = A ∩B =⇒ X = A4 (A ∩B) = A ∩Bc = A \B
(iii) A4X = A ∪B =⇒ X = A4 (A ∪B)

=⇒ X = [A ∪ (A ∪B)] \ [(A ∪B) ∩ A]
=⇒ X = (A ∪B) \ A = B \ A

(iv) A4X = A \B =⇒ X = A4 (A \B) = A ∩B
(v) A4X = E =⇒ X = A4 E = Ac

18. ΄Εστω A, B σύνολα. Να δείξετε ότι A = B αν και µόνον αν υπάρχει
σύνολο X µε τις ιδιότητες

A ∪X = B ∪X και A ∩X = B ∩X.

Απάντηση. Αν A = B, για κάθε σύνολο X ισχύουν οι ισότητες. Για το
αντίστροφο, έστω ότι υπάρχει τέτοιο σύνολο X. Θα δείξουµε ότι A = B.
Λύση 1. ΄Εστω x ∈ A. Τότε

x ∈ A⇒ x ∈ A ∪X = B ∪X ⇒ x ∈ B ∨ x ∈ X.

Αν x ∈ B, τότε A ⊆ B. Αν x ∈ X, τότε

x ∈ X ⇒ x ∈ A ∩X = B ∩X ⇒ x ∈ B

Οπότε πάλι A ⊆ B. Ανάλογα δείχνουµε ότι και B ⊆ A.
Λύση 2. Από την υπόθεση ότι ισχύουν οι δύο ισότητες, προκύπτει

(A ∪X) \ (A ∩X) = (B ∪X) \ (B ∩X)⇒
A4X = B4X ⇒
(A4X)4X = (B4X)4X ⇒
A4(X4X) = B4(X4X)⇒
A46Ο = B46Ο⇒
A = B.

19. Βρείτε την τοµή και την ένωση των παρακάτω οικογενειών συνόλων, µε
σύνολο δεικτών A:



11

(i) A = {1, 2, . . . , n} και Sa = [0, a+ 1], a ∈ A.
(ii) A = N και Sn = (0, 1/n), n ∈ N.

Απάντηση. (i) Παρατηρούµε ότι ∀ a ∈ A = {1, 2, . . . , n},

S1 = [0, 2] ⊆ Sa = [0, a+ 1] ⊆ [0, n+ 1] = Sn.

Από τον πρώτο εγκλεισµό προκύπτει ότι S1 ⊆
⋂

a∈A Sa. ΄Οµως, επειδή το S1

είναι ένα από τα σύνολα που τέµνονται,
⋂

a∈A Sa ⊆ S1. ΄Αρα⋂
a∈A

Sa = S1 = [0, 2].

Από τον δεύτερο εγκλεισµό προκύπτει ότι
⋃

a∈A Sa ⊆ Sn. Από την άλλη
µεριά, το Sn είναι ένα από τα σύνολα της ένωσης, εποµένως Sn ⊆

⋃
a∈A Sa.

΄Αρα ⋃
a∈A

Sa = Sn = [0, n+ 1].

(i) Παρόµοια, παρατηρούµε ότι ∀ n ∈ N,

Sn = (0, 1/n) ⊆ S1 = (0, 1),

απ΄ όπου προκύπτει ότι
⋃

n∈N Sn ⊆ S1, κι επειδή το S1 είναι ένα από τα
σύνολα που ενώνονται, S1 ⊆

⋃
n∈N Sn, άρα⋃

n∈N

Sn = S1 = (0, 1).

Σχετικά µε την τοµή, ισχυριζόµαστε ότι αυτή είναι κενή: πράγµατι,

x ∈
⋂
n∈N

Sn =⇒ x ∈ (0, 1/n), ∀ n ∈ N

=⇒ 0 < x < 1/n, ∀ n ∈ N
=⇒ 0 < n < 1/x, ∀ n ∈ N

δηλ. N άνω ϕραγµένο από το 1/x, άτοπο. ΄Αρα⋂
n∈N

Sn = ∅.


