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26 Οι Πραγµατικοί Αριθµοί

Το σύνολο των ϱητών που κατασκευάσαµε στο προηγούµενο µάθηµα έχει
όλες τις επιθυµητές αλγεβρικές ιδιότητες που αφορούν σε δύο πράξεις, την
πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό: είναι σώµα. ΄Οµως αυτό το σώµα δεν
περιέχει όλους τους αριθµούς : από την αρχαιότητα γνώριζαν ότι υπάρχουν
῾῾ αριθµοί ᾿᾿ που δεν είναι ϱητοί, π.χ. το µήκος της υποτείνουσας ενός ισοσκε-
λούς ορθογωνίου τριγώνου µε µήκος κάθετης πλευράς ίσο µε 1, είναι

√
2. Το√

2 ξέρουµε ακριβώς πόσο είναι, γιατί µπορούµε να το κατασκευάσουµε µε
κανόνα και διαβήτη, αλλά δεν µπορούµε να το γράψουµε µε µορφή κλάσµα-
τος (µε ακέραιους όρους), δεν είναι ϱητός. Ακόµη χειρότερα, γνωρίζουµε ότι
υπάρχουν ῾῾ αριθµοί ᾿᾿ που δεν είναι ϱητοί και δεν µπορούµε ούτε να τους κα-
τασκευάσουµε, όπως ο π. Με ποιόν τρόπο µπορούµε να ορίσουµε ένα σύνολο
που να τους περιέχει όλους ;

Υπάρχει τρόπος να πάρουµε τους πραγµατικούς αριθµούς πάλι σαν κλά-
σεις ισοδυναµίας µιας σχέσης που ορίζεται στις ακολουθίες, αλλά χρειάζονται
γνώσεις σχετικά µε τις ακολουθίες που δεν τις έχουµε ακόµη. ΄Ενας δεύτερος
τρόπος είναι οι τοµές Dedekind. Η προέγγιση αυτή στηρίζεται στην παρατή-
ϱηση ότι κάθε πραγµατικός αριθµός ξ αντιστοιχεί αµφιµονοσήµαντα µε ένα
σηµείο A µιας ευθείας και το σηµείο A καθορίζεται (πάλι αµφιµονοσήµαντα)
από κάθε µια από τις δύο ηµιευθείες που του αντιστοιχούν.

Παρακάτω δίνουµε µόνο µια περιγραφή της κατασκευής του συνόλου των
πραγµατικών αριθµών και των ιδιοτήτων του. Για τις αποδείξεις παραπέµπου-
µε στις Σηµειώσεις του Απειροστικού Ι που ϐρίσκονται στην η-τάξη.

26.1 Ορισµός του συνόλου R
26.1 Ορισµός. ΄Ενα σύνολο α ⊆ Q λέγεται τοµή Dedekind, αν ικανοποιεί
τις επόµενες τρεις συνθήκες :
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(i) α ̸= ̸Ο και α ̸= Q.
(ii) p ∈ α και q ∈ Q µε q < p =⇒ q ∈ α
(iii) p ∈ α =⇒ ∃ q ∈ α µε p < q.

Οι τοµές Dedekind περιγράφουν χρησιµοποιώντας µόνο τους ϱητούς, τις
τοµές του Q µε όλους τους ανοιχτούς αριστερούς ηµιάξονες, δηλ. όλα τα
σύνολα της µορφής (−∞, ξ) ∩Q, για οποιοδήποτε ξ ∈ R.

Παρατηρούµε ότι ισχύουν οι συνεπαγωγές

p ∈ α, q /∈ α =⇒ p < q, και
r /∈ α, r < s =⇒ s /∈ α

26.2 Ορισµός. Ονοµάζουµε σύνολο των πραγµατικών αριθµών και συµ-
ϐολίζουµε µε R το σύνολο των τοµών Dedekind, δηλ.

R = {α ⊆ Q | α τοµή Dedekind}.

26.2 Ορισµός της διάταξης

Για κάθε α, β ∈ R ϑέτουµε

α ≤ β ⇐⇒ α ⊆ β, και
α < β ⇐⇒ α & β

Είναι άµεσο ότι η σχέση ≤ είναι διάταξη. Εύκολα αποδεικνύουµε ότι
είναι ολική διάταξη. Εποµένως η αντίστοιχη αυστηρή διάταξη < επάγεται
στο R µια τριχοτοµία : για κάθε α, β ∈ R, ισχύει ένα από τα ακόλουθα τρία :

α < β ή α = β ή β < α.

Αποδεικνύεται η επόµενη

26.3 Πρόταση. Για κάθε ϕραγµένο ̸Ο ̸= A ⊆ R υπάρχει supA ∈ R.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι

supA =
⋃
α∈A

α.
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26.3 Ορισµός της πρόσθεσης

Για κάθε α, β ∈ R ορίζουµε

α + β = {p+ q | p ∈ α ∧ q ∈ β}.

Μπορείτε (χωρίς δυσκολία) να αποδείξετε ότι το α + β είναι τοµή Dedekind,
άρα ένας πραγµατικός αριθµός. Επίσης ότι ισχύει η επόµενη

26.4 Πρόταση. Η πρόσθεση στο R έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετική.

(ii) Είναι προσεταιριστική.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο στοιχείο, το

0∗ = {q ∈ Q | q < 0 ∈ Q}.

(iv) Κάθε α ∈ R έχει αντίθετο −α ∈ R.

∆ηλ. το Ϲεύγος (R,+) είναι αβελιανή οµάδα.

26.4 Ορισµός του πολλαπλασιασµού

Για κάθε α ∈ R, ϑέτουµε

0∗ · α = α · 0∗ = 0∗.

Για κάθε α, β ∈ R µε 0∗ < α και 0∗ < β, ϑέτουµε

α · β = {q ∈ Q | ∃ r, s ∈ Q µε 0 < r ∈ α, 0 < s ∈ β και q ≤ rs}.

Για α < 0∗ < β ϑέτουµε
α · β = −(−a) · β

και για α, β < 0∗

α · β = (−α) · (−β).

26.5 Πρόταση. Ο πολλαπλασιασµός στο R έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(i) Είναι µεταθετικός.

(ii) Είναι προσεταιριστικός.

(iii) ΄Εχει ουδέτερο στοιχείο, το

1∗ = {q ∈ Q | q < 1 ∈ Q}.

(iv) Κάθε α ∈ R µε α ̸= 0∗ έχει αντίστροφο.

∆ηλ. το Ϲεύγος (R \ {0∗}, ·) είναι αβελιανή οµάδα.
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Οι δύο πράξεις του R συνδέονται µε την επιµεριστική ιδιότητα :

α · (β + γ) = α · β + α · γ,

για κάθε α, β, γ ∈ R.
Συνοψίζοντας όλα τα συµπεράσµατα µας µαζί, έχουµε το

26.6 Θεώρηµα. Η τετράδα (R,+, ·,≤) είναι ένα πλήρες διατεταγµένο σώµα.

26.5 Το R σαν επέκταση του Q
Για κάθε q ∈ Q ϑέτουµε

q∗ = {p ∈ Q |p < q}.

Προφανώς q∗ ∈ R. Τώρα ϑέτουµε

I : Q −→ R : I(q) = q∗.

Η απεικόνιση I είναι 1-1 και διατηρεί την διάταξη και τις πράξεις. ΄Ετσι,
µπορούµε να ϑεωρούµε ότι το σύνολο των ϱητών είναι υποσύνολο των πραγ-
µατικών αριθµών:

Q ≡ I(Q) ⊆ R.


