
Jèmata Grammik c 'Algebrac

(14-15 NoembrÐou 2009)

I. Jewria:

• Grammik  ex�rthsh dianusm�twn, di�stash dianusmatik¸n q¸rwn kai upoq¸rwn,
�jroisma kai eujÔ �jroisma upoq¸rwn, h di�stash tou ajroÐsmatoc.

• Grammikèc apeikonÐseic kai pÐnakec, h di�stash tou pur na kai thc eikìnac miac
grammik c apeikìnishc, t�xh pin�kwn, orÐzousec.

• Dom  daktulÐou sto sÔnolo Mn(F ), oi pÐnakec Eij.

II. Askhseic:

1. 'Estw v1, . . . , vn grammik� exarthmèna dianÔsmata enìc dianusmatikoÔ q¸rou, tè-
toia ¸ste opoiad pote n− 1 apì aut� na eÐnai grammik� anex�rthta. Na deiqteÐ
ìti:
(i) Up�rqoun stoiqeÐa a1, . . . , an ∈ F \ {0}, tètoia ¸ste a1v1 + · · ·+ anvn = 0.
(ii) An ta stoiqeÐa b1, . . . , bn ∈ F eÐnai tètoia ¸ste b1v1 + · · · + bnvn = 0, tìte
up�rqei λ ∈ F me bi = λai gia k�je i = 1, . . . , n.

2. An f : V −→ V eÐnai mia grammik  apeikìnish me f 2 = f , tìte V = kerf ⊕ imf .

3. An A eÐnai ènac n × n pÐnakac me A2 = A, tìte up�rqei antistrèyimoc n × n

pÐnakac P kai k ∈ {0, 1, . . . , n}, ètsi ¸ste PAP−1 =

(
Ik 0
0 0

)
.

4. 'Estw f : V −→ V mia grammik  apeikìnish me f 2 = 1V kai A,B ⊆ V me

A = {v ∈ V : f(v) = v} kai B = {v ∈ V : f(v) = −v}.

Na deiqteÐ ìti V = A⊕B.

5. An A eÐnai ènac n × n pÐnakac me A2 = In, tìte up�rqei antistrèyimoc n × n

pÐnakac P kai k ∈ {0, 1, . . . , n}, ètsi ¸ste PAP−1 =

(
Ik 0
0 −In−k

)
.

6. 'Estw Sn(F ) (antist. An(F )) o dianusmatikìc q¸roc twn n × n summetrik¸n
(antist. antisummetrik¸n) pin�kwn. Na deiqteÐ ìti Mn(F ) = Sn(F )⊕An(F ).
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7. 'Estw V ènac pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc me peperasmènh di�stash kai
f : V −→ V mia grammik  apeikìnish me f 2 = −1V . Na deiqteÐ ìti:
(i) Up�rqei mia b�sh tou V thc morf c {v1, v2, . . . , vn, f(v1), f(v2), . . . , f(vn)},
gia kat�llhla dianÔsmata v1, v2, . . . , vn tou V .
(ii) H di�stash dimRV tou V eÐnai �rtia.

8. An A eÐnai ènac pragmatikìc n×n pÐnakac me A2 = −In, tìte o n = 2k eÐnai �rtioc

kai up�rqei antistrèyimoc n×n pÐnakac P , tètoioc ¸ste PAP−1 =

(
0 −Ik

Ik 0

)
.

9. 'Estw A,B dÔo n× n pÐnakec. Na deiqteÐ ìti r(A + B) ≤ r(A) + r(B).

10. 'Estw A ènac n× n pÐnakac. Na deiqteÐ ìti:
(i) r(A) + r(In − A) ≥ n kai
(ii) r(A) + r(In − A) = n an kai mìno an A2 = A.

11. 'Estw A ènac n× n pÐnakac me A2 = 0. Na deiqteÐ ìti r(A) ≤ n/2.

12. 'Estw A ènac n × n pÐnakac kai B = adjA o prosarthmènoc pÐnak�c tou. Na
deiqteÐ ìti:
(i) An r(A) = n tìte r(B) = n.
(ii) An r(A) = n− 1 tìte r(B) = 1.
(iii) An r(A) ≤ n− 2 tìte r(B) = 0.

13. 'Estw A ènac n× n pÐnakac kai B = adjA. Na deiqteÐ ìti adjB = (detA)n−2A.

14. 'Estw A ènac n× n pÐnakac kai LA : Mn(F ) −→ Mn(F ) h grammik  apeikìnish
me LA(B) = AB gia k�je B ∈ Mn(F ). Na deiqteÐ ìti:
(i) dim imLA = n r(A) kai
(ii) detLA = (detA)n.

15. (i) 'Estw A ènac n × m pÐnakac kai B ènac m × n pÐnakac. Na deiqteÐ ìti
tr(AB) = tr(BA).
(ii) 'Estw f : Mn(F ) −→ F mia grammik  apeikìnish, pou ikanopoieÐ th sqèsh
f(AB) = f(BA) gia k�je A,B ∈ Mn(F ). Na deiqteÐ ìti up�rqei a ∈ F , ètsi
¸ste f(A) = a tr(A) gia k�je A ∈ Mn(F ).

16. (i) 'Estw A ènac n× n pÐnakac kai fA : Mn(F ) −→ F h apeikìnish me fA(B) =
tr(AB) gia k�je B ∈ Mn(F ). Na deiqteÐ ìti h apeikìnish fA eÐnai grammik .
(ii) 'Estw f : Mn(F ) −→ F mia grammik  apeikìnish. Na deiqteÐ ìti up�rqei
monadikìc n× n pÐnakac A, tètoioc ¸ste f = fA.
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17. 'Estw V ènac migadikìc dianusmatikìc q¸roc me peperasmènh di�stash kai f, g :
V −→ V dÔo grammikèc apeikonÐseic me f ◦g = g ◦f . Na deiqteÐ ìti k�je idiotim 
thc grammik c apeikìnishc f −g eÐnai thc morf c λ−µ, gia k�poia idiotim  λ thc
f kai k�poia idiotim  µ thc g.

18. 'Estw A,B ∈ Mn(C) dÔo pÐnakec qwrÐc kamÐa koin  idiotim . Na deiqteÐ ìti gia
k�je pÐnaka C ∈ Mn(C) up�rqei monadikìc D ∈ Mn(C) me C = AD −DB.

19. Na deiqteÐ ìti to kèntro tou daktulÐou Mn(F ) eÐnai to sÔnolo twn pin�kwn thc
morf c aIn, a ∈ F .

20. Na deiqteÐ ìti ta monadik� ide¸dh tou daktulÐou Mn(F ) eÐnai to 0 kai ìloc o
Mn(F ).

21. 'Estw A,B dÔo n× n pÐnakec me A + B = AB. Na deiqteÐ ìti AB = BA.

22. 'Estw A,B dÔo n × n pÐnakec. Na deiqteÐ ìti ta qarakthristik� polu¸numa
χAB(t) kai χBA(t) twn AB kai BA antÐstoiqa eÐnai Ðsa.

23. 'Estw A ènac n × m pÐnakac kai B ènac m × n pÐnakac. Na deiqteÐ ìti gia ta
el�qista polu¸numa µAB(t) kai µBA(t) twn AB kai BA antÐstoiqa isqÔei èna
apì ta epìmena endeqìmena: µAB(t) = µBA(t)   µAB(t) = tµBA(t)   µBA(t) =
tµAB(t).

24. 'Estw A ènac tetragwnikìc pÐnakac, tètoioc ¸ste An = 0 gia k�poio n ∈ N. Na
deiqteÐ ìti o pÐnakac I − A eÐnai antistrèyimoc kai m�lista isqÔei (I − A)−1 =
I + A + A2 + · · ·+ An−1.

25. 'Estw A ènac n × m pÐnakac kai B ènac m × n pÐnakac. An o n × n pÐnakac
In −AB eÐnai antistrèyimoc, tìte na deiqteÐ ìti o m×m pÐnakac Im −BA eÐnai
epÐshc antistrèyimoc kai m�lista isqÔei (Im −BA)−1 = Im + B(In − AB)−1A.

26. 'Estw A,B dÔo pragmatikoÐ n× n pÐnakec. Na deiqteÐ ìti:
(i) det(A− iB) = det(A + iB) ∈ C kai

(ii) det

(
A −B
B A

)
= |det(A + iB) |2.

Iw�nnhc P. Emmanou l
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