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Prìblhma 1:

(a) UpologÐste to ìrio

lim
n→∞

1

n4

(
2n∏

k=1

(n2 + k2)

)1/n

.

(b) Na apofanjeÐte an eÐnai alhj c   yeud c h parak�tw prìtash: An (an) kai (bn) eÐnai
akoloujÐec jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n (n = 1, 2, . . .) kai

∞∑
n=1

1

an

=
∞∑

n=1

1

bn

= ∞,

tìte
∞∑

n=1

1

an + bn

= ∞.

Prìblhma 2: Na deÐxete ìti dojèntwn pènte shmeÐwn sto epÐpedo, ta opoÐa an� trÐa eÐnai mh
suneujeiak�, mporoÔme p�ntote na epilèxoume mÐa tri�da A, B, C apì aut�, ètsi ¸ste h gwnÐa
AB̂C na eÐnai ambleÐa.

Prìblhma 3: SumbolÐzoume me Rn×n to sÔnolo twn n × n pin�kwn me stoiqeÐa pragmatikoÔc
arijmoÔc.

(a) An A1, A2, . . . , An+1 ∈ Rn×n, deÐxte ìti up�rqoun pragmatikoÐ arijmoÐ λ1, λ2, . . . , λn+1, ìqi
ìloi mhdèn, tètoioi ¸ste det(λ1A1 + λ2A2 + · · ·+ λn+1An+1) = 0.

(b) DeÐxte ìti up�rqoun pÐnakec A1, A2 ∈ R2×2 me thn ex c idiìthta: an λ1, λ2 eÐnai tuqaÐoi
pragmatikoÐ arijmoÐ, ìqi kai oi dÔo mhdèn, tìte det(λ1A1 + λ2A2) 6= 0.

(g) DeÐxte ìti up�rqoun pÐnakec A1, A2, A3, A4 ∈ R4×4 me thn ex c idiìthta: an λ1, λ2, λ3, λ4

eÐnai tuqaÐoi pragmatikoÐ arijmoÐ, ìqi ìloi mhdèn, tìte det(λ1A1+λ2A2+λ3A3+λ4A4) 6= 0.

Prìblhma 4: Jètoume Xn = {1,−1, 2,−2, . . . , n,−n} kai jewroÔme to sÔnolo Ωn twn amfi-
monos mantwn apeikonÐsewn σ : Xn → Xn pou èqoun thn idiìthta σ(−i) = −σ(i) gia 1 ≤ i ≤ n.
Epilègoume tuqaÐa kai omoiìmorfa èna stoiqeÐo σ tou Ωn. UpologÐste to ìrio limn→∞ p(n),
ìpou p(n) eÐnai h pijanìthta na isqÔei σ(i) 6= i gia 1 ≤ i ≤ n.

Prìblhma 5: Na exet�sete an up�rqei paragwgÐsimh sun�rthsh f : (0, +∞) → (0, +∞),
tètoia ¸ste na isqÔei f ′(x) ≥ f(x + f(x)) gia k�je x > 0.

H di�rkeia thc exètashc eÐnai 3 ¸rec. KALH EPITUQIA!



LÔseic

Prìblhma 1: (a) Gr�fontac

an =
1

n4

(
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k=1

(n2 + k2)

)1/n

upologÐzoume ìti

log an = −4 log n +
1

n

2n∑
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=
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1

n

2n∑
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f(
k

2n
),

ìpou f(x) = 1 + 4x2. Apì thn teleutaÐa èkfrash gia to log an èpetai ìti

lim
n→∞

log an = 2

∫ 1

0

log(1 + 4x2)dx.

Oloklhr¸nontac kat� par�gontec kai suneqÐzontac kat� ta gnwst�, brÐskoume ìti to para-
p�nw olokl rwma eÐnai Ðso me log 5 − 2 + arctan(2) kai sumperaÐnoume ìti limn→∞ log an =
25 exp {2arctan(2)− 4} ≈ 4.195355357.

(b) Jètontac an = n, bn = n2 gia �rtio n kai an = n2, bn = n gia perittì n, èqoume ìti oi
seirèc

∑
n≥1

1
an

kai
∑

n≥1
1
bn

apoklÐnoun kai ìti h seir�

∑
n≥1

1

an + bn

=
∑
n≥1

1

n2 + n

sugklÐnei. Sunep¸c, h prìtash eÐnai yeud c.

Prìblhma 2: Pr¸th LÔsh. SumbolÐzoume me Π thn kurt  j kh twn pènte dosmènwn shmeÐwn
kai parathroÔme ìti to Π eÐnai kurtì polÔgwno me treic, tèsseric   pènte korufèc. Sthn trÐth
perÐptwsh, to �jroisma twn eswterik¸n gwni¸n tou Π eÐnai Ðso me 3π. 'Ara, mÐa toul�qiston apì
autèc eÐnai megalÔterh   Ðsh apì 3π/5 kai sunep¸c isqÔei to zhtoÔmeno. Sth deÔterh perÐptwsh,
èna apì ta dosmèna shmeÐa, èstw to X, brÐsketai sto eswterikì tou Π. Tìte, to �jroisma twn
tess�rwn gwni¸n thc morf c AX̂B, ìpou to AB diatrèqei tic akmèc tou Π, eÐnai Ðso me 2π.
AfoÔ ta dosmèna shmeÐa eÐnai an� trÐa mh suneujeiak�, sumperaÐnoume ìti mÐa toul�qiston apì
tic tèsseric autèc gwnÐec eÐnai megalÔterh apì π/2. Me ton Ðdio trìpo, sthn pr¸th perÐptwsh
brÐskoume gwnÐa orizìmenh apì ta dosmèna shmeÐa megalÔterh   Ðsh apì 2π/3.

DeÔterh LÔsh. Epilègoume �xonec orjokanonikoÔ sust matoc suntetagmènwn ètsi ¸ste kamÐa
apì tic dèka eujeÐec pou orÐzontai apì ta pènte dosmèna shmeÐa na mhn eÐnai par�llhlh se k�poion
apì autoÔc. Diat�ssontac ta shmeÐa wc proc thn tetmhmènh touc, mporoÔme na upojèsoume
ìti aut� eÐnai ta P1(x1, y1), P2(x2, y2), . . . , P5(x5, y5), me x1 < x2 < · · · < x5. Gia deÐktec
1 ≤ i < j < k ≤ 5 èqoume

PjPk · PjPi = (xk − xj)(xj − xi) + (yk − yj)(yj − yi) < (yk − yj)(yj − yi).



'Ara, arkeÐ na deÐxoume ìti up�rqoun deÐktec 1 ≤ i < j < k ≤ 5 tètoioi ¸ste (yk−yj)(yj−yi) < 0,
dhlad  ¸ste to yj na brÐsketai metaxÔ twn yi kai yk, afoÔ tìte PjPk · PjPi < 0 kai sunep¸c h
gwnÐa PiP̂jPk eÐnai ambleÐa.

Upojètoume ìti y1 < y5 (h apìdeixh eÐnai an�logh an y1 > y5). An k�poio apì ta y2, y3, y4

brÐsketai an�mesa sta y1, y5, tìte epilègoume thn antÐstoiqh tri�da y1, yj, y5. Diaforetik�, dÔo
toul�qiston apì ta y2, y3, y4 eÐte eÐnai mikrìtera tou y1, eÐte megalÔtera tou y5. 'Estw, gia
par�deigma, ìti y2, y3 < y1. Tìte, eÐte y3 < y2, opìte epilègoume thn tri�da y3 < y2 < y1, eÐte
y2 < y3, opìte epilègoume thn tri�da y2 < y3 < y5. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh.

Prìblhma 3: 'Estw A = λ1A1 + λ2A2 + · · · + λn+1An+1. Jètontac kajèna apì ta stoiqeÐa
thc pr¸thc gramm c tou pÐnaka A Ðsa me mhdèn prokÔptei èna omogenèc sÔsthma n grammik¸n
exis¸sewn stouc n + 1 agn¸stouc λ1, λ2, . . . , λn+1. Wc gnwstìn, èna tètoio sÔsthma èqei mh
mhdenik  lÔsh. Epomènwc, up�rqoun pragmatikoÐ arijmoÐ λ1, λ2, . . . , λn+1, ìqi ìloi mhdèn, tètoioi
¸ste o A na èqei mia mhdenik  gramm  kai sunep¸c orÐzousa mhdèn. DeÐxame loipìn ìti isqÔei
to (a). Gia to (b) jètoume

A1 =

(
1 0
0 1

)
, A2 =

(
0 −1
1 0

)
kai parathroÔme ìti

det(A) = det

(
λ1 −λ2

λ2 λ1

)
= λ2

1 + λ2
2,

opìte det(A) = 0 mìno an λ1 = λ2 = 0. Gia to (g) jètoume

A1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , A2 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , A3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0


kai

A4 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


kai upologÐzoume ìti

det(A) = det


λ1 λ2 λ3 λ4

λ2 −λ1 λ4 −λ3

λ3 −λ4 −λ1 λ2

λ4 λ3 −λ2 −λ1

 = −(λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ2

4)
2.

Apì thn teleutaÐa isìthta prokÔptei ìti det(A) = 0 mìno an λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0.

Prìblhma 4: ParathroÔme ìti gia k�je σ ∈ Ωn up�rqei monadik  met�jesh τ : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} kai epilog  pros mwn εi ∈ {−1, 1} gia 1 ≤ i ≤ n ¸ste na isqÔei σ(i) = εi τ(i)
(opìte kai σ(−i) = −εi τ(i)) gia 1 ≤ i ≤ n. AfoÔ up�rqoun n! epilogèc gia th met�jesh τ
kai 2n epilogèc gia ta prìshma, sumperaÐnoume ìti |Ωn| = 2nn!. Epiplèon, gia tuqaÐouc deÐktec
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n, to pl joc twn σ ∈ Ωn me σ(ij) = ij gia 1 ≤ j ≤ k eÐnai Ðso me
2n−k(n−k)!. Epomènwc, sÔmfwna me thn arq  egkleismoÔ - apokleismoÔ, to pl joc twn σ ∈ Ωn

me σ(i) 6= i gia k�je deÐkth i eÐnai Ðso me

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
2n−k(n− k)!.



Apì ta prohgoÔmena prokÔptei ìti

p(n) =
1

2nn!

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
2n−k(n− k)! =

n∑
k=0

(−1/2)k

k!

kai sunep¸c ìti limn→∞ p(n) = e−1/2.

Prìblhma 5: Upojètoume ìti up�rqei tètoia sun�rthsh. Tìte, èqoume f ′(x) ≥ f(x+f(x)) > 0
gia k�je x > 0 kai sunep¸c h f eÐnai gnhsÐwc aÔxousa. Epomènwc, èqoume f ′(x) ≥ f(x+f(x)) >
f(x) ≥ f(1) := a > 0 gia x ≥ 1 kai sunep¸c limx→∞ f(x) = +∞. Eidikìtera, gia arket� meg�lo
b > 0 èqoume f(x) ≥ 1 gia k�je x ≥ b. AfoÔ h f eÐnai gnhsÐwc aÔxousa, sumperaÐnoume ìti
f ′(x) ≥ f(x + f(x)) > f(x + 1) ≥ f(b + 1) gia k�je x ≥ b. Efarmìzontac t¸ra to je¸rhma thc
mèshc tim c sti di�sthma [b, b + 1] prokÔptei ìti up�rqei ξ ∈ (b, b + 1) me f(b + 1)− f(b) = f ′(ξ)
kai sunep¸c ìti isqÔei f(b + 1)− f(b) > f(b + 1), dhlad  ìti f(b) < 0. Apì thn antÐfash aut 
èpetai ìti den up�rqei sun�rthsh f me tic epijumhtèc idiìthtec.


