
ÐñïâëÞìáôá ãéá ôï äéáãùíéóìü åðéëïãÞò ôçò ÅÌÅ
ãéá ôç ÌáèçìáôéêÞ ÏëõìðéÜäá ðñùôïåôþí êáé äåõôåñïåôþí öïéôçôþí

23 Öåâñïõáñßïõ 2008

Ðñüâëçìá 1: (á) Äßíåôáé Ýíá óýíïëï X êáé 2008 12-ìåëÞ õðïóýíïëÜ ôïõ, ôá Y1; Y2; : : : ; Y2008. Áðï-
äåßîôå üôé ìðïñïýìå íá ÷ñùìáôßóïõìå êÜðïéá áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ X Üóðñá êáé ôá õðüëïéðá ìáýñá, Ýôóé
þóôå üëá ôá õðïóýíïëá Y1; Y2; : : : ; Y2008 íá ìçí åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêÜ (äçëáäÞ êÜèå õðïóýíïëï áðü ôá
Y1; Y2; : : : ; Y2008 íá ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí 1 Üóðñï óôïé÷åßï êáé ôïõëÜ÷éóôïí 1 ìáýñï óôïé÷åßï).

(â) Áðïäåßîôå üôé ìðïñïýìå íá ÷ñùìáôßóïõìå êÜðïéá áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ Y = {1; 2; : : : ; 2008}
Üóðñá êáé ôá õðüëïéðá ìáýñá, þóôå ôï ðëÞèïò ôùí ìïíï÷ñùìáôéêþí 11-ìåëþí õðïóõíüëùí ôïõ Y íá
åßíáé ëéãüôåñï áðü

(
2008
11

)
2−10.

Ðñüâëçìá 2: Ãéá êÜèå y ∈ Z2 êáé X ⊆ Z2 ïñßæïõìå ôï Üèñïéóìá y + X = {y + x : x ∈ X}. ¸óôù
A;B äõï ðåðåñáóìÝíá éóïðëçèéêÜ õðïóýíïëá ôïõ Z2 êáé T ⊆ Z2 ôÝôïéá þóôå

• Ôá óýíïëá A+ t, t ∈ T , åßíáé áíÜ äýï îÝíá,

• Ôá óýíïëá B + t, t ∈ T , åßíáé áíÜ äýï îÝíá,

• Z2 =
⋃
t∈T A+ t.

Áðïäåßîôå üôé Z2 =
⋃
t∈T B + t.

Ðñüâëçìá 3: (á) ¸óôù f(x) ìïíüôïíç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óôï [1;+∞). Áðïäåßîôå üôé
áí ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá ∫ ∞

1

f(x)− x
x2

dx

óõãêëßíåé, ôüôå
lim

x→+∞ f(x)=x = 1:

(â) ¸óôù 0 < an < 1, n ∈ N. Áðïäåßîôå üôé áí ç óåéñÜ

∞∑

n=1

an
log(1=an)

óõãêëßíåé, ôüôå êáé ç óåéñÜ
∞∑

n=2

an
log n

óõãêëßíåé.

Ç äéÜñêåéá ôçò åîÝôáóçò åßíáé 3 þñåò. ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕ×ÉÁ!
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(
2008
11

)
2−10.

Ëýóç: (á) ¸óôù üôé ôï X ðåñéÝ÷åé x óôïé÷åßá. Ôüôå ôï óýíïëï Ω ôùí äõíáôþí ÷ñùìáôéóìþí ôïõ
X ìå ôá äõï ÷ñþìáôá Ý÷åé ðëçèÜñéèìï N(Ω) = 2x. Ôï óýíïëï Ei ôùí ÷ñùìáôéóìþí ôïõ X ðïõ ôï
õðïóýíïëï Yi åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü Ý÷åé ðëçèÜñéèìï N(Ei) = 2x−11 (÷ñùìáôßæïõìå ôá 12 óôïé÷åßá ôïõ
Ei üëá Üóðñá Þ ìáýñá (2 ôñüðïé) êáé ôá õðüëïéðá x− 12 óôïé÷åßá ôïõ X üðùò èÝëïõìå (2x−12 ôñüðïé)
ïðüôå óõíïëéêÜ, áðü ðïëëáðëáóéáóôéêÞ áñ÷Þ, Ý÷ïõìå 2x−11 ÷ñùìáôéóìïýò ôïõ X ãéá ôïõò ïðïßïõò ôï
Yi åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü).

Ãéá íá áðïäåé÷èåß ôï æçôïýìåíï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé Ec1 ∩ Ec2 ∩ · · · ∩ Ec2008 6= ∅. Ãéá ôïí
ðëçèÜñéèìï üìùò ôïõ Ec1 ∩ Ec2 ∩ · · · ∩ Ec2008 Ý÷ïõìå

N(Ec1 ∩ Ec2 ∩ · · · ∩ Ec2008) = N(Ω)−N(E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ E2008)
= 2x −N(E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ E2008)

≥ 2x −
2008∑

i=1

N(Ei) = 2x − 2008 · 2x−11

= 2x−11(211 − 2008) = 2x−11 · 40 > 0:

(â) ×ñùìáôßæïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ Y = {1; 2; : : : ; 2008} Üóðñá Þ ìáýñá åíôåëþò ôõ÷áßá (äçëáäÞ ìå
ðéèáíüôçôá 1/2 Ýêáóôï). ¸óôù W ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ðëÞèïò ôùí ìïíï÷ñùìáôéêþí
11-ìåëþí õðïóõíüëùí ôïõ Õ ìåôÜ áðü Ýíáí ôÝôïéï ÷ñùìáôéóìü. Ç ðéèáíüôçôá Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ Õ
íá ÷ñùìáôßóåé Üóðñá áêñéâþò k óôïé÷åßá ôïõ Õ (êáé åðïìÝíùò íá ÷ñùìáôßóåé ìáýñá áêñéâþò 2008− k
óôïé÷åßá ôïõ Õ ) åßíáé

(
2008
k

)
2−2008. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá ðñïêýøïõí

( k
11

)
ìïíï÷ñùìáôéêÜ-Üóðñá

õðïóýíïëá ôïõ Õ êáé
(
2008−k

11

)
ìïíï÷ñùìáôéêÜ-ìáýñá õðïóýíïëá ôïõ Õ . ÅðïìÝíùò ç ìÝóç ôéìÞ ôçò W

åßíáé

E[W ] =
2008∑

k=11

(
k
11

)(
2008
k

)
2−2008 +

1997∑

k=0

(
2008− k

11

)(
2008
k

)
2−2008

=
2008∑

k=11

(
2008
11

)(
1997
k − 11

)
2−2008 +

1997∑

k=0

(
2008
11

)(
1997
k

)
2−2008

= 2
(

2008
11

)
2−11 =

(
2008
11

)
2−10:

Áðü ôçí áíéóüôçôá Markov Ý÷ïõìå

Pr
[
W >

(
2008
11

)
2−10

]
<

E[W ](
2008
11

)
2−10

= 1

êáé åðïìÝíùò Pr
[
W ≤ (

2008
11

)
2−10

]
> 0. Áöïý áõôÞ ç ðéèáíüôçôá åßíáé èåôéêÞ óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé

ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò þóôå ôï ðëÞèïò ôùí ìïíï÷ñùìáôéêþí 11-ìåëþí õðïóõíüëùí ôïõ Y íá
åßíáé ôï ðïëý

(
2008
11

)
2−10.
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Ðñüâëçìá 2: ¸óôù A;B äõï ðåðåñáóìÝíá éóïðëçèéêÜ õðïóýíïëá ôïõ Z2 êáé T ⊆ Z2 ôÝôïéá þóôå

• Ôá óýíïëá A+ t, t ∈ T , åßíáé áíÜ äýï îÝíá,

• Ôá óýíïëá B + t, t ∈ T , åßíáé áíÜ äýï îÝíá,

• Z2 =
⋃
t∈T A+ t.

Áðïäåßîôå üôé Z2 =
⋃
t∈T B + t.

Ëýóç: Ç õðüèåóÞ ìáò ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

∀x ∈ Z2 :
∑

t∈T
1A(x− t) = 1;

êáé
∀x ∈ Z2 :

∑

t∈T
1B(x− t) ≤ 1:

¸÷ïõìå:

|A| = |B|
=

∑

x∈Z2

1B(−x)

=
∑

x∈Z2

1B(−x)
∑

t∈T
1A(x− t)

=
∑

t∈T

∑

x∈Z2

1B(−x)1A(x− t)

=
∑

t∈T

∑

y∈Z2

1A(−y)1B(y − t)

=
∑

y∈Z2

1A(−y)
∑

t∈T
1B(y − t)

≤
∑

y∈Z2

1A(−y)

= |A|
¢ñá éó÷ýïõí ïé éóüôçôåò ðáñáðÜíù êáé óõíåðþò

∀y ∈ −A :
∑

t∈T
1B(y − t) = 1: (1)

¼ìùò ç õðüèåóÞ ìáò ãéá ôï óýíïëï A éó÷ýåé êáé ãéá ôõ÷ïýóá ìåôáöïñÜ A′ = A+ � ôïõ A, Üñá ç (1)
éó÷ýåé ãéá êÜèå y ∈ Z2.

Ðñüâëçìá 3: (á) ¸óôù f(x) ìïíüôïíç ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óôï [1;+∞). Áðïäåßîôå üôé
áí ôï ãåíéêåõìÝíï ïëïêëÞñùìá ∫ ∞

1

f(x)− x
x2

dx

óõãêëßíåé, ôüôå
lim

x→+∞ f(x)=x = 1:

(â) ¸óôù 0 < an < 1, n ∈ N. Áðïäåßîôå üôé áí ç óåéñÜ
∞∑

n=1

an
log(1=an)

2



óõãêëßíåé, ôüôå êáé ç óåéñÜ
∞∑

n=2

an
log n

óõãêëßíåé.

Ëýóç: (á) ¸óôù ðùò ü÷é.
Ðåñßðôùóç 1: f(x) áýîïõóá. Ôüôå õðÜñ÷åé � > 0 êáé áêïëïõèßá (xn) ìå limxn = +∞ ôÝôïéá þóôå

(i) åßôå f(xn)=xn > 1 + � ; ∀n ∈ N ;
(ii) åßôå f(xn)=xn < 1− � ; ∀n ∈ N :

Óôçí ðåñßðôùóç (i) Ý÷ïõìå
∫ (1+�)xn

xn

f(x)− x
x2

dx ≥
∫ (1+�)xn

xn

f(xn)− x
x2

dx

≥
∫ (1+�)xn

xn

(1 + �)xn − x
x2

dx

(y = xnx) =
∫ 1+�

1

(1 + �)− y
y2

dy;

ðïõ åßíáé èåôéêü êáé áíåîÜñôçôï ôïõ n. ¢ôïðï.
Óôçí ðåñßðôùóç (ii) Ý÷ïõìå ðáñüìïéá

∫ xn

(1−�)xn

f(x)− x
x2

dx ≤
∫ xn

(1−�)xn

f(xn)− x
x2

dx

≤
∫ xn

(1−�)xn

(1− �)xn − x
x2

dx

(y = xnx) =
∫ 1

1−�

(1− �)− y
y2

dy

< 0 ;

ðïõ åßíáé åðßóçò Üôïðï.
Ðåñßðôùóç 2: f(x) öèßíïõóá. Äéáêñßíïõìå ðåñéðôþóåéò (i) êáé (ii) üðùò ðñïçãïõìÝíùò. Óôçí

ðåñßðôùóç (i) èåùñïýìå ôï ïëïêëÞñùìá
∫ xn
xn=2

f(x)−x
x2 dx åíþ óôçí ðåñßðôùóç (ii) èåùñïýìå ôï ïëïêëÞñùìá

∫ 2xn
xn

f(x)−x
x2 dx.

(â) Êáé ïé äýï óåéñÝò åßíáé óåéñÝò èåôéêþí üñùí. Áí ôï n ∈ N åßíáé ôÝôïéï þóôå log(1=an)
logn ≤ 2, ôüôå

an
log n

=
an

log(1=an)
× log(1=an)

log n
≤ 2an

log(1=an)
:

Áí ðÜëé log(1=an)
logn ≥ 2 ôüôå an ≤ 1=n2 êáé Üñá

an
log n

≤ 1
n2 log n

:

¢ñá óå êÜèå ðåñßðôùóç
an

log n
≤ 2an

log(1=an)
+

1
n2 log n

:

Áöïý ç
∑ 1

n2 logn óõãêëßíåé, Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.
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