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1. ΄Εστω f : R→ R μια συνεχής, 1−περιοδική συνάρτηση, δηλαδή με

f(x+ 1) = f(x), για κάθε x ∈ R.

Αποδείξτε ότι υπάρχει x0 ∈ R με

f(x0 + π) = f(x0).

2. ΄Εστω μια συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → R, παραγωγίσιμη στο (0, 1) με
f(0) = 0 για την οποία ισχύει

0 ≤ f ′(x) ≤ 2f(x), για κάθε x ∈ (0, 1).

Να αποδείξετε ότι f ≡ 0.
3. ΄Εστω f : [0,∞)→ R μια συνεχής συνάρτηση για την οποία το όριο

lim
x→∞

(
f(x) +

∫ x

0
f(t)dt

)
υπάρχει στο R. Να δείξετε ότι

lim
x→∞

f(x) = 0.

4. Για n ∈ N υπολογίστε το ολοκλήρωμα:

In =

∫ π

−π

sin(nx)

(1 + 2x) sinx
dx.

5. ΄Εστω S το σύνολο όλων των συναρτήσεων f : [0, 1] → R κλάσης C1
με

f(0) = 0 για τις οποίες ισχύει∫ 1

0
f ′(x)2dx ≤ 1.

Για συνάρτηση f ∈ S θεωρούμε την ποσότητα

J(f) =

∫ 1

0
f(x)dx.

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση J είναι φραγμένη στο S και υπολογίστε το
supremum της. Υπάρχει συνάρτηση f0 ∈ S η οποία επιτυγχάνει αυτό το
supremum; Αν ναι, να βρείτε μια τέτοια.

6. ΄Εστω f : [0,∞) → R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(x) = 0 για
x > 1010. Να αποδείξετε ότι∫ ∞

0
(f(x))2 dx ≤ 2

√∫ ∞
0

x2 (f(x))2 dx

√∫ ∞
0

(f ′(x))2 dx.
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7. ΄Εστω f : [0,∞) → R μια συνεχής συνάρτηση. ΄Εστω A το σύνολο των
πραγματικών α για τους οποίους υπάρχει μια ακολουθία (xn) με xn → ∞
ώστε

a = lim
n→∞

f(xn).

Να δείξετε ότι αν a, b ∈ A, τότε [a, b] ⊆ A.
8. ΄Εστω f : R → R μια συνάρτηση κλάσης C2

, δηλαδή η f είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη και η f ′′ είναι συνεχής. Επιπλέον υποθέτουμε ότι οι f και f ′′

είναι φραγμένες. Θέτουμε

Mk = sup
x∈R

∣∣∣f (k)(x)∣∣∣ , για k = 0, 1, 2.

Να αποδείξετε ότι

M1 ≤ 2
√
M0M2.

9. ΄Εστω f : [−1, 1]→ R μια συνάρτηση κλάσης C3
. Αποδείξτε ότι η σειρά

∞∑
n=1

(
n (f(1/n)− f(−1/n))− 2f ′(0)

)
συγκλίνει.

10. ΄Εστω (an) μια ακολουθία θετικών αριθμών για την οποία ισχύει

∞∑
n=1

an <∞.

Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (cn) θετικών αριθμών με

lim
n→∞

cn =∞ και

∞∑
n=1

cnan <∞.

11. ΄Εστω f : R→ R μια συνεχής συνάρτηση με

|f(x)| ≤ C

x2 + 1
, για κάθε x ∈ R,

όπου C μια θετική σταθερά. Θεωρούμε τη συνάρτηση F : R→ R με

F (x) =

∞∑
n=−∞

f(x+ n), x ∈ R.

(i) Αποδείξτε ότι η F είναι συνεχής και 1−περιοδική.
(ii) Αποδείξτε ότι για κάθε συνεχή, 1−περιοδική συνάρτηση G ισχύει∫ 1

0
F (x)G(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(x)G(x)dx.

12. ΄Εστω f μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο R για την οποία ισχύει

f(x) = f(x+ 1) = f(x+
√
2), για κάθε x ∈ R.

Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.
13. Να υπολογίσετε το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

k

k2 + n2
.
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14. Να υπολογίσετε το όριο

lim
n→∞

(
sin

(
1

n

)
· sin

(
2

n

)
· · · sin

(n
n

))1/n

.

15. ΄Εστω f, g : R→ R συνεχείς και 1−περιοδικές συναρτήσεις. Να δείξετε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0
f(x)g(nx)dx =

∫ 1

0
f(x)dx

∫ 1

0
g(x)dx.

16. Να βρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : R → [1,+∞) για τις οποίες
υπάρχουν σταθερές a ∈ R και k ∈ N ώστε

f(x) · f(2x) · · · f(nx) ≤ ank,
για κάθε n ∈ N>0 και x ∈ R.
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