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(Par�dosh: 8 Maðou 2008)

1. 'Estw X q¸roc me nìrma, x1, . . . , xm grammik� anex�rthta dianÔsmata ston X,
kai a1, . . . , am ∈ K. Up�rqei f ∈ X∗ ¸ste f(xi) = ai, i = 1, . . . , m.

2. 'Estw X grammikìc q¸roc p�nw apì to K kai p1, p2 : X → R hminìrmec. An
f : X → K eÐnai èna grammikì sunarthsoeidèc me thn idiìthta

|f(x)| ≤ p1(x) + p2(x)

gia k�je x ∈ X, deÐxte ìti up�rqoun grammik� sunarthsoeid  f1, f2 : X → K ¸ste
f = f1 + f2 kai

|fi(x)| ≤ pi(x), i = 1, 2, x ∈ X.

3. 'Estw (X, ‖ · ‖) q¸roc me nìrma kai èstw W grammikìc upìqwroc tou X. Upo-
jètoume ìti | · | eÐnai mÐa �llh nìrma ston W pou eÐnai isodÔnamh me ton periorismì
thc ‖ · ‖ ston W . DeÐxte ìti up�rqei nìrma | · |′ ston X pou eÐnai isodÔnamh me thn
‖ · ‖ ston X kai o periorismìc thc ston W eÐnai h | · |.

4. JewroÔme ton q¸ro `∞(R) twn fragmènwn pragmatik¸n akolouji¸n. DeÐxte ìti
up�rqei fragmèno grammikì sunarthsoeidèc f : `∞(R) → R me thn ex c idiìthta:
gia k�je x = (xn) ∈ `∞(R),

lim inf
n

xn ≤ f(x) ≤ lim sup
n

xn.

5. 'Estw X q¸roc me nìrma kai èstw Y kleistìc upìqwroc tou X. O mhdenist c
tou Y eÐnai to

N(Y ) = {f ∈ X∗ : ∀y ∈ Y f(y) = 0}.
(a) DeÐxte ìti o N(Y ) eÐnai kleistìc upìqwroc tou X∗ kai o X∗/N(Y ) eÐnai
isometrik� isìmorfoc me ton Y ∗. H isometrÐa eÐnai o T : X∗/N(Y ) → Y ∗ me
T (f + N(Y )) = f |Y .
(b) DeÐxte ìti o (X/Y )∗ eÐnai isometrik� isìmorfoc me ton N(Y ). H isometrÐa
eÐnai o S : (X/Y )∗ → N(Y ) me S(g) = g ◦ Q, ìpou Q : X → X/Y h fusiologik 
apeikìnish.

6. 'Estw X q¸roc me nìrma kai èstw Y kleistìc upìqwroc tou X peperasmènhc
sundi�stashc. An f : X → K eÐnai èna grammikì sunarthsoeidèc kai f |Y ∈ Y ∗,
deÐxte ìti f ∈ X∗.



7. 'Estw X autopaj c q¸roc Banach kai èstw Y kleistìc upìqwroc tou X. DeÐxte
ìti o Y eÐnai autopaj c.

8. 'Estw X, Y, Z q¸roi Banach kai T : X ×Y → Z apeikìnish me thn idiìthta: gia
k�je x ∈ X o Tx : Y → Z me Tx(y) = T (x, y) eÐnai fragmènoc grammikìc telest c,
kai gia k�je y ∈ Y o Ty : X → Z me Ty(x) = T (x, y) eÐnai fragmènoc grammikìc
telest c. DeÐxte ìti up�rqei M > 0 ¸ste

‖T (x, y)‖ ≤ M‖x‖ · ‖y‖, x ∈ X, y ∈ Y.

9. 'Estw X kleistìc upìqwroc tou L1[0, 2]. Upojètoume ìti gia k�je f ∈ L1[0, 1]
up�rqei f̃ ∈ X ¸ste f̃ |[0,1] = f . DeÐxte ìti up�rqei stajer� M > 0 me thn ex c
idiìthta: an f ∈ L1[0, 1], up�rqei f̃ ∈ X me f̃ |[0,1] = f kai ‖f̃‖1 ≤ M‖f‖1.

10. 'Estw (xn) akoloujÐa se ènan q¸ro me nìrma X, me thn idiìthta
∑∞

n=1 |f(xn)| <
+∞ gia k�je f ∈ X∗. DeÐxte ìti up�rqei stajer� M > 0 ¸ste

∞∑
n=1

|f(xn)| ≤ M‖f‖

gia k�je f ∈ X∗.

11. 'Estw X, Y q¸roi Banach kai T : X → Y fragmènoc kai epÐ telest c. An
x0 ∈ X, y0 = T (x0) kai yn → y0 ston Y , deÐxte ìti up�rqoun xn ∈ X me T (xn) = yn

kai xn → x0.

12. 'Estw X q¸roc Banach kai Y, Z kleistoÐ upìqwroi tou X. OrÐzoume

d(Y,Z) = dist(SY , SZ) = inf{‖y − z‖ : y ∈ Y, z ∈ Z, ‖y‖ = ‖z‖ = 1}.

DeÐxte ìti o Y + Z eÐnai kleistìc upìqwroc tou X an kai mìno an d(Y, Z) > 0.

ParadÐdete ept� apì tic Ask seic.


