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1. 'Estw H = L2(T) (mètro Lebesque) kai Ho o kleistìc upìqwroc pou par�getai apì
ta polu¸numa (p(z) =

∑m
n=0 anz

n). An U ∈ B(H) eÐnai o telest c tou pollaplasiasmoÔ
epÐ thn anex�rthth metablht  ((Uf)(z) = zf(z)) kai S ∈ B(Ho) o telest c S = U |Ho , na
upologisjoÔn ta σp, σap, σc kai σ gia touc U kai S.

2. (a) 'Estw A ∈ B(H) me 〈Ax, x〉 ≥ 0 gia k�je x ∈ H. ApodeÐxte ìti up�rqei monadikìc
B ∈ B(H) me 〈Bx, x〉 ≥ 0 gia k�je x ∈ H ¸ste B2 = A.

(b) Na orisjeÐ h ènnoia �merik  isometrÐa� kaj¸c kai h �apìluth tim � |T | enìc T ∈ B(H),
kai na deiqjeÐ ìti k�je T ∈ B(H) gr�fetai T = V |T |, ìpou V merik  isometrÐa.

3. (a) 'Estw T ∈ B(H) fusiologikìc telest c kai f : C → C fragmènh sun�rthsh Borel.
Na orisjeÐ o telest c f(T ) kai kai na apodeiqjeÐ ìti h apeikìnish f → f(T ) diathreÐ tic
algebrikèc pr�xeic kai thn enèlixh.

(b) Na apodeiqjeÐ ìti k�je orjomonadiaÐoc (unitary) telest c U eÐnai thc morf c U =
exp(iA) gia k�poion autosuzug  telest  A.

4. (a) 'Estw A mia C∗ �lgebra me mon�da kai φ : A → C mia kat�stash (state). Perigr�yte
p¸c kataskeu�zetai h par�stash GNS (πφ, Hφ, ξφ) thc A.

(b) An A ⊆ B(H) eÐnai norm-kleist  autosuzug c up�lgebra pou perièqei ton tautotikì
telest  kai ξ ∈ H eÐnai monadaÐo di�nusma kuklikì gia thnA, deÐxte ìti h tautotik  par�stash
A → B(H) eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh (unitarily equivalent) me thn par�stash GNS pou
orÐzetai apì thn kat�stash φ : A → C ìpou φ(A) = 〈Aξ, ξ〉.

5. 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H) autosuzug c telest c pou èqei kuklikì di�nusma.
ApodeÐxte ìti o T eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc (unitarily equivalent) me ènan pollapla-
siastikì telest  se ènan kat�llhlo q¸ro L2(X,m).

6. 'Estw A mia C∗ �lgebra me mon�da, φ : A → C qarakt rac kai ψ : A → C jetik 
grammik  morf . Na deiqjeÐ ìti oi φ kai ψ eÐnai suneqeÐc.

Kal  epituqÐa!


