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1 Q¸roi me nìrma, q¸roi Hilbert

Stic shmei¸seic autèc, ìloi oi grammikoÐ q¸roi ja eÐnai migadikoÐ, ektìc an
anafèretai rht� k�ti diaforetikì.

1.1 Q¸roi me nìrma kai telestèc

Orismìc 1.1 'Estw X migadikìc grammikìc q¸roc. MÐa nìrma ston X
eÐnai mia apeikìnish

‖ · ‖ : X → R+ : x 7→ ‖x‖
pou ikanopoieÐ

(1) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (x, y ∈ X )

(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (x ∈ X , λ ∈ C)

(3) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

'Enac q¸roc me nìrma (X , ‖.‖) lègetai q¸roc Banach an eÐnai pl rhc wc
proc thn metrik  d(x, y) = ‖x− y‖ pou orÐzei h nìrma.

Je¸rhma 1.1 An (X , ‖.‖X) kai (Y , ‖.‖Y ) eÐnai q¸roi me nìrma kai
T : (X , ‖.‖X)→(Y , ‖.‖Y ) eÐnai grammik  apeikìnish, ta ex c eÐnai isodÔnama:

(a) H T eÐnai suneq c.

(b) H T eÐnai suneq c sto 0 ∈ X .

(g) H T eÐnai suneq c se k�poio shmeÐo xo ∈ X .

(d) Up�rqei M <∞ ¸ste ‖Tx‖Y ≤M‖x‖X gia k�je x ∈ X .

(e) O periorismìc thc T sthn monadiaÐa sfaÐra tou X eÐnai fragmènh su-
n�rthsh, dhlad  to sÔnolo {‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1} eÐnai fragmèno.
(st) H T eÐnai omoiìmorfa suneq c.

Parat rhsh 1.2 An T : (X , ‖.‖X) → (Y , ‖.‖Y ) eÐnai grammik  kai T 6= 0,
tìte to sÔnolo {‖Tx‖Y : x ∈ X} den eÐnai potè fragmèno.

Orismìc 1.2 MÐa grammik  apeikìnish T : (X , ‖.‖X) → (Y , ‖.‖Y ) lègetai
fragmènh   fragmènoc telest c an o periorismìc thc T sthn monadiaÐa
sfaÐra tou X eÐnai fragmènh sun�rthsh.
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O arijmìc
‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1}

onom�zetai nìrma tou T .

Prìtash 1.3 'Estw T : (X , ‖.‖X) → (Y , ‖.‖Y ) fragmènoc telest c. Tìte

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X , ‖x‖ = 1}

= sup{‖Tx‖
‖x‖

: x ∈ X , x 6= 0}

= inf{M > 0 : ‖Tx‖ ≤M‖x‖ gia k�je x ∈ X}

kai isqÔei ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖ gia k�je x ∈ X .

Prìtash 1.4 'Estw (X , ‖.‖) q¸roc me nìrma, D ⊆ X puknìc upìqwroc
kai (Y , ‖.‖) q¸roc Banach. An T : D → Y eÐnai grammik  apeikìnish, tìte h
T dèqetai suneq  epèktash T̃ : X → Y an kai mìnon an h T eÐnai suneq c. H
suneq c epèktash, an up�rqei, eÐnai monadik , kai ‖T̃‖ = ‖T‖.

Orismìc 1.3 An (X , ‖.‖X) , (Y , ‖.‖Y ) eÐnai q¸roi me nìrma, to sÔnolo twn
grammik¸n kai fragmènwn apeikonÐsewn T : X → Y sumbolÐzetai B(X ,Y).
Gr�foume B(X ) antÐ gia B(X ,X ). Eidikìtera to sÔnolo B(X ,C) sumbolÐzetai
X ∗ kai onom�zetai o (topologikìc) duðkìc tou X .

An efodi�soume to sÔnolo B(X ,Y) me tic pr�xeic kat� shmeÐo, dhlad  an
orÐsoume, gia T, S ∈ B(X ,Y) kai λ ∈ C

(T + S)(x) = T (x) + S(x) kai (λT )(x) = λT (x) (x ∈ X )

tìte o B(X ,Y) gÐnetai grammikìc q¸roc. EpÐshc, h apeikìnish

‖.‖ : B(X ,Y) → R+ : T 7→ ‖T‖

ìpou ‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X ≤ 1} (prbl. ton orismì 1.2) eÐnai nìrma ston
B(X ,Y).

Je¸rhma 1.5 (Hahn - Banach, analutik  morf ) 'Estw (X , ‖.‖) q¸-
roc me nìrma kai Y grammikìc upìqwroc tou X . An y∗ : Y → C eÐnai suneq c
grammik  morf  (dhl. y∗ ∈ Y∗), tìte up�rqei x∗ : X → C suneq c grammik 
morf  (dhl. x∗ ∈ X ∗) me thn Ðdia nìrma (dhl. ‖x∗‖= ‖y∗‖) pou epekteÐnei
thn y∗ (dhl. x∗|Y = y∗).

2



Je¸rhma 1.6 (Arq  Omoiomìrfou fr�gmatoc) 'Estw X q¸rocBa-
nach, Y q¸roc me nìrma kai T ⊆ B(X ,Y) oikogèneia fragmènwn telest¸n.
An h T eÐnai kat� shmeÐo fragmènh, tìte eÐnai omoiìmorfa fragmènh.

Je¸rhma 1.7 (Banach - Steinhaus) 'Estw X q¸rocBanach, Y q¸roc
me nìrma kai {Tn : n ∈ N} ⊆ B(X ,Y) akoloujÐa fragmènwn telest¸n. An
gia k�je x ∈ X to ìrio thc akoloujÐac (Tn(x)) up�rqei ston Y , tìte up�rqei
fragmènoc grammikìc telest c T : X → Y ¸ste T (x) = limn Tn(x) gia
k�je x ∈ X .

Parat rhsh 'Estw X ,Y q¸roi me nìrma, kai T : X → Y grammik 
apeikìnish. An h T eÐnai anoikt , tìte eÐnai epÐ tou Y .

Je¸rhma 1.8 (Anoikt c Apeikìnishc) 'Estw X ,Y q¸roi Banach
kai T : X → Y grammik , suneq c kai epÐ. Tìte h T eÐnai anoikt .

Je¸rhma 1.9 (KleistoÔ Graf matoc) 'Estw X ,Y q¸roi Banach kai
T : X → Y grammik . An to gr�fhma Gr(T ) ≡ {(x, Tx) ∈ X × Y : x ∈ X}
eÐnai kleistì ston q¸ro X × Y , tìte h T eÐnai suneq c.

Orismìc 1.4 (Telestèc pr¸thc t�xhc) An (X , ‖.‖X) , (Y , ‖.‖Y ) eÐnai
q¸roi me nìrma kai x∗ ∈ X ∗, y ∈ Y o telest c T : X → Y pou orÐzetai apì
thn sqèsh T (z) = x∗(z)y, (z ∈ X ) eÐnai suneq c kai sumbolÐzetai T = y⊗x∗.

K�je fragmènoc telest c peperasmènhc t�xhc (dhlad  k�je T ∈ B(X ,Y) me
dimT (X ) <∞) eÐnai grammikìc sunduasmìc telest¸n pr¸thc t�xhc.

Prìtash 1.10 An o Y eÐnai q¸roc Banach, tìte kai o B(X ,Y) eÐnai q¸roc
Banach.

'Otan X = Y , tìte orÐzetai h sÔnjesh apeikonÐsewn : A · B = A ◦ B, (ìpou
A,B ∈ B(X )). O telest c A ·B eÐnai fragmènoc kai m�lista isqÔei h anisì-
thta ‖A ·B‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Orismìc 1.5 'Algebra Banach lègetai mia (prosetairistik , migadik ) �l-
gebra A pou eÐnai q¸roc Banach wc proc mia nìrma ‖.‖ pou ikanopoieÐ

‖A.B‖ ≤ ‖A‖‖B‖ gia k�je A,B ∈ A.
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An o X eÐnai q¸roc Banach, tìte o q¸roc B(X ) eÐnai �lgebra Banach me
ginìmeno thn sÔnjesh apeikonÐsewn.

H �lgebra B(X ) den eÐnai potè metajetik , an dimX > 1. Pr�gmati, an
up�rqoun n grammik� anex�rthta dianÔsmata x1, x2, . . . , xn ston X , apì to
Je¸rhma Hahn-Banach mporoÔme na broÔme x∗k ∈ X ∗ ¸ste1 x∗i (xj) = δij.
Tìte an Eij eÐnai o telest c pr¸thc t�xhc xi⊗ x∗j , èqoume E11E12 = E12 en¸
E12E11 = 0.

M�lista h B(X ) perièqei (algebrik�) thn �lgebra Mn(C) twn n×n pin�kwn.
Pr�gmati, o telest c Eij antistoiqeÐ ston n×n pÐnaka pou èqei mon�da sthn
i, j jèsh kai 0 pantoÔ alloÔ. Elègqetai eÔkola ìti h apeikìnish (aij) →∑

i,j aijEij eÐnai 1-1 morfismìc algebr¸n Mn(C) → B(X ).

1.2 Q¸roi Hilbert

Orismìc 1.6 'Estw H migadikìc grammikìc q¸roc. 'Ena eswterikì gi-
nìmeno ston H eÐnai mia apeikìnish

〈., .〉 : H×H → C

me tic idiìthtec

(i) 〈x, x〉 ≥ 0

(ii) 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0

(iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉
(iv) 〈x1 + λx2, y〉 = 〈x1, y〉+ λ〈x2, y〉

gia k�je x, x1, x2, y ∈ H kai λ ∈ C. Tìte h apeikìnish

‖.‖ : H → R+ : x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

eÐnai nìrma ston H.

'Enac q¸roc me eswterikì ginìmeno lègetai q¸roc Hilbert an eÐnai pl rhc
wc proc thn nìrma pou orÐzei to eswterikì ginìmeno.

DÔo stoiqeÐa x, y ∈ H s�ènan q¸ro me eswterikì ginìmeno lègontai k�jeta
an 〈x, y〉 = 0. An ∅ 6= A ⊆ H, to sÔnolo

A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0 gia k�je y ∈ A}
1δij = 1 ìtan i = j kai δij = 0 ìtan i 6= j.
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eÐnai p�nta kleistìc upìqwroc tou H.

Je¸rhma 1.11 'Estw H q¸roc Hilbert kai M kleistìc gn sioc upìqwroc
tou H. Tìte M⊥ 6= {0}, kai isqÔei

M ⊕M⊥ = H.

Epomènwc k�je x ∈ H gr�fetai kat� monadikì trìpo

x = PM(x) + PM⊥(x)

ìpou PM(x) ∈M kai PM⊥(x) ∈M⊥, kai isqÔei

‖x‖2 = ‖PM(x)‖2 + ‖PM⊥(x)‖2

lìgw tou PujagoreÐou Jewr matoc. Epomènwc ‖PM(x)‖2 ≤ ‖x‖2. H apeikì-
nish

PM : H → H

lègetai h orj  probol  epÐ tou M . EÐnai kal� orismènh, grammik  kai
suneq c. M�lista ‖PM‖ = 1 ìtan M 6= {0}.

Orismìc 1.7 MÐa oikogèneia {ei : i ∈ I} ⊆ H lègetai orjokanonik 
an 〈ei, ej〉 = δij. An epiplèon h kleist  grammik  j kh [ei : i ∈ I] eÐnai ìloc
o q¸roc H, tìte h oikogèneia lègetai orjokanonik  b�sh tou H (mia
orjokanonik  b�sh sun jwc den eÐnai b�sh me thn algebrik  ènnoia).

Je¸rhma 1.12 K�je q¸roc Hilbert èqei mÐa orjokanonik  b�sh, h opoÐa
eÐnai arijm simh an kai mìnon an o q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc.

An {ei : i ∈ I} eÐnai orjokanonik  b�sh tou q¸rou Hilbert H, tìte k�je x ∈ H
gr�fetai monadik�

x =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei kai isqÔei ‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2

To �jroisma twn seir¸n aut¸n eÐnai ex�orismoÔ to ìrio tou diktÔou twn me-
rik¸n ajroism�twn. Sthn diaqwrÐsimh perÐptwsh, lìgw thc kajetìthtac twn
ìrwn o orismìc autìc tautÐzetai me ton sunhjismèno.
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Epomènwc h epilog  miac orjokanonik c b�shc {ei : i ∈ I} orÐzei mia grammik 
isometrik  apeikìnish

U : H → `2(I) : x → (〈x, ei〉)i∈I

h opoÐa eÐnai epÐ tou `2(I).

Je¸rhma 1.13 (Riesz) 'Estw H q¸roc Hilbert. Gia k�je suneq  gram-
mik  morf  f : H → C up�rqei monadikì x ∈ H ¸ste f(y) = 〈y, x〉 gia k�je
y ∈ H, kai ‖f‖ = ‖x‖. Epomènwc o topologikìc duðkìc enìc q¸rou Hilbert H
eÐnai antigrammik� isìmorfoc me ton H.

2 ParadeÐgmata

Par�deigma 2.1 (Diag¸nioi telestèc)

'Estw a = (an) ∈ `∞. An x = (xn) ∈ `2 jètoume Da(x) = (anxn). Tìte o
Da eÐnai kal� orismènoc grammikìc telest c apì ton `2 ston eautì tou kai
‖Da‖ = ‖a‖∞.

'Askhsh 2.2 'Estw a = (an) akoloujÐa arijm¸n. DeÐxte ìti Da(`
2) ⊆ (`2)

an kai mìnon an a ∈ `∞.

Par�deigma 2.3 (O telest c thc metatìpishc (shift) )

'Estw x = (xn) ∈ `2. Jètoume

S(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .) kai T (x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .) .

Oi S kai T eÐnai kal� orismènoi fragmènoi grammikoÐ telestèc apì ton `2 ston
eautì tou. H nìrma ‖T‖ eÐnai 1 kai o S eÐnai isometrÐa. O S eÐnai 1-1, all�
den eÐnai epÐ, kai o T eÐnai epÐ, all� den eÐnai 1-1. H sÔnjesh T ◦ S eÐnai h
tautotik  apeikìnish I, all� S ◦ T 6= I.

K�je fragmènoc telest c A ∈ B(`2) orÐzei ènan ∞ × ∞ pÐnaka (aij) me
migadikoÔc suntelestèc apì thn sqèsh

aij = 〈Aej, ei〉
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ìpou {en : n ∈ N} h sunhjismènh b�sh. An x = (xn) ∈ `2, tìte Ax = (yn)
ìpou

yn =
∞∑

k=1

ankxk .

Gia par�deigma, o telest c Da èqei pÐnaka (dij) diag¸nio: dij = aiδi,j, en¸ o
S èqei (gn sia) k�tw trigwnikì pÐnaka: (sij) ìpou sij = δi,j+1.

'Omoia, k�je telest c s�ènan tuqaÐo q¸ro Hilbert orÐzei ènan pÐnaka, mèsw
thc epilog c miac orjokanonik c b�shc tou q¸rou. Den eÐnai al jeia ìmwc
ìti k�je ∞ ×∞ pÐnakac (aij) orÐzei fragmèno telest . Gia par�deigma, o
pÐnakac aij = 1 gia k�je i, j den orÐzei fragmèno telest .

'Askhsh 2.4 DeÐxte ìti ènac ∞ × ∞ pÐnakac (aij) orÐzei fragmèno te-
lest  `2 → `2 an kai mìnon an apeikonÐzei ton `2 ston eautì tou, dhlad 
(
∑

k ankxk)n ∈ `2 gia k�je x = (xn) ∈ `2.

Par�deigma 2.5 (PollaplasiastikoÐ telestèc)

'Estw (X,µ) q¸roc s-peperasmènou mètrou. O q¸roc L2(X,µ) eÐnai o q¸-
roc twn kl�sewn isodunamÐac, modulo isìthta µ-sqedìn pantoÔ, metrhsÐmwn
sunart sewn f : X → C pou eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simec, dhlad  ika-
nopoioÔn

∫
X
|f |2dµ <∞. O L2(X,µ) gÐnetai q¸roc Hilbert an efodiasjeÐ me

to eswterikì ginìmeno

〈f, g〉 =

∫
X

fḡdµ

(Je¸rhma Riesz-Fisher).

Mia metr simh sun�rthsh f : X → C lègetai ousiwd¸c fragmènh an up�rqei
A ∈ R+ ¸ste µ({x ∈ X : |f(x)| > A}) = 0. O q¸roc L∞(X,µ) eÐnai o q¸-
roc twn kl�sewn isodunamÐac, modulo isìthta µ-sqedìn pantoÔ, metrhsÐmwn
sunart sewn f : X → C pou eÐnai ousiwd¸c fragmènec. An orÐsoume

‖f‖∞ = inf{A : A ousi¸dec fr�gma thc f}

tìte h ‖.‖∞ orÐzei nìrma ston L∞(X,µ) wc proc thn opoÐa gÐnetai �lgebra
Banach, an oi pr�xeic orisjoÔn kat� shmeÐo.

K�je f ∈ L∞(X,µ) orÐzei ènan fragmèno telest Mf ∈ B(L2(X,µ)) apì thn
sqèsh Mf (g) = fg kai isqÔei ‖Mf‖ = ‖f‖∞.
ParathroÔme ìti ènac diag¸nioc telest c eÐnai pollaplasiastikìc (ston q¸ro
L2(X,µ) = `2 ìpou X = N kai µ(A) = #A, o plhj�rijmoc enìc sunìlou A).
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Par�deigma 2.6 (To shift ston q¸ro tou Hardy)

O q¸roc tou Hardy H2 eÐnai o q¸roc ìlwn twn sunart sewn pou èqoun du-
namoseirèc me suntelestèc tetragwnik� ajroÐsimouc. Tètoiec dunamoseirèc
èqoun aktÐna sÔgklishc toul�qiston 1, epomènwc orÐzoun sunart seic olì-
morfec ston anoiktì monadiaÐo dÐsko D = {z ∈ C : |z| < 1}.
EÐnai fanerì ìti h apeikìnish U : f → (an), ìpou f(z) =

∑
anz

n, orÐzei
grammikì isomorfismì metaxÔ tou H2 kai tou `2. Metafèrontac thn nìrma tou
`2 ston H2, o H2 apokt� thn dom  q¸rou Hilbert kai o U gÐnetai isometrÐa
epÐ (alli¸c monadistikìc telest c - unitary operator). ApodeiknÔetai ìti h
nìrma ston H2 dÐnetai apì ton tÔpo

‖f‖2 = sup
0≤r<1

1

2π

∫ π

−π

|f(reit)|2dt.

An onom�soume S1 : H2 → H2 ton telest  pou antistoiqeÐ ston telest 
S : `2 → `2 thc metatìpishc, dhlad  S1 = U−1SU , tìte parathroÔme ìti
(S1f)(z) = zf(z) gia k�je f ∈ H2 kai z ∈ D. 'Omwc o S1 den eÐnai pollapla-
siastikìc telest c, giatÐ den dra s�ènan q¸ro thc morf c L2(X,µ).

Par�deigma 2.7 (OloklhrwtikoÐ telestèc)

'Estw k : [0, 1] × [0, 1] → C suneq c sun�rthsh. Tìte gia k�je f ∈ L2[0, 1]

to olokl rwma
∫ 1

0
k(x, y)f(y)dy up�rqei gia k�je x ∈ [0, 1] kai orÐzei suneq 

sun�rthsh Akf : [0, 1] → C apì ton tÔpo

(Akf)(x) =

∫ 1

0

k(x, y)f(y)dy.

M�lista ex aitÐac thc anisìthtac∫ 1

0

|(Akf)(x)|2dx ≤ ‖k‖2
22

∫ 1

0

|f(y)|2dy

(ìpou ‖k‖2
22 =

∫∫
|k(x, y)|2dxdy) h apeikìnish f → Akf orÐzei fragmèno

telest  apì ton L2[0, 1] ston eautì tou me nìrma ‖Ak‖ ≤ ‖k‖22 (h anisìthta
eÐnai sun jwc gn sia).

M�lista, ta parap�nw epekteÐnontai ìtan h sun�rthsh k den eÐnai anagkastik�
suneq c, all� an kei ston L2([0, 1]×[0, 1]). EpÐshc, o q¸roc mètrou ([0, 1], λ)
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mporeÐ na antikatastajeÐ apì ènan opoiond pote q¸ro (s-peperasmènou) mè-
trou.

(Oi isqurismoÐ autoÐ af nontai wc �skhsh gia ton anagn¸sth).

Par�deigma 2.8 (O metasqhmatismìc Fourier)

Gia k ∈ Z, jètoume fk : [0, 1] → C : t → e2πikt. Elègqetai eÔkola ìti h
oikogèneia {fk : k ∈ Z} eÐnai orjokanonik  ston L2[0, 1]. To shmantikì eÐnai
ìti apoteleÐ orjokanonik  b�sh tou L2[0, 1]. 'Epetai ìti k�je f ∈ L2[0, 1]
gr�fetai sth morf 

f =
∞∑
−∞

〈f, fk〉fk kai isqÔei ‖f‖2
2 =

∞∑
−∞

|〈f, fk〉|2.

Ed¸ h pr¸th seir� sugklÐnei wc proc th nìrma tou L2[0, 1], kai autì eÐnai
eÔkolh sunèpeia thc deÔterhc isìthtac (isìthta Parseval). Gr�foume

f̂(k) = 〈f, fk〉 =

∫ 1

0

f(t)e−2πiktdt (k ∈ Z).

DhmiourgeÐtai ètsi mia apeikìnish

F : L2[0, 1] → `2(Z) : f → f̂

(profan¸c grammik ) kai h isìthta Parseval lèei ìti eÐnai isometrÐa. EÐnai
m�lista epÐ tou `2(Z), giatÐ sthn eikìna thc, pou eÐnai kleistìc upìqwroc tou
`2(Z), perièqetai h sunhjismènh b�sh {ek : k ∈ Z} tou `2(Z).

'Askhsh 2.9 'Estw g : [0, 1] → C suneq c sun�rthsh. OrÐzoume ton olo-
klhrwtikì telest  Kg : L2[0, 1] → L2[0, 1] apì ton tÔpo

(Kgf)(x) =

∫ 1

0

g(x− y)f(y)dy (f ∈ L2[0, 1]).

BreÐte ton pÐnaka tou telest Kg wc proc thn orjokanonik  b�sh {fk : k ∈ Z}.
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3 Eidikèc kathgorÐec telest¸n s�èna

q¸ro Hilbert

3.1 Sesquilinear morfèc
kai o suzug c enìc telest 

Orismìc 3.1 'Estw H1,H2 q¸roi Hilbert. MÐa sesquilinear morf  φ
eÐnai mia apeikìnish φ : H1 ×H2 → C pou eÐnai grammik  wc proc thn pr¸th
metablht  kai antigrammik  wc proc thn deÔterh.

H φ lègetai fragmènh an o arijmìc

‖φ‖ = sup{|φ(x, y)| : x ∈ H1, y ∈ H2, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

eÐnai peperasmènoc. An H1 = H2 = H, h antÐstoiqh tetragwnik  morf 
φ̃ eÐnai h apeikìnish φ̃(x) = φ(x, x).

'Otan H1 = H2 = H, h tautìthta polikìthtac (polarization)

4φ(x, y) = φ̃(x+ y)− φ̃(x− y) + iφ̃(x+ iy)− iφ̃(x− iy) (x, y ∈ H),

pou eÐnai �mesh sunèpeia twn orism¸n, deÐqnei ìti h φ kajorÐzetai apì thn φ̃.

An H1,H2 eÐnai q¸roi Hilbert kai T ∈ B(H1,H2), jètoume

φT : H1×H2→C : (x, y) → 〈Tx, y〉.

ParathroÔme ìti h φT eÐnai sesquilinear kai fragmènh. M�lista èqoume ‖φT‖ =
‖T‖.
EÐnai fanerì ìti dÔo fragmènoi telestèc S, T stonH eÐnai Ðsoi an kai mìnon an
oi antÐstoiqec morfèc φT kai φS sumpÐptoun. Apì thn tautìthta polikìthtac
èpetai ìti oi S kai T eÐnai Ðsoi an kai mìnon an2 〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉 gia k�je
x ∈ H.

Epomènwc k�je T ∈ B(H1,H2) orÐzei mia monadik  fragmènh sesquilinear
morf  φT . AntÐstrofa,

2Autì den isqÔei se pragmatikoÔc q¸rouc Hilbert. Gia par�deigma, an T eÐnai o telest c
thc strof c kat� π/2 ston R2, tìte 〈Tx, x〉 = 0 gia k�je x.
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Prìtash 3.1 K�je fragmènh sesquilinear morf  φ : H1×H2 → C orÐzei
ènan monadikì T ∈ B(H1,H2) apì thn sqèsh

〈Tx, y〉 = φ(x, y) gia k�je x ∈ H1 kai y ∈ H2.

Apìdeixh Gia k�je x ∈ H1 h apeikìnish

fx : H2 → C : y → φ(x, y)

eÐnai grammik  kai fragmènh giatÐ |fx(y)| ≤ (‖φ‖‖x‖)‖y‖). Epomènwc, apì to
Je¸rhma Riesz (1.13) up�rqei monadikì zx ∈ H2 me ‖zx‖ = ‖fx‖ ¸ste

〈y, zx〉 = φ(x, y),

isodÔnama 〈zx, y〉 = φ(x, y), gia k�je y ∈ H2. EÐnai fanerì ìti h apeikìnish
x→ zx : H1→ H2 eÐnai grammik , kai eÐnai fragmènh giatÐ

‖zx‖ = ‖fx‖ ≤ ‖φ‖‖x‖.

Epomènwc up�rqei T ∈ B(H1,H2) ¸ste T (x) = zx gia k�je x ∈ H1, dhlad 

〈Tx, y〉 = φ(x, y) gia k�je x ∈ H1 kai y ∈ H2.

All�

‖T‖ = sup{‖Tx‖2 : ‖x‖1 = 1} = sup{|〈Tx, y〉| : ‖x‖1 = ‖y‖2 = 1}
= sup{|φ(x, y)| : ‖x‖1 = ‖y‖2 = 1} = ‖φ‖.

H monadikìthta apodeÐqjhke prohgoumènwc. 2

Prìtash 3.2 Gia k�je T ∈ B(H1,H2) up�rqei monadikìc T ∗ ∈ B(H1,H2)
(o suzug c tou T ) ¸ste

〈Tx, y〉2 = 〈x, T ∗y〉1 (x ∈ H1, y ∈ H2).

Apìdeixh OrÐzoume ψ : H2×H1 → C apì thn sqèsh ψ(y, x) = 〈y, Tx〉2. H ψ
eÐnai sesquilinear kai fr�ssetai apì thn ‖T‖. Apì thn prohgoÔmenh Prìtash,
up�rqei monadikìc T ∗ ∈ B(H2,H1) ¸ste 〈T ∗y, x〉1 = ψ(y, x) = 〈y, Tx〉2 gia
k�je y ∈ H2 kai k�je x ∈ H1. 2
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Par�deigma 3.3 (i) An (X,µ) eÐnai q¸roc mètrou kai f ∈ L∞(X,µ), o
suzug c tou pollaplasiastikoÔ telest  Mf ∈ B(L2(X,µ)) eÐnai o Mf∗ , ìpou

f ∗(t) = f(t).

(ii) O suzug c tou shift S ∈ B(`2) dÐdetai apì ton tÔpo S∗((x1, x2, . . .)) =
(x2, x3, . . .).

'Epetai ìti o q¸roc B(H) twn telest¸n s�ènan q¸ro Hilbert, ektìc apì thn
dom  �lgebrac Banach pou èqei (ìpwc eÐdame sthn prohgoÔmenh par�grafo)
efodi�zetai me thn apeikìnish A→ A∗ pou èqei tic idiìthtec

1. A∗∗ = A

2. (A+ λB)∗ = A∗ + λ̄B∗

3. (AB)∗ = B∗A∗

4. ‖A∗A‖ = ‖A‖2

Oi idiìthtec (1),(2),(3) eÐnai �mesec apì ton orismì. ApodeiknÔoume thn (4):
Gia k�je x ∈ H, èqoume

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 ≤ ‖A∗Ax‖.‖x‖ ≤ ‖A∗A‖.‖x‖2

pr�gma pou deÐqnei ìti ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖. Apì thn �llh meri� ìmwc ‖A∗A‖ ≤
‖A∗‖‖A‖ �ra ‖A‖2 ≤ ‖A∗‖‖A‖, opìte ‖A‖ ≤ ‖A∗‖. An efarmìsoume thn
anisìthta aut  ston A∗ prokÔptei ìti ‖A∗‖ ≤ ‖A∗∗‖ = ‖A‖ �ra ‖A‖ = ‖A∗‖
(h isìthta aut  eÐnai �llwste faner  apì ton orismì tou A∗). Tìte ìmwc

‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖‖A‖ = ‖A‖2

kai h (4) apodeÐqjhke.

Orismìc 3.2 C∗-�lgebra eÐnai mia �lgebra Banach A efodiasmènh me
mia apeikìnish A → A : A → A∗, pou èqei tic idiìthtec (1)-(3) (mia tètoia
apeikìnish lègetai enèlixh (involution)), pou h nìrma thc ikanopoieÐ thn
legìmenh idiìthta C∗:

‖A∗A‖ = ‖A‖2.
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Epomènwc, an H eÐnai q¸roc Hilbert, h B(H) eÐnai C∗-�lgebra. Ex�llou, mia
kleist  up�lgebra A ⊆ B(H) eÐnai C∗-�lgebra an kai mìnon an eÐnai auto-
suzug c (selfadjoint), dhlad  an ikanopoieÐ A ∈ A ⇒ A∗ ∈ A.

Je¸rhma 3.4 (Gelfand-Naimark) K�je C∗-�lgebra A eÐnai isomorfik ,
wc C∗-�lgebra, me mÐa kleist  autosuzug  up�lgebra k�poiou B(H). Akri-
bèstera, up�rqei q¸roc Hilbert H kai apeikìnish φ : A → B(H) pou diathreÐ
thn algebrik  dom  (�jroisma, ginìmeno, enèlixh) kai thn nìrma.

'Alla paradeÐgmata C∗-algebr¸n eÐnai o Co(X), o q¸roc ìlwn twn suneq¸n
sunart sewn f : X → C s�ènan topik� sumpag  q¸ro X (p.q. X = R) pou
mhdenÐzontai sto �peiro3, efodiasmènoc me tic pr�xeic kat� shmeÐo, thn enèlixh
f ∗(t) = f(t) kai thn nìrma supremum. Eidikìtera, an o X eÐnai sumpag c, h
C(X) eÐnai C∗-�lgebra. Oi �lgebrec autèc eÐnai metajetikèc. IsqÔei to

Je¸rhma 3.5 (Gelfand-Naimark) K�je metajetik  C∗-�lgebra A eÐnai
isomorfik , ¸c C∗-�lgebra, me thn Co(X) gia kat�llhlo topik� sumpag 
q¸ro X.

Parat rhsh 3.6 'Ena �llo par�deigma metajetik c C∗-�lgebrac eÐnai o
L∞(X, µ), me tic pr�xeic kai thn enèlixh kat� shmeÐo kai thn nìrma pou orÐzetai
apì to ousi¸dec supremum. Apì tic sqèseic ‖Mf‖ = ‖f‖∞, M(f+λg) =
Mf +λMg, Mfg = MfMg kai M∗

f = Mf̄ prokÔptei ìti h apeikìnish f →Mf

eÐnai isometrikìc *-morfismìc apì thn C∗-�lgebra L∞(X,µ) sthn C∗-�lgebra
B(L2(X,µ)). To sÔnolo

Mµ = {Mf : f ∈ L∞(X,µ)}

eÐnai epomènwc mÐa C∗-up�lgebra tou B(L2(X,µ)), kai onom�zetai h polla-
plasiastik  �lgebra tou L∞(X,µ).

3.2 KathgorÐec telest¸n

'Enac telest c A ∈ B(H) lègetai fusiologikìc (normal) an AA∗ =
A∗A, autosuzug c (selfadjoint) anA = A∗, orjomonadiaÐoc (unitary)
an A∗ = A−1, jetikìc (positive) an 〈Ax, x〉 ≥ 0 gia k�je x ∈ H.

3mia suneq c sun�rthsh f mhdenÐzetai sto �peiro an gia k�je ε > 0 up�rqei sumpagèc
uposÔnolo Kf ⊆ X ¸ste |f(t)| < ε gia k�je t /∈ Kf
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K�je telest c T ∈ B(H) mporeÐ na grafeÐ

T = T1 + iT2, ìpou oi T1 =
T + T ∗

2
kai T2 =

T − T ∗

2i

eÐnai autosuzugeÐc. ParathreÐste ìti o T eÐnai fusiologikìc an kai mìnon an
oi T1 kai T2 metatÐjentai.

L mma 3.7 'Enac fragmènoc telest c T eÐnai fusiologikìc an kai mìnon an
‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ gia k�je x ∈ H.

Apìdeixh 'Eqoume

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉
‖T ∗x‖2 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = 〈TT ∗x, x〉.

Epomènwc apì thn tautìthta polikìthtac èpetai ìti ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ gia k�je
x ∈ H an kai mìnon an T ∗T = TT ∗. 2

L mma 3.8 'Enac fragmènoc telest c A eÐnai autosuzug c an kai mìnon an
〈Ax, x〉 ∈ R gia k�je x ∈ H.

Apìdeixh Efìson 〈A∗x, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉, an A = A∗ tìte 〈Ax, x〉 ∈
R. An antÐstrofa 〈Ax, x〉 ∈ R gia k�je x ∈ H, tìte 〈(A− A∗)x, x〉 = 0 gia
k�je x ∈ H, �ra A = A∗ apì thn tautìthta polikìthtac. 2

'Epetai ìti oi jetikoÐ telestèc eÐnai kat�an�gkhn autosuzugeÐc.

An T ∈ B(H) eÐnai ènac opoiosd pote telest c, tìte o T ∗T eÐnai jetikìc.
(Eidikìtera to tetr�gwno enìc autosuzugoÔc telest  eÐnai jetikìc telest c.)
Ja deÐxoume argìtera ìti ìloi oi jetikoÐ telestèc B eÐnai thc morf c B =
T ∗T .

UpenjumÐzw ìti ènac telest c P ∈ B(H) eÐnai tautodÔnamoc (dhl. P = P 2)
an kai mìnon an to sÔnolo tim¸n tou P (H) kai o pur nac tou kerP eÐnai
sumplhrwmatikoÐ, dhlad  ikanopoioÔn P (H)∩kerP = {0} kai P (H)+kerP =
H, isodÔnama kerP = (I − P )(H). Epomènwc ènac tautodÔnamoc telest c
eÐnai orj  probol  an kai mìnon an to sÔnolo tim¸n kai o pur nac tou eÐnai
k�jetoi.
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L mma 3.9 'Enac tautodÔnamoc telest c P ∈ B(H) eÐnai orj  probol  an
kai mìnon an eÐnai autosuzug c. Epomènwc oi orjèc probolèc qarakthrÐzontai
algebrik� apì tic sqèseic P = P 2 = P ∗.

Apìdeixh 'Estw ìti h P eÐnai orj  probol . Tìte

〈Px, x〉 = 〈Px, Px+ (I − P )x〉 = 〈Px, Px〉

gia k�je x ∈ H, giatÐ ta Px kai (I − P )x eÐnai k�jeta. 'Epetai ìti o arijmìc
〈Px, x〉 = ‖Px‖2 eÐnai pragmatikìc (m�lista mh arnhtikìc) kai sunep¸c o P
eÐnai autosuzug c (m�lista jetikìc).

'Estw antÐstrofa ìti P = P 2 = P ∗. Tìte o pur nac kai to sÔnolo tim¸n
tou P eÐnai k�jetoi giatÐ

〈Px, (I − P )y〉 = 〈x, P ∗(I − P )y〉 = 〈x, P (I − P )y〉 = 0. 2

L mma 3.10 'Enac telest c U ∈ B(H) eÐnai orjomonadiaÐoc (dhlad  eÐnai
antistrèyimoc kai U−1 = U∗, isodÔnama UU∗ = U∗U = I) an kai mìnon an
eÐnai isometrÐa kai epÐ.

Apìdeixh O telest c U eÐnai isometrÐa an kai mìnon an

〈Ix, x〉 = ‖x‖2 = ‖Ux‖2 = 〈Ux, Ux〉 = 〈U∗Ux, x〉

gia k�je x ∈ H. Apì thn tautìthta polikìthtac sumperaÐnoume ìti,

O U eÐnai isometrÐa ⇔ U∗U = I.

Epomènwc mia isometrÐa U èqei p�nta arister� antÐstrofo, ton U∗. An mia
isometrÐa U eÐnai antistrèyimoc telest c, tìte o U−1 ja eÐnai Ðsoc me ton
arister� antÐstrofo tou U , dhlad  ton U∗. An antÐstrofa o U eÐnai anti-
strèyimoc kai U−1 = U∗, tìte eÐnai bèbaia epÐ kai isqÔei U∗U = I, �ra o U
eÐnai isometrÐa. 2

Par�deigma 3.11 O telest c thc metatìpishc (shift) eÐnai isometrÐa, all�
den eÐnai epÐ. M�lista o SS∗ eÐnai h orj  probol  epÐ tou upoq¸rou [e0]

⊥.
Genikìtera:
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Orismìc 3.3 'Estw E ⊆ H1 kleistìc upìqwroc. Merik  isometrÐa me
arqikì q¸ro E eÐnai ènac telest c V ∈ B(H1,H2) ¸ste o V |E na eÐnai
isometrÐa kai o V |E⊥ na mhdenÐzetai.

Parat rhse ìti an F = V (E) = V (H1), tìte o F eÐnai kleistìc upìqwroc,
giatÐ o E eÐnai pl rhc kai o V |E eÐnai isometrikìc. O F onom�zetai o telikìc
q¸roc thc V . Parat rhse epÐshc ìti k�je orj  probol  P eÐnai merik 
isometrÐa me arqikì kai telikì q¸ro P (H).

Prìtash 3.12 An V eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro E kai telikì
q¸ro F , tìte h V ∗ eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro F kai telikì q¸ro
E, h V ∗V eÐnai h probol  ston E (h arqik  probol  tou V ) kai h V V ∗

eÐnai h probol  ston F (h telik  probol  tou V ).

AntÐstrofa, an V ∈ B(H1,H2) kai o telest c V ∗V eÐnai probol , tìte o V V ∗

eÐnai epÐshc probol  kai h V eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro V ∗V (H1)
kai telikì q¸ro V V ∗(H2).

Apìdeixh 'Estw ìti h V eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro E. DeÐqnoume
ìti V ∗V = PE: Parat rhse ìti gia k�je x ∈ H1 èqoume V x = V PEx +
V P⊥

E x = V PEx giatÐ o V mhdenÐzetai ston E⊥. Epomènwc, an x, y ∈ H1

èqoume

〈V ∗V x, y〉 = 〈V x, V y〉 = 〈V PEx, V PEy〉 = 〈PEx, PEy〉

giatÐ h V eÐnai isometrÐa ston E. 'Ara

〈V ∗V x, y〉 = 〈PEx, PEy〉 = 〈PEx, y〉

gia k�je x, y, pr�gma pou deÐqnei ìti V ∗V = PE.

'Estw ìti, antÐstrofa, o telest c P = V ∗V eÐnai probol . Ja deÐxw ìti
o V eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro E = P (H1). Pr�gmati, gia k�je
x ∈ H1 èqoume

‖V x‖2 = 〈V x, V x〉 = 〈V ∗V x, x〉 = 〈Px, x〉 = ‖Px‖2,

�ra an x ∈ P (H1) tìte ‖V x‖ = ‖x‖ kai an x⊥P (H1) tìte ‖V x‖ = 0. Dhlad 
o V eÐnai isometrikìc ston P (H1) kai mhdenÐzetai ston P (H1)

⊥.
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'Estw F = V (H1). Epeid  F = V (E) kai h V |E eÐnai isometrÐa, o F eÐnai
kleistìc upìqwroc touH2. Ja deÐxw ìti o V ∗ eÐnai merik  isometrÐa me arqikì
q¸ro F kai telikì q¸ro E. Pr�gmati, gia k�je y = V x ∈ F ,

‖V ∗y‖2 = ‖V ∗(V x)‖2 = 〈V ∗V x, V ∗V x〉 = 〈(V ∗V )2x, x〉 = 〈V ∗V x, x〉
= 〈V x, V x〉 = ‖V x‖2 = ‖y‖2

epeid  (V ∗V )2 = P 2 = V ∗V . 'Ara, h V ∗|F eÐnai isometrÐa. EpÐshc, apeikonÐzei
ton F epÐ tou E giatÐ gia k�je x ∈ E èqoume V x ∈ F kai V ∗V x = PEx = x.

Mènei na deiqjeÐ ìti h V ∗ mhdenÐzetai ston F⊥. Pr�gmati, an z ∈ F⊥, gia
k�je x ∈ H1 èqoume

〈V ∗z, x〉 = 〈z, V x〉 = 0

giatÐ V x ∈ F , �ra V ∗z = 0. DeÐxame ìti h V ∗ eÐnai merik  isometrÐa me arqikì
q¸ro F . Efarmìzontac thn pr¸th par�grafo sthn V ∗, sumperaÐnoume ìti h
V V ∗ eÐnai h orj  probol  ston F .

Parat rhsh 3.13 EÐnai endiafèron na parathr soume ìti h ènnoia thc me-
rik c isometrÐac mporeÐ na orisjeÐ algebrik� (qwrÐc anafor� dhlad  sthn
dr�sh p�nw s�ènan q¸ro Hilbert) kai m�lista se k�je C∗-�lgebra A: èna
stoiqeÐo V ∈ A eÐnai merik  isometrÐa an to V ∗V = P eÐnai orj  probol 
dhl. P = P 2 = P ∗. M�lista

An V ∈ A, ta akìlouja eÐnai isodÔnama:

(a) To stoiqeÐo P = V ∗V eÐnai probol .
(b) V V ∗V = V .
(c) V ∗V V ∗ = V ∗.
(d) To stoiqeÐo Q = V V ∗ eÐnai probol .

Apìdeixh (a)⇒(b) Qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta C∗, èqoume

‖V − V V ∗V ‖2 = ‖V − V P‖2 = ‖(V ∗ − PV ∗)(V − V P )‖
= ‖V ∗V − V ∗V P − PV ∗V + PV ∗V P‖
= ‖P − P 2 − P 2 + P 3‖ = 0

(b)⇒(a) To V V ∗ eÐnai profan¸c autosuzugèc kai

(V V ∗)2 = V V ∗V V ∗ = (V V ∗V )V ∗ = V V ∗.
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Oi sqèseic (b)⇔(c) eÐnai profan¸c isodÔnamec (h mÐa eÐnai suzug c thc �l-

lhc. Tèloc, h isodunamÐa (d)⇔(c) prokÔptei apì thn (a)⇔(b) jewr¸ntac
to V ∗ sth jèsh tou V .

Qrhsimopoi¸ntac merikèc isometrÐec, mporeÐ na orisjeÐ mia idiaÐtera gìnimh
sqèsh isodunamÐac probol¸n se mia C∗-�lgebra A. DÔo probolèc P,Q ∈ A
lègontai isodÔnamec wc proc thn A (gr�foume P ∼

A
Q) an up�rqei V ∈ A

¸ste V ∗V = P kai V V ∗ = Q. An A = B(H), tìte h isodunamÐa aut  shmaÐnei
apl¸c ìti oi upìqwroi P (H) kai Q(H) èqoun thn Ðdia di�stash (dhlad  èqoun
isoplhjikèc orjokanonikèc b�seic). An h A eÐnai metajetik  (gia par�deigma
an A =C(K)), tìte h isodunamÐa wc proc A eÐnai apl¸c isìthta.

H isodunamÐa wc proc A eÐnai sqèsh isodunamÐac: Pr�gmati,

(a) mia probol  P eÐnai isodÔnamh me ton eautì thc mèsw thc merik c isome-
trÐac P.

(b) An P ∼
A
Q mèsw thc V tìte Q ∼

A
P mèsw thc V ∗.

(g) An P ∼
A
Q mèsw thc V kai Q ∼

A
R mèsw thc U tìte o telest c UV eÐnai

merik  isometrÐa4 kai P ∼
A
R mèsw thc UV, giatÐ P = V ∗V, Q = V V ∗ = U∗U

kai R = UU∗ epomènwc

(UV )∗UV = V ∗(U∗U)V = V ∗QV = V ∗(V V ∗)V = (V ∗V )2 = P

kai

UV (UV )∗ = U(V V ∗)U∗ = UQU∗ = U(U∗U)U∗ = (UU∗)2 = R.

Aut  h sqèsh isodunamÐac (se �lgebrec von Neumann, pou, ìpwc ja doÔme,
diajètoun afjonÐa probol¸n) apoteleÐ krÐsimh ènnoia gia thn taxinìmhsh twn
factors (algebr¸n von Neumann me tetrimmèno kèntro) apì touc Murray kai
von Neumann.

4ShmeÐwse ìti to ginìmeno dÔo merik¸n isometri¸n den eÐnai en gènei merik  isometrÐa
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4 AnalloÐwtoi upìqwroi

'Enac upìqwroc E ⊆ H eÐnai analloÐwtoc apì ènan fragmèno telest 
A ∈ B(H) an Ax ∈ E gia k�je x ∈ E. Tìte o kleistìc upìqwroc E eÐnai kai
autìc A-analloÐwtoc, efìson o A eÐnai suneq c5. Ja lème ìti o upìqwroc E
an�gei ton A ìtan kai o E kai o E⊥ eÐnai A-analloÐwtoi.

ParadeÐgmatoc q�rin o pur nac (kerA) enìc telest  A, kai genikìtera ènac
idiìqwrìc tou (ker(A − λI)), eÐnai A-analloÐwtoi. Autì deÐqnei ìti k�je
telest c se (migadikì!) q¸ro peperasmènhc di�stashc èqei mh tetrimmèno
analloÐwto upìqwro (kai m�lista monodi�stato).

'Enac kleistìc upìqwroc E ⊆ H lègetai kuklikìc gia ton A an eÐnai thc
morf c

E = [x,Ax,A2x, . . .]

gia k�poio x ∈ H. 'Enac A-kuklikìc upìqwroc eÐnai bèbaia A-analloÐwtoc.
'Epetai ìti k�je telest c se mh diaqwrÐsimo q¸ro èqei mh tetrimmèno analloÐ-
wto upìqwro (pr�gmati, p�re èna opoiod pote mh mhdenikì x ∈ H kai je¸rhse
ton A-kuklikì upìqwro Ex pou par�gei. O Ex eÐnai diaqwrÐsimoc, �ra gn sioc,
kai eÐnai mh mhdenikìc giatÐ perièqei to x).

'Ena apì ta pio basik� anoikt� probl mata sthn JewrÐa Telest¸n eÐnai

To prìblhma tou analloÐwtou upìqwrou: EÐnai al -
jeia ìti k�je fragmènoc telest c se ènan (diaqwrÐsimo, apeirodi�-
stato) q¸ro Hilbert6 èqei mh tetrimmèno analloÐwto upìqwro?

'Estw E ⊆ H kleistìc upìqwroc kai P = PE. K�je A ∈ B(H) gr�fetai wc
2× 2 pÐnakac telest¸n wc proc thn di�spash tou H sto �jroisma E ⊕ E⊥:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

5An x ∈ E kai xn ∈ E me xn → x, tìte Axn ∈ E kai Axn → Ax �ra Ax ∈ E.
6EÐnai s mera gnwstì ìti h ap�nthsh eÐnai arnhtik  gia telestèc se q¸rouc Banach,

all� to prìblhma eÐnai anoiktì gia autopajeÐc q¸rouc Banach. Blèpe
P. Enflo, On the invariant subspace problem in Banach spaces, Acta Math., 158, 1987.
C.J. Read, A solution to the invariant subspace problem on the space `1, Bull. London
Math. Soc. 17, 1985.
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Ed¸ o A11 ∈ B(E) orÐzetai apì thn sqèsh A11x = PAx (x ∈ E), o A12 ∈
B(E⊥, E) apì thn sqèsh A12y = PAy (y ∈ E⊥) kai oÔtw kajex c. 'Epetai
ìti A(E) ⊆ E an kai mìnon an A21 = 0, kai ìti o A an�getai apì ton E an
kai mìnon an A12 = A21 = 0.

L mma 4.1 'Enac kleistìc upìqwroc E eÐnai A-analloÐwtoc an kai mìnon an
AP = PAP . O E an�gei ton A an kai mìnon an A(E) ⊆ E kai A∗(E) ⊆ E,
isodÔnama an kai mìnon an AP = PA.

Apìdeixh EÔkolh.

Parat rhse ìti an A(E) ⊆ E kai A = A∗, tìte anagkastik� o E an�gei
ton A. Autì den isqÔei gia mh autosuzugeÐc, oÔte kan gia fusiologikoÔc
telestèc. Gia par�deigma an U eÐnai o telest c thc amfÐpleurhc metatìpishc
ston `2(Z) (pou orÐzetai apì th sqèsh Uen = en+1 gia k�je n ∈ Z), tìte o U
eÐnai fusiologikìc (m�lista orjomonadiaÐoc) kai o upìqwroc E = [e0, e1, . . .]
eÐnai U -analloÐwtoc (m�lista eÐnai kuklikìc me kuklikì di�nusma e0), all�
to orjog¸nio sumpl rwm� tou den eÐnai analloÐwto, giatÐ e−1 ∈ E⊥ en¸
U(e−1) = e0 /∈ E⊥.

L mma 4.2 'Estw T ∈ B(H) fusiologikìc telest c. An x ∈ H eÐnai idio-
di�nusma tou T me idiotim  λ, tìte T ∗x = λ̄x. 'Epetai ìti oi idiìqwroi enìc
fusiologikoÔ telest  (an up�rqoun) ton an�goun, kai eÐnai k�jetoi metaxÔ
touc.

Apìdeixh Efìson (T −λI)x = 0 kai o telest c T −λI eÐnai fusiologikìc,
to L mma 3.7 deÐqnei ìti

‖(T ∗ − λ̄I)x‖ = ‖(T − λI)x‖ = 0.

Epomènwc an Mλ = {x ∈ H : Tx = λx}, tìte gia k�je x ∈ Mλ èqoume
T ∗x = λ̄x ∈Mλ. 'Epetai ìti T ∗(Mλ) ⊆Mλ, �ra o Mλ an�gei ton T .

Tèloc an λ 6= µ eÐnai idiotimèc tou T , tìte gia k�je x ∈ Mλ kai y ∈ Mµ

èqoume

λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉
= 〈x, µ̄y〉 = µ〈x, y〉,

�ra 〈x, y〉 = 0. Epomènwc Mλ⊥Mµ. 2
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5 To Fasmatikì Je¸rhma: Eisagwg 

5.1 Se q¸rouc peperasmènhc di�stashc

'Estw H q¸roc Hilbert me dimH = n < +∞. K�je orjokanonik  b�sh
tou H orÐzei isometrikì isomorfismì U : H → Cn. 'Estw Da o diag¸nioc
telest c me diag¸nia stoiqeÐa a1, . . . , an. Tìte o D∗

a = Da∗ eÐnai epÐshc
diag¸nioc, �ra metatÐjetai me ton Da. Epomènwc k�je Da eÐnai fusiologikìc
telest c. Genikìtera, an o T ∈ B(H) eÐnai diagwnopoi simoc, dhlad  up�rqei
orjokanonik  b�sh {ek : k = 1, . . . , n} tou H ¸ste o telest c UTU−1 na
eÐnai diag¸nioc, tìte o T eÐnai fusiologikìc7.

AntÐstrofa,

Je¸rhma 5.1 K�je fusiologikìc telest c T s�ènan (migadikì) q¸ro Hil-
bert H di�stashc n <∞ eÐnai diagwnopoi simoc, dhlad  up�rqei orjokanoni-
k  b�sh {ek : k = 1, . . . , n} touH kai ak ∈ C ¸ste Tek = akek (k = 1, . . . , n).
IsodÔnama, o T eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc (unitarily equivalent) me ènan
diag¸nio telest , dhlad  up�rqei orjomonadiaÐoc telest c U : H → Cn ¸ste
o UTU−1 na eÐnai diag¸nioc.

Apìdeixh Parat rhse pr¸ta ìti, afoÔ o H èqei peperasmènh di�stash,
k�je A ∈ B(H) èqei idiotimèc: eÐnai oi rÐzec tou migadikoÔ poluwnÔmou p(λ) =
det(A− λI).

An λi eÐnai oi idiotimèc tou T , onom�zoume Mi touc antÐstoiqouc idiìqwrouc.
Apì to L mma 4.2, oi idiìqwroi tou T eÐnai an� dÔo k�jetoi. 'EstwM = ⊕iMi

to eujÔ touc �jroisma.

IsqurÐzomai ìti M = H. Parat rhse ìti k�je Mi an�gei ton T (L mma
4.2), epomènwc kai o M ton an�gei. 'Ara o M⊥ eÐnai T -analloÐwtoc. An
M⊥ 6= {0}, tìte o telest c S = T |M⊥ : M⊥ → M⊥ den èqei idiotimèc (giatÐ
an x ∈ M⊥\{0} kai Sx = λx, tìte Tx = λx �ra to x an kei se k�poion
idiìqwro tou T , �ra eÐnai k�jeto ston M⊥). Autì ìmwc èrqetai se antÐjesh
me to gegonìc ìti h dimM⊥ eÐnai peperasmènh. 'Ara M⊥ = {0}, dhlad 
⊕iMi = H.

7An UTU−1 = D tìte T = U∗DU kai T ∗ = U∗D∗U , �ra oi T ∗T = U∗D∗UU∗DU =
U∗D∗DU kai TT ∗ = U∗DD∗U metatÐjentai.
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Epeid  gia k�je i o telest c T |Mi
eÐnai èna pollapl�sio tou tautotikoÔ, �ra

eÐnai diagwnopoi simoc, èpetai t¸ra ìti kai o T ja eÐnai diagwnopoi simoc
(eÐnai diag¸nioc wc proc k�je orjokanonik  b�sh tou H pou eÐnai ènwsh
orjokanonik¸n b�sewn twn Mi). 2

5.2 Epèktash se apeirodi�statouc q¸rouc

'Enac fusiologikìc telest c T s�ènan apeirodi�stato q¸ro Hilbert H den
èqei kat�an�gkhn idiotimèc. Par�deigma: O telest c Mf ∈ B(L2([0, 1])) ìpou
f(t) = t (giatÐ?). 'Enac tètoioc telest c den mporeÐ na eÐnai diagwnopoi -
simoc (dhlad  orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ènan diag¸nio telest ). 'Omwc,
oi pollaplasiastikoÐ telestèc eÐnai genÐkeush twn diagwnÐwn telest¸n (bl.
Par�deigma 2.5). Mia morf  tou FasmatikoÔ Jewr matoc eÐnai

Je¸rhma 5.2 (Fasmatikì Je¸rhma - Pr¸th morf )
'Enac telest c T ∈ B(H) eÐnai fusiologikìc an kai mìnon an eÐnai orjomo-
nadiaÐa isodÔnamoc me ènan pollaplasiastikì telest , dhlad  an up�rqoun:
q¸roc mètrou (X,µ), orjomonadiaÐoc telest c U : L2(X,µ) → H kai sun�r-
thsh f ∈ L∞(X,µ) ¸ste

T = UMfU
−1.

Parat rhsh 5.3 'Enac pollaplasiastikìc telest c den eÐnai kat�n�gkh
diagwnopoi simoc, ìpwc eÐdame, �ra den mporeÐ en gènei na grafeÐ wc pepera-
smèno �jroisma Mf =

∑
λiPi, ìpou oi Pi eÐnai orjèc probolèc. MporeÐ ìmwc

na proseggisjeÐ apì tètoia ajroÐsmata:

Gia k�je f ∈ L∞(X,µ) kai ε > 0 up�rqei peperasmèno sÔnolo {Pi : i =
1, . . . , n} kajètwn an� dÔo probol¸n tou B(L2(X,µ)) me

∑
Pi = I kai λi ∈ C

¸ste

‖Mf −
n∑

i=1

λiPi‖ ≤ ε.

Apìdeixh AfoÔ h f eÐnai (ousiwd¸c) fragmènh kai metr simh, up�rqei apl 
sun�rthsh8 fε =

∑
λiχi (ìpou oi χi eÐnai qarakthristikèc sunart seic xè-

nwn an� dÔo (metr simwn) uposunìlwn) ¸ste ‖f − fε‖∞ ≤ ε. 'Epetai ìti

8Apìdeixh: All�zontac, an qreiasjeÐ, tic timèc thc f s�èna uposÔnolo mètrou mhdèn tou
X, mporoÔme na upojèsoume ìti h f eÐnai fragmènh. Tìte to sÔnolo f(X) ⊆ C mporeÐ na
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‖Mf −Mfε‖ ≤ ε. All�, an jèsoume Pi = Mχi
, parathroÔme ìti oi Pi eÐnai

autosuzugeÐc (afoÔ oi χi paÐrnoun pragmatikèc timèc) kai ìti PiPj = δijPi

(afoÔ χiχj = δijχi). Eidikìtera, P 2
i = Pi. Epomènwc oi Pi eÐnai k�jetec an�

dÔo probolèc. All� Mfε =
∑
λiPi kai h apìdeixh sumplhr¸jhke. 2

Parat rhse ìti h teleutaÐa apìdeixh sthrÐqjhke sto gegonìc ìti h apeikìnish
f →Mf diathreÐ thn algebrik  dom  (sumperilambanìmenhc kai thc enèlixhc),
kaj¸c kai thn nìrma. ShmeÐwse epÐshc ìti oi probolèc Pi an koun sthn
pollaplasiastik  �lgebra Mµ tou L∞(X,µ) (prbl. Parat rhsh 3.6).

Parat rhsh 5.4 'Estw Ω metr simo uposÔnolo tou X kai P (Ω) = MχΩ
.

Tìte h apeikìnish Ω → P (Ω) eÐnai (ìpwc ja doÔme argìtera) èna {mètro
me timèc probolèc}. MÐa ermhneÐa thc prohgoÔmenhc parat rhshc eÐnai ìti
ènac pollaplasiastikìc telest c eÐnai to olokl rwma, me k�poia ènnoia, miac
sun�rthshc wc proc autì to {mètro}:

“Mf =

∫
λdP (λ)”.

Pr�gmati, mia deÔterh morf  tou FasmatikoÔ Jewr matoc eÐnai ìti k�je fu-
siologikìc telest c mporeÐ na grafeÐ wc èna tètoio olokl rwma.

6 To F�sma

Se q¸rouc peperasmènhc di�stashc, to sÔnolo σp(T ) twn idiotim¸n enìc te-
lest  T ∈ B(X ) sumpÐptei me to sÔnolo σ(T ) ìlwn twn migadik¸n arijm¸n
λ ∈ C gia touc opoÐouc o telest c T − λI den èqei antÐstrofo. To sÔnolo
twn idiotim¸n eÐnai p�nta mh kenì, giatÐ to s¸ma C eÐnai algebrik� kleistì.

To gegonìc autì èpaixe krÐsimo rìlo sthn apìdeixh tou FasmatikoÔ Jewr -
matoc (Je¸rhma 5.1). 'Omwc, se apeirodi�statouc q¸rouc up�rqoun autosu-
zugeÐc telestèc qwrÐc idiotimèc.

kalufjeÐ apì peperasmèno pl joc anoikt¸n dÐskwn Ui, i = 1, . . . , n diamètrou to polÔ ε.
OrÐzoume xèna an� dÔo Borel uposÔnola ∆i ⊆ C jètontac ∆i = Ui\(∪j<iUj). ParathroÔme
ìti h di�metroc tou ∆i eÐnai to polÔ ε. 'Estw Xi = f−1(∆i). Ta Xi eÐnai metr sima xèna
an� dÔo uposÔnola tou X kai ∪Xi = X. An epilèxoume aujaÐreta λi ∈ ∆i, parathroÔme
ìti t ∈ Xi ⇒ |f(t)−λi| ≤ ε. 'Ara, an jèsoume fε =

∑
λiχi (ìpou χi eÐnai h qarakthristik 

sun�rthsh tou Xi), tìte gia k�je t ∈ X up�rqei i ¸ste t ∈ Xi, �ra fε(t) = λi kai epomènwc
|f(t)− fε(t)| ≤ ε. Autì deÐqnei ìti ‖f − fε‖∞ ≤ ε.
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Par�deigma 6.1 O telest c Mf ston L2([0, 1]), ìpou f(t) = t, den èqei
idiotimèc.

Apìdeixh 'Askhsh.

Orismìc 6.1 To f�sma enìc fragmènou telest  T s�ènan q¸ro Banach
X eÐnai to sÔnolo

σ(T ) = {λ ∈ C : o T − λI den èqei antÐstrofo }.

Den eÐnai dÔskolo na deÐxei kaneÐc ìti to f�sma tou telest  tou teleutaÐou
paradeÐgmatoc eÐnai akrib¸c to [0, 1].

6.0.1 Par�deigma: PollaplasiastikoÐ telestèc

UpenjÔmish: An (X,µ) eÐnai q¸roc s-peperasmènou mètrou, mia metr simh
sun�rthsh f : X → C lègetai ousiwd¸c fragmènh an up�rqei A ∈ R+ ¸ste
µ({x ∈ X : |f(x)| > A}) = 0.

An |f(x)| ≤ Aµ-sqedìn gia k�je x ∈ X tìte gia k�je g ∈ L2(X,µ),∫
|fg|2dµ ≤ A2

∫
|g|2dµ

�ra fg ∈ L2(X,µ) kai m�lista h grammik  apeikìnish

Mf : L2(X,µ) → L2(X,µ) : g → fg

orÐzetai kai eÐnai fragmènh me ‖Mf‖ ≤ A. Epomènwc an jèsoume

‖f‖∞ = inf{A : A ousi¸dec fr�gma thc f}

tìte èqoume ‖Mf‖ ≤ ‖f‖∞.
AntÐstrofa, isqurÐzomai ìti

|f(x)| ≤ ‖Mf‖ µ-sqedìn gia k�je x ∈ X. (1)

Pr�gmati, arkeÐ na deÐxw ìti gia k�je n ∈ N to sÔnolo

Xn = {x ∈ X : |f(x)| > ‖Mf‖+
1

n
}
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èqei mètro mhdèn (giatÐ {x ∈ X : |f(x)| > ‖Mf‖} = ∪nXn).

'Omwc an k�poioXn eÐqe jetikì mètro tìte (afoÔ to mètro eÐnai s-peperasmèno)
ja perieÐqe èna uposÔnolo Yn me mh mhdenikì jetikì mètro. Tìte onom�zotac
ξn thn qarakthristik  sun�rthsh tou Yn èqoume ξn ∈ L2(X,µ) kai

|(fξn)(x)| ≥
(
‖Mf‖+

1

n

)
ξn(x)

gia k�je x ∈ X �ra(
‖Mf‖+

1

n

)
‖ξn‖2 ≤ ‖fξn‖2 ≤ ‖Mf‖‖ξn‖2

�topo.

ParathroÔme ìti Mf = Mf ′ an kai mìnon an f = f ′ µ-sqedìn pantoÔ. Epo-
mènwc o telest c Mf exart�tai mìnon apì thn kl�sh thc f wc proc isìthta
µ-sqedìn pantoÔ. DeÐxame dhlad  ìti

L mma 6.2 K�je f ∈ L∞(X,µ) orÐzei ènan fragmèno telest Mf ∈ B(L2(X,µ))
apì thn sqèsh Mf (g) = fg kai isqÔei

‖Mf‖ = ‖f‖∞.

Parat rhsh 6.3 'Estw f : X → C metr simh sun�rthsh. An fg ∈ L2(X, µ)
gia k�je g ∈ L2(X, µ), tìte h f eÐnai ousiwd¸c fragmènh.

Apìdeixh H upìjesh shmaÐnei ìti h grammik  apeikìnish Mf : g → fg orÐzetai
s�ìlon ton L2(X, µ). ParathroÔme ìti h Mf èqei kleistì gr�fhma: pr�gmati an
gn → 0 kai Mfgn → go tìte isqÔei go = 0 giatÐ gia k�je h ∈ L2(X, µ) èqoume

〈go, h〉 = lim
n
〈Mfgn, h〉 = lim

n

∫
fgnh̄dµ = lim

n

∫
gn(fh̄)dµ = lim

n
〈gn, f̄h〉 = 0.

Epeid  o L2(X, µ) eÐnai q¸roc Banach, èpetai apì to Je¸rhma KleistoÔ Graf matoc

ìti o telest c Mf eÐnai fragmènoc kai sunep¸c h f eÐnai ousiwd¸c fragmènh apì

to L mma. 2

Ja exet�soume to f�sma enìc pollaplasiastikoÔ telest  Mf .
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SumbolÐzoume

Mµ = {Mf ∈ B(L2(X,µ)) : f ∈ L∞(X,µ)}

thn pollaplasiastik  �lgebra tou q¸rou (X,µ). Elègqetai �mesa ìti h
apeikìnish

f →Mf : L∞(X,µ) →Mµ ⊆ B(L2(X,µ))

eÐnai morfismìc algebr¸n, dhlad 

Mf+g = Mf +Mg, Mfg = MfMg,

pou diathreÐ thn enèlixh (M∗
f = Mf̄ ) kai th mon�da (M1 = I). Sunep¸c,

an h f eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo thc �lgebrac L∞(X,µ), tìte o Mf eÐnai
antistrèyimo stoiqeÐo9 thc �lgebrac Mµ, �ra kai thc B(L2(X,µ)).

An antÐstrofa o telest c Mf eÐnai antistrèyimoc, eÐnai al jeia ìti o antÐ-
strofìc tou, èstw T , eÐnai kai autìc pollaplasiastikìc telest c? H ap�n-
thsh eÐnai jetik . Pr�gmati, parat rhse kat�arq n ìti h f eÐnai µ-sqedìn
pantoÔ di�forh tou mhdenìc. GiatÐ an up rqe Y ⊆ X jetikoÔ mètrou ¸ste
f |Y = 0, tìte, jewr¸ntac thn qarakthristik  sun�rthsh χ enìc uposunìlou
tou Y me peperasmèno mh mhdenikì mètro, ja eÐqame χ ∈ L2(X,µ), χ 6= 0 kai
Mfχ = fχ = 0, pr�gma pou apokleÐetai, afoÔ o Mf eÐnai 1-1. Epomènwc
h sun�rthsh g = 1/f orÐzetai µ-sqedìn pantoÔ kai eÐnai bebaÐwc metr simh.
IsqurÐzomai ìti eÐnai ousiwd¸c fragmènh. Pr�gmati, h sqèsh MfTh = h gia
k�je h ∈ L2(X,µ) dÐnei Th = 1

f
h = gh. Epomènwc h apeikìnish h → gh

orÐzei fragmèno telest  tou L2(X,µ) pr�gma pou shmaÐnei (ìpwc èqoume  dh
parathr sei) ìti h g eÐnai ousiwd¸c fragmènh. Sumpèrasma:

Prìtash 6.4 An f ∈ L∞(X,µ), o telest c Mf eÐnai antistrèyimoc an kai
mìnon an h f eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo thc �lgebrac L∞(X,µ), an dhlad  h
1/f (orÐzetai µ-sqedìn pantoÔ kai) eÐnai ousiwd¸c fragmènh. O antÐstrofìc
tou (an up�rqei) eÐnai o Mf−1 ∈Mµ.

'Epetai ìti èna λ ∈ C den an kei sto f�sma tou telest  Mf an kai mìnon an
(o telest c Mf−λ eÐnai antistrèyimoc, isodÔnama) h 1

f−λ
(orÐzetai µ-sqedìn

pantoÔ kai) eÐnai ousiwd¸c fragmènh. Autì sumbaÐnei an kai mìnon an up�rqei
C ∈ R+ ¸ste 1

|f(t)−λ| ≤ C µ-sqedìn pantoÔ, isodÔnama an up�rqei δ > 0 (δ =

1/C) ¸ste to mètro tou sunìlou {t ∈ X : |f(t)− λ| < δ} na eÐnai mhdèn.

9An fg = 1 tìte MfMg = MgMf = Mfg = M1 = I.
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Epomènwc, èna λo ∈ C an kei sto f�sma tou telest  Mf an kai mìnon an
gia k�je δ > 0 to sÔnolo {t ∈ X : |f(t) − λo| < δ} èqei jetikì mètro.
Dhlad  to λo ∈ C an kei sto f�sma tou Mf an kai mìnon an k�je perioq 
Uδ = {λ ∈ C : |λ− λo| < δ} tèmnei to sÔnolo tim¸n f(X) se sÔnolo {arket�
meg�lo}:10 µ(f−1(Uδ)) > 0.

Ac upojèsoume proc stigm n ìti X = R, ìti to µ eÐnai to mètro Lebesgue kai
ìti h f eÐnai suneq c (kai fragmènh) sun�rthsh. Tìte isqurÐzomai ìti to f�sma
tou Mf eÐnai akrib¸c h kleist  j kh tou sunìlou tim¸n thc f . Pr�gmati
an gia k�je perioq  Uδ tou λo isqÔei ìti µ(f−1(Uδ)) > 0, tìte eidikìtera
Uδ ∩ f(R) 6= ∅ kai sunep¸c λo ∈ f(R). An antÐstrofa λo ∈ f(R) tìte (afoÔ
h f eÐnai suneq c) gia k�je δ > 0 to sÔnolo {t ∈ R : |f(t)−λo| < δ} eÐnai mh
kenì kai anoiqtì, sunep¸c èqei jetikì mètro.

Sthn genik  perÐptwsh ìpou f ∈ L∞(X,µ) to sÔnolo twn λo ∈ C pou èqoun
thn idiìthta k�je perioq  Uδ = {λ ∈ C : |λ − λo| < δ} na ikanopoieÐ
µ(f−1(Uδ)) > 0 onom�zetai to {ousi¸dec sÔnolo tim¸n thc f}. Ac para-
thr soume ìti to {sÔnolo tim¸n thc f} den èqei ènnoia, giatÐ sthn pragmati-
kìthta h f den eÐnai mÐa sun�rthsh, all� mia kl�sh isodunamÐac sunart sewn
pou tautÐzontai µ-sqedìn pantoÔ. To ousi¸dec sÔnolo tim¸n thc f ìmwc den
exart�tai apì ton antiprìswpo thc kl�shc. Pr�gmati, an oi f1 kai f2 tautÐ-
zontai µ-sqedìn pantoÔ, tìte to sÔnolo {t ∈ X : |f1(t)− λ| < δ} èqei jetikì
mètro an kai mìnon an to sÔnolo {t ∈ X : |f2(t)− λ| < δ} èqei jetikì mètro.

DeÐxame loipìn ìti

Prìtash 6.5 An f ∈ L∞(X,µ), to f�sma tou telest Mf eÐnai to ousi¸dec
sÔnolo tim¸n thc f , dhlad  to sÔnolo twn λ ∈ C ¸ste gia k�je δ > 0 to
sÔnolo {t ∈ X : |f(t)− λ| < δ} na èqei jetikì mètro.

DÐnoume mia deÔterh apìdeixh:

An gia k�je δ > 0 to sÔnolo {t ∈ X : |f(t) − λ| < δ} èqei jetikì mè-
tro, tìte gia k�je n ∈ N up�rqei metr simo Xn ⊆ X me 0 < µ(Xn) < ∞
¸ste |(f − λ)|Xn| ≤ 1

n
, opìte an jèsoume ξn = (µ(Xn))−1/2χn (ìpou χn h

qarakthristik  sun�rthsh tou Xn), èqoume ξn ∈ L2(X,µ), ‖ξn‖2 = 1 kai

|(f(t)− λ)ξn(t)| ≤ 1

n
ξn(t)

gia k�je t ∈ X �ra

10isodÔnama, (µ ◦ f−1)(Uδ ∩ f(X)) > 0
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‖(Mf − λI)ξn‖2 ≤
1

n
→ 0

pr�gma pou shmaÐnei ìti o telest c Mf − λI den eÐnai antistrèyimoc.

M�lista parat rhse ìti h (ξn) eÐnai akoloujÐa {proseggistik¸n idiodianu-
sm�twn} tou Mf pou antistoiqoÔn sto λ (en¸ o Mf mporeÐ, ìpwc eÐdame, na
mhn èqei idiodianÔsmata).

To antÐstrofo apodeiknÔetai ìpwc prin. 2

'Askhsh 6.6 'Estw f : X → C ousiwd¸c fragmènh metr simh sun�rthsh
ston (X,µ).
(i) OrÐzoume èna mètro Borel µf sto C apì th sqèsh

µf (A) = (µ ◦ f−1)(A) = µ{x ∈ X : f(x) ∈ A} (A ⊆ C, Borel).

To mètro autì exart�tai mìnon apì thn kl�sh thc f ston L∞(X,µ). To
ousi¸dec sÔnolo tim¸n eÐnai o {forèac} suppµf tou µf , dhlad  to sumpl rwma
thc ènwshc ìlwn twn anoikt¸n U ⊆ C me µf (U) = 0.

(ii) ‖f‖∞ = sup{|λ| : λ ∈ suppµf}.

(iii) suppµf =
⋂
{g(X) : g ∼ f}, h tom  thc kleist c j khc tou sunìlou

tim¸n ìlwn twn fragmènwn metr simwn sunart sewn g pou tautÐzontai me
thn f µ-sqedìn pantoÔ.

6.1 To F�sma se 'Algebrec Banach

Orismìc 6.2 'Estw A �lgebra Banach me mon�da I. 'Ena stoiqeÐo A ∈ A
lègetai antistrèyimo an up�rqei B ∈ A ¸ste AB = BA = I. To sÔnolo
twn antistreyÐmwn stoiqeÐwn tou A sumbolÐzetai Inv(A)   A−1. To f�sma
enìc stoiqeÐou A ∈ A eÐnai to sÔnolo

σ(A) = {λ ∈ C : A− λI /∈ Inv(A)}.

ApodeiknÔetai (dec p.q. [2], Je¸rhma VII.3.6) ìti

To f�sma σ(A) enìc stoiqeÐou A miac �lgebrac Banach me mon�da
eÐnai sumpagèc mh kenì uposÔnolo tou C.
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Proc to parìn, ja mac qreiasjeÐ mìnon to gegonìc ìti to σ(A) eÐnai sumpagèc.

Je¸rhma 6.7 'Estw A �lgebra Banach me mon�da I. K�je A ∈ A me
‖I − A‖ < 1, eÐnai antistrèyimo kai m�lista

A−1 =
∞∑

n=0

(I − A)n.

Apìdeixh Efìson
∞∑

n=0

‖(I − A)n‖ ≤
∞∑

n=0

‖I − A‖n =
1

1− ‖I − A‖
<∞,

h seir�
∑∞

n=0(I − A)n sugklÐnei apìluta, �ra (apì thn plhrìthta11 thc A)
sugklÐnei. 'Estw S = limSn to ìriì thc. EÔkola elègqetai ìti

SnA = ASn = I − (I − A)n+1 → 0 ,

�ra AS = SA = I. 2

Pìrisma 6.8 An A ∈ A, to sÔnolo σ(A) eÐnai fragmèno. M�lista, an

ρ(A) = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}

eÐnai h fasmatik  aktÐna (spectral radius) tou A, tìte ρ(A) ≤ ‖A‖.

Apìdeixh An |λ| > ‖A‖, tìte ‖A
λ
‖ < 1 opìte apì to Je¸rhma èqoume

I − A
λ
∈ Inv(A) �ra λI − A ∈ Inv(A). 2

Pìrisma 6.9 An A ∈ A, to sÔnolo σ(A) eÐnai kleistì.

Apìdeixh DeÐqnoume ìti to C\σ(A) eÐnai anoiktì. 'Estw λo /∈ σ(A). Tìte
to A− λoI eÐnai antistrèyimo, kai gia k�je λ ∈ C,

‖I − (A− λoI)
−1(A− λI)‖ = ‖(A− λoI)

−1((A− λoI)− (A− λI))‖
≤ |λ− λo|‖(A− λoI)

−1‖.

Epomènwc an to |λ−λo| eÐnai arket� mikrì, tìte ‖I−(A−λoI)
−1(A−λI)‖ < 1

opìte to (A− λoI)
−1(A− λI) eÐnai antistrèyimo, �ra kai to A− λI. 2

11S�ènan q¸ro Banach, an mia seir� sugklÐnei apìluta, tìte (ta merik� thc ajroÐsmata
apoteloÔn akoloujÐa Cauchy, �ra) sugklÐnei.
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6.2 To f�sma enìc telest 

An X eÐnai q¸roc Banach, èna stoiqeÐo T thc �lgebrac Banach B(X ) eÐnai
antistrèyimo an kai mìnon an eÐnai 1-1 kai epÐ (giatÐ o antÐstrofìc tou eÐnai
autom�twc fragmènoc apì to Je¸rhma Anoikt c Apeikìnishc).

Parat rhsh 6.10 'Enac telest c T ∈ B(X ) eÐnai antistrèyimoc an kai
mìnon an eÐnai k�tw fragmènoc (dhlad  up�rqei δ > 0 ¸ste ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ gia
k�je x ∈ X ) kai èqei puknì sÔnolo tim¸n.

Apìdeixh EÐnai safèc ìti ènac antistrèyimoc telest c ikanopoieÐ tic dÔo
autèc sunj kec (me δ = ‖T−1‖−1).

AntÐstrofa, an Y = T (X ), h anisìthta ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ deÐqnei ìti h apeikìnish
So : Y → X : Tx → x eÐnai kal� orismènh (giatÐ o T eÐnai 1-1) kai fragmènh
(apì 1/δ). Sunep¸c, o So epekteÐnetai se fragmèno telest  S : Y → X me
STx = x gia k�je x ∈ X kai TSy = y gia k�je y ∈ Y , �ra kai k�je y ∈ Y ,
afoÔ o TS eÐnai suneq c. Epomènwc, an Y = X , tìte o T eÐnai antistrèyimoc
kai S = T−1. 2

Apì thn Parat rhsh aut  prokÔptei ìti to f�sma enìc telest  A mporeÐ na
analujeÐ se perissìtera komm�tia (pou den èqoun ènnoia gia èna stoiqeÐo miac
aujaÐrethc �lgebrac Banach): An λ ∈ σ(A), mporeÐ o A − λI na mhn eÐnai
k�tw fragmènoc (eidikìtera, na mhn eÐnai 1-1)   na mhn èqei puknì sÔnolo
tim¸n (  kai ta dÔo). Autì odhgeÐ stouc akìloujouc orismoÔc:

Orismìc 6.3 'Estw A ∈ B(X ). To shmeiakì f�sma (point spec-
trum) σp(A) tou A eÐnai to sÔnolo twn idiotim¸n:

σp(A) = {λ ∈ C : ker(A− λI) 6= {0}}.

To proseggistik� shmeiakì f�sma (approximate point spec-
trum) σa(A) tou A eÐnai to sÔnolo twn proseggistik¸n idiotim¸n
(approximate eigenvalues), dhlad  to sÔnolo twn λ ¸ste o A − λI na
mhn eÐnai k�tw fragmènoc:

σa(A) = {λ ∈ C : ∀ε > 0 ∃xε ∈ X : ‖(A− λI)xε‖ < ε‖xε‖}.
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To f�sma sumpÐeshc (compression spectrum) σc(A) tou A eÐnai to
sÔnolo

σc(A) = {λ ∈ C : (A− λI)(X ) 6= X}.

'Ena λ ∈ C eÐnai proseggistik  idiotim  tou A an kai mìnon an up�rqei ako-
loujÐa (xn) ⊆ X me ‖xn‖ = 1 ¸ste ‖(A− λI)xn‖ → 0.

Ta sÔnola σa(A) kai σc(A) den eÐnai xèna en gènei. Se q¸rouc peperasmènhc
di�stashc eÐnai Ðsa kai tautÐzontai me to (shmeiakì) f�sma. Se apeirodi�sta-
touc q¸rouc mporeÐ na mhn tautÐzontai12. P�ntote ìmwc, ìpwc prokÔptei apì
thn parat rhsh 6.10,

Prìtash 6.11 H ènwsh σa(A) ∪ σc(A) isoÔtai me σ(A).

Prìtash 6.12 To sÔnoro ∂σ(A) perièqetai sto σa(A).

Apìdeixh 'Estw λ ∈ ∂σ(A). Up�rqei akoloujÐa (λn) ∈ C\σ(A) pou sug-
klÐnei sto λ.

'Estw B = A − λI kai Bn = A − λnI. EpÐshc, oi Bn eÐnai antistrèyimoi kai
fusik� Bn → B.

Upojètw ìti λ /∈ σa(A). Tìte o B eÐnai k�tw fragmènoc, �ra up�rqei δ > 0
¸ste ‖Bx‖ ≥ 2δ gia k�je x ∈ X me ‖x‖ = 1. All� Bnx → Bx omoiìmorfa
sthn monadiaÐa sfaÐra tou X , �ra up�rqei no ∈ N ¸ste ‖Bnx‖ > δ gia k�je
x ∈ X me ‖x‖ = 1. Epomènwc èqoume ‖Bnx‖ > δ‖x‖ gia k�je x ∈ X , kai
k�je n ≥ no.

'Estw x ∈ X . Ja deÐxoume ìti x ∈ B(X ). K�je Bn eÐnai epÐ tou X , �ra
up�rqei yn ∈ X me Bnyn = x.

'Omwc ‖x‖ = ‖Bnyn‖ > δ‖yn‖ gia k�je n ≥ no opìte

‖Byn − x‖≤ ‖Bnyn − x‖+ ‖(B −Bn)yn‖ = 0 + |λn − λ|‖yn‖ < |λn − λ|‖x‖
δ

�ra Byn → x. DeÐxame ìti B(X ) = X , pr�gma pou shmaÐnei ìti λ /∈ σc(A).
All� èqoume upojèsei ìti λ /∈ σa(A). Epomènwc λ /∈ σ(A), pr�gma pou

12Gia par�deigma, ìpwc ja doÔme sto Par�deigma 6.16, gia ton telest  thc metatìpishc
S, to σa(S) eÐnai h monadiaÐa perifèreia T, en¸ to σc(S) eÐnai o anoiktìc monadiaÐoc dÐskoc
D, opìte σc(S) ∩ σa(S) = ∅.

31



èrqetai se antÐjesh me thn upìjesh ìti λ ∈ ∂σ(A) ⊆ σ(A) (to σ(A) eÐnai
kleistì). 2

Parat rhsh 6.13 Mia pio �mesh apìdeixh gia thn perÐptwsh pou o X
eÐnai q¸roc Hilbert eÐnai h akìloujh:

An to B(X ) den eÐnai puknì ston X , up�rqei mh mhdenikì y k�jeto sto B(X ).

Jètoume yn = B−1
n y

‖B−1
n y‖ . Tìte Byn ∈ B(X ) kai y⊥B(X ) . Apì to Pujagìreio

Je¸rhma èqoume loipìn

‖Byn −Bnyn‖2 = ‖Byn −
y

‖B−1
n y‖

‖2 = ‖Byn‖2 +
‖y‖2

‖B−1
n y‖2

≥ ‖Byn‖2

Epomènwc ‖Byn‖ ≤ ‖Byn − Bnyn‖ ≤ ‖B − Bn‖‖yn‖ → 0 afoÔ ‖yn‖ = 1.
'Epetai ìti ‖Byn‖ → 0, �ra o B den eÐnai k�tw fragmènoc, kai sunep¸c
λ ∈ σa(A).

To f�sma sumpÐeshc eÐnai kat� k�poion trìpo duðkì proc to shmeiakì f�sma.
Autì faÐnetai pio eÔkola se q¸rouc Hilbert. Ja qreiasjeÐ èna L mma:

L mma 6.14 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H). Tìte

kerT = (T ∗(H))⊥ isodÔnama T (H) = (kerT ∗)⊥.

Epomènwc o T eÐnai 1-1 an kai mìnon an to sÔnolo tim¸n tou T ∗ eÐnai puknì.

Apìdeixh 'Eqoume Tx = 0 an kai mìnon an 〈Tx, y〉 = 0 gia k�je y ∈ H, an
kai mìnon an 〈x, T ∗y〉 = 0 gia k�je y ∈ H, an kai mìnon an to x eÐnai k�jeto
sto sÔnolo tim¸n tou T ∗. Gia thn deÔterh isìthta, efarmìzontac thn pr¸th
ston T ∗ èqoume (kerT ∗)⊥ = (T (H))⊥⊥ = T (H). 2

L mma 6.15 'Estw H q¸roc Hilbert kai T ∈ B(H). Tìte

(i) σ(T ∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(T )}
(ii) σp(T ) = {λ̄ : λ ∈ σc(T

∗)} kai σc(T ) = {λ̄ : λ ∈ σp(T
∗)}.

Apìdeixh Oi sqèseic AB = I = BA kai B∗A∗ = I = A∗B∗ eÐnai isodÔnamec.
Epomènwc o A eÐnai antistrèyimoc an kai mìnon an o A∗ eÐnai antistrèyimoc
kai m�lista (A∗)−1 = (A−1)∗. H (i) èpetai jètontac A = T − λI.

Gia thn (ii), efarmìzoume to prohgoÔmeno L mma: èqoume ker(T − λI) 6= {0}
an kai mìnon an to (T ∗ − λ̄I)(H) den eÐnai puknì. 2
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Par�deigma 6.16 An S ∈ B(`2) eÐnai o telest c thc metatìpishc Sen =
en+1, tìte

σp(S) = ∅, σa(S) = ∂D, σc(S) = D kai �ra σ(S) = D.

Apìdeixh (i) H sqèsh ‖Sx‖ = ‖x‖ gia k�je x ∈ H deÐqnei ìti ‖S‖ = 1,
�ra σ(S) ⊆ D.

(ii) 'Estw λ ∈ C kai x = (xn) ∈ H ¸ste Sx = λx, dhlad 

(0, x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

An λ = 0 tìte h sqèsh aut  deÐqnei ìti x = 0. An λ 6= 0 tìte apì thn sqèsh
λx1 = 0 èqoume x1 = 0, apì thn sqèsh λx2 = x1 èqoume x2 = 0 kai oÔtw
kajex c, �ra p�li x = 0. Epomènwc σp(S) = ∅.
(iii) IsqurÐzomai ìti σp(S

∗) = D. Tìte (apì to L mma 6.15) ja èqoume
σc(S) = D, opìte D ⊆ σ(S), �ra σ(S) = D efìson to σ(S) eÐnai kleistì.

Pr�gmati, èstw λ ∈ C kai x = (xn) ∈ H tètoio ¸ste S∗x = λx, dhlad 

(x2, x3, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Tìte x2 = λx1, x3 = λx2 = λ2x1 kai genik� xn+1 = λnx1. Epeid  x ∈ `2,
èpetai ìti

∑
n |λ|2n <∞ �ra |λ| < 1.

AntÐstrofa an λ ∈ D tìte to di�nusma x = (1, λ, λ2, . . .) an kei ston `2 kai
ikanopoieÐ S∗x = λx.

(iv) Mènei na deiqjeÐ ìti an λ ∈ D tìte λ /∈ σa(S), dhlad  ìti o S − λI
eÐnai k�tw fragmènoc. Pr�gmati gia k�je x ∈ H èqoume

‖(S − λI)x‖ ≥ |‖Sx‖ − ‖λx‖| = |‖x‖ − ‖λx‖| = (1− |λ|)‖x‖.

Par�deigma 6.17 OrÐzoume thn apeikìnish T : coo → coo
13 apì thn sqèsh

Ten = 1
n
en+1 (kai epekteÐnoume grammik�). Elègqetai eÔkola ìti o T eÐnai

fragmènoc wc proc thn nìrma tou `2, �ra epekteÐnetai se fragmèno telest 
apì ton `2 ston eautì tou (pou sumbolÐzoume epÐshc me T ). ShmeÐwse ìti
T = SD ìpou S eÐnai o telest c thc metatìpishc kai Den = 1

n
en.

13O q¸roc coo eÐnai o q¸roc twn (migadik¸n) akolouji¸n me peperasmèno forèa, dhlad 
twn (xn) ¸ste xn = 0 èxw apì èna peperasmèno sÔnolo deikt¸n (pou exart�tai bèbaia apì
to x).
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Tìte σ(T ) = {0}. M�lista σp(T ) = ∅ kai σa(T ) = σc(T ) = {0}.
Efìson σ(D) = { 1

n
: n ∈ N} ∪ {0} kai σ(S) = D, to par�deigma autì deÐqnei

ìti to σ den sumperifèretai kal� wc proc thn sÔnjesh telest¸n.

Apìdeixh (i) Kat�arq n isqÔei ìti 0 ∈ σa(T ) giatÐ ‖(T − 0)en‖ = 1
n
→ 0.

'Omwc 0 /∈ σp(T ) diìti o T = SD eÐnai 1-1. EpÐshc 0 ∈ σc(T ) diìti 〈Ten, e1〉 =
0 gia k�je n ∈ N, �ra e1⊥(T − 0)(H).

(ii) 'Estw λ 6= 0. Ja deÐxoume ìti o Sλ = λI − T = λ(I − T
λ
) eÐnai antistrè-

yimoc, opìte ja èqoume σ(T ) = {0} kai σp(T ) = ∅.

ParathroÔme ìti ‖T k‖ ≤ 1

k!
giatÐ

T k

(
∞∑

n=1

xnen

)
=

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)
en+k

�ra

‖T k

(
∞∑

n=1

xnen

)
‖2 =

∞∑
n=1

|xn|2

(n(n+ 1) . . . (n+ k − 1))2
≤ 1

(k!)2

∞∑
n=1

|xn|2 .

Epomènwc ∞∑
k=0

∥∥∥∥∥
(
T

λ

)k
∥∥∥∥∥ ≤

∞∑
k=0

1

k!

1

|λ|k
= exp

1

|λ|

pr�gma pou deÐqnei ìti an Sn = 1
λ

∑n
k=0(

T
λ
)k tìte h (Sn) sugklÐnei, èstw ston

Tλ. Efìson

SλSn = SnSλ = I −
(
T

λ

)n+1

→ I

èpetai ìti SλTλ = TλSλ = I. 2

'Askhsh 6.18 'Estw {an} ⊆ C. OrÐzoume thn apeikìnish A : coo → coo apì
thn sqèsh Aen = anen+1. Pìte h sqèsh aut  orÐzei telest  apì ton `2 ston
eautì tou? Pìte isqÔei σ(A) = {0}?
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6.3 To f�sma autosuzugoÔc telest 

Prìtash 6.19 'Estw A ∈ B(H) fusiologikìc telest c. Tìte σ(A) =
σa(A).

Apìdeixh 'Estw λ /∈ σa(A). ArkeÐ na deiqjeÐ ìti λ /∈ σc(A), dhlad  ìti to
(A−λI)H eÐnai puknì ston H. An x⊥(A−λI)H, tìte (A∗− λ̄I)x = 0. All�
o A− λI eÐnai k�tw fragmènoc, �ra up�rqei δ > 0 ¸ste ‖(A− λI)x‖ ≥ δ‖x‖
gia k�je x ∈ H. Epeid  o A− λI eÐnai fusiologikìc, èqoume ‖(A∗− λ̄I)x‖ =
‖(A− λI)x‖ ≥ δ‖x‖, kai sunep¸c x = 0. Epomènwc λ /∈ σc(A). 2

Prìtash 6.20 'Estw A = A∗ ∈ B(H). Tìte σ(A) ⊆ R.

Apìdeixh An λ ∈ C\R, tìte, gia k�je x ∈ H\{0},

0 < |λ− λ̄|.‖x‖2 = |〈(A− λI)x, x〉 − 〈(A− λ̄I)x, x〉|
= |〈(A− λI)x, x〉 − 〈x, (A− λI)x〉| ≤ 2‖(A− λI)x‖‖x‖

opìte
‖(A− λI)x‖ ≥ |λ− λ̄|

2
‖x‖.

Epomènwc λ /∈ σa(A). All� σa(A) = σ(A) diìti o A eÐnai fusiologikìc. 2

Prìtash 6.21 'Estw A = A∗ ∈ B(H). Tìte ènac apì touc arijmoÔc ‖A‖
  −‖A‖ an kei sto σ(A). Eidikìtera,14

(a) σ(A) 6= ∅ kai

(b) ρ(A) = ‖A‖ (ìpou ρ(A) = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)}).

Apìdeixh Ja deÐxoume ìti o arijmìc ‖A‖2 an kei sto σ(A2). Tìte to gi-
nìmeno (A − ‖A‖I)(A + ‖A‖I) = (A2 − ‖A‖2I) den ja eÐnai antistrèyimo,
opìte oi telestèc (A − ‖A‖I) kai (A + ‖A‖I) den mporeÐ kai oi dÔo na eÐnai
antistrèyimoi.

Gia k�je λ ∈ R kai x ∈ H èqoume (efìson 〈A2x, λ2x〉 ∈ R)

‖A2x− λ2x‖2 =〈A2x− λ2x,A2x− λ2x〉=‖A2x‖2− 2〈A2x, λ2x〉+ ‖λ2x‖2

=‖A2x‖2 − 2λ2‖Ax‖2 + λ4‖x‖2.

14UpenjumÐzw ìti (ìpwc apodeiknÔetai me mejìdouc Migadik c An�lushc) to f�sma
opoioud pote telest  eÐnai mh kenì. H isìthta ρ(A) = ‖A‖ den isqÔei ìmwc en gènei
gia mh fusiologikoÔc telestèc (par�deigma A = ( 0 1

0 1 )).
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Epeid  ìmwc ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1}, up�rqei akoloujÐa (xn) me ‖xn‖ =
1 kai ‖Axn‖ → ‖A‖. Jètontac λ = ‖A‖ sthn prohgoÔmenh tautìthta, èqoume
loipìn

‖A2xn − λ2xn‖2 = ‖A2xn‖2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4

≤ (‖A‖‖Axn‖)2 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4 = λ4 − λ2‖Axn‖2 → 0.

Epomènwc o arijmìc λ2 = ‖A‖2 eÐnai proseggistik  idiotim  tou A2. 2

7 SuneqeÐc sunart seic enìc autosuzugoÔc

telest 

7.1 O sunarthsiakìc logismìc gia polu¸numa

'Estw A �lgebra Banach me mon�da. StajeropoioÔme èna A ∈ A. Gia k�je
polu¸numo p thc morf c p(t) =

∑n
k=0 akt

k, jètoume p(A) =
∑n

k=0 akA
k.

JewroÔme to p(A) ∈ A wc sun�rthsh, ìqi tou A, all� tou poluwnÔmou p: O
sunarthsiakìc logismìc gia polu¸numa eÐnai h apeikìnish

Φo : p→ p(A)

apì thn �lgebra P twn poluwnÔmwn me timèc sthn A. H apeikìnish Φo eÐnai
morfismìc algebr¸n kai kajorÐzetai monadik� apì tic sqèseic 1 → A kai
p1 → A (ìpou p1(t) = t).

Eidikìtera an A ∈ B(H) kai A = A∗ tìte (p(A))∗ = p̄(A), dhlad  o sunarth-
siakìc logismìc eÐnai *-morfismìc.

Prìtash 7.1 (Je¸rhma Fasmatik c Apeikìnishc I) An A ∈ A
kai p eÐnai polu¸numo, tìte

σ(p(A)) = {p(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Apìdeixh An µ ∈ C, to polu¸numo q(z) ≡ p(z) − µ paragontopoieÐtai:
q(z) = c(z − λ1)(z − λ2) . . . (z − λn). Tìte

p(A)− µI = c(A− λ1I)(A− λ2I) . . . (A− λnI).
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An k�je A−λkI eÐnai antistrèyimoc, tìte bèbaia to ginìmenì touc p(A)−µI
eÐnai antistrèyimo. AntÐstrofa an to p(A)− µI eÐnai antistrèyimo, epeid  oi
A − λkI metatÐjentai, ja eÐnai ìloi antistrèyimoi15. Epomènwc µ ∈ σ(p(A))
an kai mìnon an λk ∈ σ(A) gia k�poio k = 1, . . . , n. All� ta λk eÐnai oi rÐzec
tou q, dhlad  eÐnai akrib¸c oi migadikoÐ arijmoÐ λ pou ikanopoioÔn p(λ) = µ.
DeÐxame loipìn ìti µ ∈ σ(p(A)) an kai mìnon an p(λ) = µ gia k�poio λ ∈ σ(A),
dhlad  an kai mìnon an µ ∈ {p(λ) : λ ∈ σ(A)}. 2

7.2 O sunarthsiakìc logismìc gia suneqeÐc su-
nart seic

'Estw A ∈ B(H) autosuzug c telest c. O stìqoc aut c thc paragr�fou
eÐnai na epekteÐnoume ton sunarthsiakì logismì Φo : p→ p(A) apì ta polu¸-
numa stic suneqeÐc sunart seic pou eÐnai orismènec sto σ(A). Ja sthriqjoÔme
sto gegonìc ìti h apeikìnish p→ p(A) eÐnai suneq c me thn akìloujh ènnoia:

Je¸rhma 7.2 An A ∈ B(H) kai A = A∗ tìte

‖p(A)‖ = sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)} ≡ ‖p‖σ(A).

Apìdeixh Ac upojèsoume pr¸ta ìti to p èqei pragmatikoÔc suntelestèc.
Tìte o telest c p(A) eÐnai autosuzug c, �ra apì thn Prìtash 6.21 h nìrma
tou isoÔtai me thn fasmatik  aktÐna, epomènwc

‖p(A)‖ = sup{|µ| : µ ∈ σ(p(A))}.

All� σ(p(A)) = p(σ(A)) apì thn Prìtash 7.1, kai h zhtoÔmenh isìthta èpetai.

Gia thn genik  perÐptwsh, parat rhse ìti an p(t) =
∑n

k=0 akt
k, tìte

p(A)∗p(A) = (
n∑

k=0

akA
k)∗(

n∑
r=0

arA
r) = (

n∑
k=0

ākA
k)(

n∑
r=0

arA
r) = q(A)

(efìson A = A∗) ìpou q eÐnai to polu¸numo q(t) = p̄(t)p(t) pou èqei pragma-
tikoÔc suntelestèc. Apì thn prohgoÔmenh par�grafo loipìn èqoume

‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}.
15To q(A) mporeÐ na grafeÐ q(A) = (A−λkI)B = B(A−λkI). Pollaplasi�zontac dexi�

kai arister� me (q(A))−1, sumperaÐnoume ìti to A− λkI èqei aristerì kai dexÐ antÐstrofo,
�ra eÐnai antistrèyimo.

37



'Omwc ‖p(A)‖2 = ‖p(A)∗p(A)‖ = ‖q(A)‖ apì thn idiìthta C∗ kai epomènwc

‖p(A)‖2 = ‖q(A)‖ = sup{|q(λ)| : λ ∈ σ(A)}
= sup{|p̄(λ)p(λ)| : λ ∈ σ(A)} = (sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(A)})2.

H apìdeixh eÐnai pl rhc. 2

Apì to Je¸rhma èpetai ìti an dÔo polu¸numa p, q tautÐzontai sto σ(A), tìte
p(A) = q(A) (pr�gmati ‖p(A)− q(A)‖ = sup{|p(λ)− q(λ)| : λ ∈ σ(A)} = 0).

Epomènwc to Φo(p) exart�tai mìnon apì tic timèc tou p sto σ(A). An loipìn
periorÐsoume ton Φo sthn �lgebra P(σ(A)) twn poluwnumik¸n sunart sewn
pou eÐnai orismènec sto sumpagèc uposÔnolo σ(A) ⊆ R, tìte o sunarthsiakìc
logismìc

Φo : (P(σ(A)), ‖.‖σ(A)) → (B(H), ‖.‖)

eÐnai ìqi mìno *-morfismìc *-algebr¸n, all� kai isometrÐa q¸rwn me nìrma.
'Epetai ìti h apeikìnish aut  èqei monadik  suneq  epèktash (h opoÐa ja eÐnai
isometrik ) orismènh sthn pl rwsh tou q¸rou twn poluwnumik¸n sunart -
sewn sto σ(A), wc proc thn nìrma supremum. Apì to Je¸rhma Stone -
Weierstrass, h pl rwsh aut  eÐnai h C∗-�lgebra twn suneq¸n sunart sewn
C(σ(A)).

Orismìc 7.1 'Estw A = A∗ ∈ B(H). O sunarthsiakìc logismìc
gia suneqeÐc sunart seic eÐnai h monadik  suneq c epèktash

Φc : (C(σ(A)), ‖.‖σ(A)) → (B(H), ‖.‖) : f → f(A)

thc apeikìnishc Φo : p → p(A). Dhlad  an h f eÐnai suneq c sto σ(A), o
telest c f(A) ∈ B(H) orÐzetai monadik� apì to ìrio

f(A) = lim pn(A) ìpou ‖pn − f‖σ(A) → 0.

Parathr seic 7.3 (i) O sunarthsiakìc logismìc gia polu¸numa Φo orÐ-
zetai kat� entel¸c algebrikì trìpo, kai epomènwc orÐzetai gia opoiond pote
telest  A (m�lista gia opoiod pote stoiqeÐo opoiasd pote (migadik c) �lge-
brac). AntÐjeta, o orismìc tou sunarthsiakoÔ logismoÔ gia suneqeÐc sunart -
seic Φc eÐnai algebro-topologikìc kai sthrÐzetai sto Je¸rhma 7.2. Epomènwc
o Φc den orÐzetai gia opoiond pote telest  A, all� mìnon gia autosuzug  ( 
gia fusiologikì, ìpwc ja doÔme argìtera).
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ParadeÐgmatoc q�rin, an A = ( 0 1
0 0 ), tìte σ(A) = {0} (o A eÐnai mhdenodÔ-

namoc) all�, parìlo pou h sun�rthsh f(t) =
√
t eÐnai suneq c sto σ(A),

den orÐzetai telest c f(A). M�lista, den up�rqei telest c B ¸ste B2 = A
(apìdeixh: 'Askhsh!).

(ii) Apì thn sunèqeia twn algebrik¸n pr�xewn kai thc enèlixhc ston B(H)
èpetai �mesa ìti o epektetamènoc sunarthsiakìc logismìc eÐnai kai autìc *-
morfismìc.

(iii) EÐnai fanerì ìti gia k�je polu¸numo p o telest c p(A) metatÐjetai me
ton A. To Ðdio epomènwc isqÔei kai gia ton f(A), an f ∈ C(σ(A)).

Pio endiafèron ìmwc, ìpwc ja doÔme, eÐnai ìti o f(A) metatÐjetai me k�je
telest  pou metatÐjetai me ton A. Pr�gmati, an AT = TA tìte A2T =
ATA = TA2 kai epagwgik� AnT = TAn gia k�je n ∈ N. Epomènwc p(A)T =
Tp(A) gia k�je polu¸numo p, �ra kai f(A)T = Tf(A) gia k�je f ∈ C(σ(A)),
lìgw sunèqeiac. DeÐxame loipìn ìti

Parat rhsh 7.4 An f ∈ C(σ(A)), o f(A) metatÐjetai me k�je telest 
pou metatÐjetai me ton A. Dhlad  o sunarthsiakìc logismìc paÐrnei timèc
ston deÔtero metajèth {A}′′ tou A, ìpou
O metajèthc (commutant) S ′ enìc uposunìlou S ⊆ B(H) eÐnai to
sÔnolo twn telest¸n pou metatÐjentai me k�je stoiqeÐo tou S:

S ′ = {T ∈ B(H) : TS = ST gia k�je S ∈ S}.

Je¸rhma 7.5 (Je¸rhma Fasmatik c Apeikìnishc II) AnA ∈ B(H)
eÐnai autosuzug c telest c kai f ∈ C(σ(A)),

σ(f(A)) = {f(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Apìdeixh An µ /∈ {f(λ) : λ ∈ σ(A)} tìte h sun�rthsh g(λ) = f(λ) − µ
den mhdenÐzetai poujen� sto σ(A), �ra up�rqei h ∈ C(σ(A)) ¸ste hg = 1
(h(t) = (f(t)−µ)−1). Tìte ìmwc h(A)g(A) = I = g(A)h(A), �ra o f(A)−µI
èqei antÐstrofo, ton antÐstrofo h(A). Sunep¸c µ /∈ σ(f(A)).

[Parat rhse ìti autì to mèroc thc apìdeixhc eÐnai kajar� algebrikì: exart�-
tai mìnon apì to gegonìc ìti h apeikìnish f → f(A) eÐnai morfismìc algebr¸n
pou diathreÐ thn mon�da, �ra apeikonÐzei antistrèyima stoiqeÐa se antistrèyi-
ma stoiqeÐa.]

39



AntÐstrofa èstw µ ∈ {f(λ) : λ ∈ σ(A)}, opìte µ = f(λo) gia k�poio λo ∈
σ(A). Ja deÐxw ìti o telest c f(A)−µI den eÐnai antistrèyimoc. IsqurÐzomai
ìti

f(A)− µI = lim
n
qn(A),

ìpou (qn) akoloujÐa poluwnÔmwn me qn(λo) = 0 gia k�je n. Pr�gmati, èstw
(pn) mia akoloujÐa poluwnÔmwn ¸ste pn(t) → f(t) − µ = g(t) omoiìmorfa
sto σ(A), �ra kai pn(λo) → g(λo) = 0. An jèsoume qn(t) = pn(t) − pn(λo)
(dhlad  qn = pn − pn(λo)1), èqoume qn(λo) = 0 kai ‖qn − g‖σ(A) → 0, �ra
qn(A) → g(A) = f(A)− µI (Je¸rhma 7.2).

Efìson λo ∈ σ(A), èpetai ìti 0 = qn(λo) ∈ qn(σ(A)). All� qn(σ(A)) =
σ(qn(A)) apì to Je¸rhma Fasmatik c Apeikìnishc gia polu¸numa (Prìtash
7.1), �ra oi telestèc qn(A) den eÐnai antistrèyimoi. Efìson to sÔnolo twn
antistrèyimwn stoiqeÐwn tou B(H) eÐnai anoiktì, èpetai16 ìti o f(A)− µI =
lim qn(A) den eÐnai antistrèyimoc. 2

7.3 H tetragwnik  rÐza autosuzugoÔc telest 

Wc efarmog  tou sunarthsiakoÔ logismoÔ gia suneqeÐc sunart seic, ja deÐ-
xoume ìti ènac jetikìc telest c èqei (monadik  jetik ) tetragwnik  rÐza. Ju-
mÐzoume ìti ènac A ∈ B(H) lègetai jetikìc an 〈Ax, x〉 ≥ 0 gia k�je x ∈ H,
kai ìti ènac jetikìc telest c eÐnai p�nta autosuzug c.

Prìtash 7.6 'Estw A = A∗ ∈ B(H). An σ(A) ⊆ R+ tìte up�rqei mo-
nadikìc autosuzug c B ∈ B(H) me σ(B) ⊆ R+ ¸ste B2 = A. Gr�foume
B = A1/2.

Apìdeixh H sun�rthsh f(t) =
√
t eÐnai kal� orismènh (pragmatik ) kai

suneq c sto σ(A). Epomènwc an jèsoume B = f(A), èqoume B = B∗, σ(B) =
f(σ(A)) ⊆ R+ kai B2 = A.

H monadikìthta af netai wc (endiafèrousa!) �skhsh gia ton anagn¸sth. 2

16'Allh apìdeixh: An o g(A) = f(A) − µI  tan antistrèyimoc, tìte gia arket� meg�lo
n ∈ N h nìrma

‖I − (g(A)−1qn(A))‖ ≤ ‖g(A)−1‖‖g(A)− qn(A))‖

ja  tan mikrìterh apì 1 kai �ra o g(A)−1qn(A) ja  tan antistrèyimoc apì to Je¸rhma
6.7, en¸ o qn(A) den eÐnai antistrèyimoc.
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L mma 7.7 'Enac autosuzug c telest c A stonH eÐnai jetikìc an kai mìnon
an σ(A) ⊆ R+.

Apìdeixh 'Estw ìti σ(A) ⊆ R+. Tìte orÐzetai o B = A1/2. Gia k�je
x ∈ H,

〈Ax, x〉 = 〈B2x, x〉 = 〈Bx,Bx〉 = ‖Bx‖2 ≥ 0

�ra o A eÐnai jetikìc.

AntÐstrofa èstw ìti up�rqei λ ∈ σ(A)\R+. Tìte λ < 0 (upenjumÐzw ìti
σ(A) ⊆ R diìti A = A∗). Efìson A = A∗, èqoume λ ∈ σa(A) (Prìtash 6.19),
�ra up�rqei akoloujÐa (xn) ston H me ‖xn‖ = 1 kai ‖(A−λI)xn‖ → 0. Tìte
ìmwc

|〈Axn, xn〉 − λ| = |〈(A− λI)xn, xn〉| ≤ ‖(A− λI)xn‖.‖xn‖ → 0

opìte 〈Axn, xn〉 < 0 gia arket� meg�lo n. 2

ShmeÐwse ìti h upìjesh A = A∗ den mporeÐ na paraleifjeÐ. Gia par�deigma,
o A = ( 0 1

0 0 ) èqei mh arnhtikì f�sma (σ(A) = {0}) all� den eÐnai jetikìc:
〈Ax, x〉 = −1 gia x = (−1, 1).

SunoyÐzoume:

Je¸rhma 7.8 (Tetragwnik  rÐza) 'Estw T ∈ B(H). Ta akìlouja eÐ-
nai isodÔnama:

(a) O T eÐnai jetikìc.

(b) Up�rqei B ∈ B(H) jetikìc ¸ste T = B2.

(g) Up�rqei S ∈ B(H) ¸ste T = S∗S.

(d) T = T ∗ kai σ(T ) ⊆ R+.

Apìdeixh (g)⇒(a) Gia k�je x ∈ H, 〈Tx, x〉 = 〈S∗Sx, x〉 = ‖Sx‖2 ≥ 0.

(a)⇒(d) An o T eÐnai jetikìc, tìte T = T ∗, opìte σ(T ) ⊆ R+ apì to L mma
7.7.

(d)⇒(b) Prìtash 7.6.

(b)⇒(g) Profanèc (p�re S = B). 2
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Parat rhsh 7.9 'Epetai eidikìtera ìti gia k�je S ∈ B(H) isqÔei σ(S∗S) ⊆
R+. Autì eÐnai stoiqei¸dec. To antÐstoiqo apotèlesma gia stoiqeÐa miac au-
jaÐrethc (mh metajetik c) C∗-�lgebrac eÐnai alhjèc, all� ìqi tìso stoiqei¸-
dec. M�lista, sumperilambanìtan ston arqikì orismì miac C∗-�lgebrac, kai
mìnon argìtera apodeÐqjhke ìti  tan sunèpeia twn �llwn idiot twn (ousia-
stik� thc plhrìthtac kai thc idiìthtac C∗).

Pìrisma 7.10 'Estw A = A∗ ∈ B(H). Onom�zoume C∗(A) thn mikrìterh
C∗-up�lgebra tou B(H) pou perièqei ton A kai ton I. H C∗(A) eÐnai metajetik 
C∗-�lgebra kai isqÔoun oi sqèseic

C∗(A) = [An : n = 0, 1, . . .] = {f(A) : f ∈ C(σ(A))}.

Epomènwc gia k�je f ∈ C(σ(A)), o telest c f(A) eÐnai fusiologikìc. EÐnai
autosuzug c an kai mìnon an h f paÐrnei pragmatikèc timèc sto σ(A). EpÐshc,
f(A) ≥ 0 an kai mìnon an f(σ(A)) ⊆ R+.

Apìdeixh K�je C∗-up�lgebra thc B(H) pou perièqei tonA kai ton I perièqei
thn grammik  j kh

[An : n = 0, 1, . . .] = {p(A) : p ∈ P} ≡ Bo.

'Ara {I, A} ⊆ Bo ⊆ C∗(A). All� h Bo eÐnai (metajetik ) �lgebra kai eÐnai
autosuzug c giatÐ o A eÐnai autosuzug c. Epomènwc h kleist  thc j kh, èstw
B, eÐnai C∗-�lgebra, �ra perièqei thn C∗(A). Sunep¸c B = C∗(A). Ex�llou
to sÔnolo {f(A) : f ∈ C(σ(A))} isoÔtai, ìpwc eÐdame, me thn kleist  j kh
tou {p(A) : p ∈ P}, dhlad  me thn B.
Efìson h C∗(A) eÐnai metajetik , k�je f(A) eÐnai fusiologikì. EpÐshc
f(A)∗ = f̄(A), �ra èqoume f(A) = f(A)∗ an kai mìnon an h f eÐnai pragmatik 
sun�rthsh. An h f eÐnai mh arnhtik  sto σ(A) tìte jètontac g(t) =

√
f(t)

(t ∈ σ(A)) èqoume g(A)∗ = g(A) kai �ra f(A) = g(A)∗g(A) ≥ 0. AntÐstrofa
an f(A) ≥ 0 tìte σ(f(A)) ⊆ R+ kai sunep¸c f(σ(A)) ⊆ R+ (Je¸rhma 7.5).
2

Pìrisma 7.11 K�je autosuzug c A ∈ B(H) gr�fetai wc diafor� dÔo je-
tik¸n telest¸n A = A+ − A− me A+A− = A−A+ = 0. Epomènwc k�je
T ∈ B(H) eÐnai grammikìc sunduasmìc (to polÔ) tess�rwn jetik¸n telest¸n.

Apìdeixh Jètoume A+ = f+(A) kai A− = f−(A) ìpou f+(t) = max{t, 0}
kai f−(t) = −min{t, 0} (t ∈ σ(A) ⊆ R).
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7.4 H polik  anapar�stash

Orismìc 7.2 'Estw T ∈ B(H) tuqaÐoc telest c. H monadik  jetik  tetra-
gwnik  rÐza tou jetikoÔ telest  T ∗T sumbolÐzetai |T |.

Shmei¸noume ìti o |T | den èqei ìlec tic anamenìmenec idiìthtec thc {apìluthc
tim c}.

'Askhsh 7.12 Na brejoÔn dÔo 2 × 2 pÐnakec A,B ¸ste na mhn isqÔei h
anisìthta |A+B| ≤ |A|+ |B|.

K�je mh mhdenikìc migadikìc arijmìc gr�fetai se polik  morf  z = u|z|, ìpou
|z| > 0 kai |u| = 1. AntÐstoiqh graf  up�rqei kai gia telestèc:

Je¸rhma 7.13 'Estw T ∈ B(H) tuqaÐoc telest c. Up�rqei merik  isome-

trÐa V me arqikì q¸ro |T |(H) kai telikì q¸ro T (H) ¸ste

T = V |T |.

Epiplèon, an T = UX ìpou X ≥ 0 kai U merik  isometrÐa me arqikì q¸ro

X(H) tìte U = V kai X = |T |.

Apìdeixh Gia k�je x ∈ H,

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈|T |2x, x〉 = 〈|T |x, |T |x〉 = ‖|T |x‖2.

Autì deÐqnei ìti h apeikìnish

Vo : |T |(H) → T (H) : |T |x→ Tx

eÐnai kal� orismènh, grammik , isometrik  kai epÐ. Epomènwc epekteÐnetai se
isometrÐa V1 apì ton |T |(H) epÐ tou T (H). EpekteÐnoume ton V1 se telest 
V : H → H jètontac V x = 0 gia x k�jeto ston |T |(H). ProkÔptei mia
merik  isometrÐa me arqikì q¸ro |T |(H) kai telikì q¸ro T (H). Gia k�je
x ∈ H èqoume V |T |x = Vo|T |x = Tx, �ra V |T | = T .

ApodeiknÔoume thn �monadikìthta�. H arqik  probol  U∗U thc merik c isome-
trÐac U eÐnai h tautotik  apeikìnish ston arqikì q¸roX(H), �ra U∗UX = X.
H sqèsh T = UX dÐnei T ∗T = XU∗UX = X2, �ra X = (T ∗T )1/2 = |T | apì
thn monadikìthta thc tetragwnik c rÐzac. Sunep¸c U |T | = T = V |T |. Autì
deÐqnei ìti oi U kai V èqoun ton Ðdio arqikì q¸ro kai tautÐzontai ston puknì
upìqwro |T |(H) tou arqikoÔ touc q¸rou, �ra U = V. 2
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Parat rhsh 7.14 O pur nac thc V eÐnai to orjog¸nio sumpl rwma tou
arqikoÔ thc q¸rou, dhlad  o (|T |(H))⊥ = ker |T |. 'Eqoume ìmwc ker |T | =
kerT diìti ‖Tx‖ = ‖|T |x‖ gia k�je x. Efìson (T ∗(H))⊥ = kerT , èpetai ìti
|T |(H) = T ∗(H). Epomènwc h V eÐnai merik  isometrÐa me arqikì q¸ro T ∗(H)

kai telikì q¸ro T (H).

Efìson o V ∗V eÐnai h probol  ston |T |(H), h sqèsh T = V |T | dÐnei

V ∗T = V ∗V |T | = |T |.

Shmei¸noume epÐshc ìti h V eÐnai isometrÐa an kai mìnon an o T eÐnai 1-1 ,
en¸ h V ∗ eÐnai isometrÐa an kai mìnon an to sÔnolo tim¸n tou T eÐnai puknì.
Epomènwc h V eÐnai orjomonadiaÐoc telest c an kai mìnon an o T eÐnai 1-
1 kai èqei puknì sÔnolo tim¸n. Autì sumbaÐnei eidikìtera ìtan o T eÐnai
antistrèyimoc.

8 To fasmatikì je¸rhma gia autosuzu-

geÐc telestèc

StajeropoioÔme ènan autosuzug  telest  A ∈ B(H) kai stoqeÔoume na �ana-
parast soume� ton A wc pollaplasiastikì telest  s�ènan kat�llhlo q¸ro
L2. Akribèstera, ja kataskeu�soume èna q¸ro mètrou (X,µ) kai mia f ∈
L∞(X,µ) ¸ste oA na eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ton pollaplasiastikì
telest  Mf , dhlad  na up�rqei orjomonadiaÐoc telest c U : L2(X,µ) → H
¸ste A = UMfU

−1.

To krÐsimo b ma emperièqetai sto

L mma 8.1 Gia k�je mh mhdenikì x ∈ H up�rqei jetikì kanonikì pepera-
smèno mètro Borel µx sto σ(A) kai isometrÐa Ux : L2(σ(A), µx) → H ¸ste
UxMf = f(A)Ux gia k�je f ∈ C(σ(A)) (kai eidikìtera AUx = UxMfo ìpou
fo(λ) = λ).

Apìdeixh O sunarthsiakìc logismìc gia suneqeÐc sunart seic orÐzei mia
apeikìnish

Φc : C(σ(A)) → B(H) : f → f(A)

pou eÐnai isometrikìc *-morfismìc.
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StajeropoioÔme èna mh mhdenikì x ∈ H kai jewroÔme thn grammik  apeikìnish

φx : C(σ(A)) → C : f → 〈f(A)x, x〉.

ParathroÔme ìti h φx eÐnai jetik  grammik  morf , dhlad  φx(f) ≥ 0 gia
k�je f ≥ 0. Pr�gmati, an f ≥ 0 tìte f(A) ≥ 0 (Pìrisma 7.10) epomènwc
φx(f) = 〈f(A)x, x〉 ≥ 0.

Apì to Je¸rhma Anapar�stashc tou Riesz (blèpe p.q. [14], Je¸rhma 12.26)
up�rqei (monadikì) jetikì peperasmèno kanonikì mètro Borel µx sto σ(A)
¸ste ∫

fdµx = φx(f) = 〈f(A)x, x〉 gia k�je f ∈ C(σ(A)).

Jewr¸ntac ton q¸ro C(σ(A)) wc upìqwro tou L2(σ(A), µx), orÐzoume thn
apeikìnish

Uox : (C(σ(A)), ‖.‖2) → (H, ‖.‖H) : f → f(A)x

pou eÐnai profan¸c grammik . IsqurÐzomai ìti eÐnai isometrÐa. Pr�gmati, gia
k�je f ∈ C(σ(A)),

‖f(A)x‖2
H = 〈f(A)x, f(A)x〉 = 〈f(A)∗f(A)x, x〉 = 〈(f̄f)(A)x, x〉

=

∫
f̄fdµx = ‖f‖2

2

(qrhsimopoi same to gegonìc ìti h Φc : f → f(A) eÐnai *-morfismìc). DeÐxame
loipìn ìti ‖Uox(f)‖H = ‖f‖2, dhlad  ìti h Uox eÐnai isometrik . Epomènwc
epekteÐnetai se isometrÐa Ux orismènh sthn kleist  j kh tou C(σ(A)) wc proc
thn nìrma ‖.‖2. All� aut  h kleist  j kh eÐnai akrib¸c17 o L2(σ(A), µx).
'Eqoume loipìn mia isometrÐa

Ux : L2(σ(A), µx) → H

pou ikanopoieÐ Ux(f) = f(A)x ìtan h f eÐnai suneq c.

Mènei na deiqjeÐ ìti UxMf = f(A)Ux gia k�je f ∈ C(σ(A)).

Pr�gmati, gia k�je g ∈ C(σ(A)) èqoume

(UxMf )(g) = Ux(fg) = (fg)(A)x = f(A)(g(A)x) = (f(A)Ux)(g).

Epomènwc oi fragmènoi telestèc UxMf kai f(A)Ux tautÐzontai ston puknì
upìqwro C(σ(A)) tou L2(σ(A), µx), �ra eÐnai Ðsoi. 2

17blèpe p.q. [14], Prìtash 12.24

45



Parathr seic 8.2 (i) AxÐzei Ðswc na sqoli�sei kaneÐc ton diplì rìlo tou
q¸rou C(σ(A)) sthn prohgoÔmenh apìdeixh: Afenìc men qrhsimopoi jhke
(mèsw tou sunarthsiakoÔ logismoÔ) wc q¸roc telest¸n f(A) ston H, afe-
tèrou wc q¸roc dianusm�twn ston L2(σ(A), µx).

(ii) To sÔnolo tim¸n im(Ux) thc isometrÐac Ux tou L mmatoc eÐnai akrib¸c o
kuklikìc upìqwroc

Hx = [Anx : n = 0, 1, . . .]

tou x gia ton A.

Pr�gmati, to sÔnolo tim¸n tou Ux eÐnai kleistì (diìti o Ux eÐnai isometrÐa)
kai perièqei to f(A)x gia k�je f ∈ C(σ(A)). Eidikìtera perièqei ìla ta
dianÔsmata thc morf c Anx gia n = 0, 1, . . ., �ra perièqei ton Hx. Apì thn
�llh meri� k�je f ∈ C(σ(A)) proseggÐzetai apì mia akoloujÐa (pn) apì
polu¸numa, omoiìmorfa sto σ(A), kai sunep¸c ‖pn(A)− f(A)‖ → 0, �ra kai
‖pn(A)x− f(A)x‖ → 0. All� k�je pn(A)x an kei ston Hx, sunep¸c to Ðdio
isqÔei gia to f(A)x.

(iii) An mporoÔsame na epilèxoume to x ∈ H ¸ste o Ux na eÐnai anti-
strèyimoc, tìte to prohgoÔmeno L mma ja èdine f(A) = UxMfU

−1
x gia k�je

f ∈ C(σ(A)), kai eidikìtera A = UxMfoU
−1
x , opìte ja eÐqame deÐxei ìti o A

eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ènan pollaplasiastikì telest .

Parat rhse ìti o Ux eÐnai isometrÐa, �ra eÐnai antistrèyimoc akrib¸c ìtan
eÐnai epÐ tou H. Apì thn prohgoÔmenh parat rhsh, autì sumbaÐnei akrib¸c
ìtan o kuklikìc upìqwroc Hx eÐnai ìloc o q¸roc H.

Orismìc 8.1 'Ena di�nusma x ∈ H lègetai kuklikì gia ton telest 
A ∈ B(H) an o kuklikìc upìqwroc pou orÐzei eÐnai ìloc o H, isodÔnama an
o grammikìc q¸roc [Anx : n = 0, 1, . . .] eÐnai puknìc ston H.

To L mma kai oi parathr seic pou prohg jhkan apodeiknÔoun thn

Prìtash 8.3 An ènac autosuzug c telest c A ∈ B(H) èqei kuklikì di�-
nusma, up�rqei peperasmèno jetikì kanonikì mètro Borel µ sto σ(A) ¸ste o
A na eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ton telest Mfo ∈ B(L2(σ(A), µ)) tou
pollaplasiasmoÔ epÐ thn anex�rthth metablht .
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'Omwc, den èqoun ìloi oi autosuzugeÐc telestèc kuklik� dianÔsmata. Para-
deÐgmatoc q�rin, an o tautotikìc telest c èqei kuklikì di�nusma, tìte o q¸roc
ston opoÐo dra eÐnai monodi�statoc! 'Ena ligìtero tetrimmèno par�deigma eÐnai
to ex c:

Par�deigma 8.4 'Estw H = L2([0, 1]) ⊕ L2([0, 1]) (me to mètro Lebesgue
kai to eswterikì ginìmeno 〈(f1 ⊕ f2), (g1 ⊕ g2)〉 = 〈f1, g1〉+ 〈f2, g2〉) kai èstw
A = Mfo ⊕ Mfo ìpou fo(λ) = λ (λ ∈ [0, 1]). Tìte o A eÐnai autosuzug c
telest c qwrÐc kuklikì di�nusma.

Apìdeixh 'Oti o A eÐnai autosuzug c èpetai apì to gegonìc ìti h fo eÐnai
pragmatik . IsqurÐzomai ìti kanèna di�nusma f ⊕ g den eÐnai kuklikì gia ton
A. Pr�gmati, to di�nusma ḡ ⊕ (−f̄) eÐnai k�jeto se k�je An(f ⊕ g):

〈An(f ⊕ g), ḡ ⊕ (−f̄)〉 = 〈(Mn
fo
f ⊕Mn

fo
g), ḡ ⊕ (−f̄)〉 = 〈Mn

fo
f, ḡ〉 − 〈Mn

fo
g, f̄〉

=

∫
tnf(t)g(t)dt−

∫
tng(t)f(t)dt = 0.

'Epetai ìti h grammik  j kh tou sunìlou {An(f⊕g) : n = 0, 1, . . .} den mporeÐ
na eÐnai pukn  ston H.

Parat rhse ìti an tautÐsoume ton q¸roH sto par�deigma autì me ton L2([0, 1]∪
[1, 2]), tìte o telest c A tautÐzetai me ton Mf , ìpou f(t) = t gia t ∈ [0, 1]
kai f(t) = t− 1 gia t ∈ (1, 2].

Me k�pwc an�logo trìpo, h genik  perÐptwsh an�getai sthn perÐptwsh thc
Prìtashc 8.3 topojet¸ntac kat�llhlouc q¸rouc mètrou {ton èna dÐpla ston
�llo}:

Onom�zoume dÔo mh mhdenik� dianÔsmata x1, x2 ∈ H polÔ k�jeta (wc proc
ton A) an Anx1⊥Amx2 gia k�je n,m = 0, 1, . . ., me �lla lìgia an oi kuklikoÐ
upìqwroi H1 kai H2 pou par�gontai apì ta x1 kai x2 eÐnai k�jetoi.

'Estw {xi : i ∈ I} mia megistik 18 oikogèneia apì polÔ k�jeta mh mhdenik�
dianÔsmata, kai gia k�je i èstw Hi = [Anxi : n = 0, 1, . . .] o antÐstoiqoc
kuklikìc upìqwroc.

18H Ôparxh tètoiac oikogèneiac eÐnai apl  sunèpeia tou L mmatoc Zorn. Ex�llou, an o
H upotejeÐ diaqwrÐsimoc, tìte h oikogèneia aut  eÐnai arijm simh.

47



Isqurismìc 8.5 To (eswterikì) eujÔ �jroisma ∨iHi (dhlad  o mikrìteroc
kleistìc upìqwroc tou H pou perièqei k�je Hi) eÐnai ìloc o H.

Pr�gmati an èna mh mhdenikì di�nusma x ∈ H eÐnai k�jeto ston ∨iHi tìte gia
k�je i ∈ I kai k�je n,m = 0, 1, . . . èqoume 〈Anx,Amxi〉 = 〈x,An+mxi〉 = 0,
pr�gma pou deÐqnei ìti o kuklikìc upìqwroc Hx pou par�getai apì to x
eÐnai k�jetoc ston Hi. Autì antibaÐnei sthn megistikìthta thc oikogèneiac
{xi : i ∈ I}. 2

Apì to L mma 8.1, gia k�je i ∈ I up�rqei peperasmèno jetikì mètro Borel µi

ston σ(A) kai isometrÐa

Ui : L2(σ(A), µi) → H ¸ste AUi = UiMfi
(*)

ìpou fi(λ) = λ (λ ∈ σ(A)), kai to sÔnolo tim¸n thc Ui eÐnai Hi. Dhla-
d , an jèsoume Ai = A|Hi

, k�je Ai eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ton
pollaplasiastikì telest  Mfi

pou dra ston q¸ro L2(σ(A), µi).

Ja deÐxoume ìti o A eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ènan kat�llhlo pol-
laplasiastikì telest  Mf ston L2(X,µ), ìpou o (X,µ) eÐnai h xènh ènwsh
twn q¸rwn mètrou (Xi, µi) = (σ(A), µi). H apìdeixh ja gÐnei se dÔo b mata:
pr¸ta ja deÐxoume ìti o A eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me to eujÔ �jroisma
B = ⊕Mfi

twn pollaplasiastik¸n telest¸n Mfi
, kai met� ja deÐxoume ìti o

B eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ènan pollaplasiastikì telest .

H = ∨Hi
A−→ H = ∨Hi

⊕Ui ↑ ↑ ⊕Ui

⊕L2(Xi, µi)
⊕Mfi−→ ⊕L2(Xi, µi)

V ↑ ↑ V

L2(X,µ)
Mf−→ L2(X,µ)

Orismìc 8.2 (a) An {Ki} eÐnai mia oikogèneia q¸rwn Hilbert, onom�zoume
(exwterikì) eujÔ �jroisma⊕iKi to sÔnoloK ìlwn twn oikogenei¸n (xi)
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me xi ∈ Ki gia k�je i pou eÐnai tetragwnik� ajroÐsimec19, dhlad 
∑

i ‖xi‖2
i <

∞. SumbolÐzoume ta stoiqeÐa x ∈ K me x = ⊕xi kai jètoume20

〈x, y〉K =
∑
i∈I

〈xi, yi〉i.

(b) An Ti : Hi → Ki eÐnai fragmènoi telestèc gia k�je i kai supi ‖Ti‖ < ∞,
tìte gia k�je ⊕xi ∈ K h oikogèneia (Ti(xi)) eÐnai tetragwnik� ajroÐsimh.
OrÐzoume to eujÔ �jroisma T twn telest¸n Ti apì thn sqèsh

T : ⊕Hi −→ ⊕Ki

⊕xi −→ ⊕iTi(xi).

Parathr seic 8.6 (a) H T eÐnai kal� orismènh grammik  apeikìnish diìti
gia k�je x ∈ ⊕Hi èqoume∑

i∈I

‖Ti(xi)‖2
Ki
≤ sup

i
‖Ti‖2

∑
i∈I

‖xi‖2
Hi
.

Epomènwc pr�gmati ⊕iTi(xi) ∈ ⊕iKi, kai o T eÐnai fragmènoc telest c me
‖T‖ ≤ supi ‖Ti‖. M�lista eÐnai eÔkolh �skhsh na deÐxei kaneÐc ìti ‖T‖ =
supi ‖Ti‖. Eidikìtera, an k�je Ti eÐnai isometrÐa, tìte kai o T eÐnai isometri-
kìc.

(b) An Hn, n ∈ N eÐnai k�jetoi an� dÔo upìqwroi enìc q¸rou Hilbert H, tìte
to eswterikì eujÔ �jroism� touc ∨Hn eÐnai Ðso me to sÔnolo

H0 = {
∑

n

xn : xn ∈ Hn,
∑

‖xn‖2 <∞}

kai h apeikìnish

W : ⊕nHn → H0 : ⊕xn →
∑

n

xn

eÐnai isometrikìc isomorfismìc. Gia ton lìgo autì tautÐzoume to exwterikì me
to eswterikì eujÔ �jroisma kajètwn an� dÔo upoq¸rwn21 enìc q¸rou Hilbert.

19ApodeiknÔetai, akrib¸c ìpwc sthn perÐptwsh tou `2, ìti to eujÔ �jroisma q¸rwn
Hilbert eÐnai q¸roc Hilbert.

20To �jroisma thc seir�c eÐnai ex orismoÔ to ìrio tou diktÔou twn ajroism�twn se
peperasmèna uposÔnola tou I, kai h seir� sugklÐnei diìti sugklÐnei apìluta, efìson(∑

i∈F |〈xi, yi〉i|
)2 ≤ (∑i∈F ‖xi‖2

) (∑
i∈F ‖yi‖2

)
gia k�je F ⊂ I peperasmèno.

21H parat rhsh aut  alhjeÔei kai gia uperarijmÐsimec oikogèneiec upoq¸rwn, arkeÐ na
jewr soume to �jroisma

∑
i xi wc to ìrio tou diktÔou {sF } twn ajroism�twn sF =

∑
i∈F xi

ìpou F ⊆ I peperasmèno.
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Apìdeixh tou (b) Kat�arq n parathroÔme ìti to sÔnolo H0 eÐnai kal� orismèno,
giatÐ an

∑
‖xn‖2 < ∞ tìte ta merik� ajroÐsmata sN =

∑N
n=1 xn thc seir�c

∑
n xn

apoteloÔn basik  akoloujÐa: pr�gmati an m > n tìte ‖sm− sn‖2 =
∑m

k=n+1 ‖xk‖2

(afoÔ ta xk eÐnai an� dÔo k�jeta). EpÐshc èqoume∥∥∥∥∥
∞∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

= lim
n

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥
2

= lim
n

n∑
k=1

‖xk‖2 =
∞∑

k=1

‖xk‖2.

EÐnai t¸ra fanerì ìti h W eÐnai kal� orismènh, grammik  kai isometrik  apeikìnish

apì ton ⊕Hn ston H kai h eikìna thc eÐnai akrib¸c o H0. Sunep¸c o H0 eÐnai

(pl rhc, �ra) kleistìc upìqwroc tou H kai bebaÐwc perièqei k�je Hn, �ra kai th

grammik  touc j kh. AfoÔ o H0 eÐnai kleistìc, èpetai ìti ∨Hn ⊆ H0. An ìmwc

k�poio y ∈ H eÐnai k�jeto se k�je Hn, tìte eÐnai k�jeto kai ston H0, giatÐ gia k�je

x =
∑

xn ∈ H0 èqoume 〈y,
∑

n xn〉 =
∑

n〈y, xn〉 = 0. 'Ara telik� isqÔei isìthta:

∨Hn = H0. 2

Epanerqìmaste t¸ra sth melèth tou autosuzugoÔc telest  A ∈ B(H).

Isqurismìc 8.7 'Estw K to (exwterikì) eujÔ �jroisma ⊕iL
2(σ(A), µi).

An

U = ⊕iUi : K = ⊕iL
2(σ(A), µi) → H = ∨Hi

kai B ≡ ⊕Mfi
: K → K tìte o telest c A eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc

(mèsw thc apeikìnishc U) me ton telest  B:

H = ∨Hi
A−→ H = ∨Hi

⊕Ui ↑ ↑ ⊕Ui

⊕L2(Xi, µi)
⊕Mfi−→ ⊕L2(Xi, µi)

Apìdeixh OB eÐnai kal� orismènoc kai fragmènoc22, me ‖B‖ ≤ supi ‖Mfi
‖ =

supi ‖fi‖∞ = ‖A‖.
Gia k�je g = ⊕gi ∈ K èqoume B(⊕gi) = ⊕Mfi

gi, �ra

UB(⊕gi) =
∑

UiMfi
gi =

∑
AUigi (apì thn (*))

= A(
∑

Uigi) = AU(⊕gi).

22Parat rhse ìti efìson fi(λ) = λ (λ ∈ σ(A)) èqoume ‖fi‖∞ = sup{|λ| : λ ∈ σ(A)} =
‖A‖ diìti o A eÐnai autosuzug c.
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DeÐxame loipìn ìti UB = AU . Efìson h U eÐnai isometrÐa epÐ tou H, �ra
antistrèyimh, èpetai ìti A = UBU−1. 2

Sunep¸c o A eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoc me èna eujÔ �jroisma polla-
plasiastik¸n telest¸n. Mènei na apodeiqjeÐ ìti o telest c B = ⊕Mfi

eÐnai
orjomonadiaÐa isodÔnamoc me ènan pollaplasiastikì telest  s�ènan kat�llh-
lo q¸ro L2(X,µ). O q¸roc (X,µ) eÐnai h {xènh ènwsh} twn q¸rwn (σ(A), µi)
pou orÐzetai analutik� wc ex c:

Orismìc 8.3 Jètoume Xi = σ(A) × {i} kai onom�zoume Si thn σ-�lgebra
twn Borel uposunìlwn tou Xi. 'Estw X = ∪i∈IXi. OrÐzoume thn oikogèneia
S kai thn apeikìnish µ apì tic sqèseic

S = {Y ⊆ X : Y ∩Xi ∈ Si gia k�je i ∈ I}

µ : S → [0,+∞] : Y →
∑

i

µi(Y ∩Xi).

Isqurismìc 8.8 H oikogèneia S eÐnai σ-�lgebra uposunìlwn tou X kai to
µ eÐnai s-prosjetikì (jetikì) mètro sthn S.

Apìdeixh EÐnai �meso ìti h S eÐnai �lgebra uposunìlwn tou X kai ìti to µ eÐnai
peperasmèna prosjetikì. Epomènwc arkeÐ na apodeiqjeÐ ìti, an (Yn) eÐnai aÔxousa
akoloujÐa stoiqeÐwn thc S kai Y = ∪nYn, tìte Y ∈ S kai µ(Y ) = limn µ(Yn).

Gia k�je i ∈ I, efìson k�je Yn an kei sthn S, k�je Yn ∩Xi an kei sthn Si. 'Ara
∪n(Yn ∩Xi) ∈ Si gia k�je i. All� ∪n(Yn ∩Xi) = Y ∩Xi, �ra Y ∈ S.

Gia na deÐxoume ìti µ(Y ) = limn µ(Yn), parathroÔme ìti h (µ(Yn)) eÐnai aÔxousa
akoloujÐa sto [0,+∞] kai µ(Yn) ≤ µ(Y ) gia k�je n. 'Ara an µ ≡ supn µ(Yn)
èqoume µ ≤ µ(Y ). Gia thn antÐstrofh anisìthta arkeÐ, apì ton orismì tou µ(Y ),
na deÐxoume ìti

∑
i∈F µi(Y ∩ Xi) ≤ µ gia k�je peperasmèno uposÔnolo F tou I.

Parat rhse ìti gia k�je i, èqoume supn µi(Yn ∩Xi) = µi(Y ∩Xi) diìti to µi eÐnai
s-prosjetikì. 'Epetai ìti∑

i∈F

µi(Y ∩Xi) =
∑
i∈F

sup
n

µi(Yn ∩Xi) = sup
n

∑
i∈F

µi(Yn ∩Xi)

≤ sup
n

∑
i∈I

µi(Yn ∩Xi) = sup
n

µ(Yn) = µ,

�ra µ(Y ) ≤ µ. 2
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Gia k�je i ∈ I èqoume onom�sei fi ∈ L∞(σ(A), µi) thn sun�rthsh fi(λ) =
λ (λ ∈ σ(A)). OrÐzoume t¸ra thn sun�rthsh

f : X = ∪i(σ(A)× {i}) → C : (λ, i) → fi(λ).

EÐnai fanerì ìti f ∈ L∞(X,µ) (m�lista ‖f‖∞ = supi ‖fi‖∞ = sup{|λ| : λ ∈
σ(A)} = ‖A‖).

Isqurismìc 8.9 H apeikìnish V : h → ⊕i(h|Xi
) apeikonÐzei ton L2(X,µ)

isometrik� epÐ tou K = ⊕iL
2(σ(A), µi) kai B = VMfV

−1.

Apìdeixh (i) DeÐqnoume pr¸ta ìti h V eÐnai kal� orismènoc orjomonadiaÐoc
telest c. 'Estw pr¸ta Y ∈ S kai χ = χY . 'Epetai apì ton orismì tou mètrou
µ ìti∫

X

χdµ = µ(Y ) =
∑

i

µi(Y ∩Xi) =
∑

i

∫
Xi

χY ∩Xi
dµi =

∑
i

∫
Xi

χ|Xi
dµi.

Lìgw grammikìthtac, h Ðdia isìthta isqÔei an χ eÐnai mia apl  oloklhr¸simh
sun�rthsh. Efìson oi aplèc oloklhr¸simec sunart seic eÐnai puknèc ston
L1(X,µ), gia k�je g ∈ L1(X,µ), g ≥ 0 èqoume∫

X

gdµ =
∑

i

∫
Xi

g|Xi
dµi.

Epomènwc an h ∈ L2(X,µ) tìte h|Xi
∈ L2(Xi, µi) = L2(σ(A), µi) gia k�je i

kai m�lista
‖h‖2

2 =

∫
X

|h|2dµ =
∑

i

∫
Xi

|h|Xi
|2dµi,

dhlad  h oikogèneia ⊕ihi ìpou hi = h|Xi
an kei ston ⊕iL

2(σ(A), µi) = K kai
‖h‖2 = ‖ ⊕ hi‖K. Sunep¸c h apeikìnish

V : L2(X,µ) → K : h→ ⊕ihi

eÐnai kal� orismènh isometrÐa. H V eÐnai epÐ giatÐ o imV perièqei to puknì
uposÔnolo ìlwn twn g = ⊕gi ∈ K ìpou gi = 0 ektìc apì peperasmèno
pl joc deikt¸n i. Pr�gmati, gia k�je tètoio g, orÐzoume thn h ston X apì
tic sqèseic h(λ, i) = gi(λ) (λ ∈ σ(A), i ∈ I) kai parathroÔme ìti h ∈ L2(X,µ)
kai h|Xi

= gi gia k�je i, �ra V h = ⊕gi = g.
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(ii) DeÐqnoume ìti B = VMfV
−1. 'Estw g ∈ L2(X,µ) kai gi = g|Xi

∈
L2(Xi, µi) = L2(σ(A), µi). Tìte V (g) = ⊕igi kai

B(V g) = B(⊕igi) = ⊕iMfi
gi = ⊕ifigi,

V (Mfg) = V (fg) = ⊕ifigi.

'Epetai ìti BV = VMf , �ra B = VMfV
−1 diìti o V eÐnai antistrèyimoc.

2

An onom�soume W : L2(X,µ) → H thn sÔnjesh

W = U ◦ V : L2(X,µ) → K → H,

tìte A = UBU−1 = U(VMfV
−1)U−1, dhlad  A = WMfW

−1. 'Eqoume
loipìn apodeÐxei to

Je¸rhma 8.10 (Fasmatikì Je¸rhma gia autosuzugeÐc tele-
stèc)
'Estw A ∈ B(H) autosuzug c telest c. Up�rqei q¸roc mètrou (X,µ), su-
n�rthsh f ∈ L∞(X,µ) kai orjomonadiaÐoc telest c W : L2(X,µ) → H ¸ste
A = WMfW

−1.
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9 To fasmatikì Je¸rhma: DeÔterh morf 

9.1 Eisagwg 

To Fasmatikì Je¸rhma, pou eÐnai Ðswc to basikìtero apotèlesma sthn Jew-
rÐa Telest¸n, apoteleÐ genÐkeush tou antÐstoiqou jewr matoc apì thn Gram-
mik  'Algebra. 'Opwc faÐnetai kai apì thn apìdeixh tou Jewr matoc 5.2, to
Je¸rhma autì anadiatup¸netai wc ex c:

Je¸rhma 9.1 'Estw H q¸roc Hilbert peperasmènhc di�stashc kai T ∈
B(H) fusiologikìc. Gia k�je λ ∈ σ(T ), onom�zoume Eλ thn orj  probol 
ston idiìqwro pou antistoiqeÐ sthn idiotim  λ. Tìte

I =
∑

λ∈σ(T )

Eλ kai T =
∑

λ∈σ(T )

λEλ.

Ja deÐxoume ìti, ìtan o H eÐnai apeirodi�statoc, to �jroisma antikajÐsta-
tai me èna olokl rwma T =

∫
λdEλ ìpou h olokl rwsh gÐnetai p�nw sto

sumpagèc uposÔnolo σ(T ) tou C, wc proc èna �mètro� orismèno sta Borel
uposÔnola tou σ(T ), me timèc (ìqi arijmoÔc all�) probolèc ston H.

Sthn prohgoÔmenh par�grafo d¸same thn apìdeixh (gia thn eidik  perÐptwsh
autosuzugoÔc telest ) miac isodÔnamhc morf c tou FasmatikoÔ Jewr ma-
toc: K�je fusiologikìc telest c T s�ènan q¸ro Hilbert eÐnai orjomonadiaÐa
isodÔnamoc me ènan pollaplasiastikì telest  ston L2 enìc kat�llhlou q¸-
rou mètrou. ParathroÔme ìti o q¸roc mètrou pou kataskeu�same sthn proh-
goÔmenh par�grafo exart�tai, ìqi mìnon apì ton telest , all� kai apì thn
epilog  miac oikogèneiac �polÔ k�jetwn� dianusm�twn. AntÐjeta, to �mètro�
pou ja orÐsoume sth sunèqeia kajorÐzetai monos manta apì ton telest  T .
Epiplèon, h anapar�stash tou telest  me thn morf  oloklhr¸matoc epitug-
q�netai ston Ðdio q¸ro Hilbert ìpou o T dra, kai ìqi se k�poion �llo q¸ro
(mèsw orjomonadiaÐac isodunamÐac).

To prìgramm� mac eÐnai to ex c: Ja orÐsoume pr¸ta thn kat�llhlh ènnoia {mè-
trou}, to fasmatikì mètro, kaj¸c kai thn olokl rwsh, wc proc èna tètoio
mètro, sunart sewn me migadikèc timèc. Ja doÔme ìti to olokl rwma wc proc
èna fasmatikì mètro orÐzei mÐa anapar�stash miac C∗-�lgebrac sunart sewn.
Sth sunèqeia ja apodeÐxoume ìti k�je anapar�stash thc C∗-�lgebrac C(K)
(ìpou K sumpag c Hausdorff q¸roc) pou diathreÐ thn enèlixh orÐzei èna fa-
smatikì mètro. Tèloc, afoÔ (ìpwc ja doÔme) k�je fusiologikìc telest c
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T ∈ B(H) orÐzei mÐa anapar�stash f −→ f(T ) thc C(σ(T )), ja odhghjoÔme
sthn apìdeixh tou FasmatikoÔ Jewr matoc.

9.2 Olokl rwsh wc proc fasmatikì mètro

9.2.1 Fasmatik� mètra

Orismìc 9.1 'Estw (K,S) metr simoc q¸roc. Mia oikogèneia {E(Ω) : Ω ∈
S} telest¸n s�ènan q¸ro Hilbert H lègetai fasmatikì mètro (spectral
measure) an ikanopoieÐ tic idiìthtec

1. E(Ω)∗ = E(Ω)

2. E(Ω1 ∩ Ω2) = E(Ω1).E(Ω2)

3. E(∅) = 0 kai E(K) = I

4. Gia k�je x, y ∈ H, h apeikìnish µxy : Ω −→ 〈E(Ω)x, y〉 eÐnai migadikì
mètro orismèno sthn S.

Parathr seic 9.2 (a) Apì tic (1) kai (2) èpetai ìti k�je E(Ω) eÐnai
orj  probol , dhlad  E(Ω)∗ = E(Ω) kai E(Ω)2 = E(Ω). Efìson oi orjèc
probolèc eÐnai jetikoÐ telestèc23, èpetai ìti gia k�je x ∈ H to mètro µxx

eÐnai jetikì (peperasmèno) mètro. AntÐstrofa, an k�je µxx eÐnai jetikì mètro,
tìte k�je µxy ja eÐnai migadikì mètro, wc grammikìc sunduasmìc tess�rwn
µxx. Pr�gmati, gia k�je Ω h apeikìnish (x, y) → µxy(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉 eÐnai
sesquilinear, �ra (apì thn tautìthta polikìthtac) èqoume

4µxy(Ω) = µx+y,x+y(Ω)− µx−y,x−y(Ω) + iµx+iy,x+iy(Ω)− iµx−iy,x−iy(Ω).

Epomènwc h idiìthta (4) mporeÐ na antikatastajeÐ apì thn

4′ Gia k�je x ∈ H, h apeikìnish µxx : Ω −→ 〈E(Ω)x, x〉 eÐnai (jetikì) mètro
orismèno sthn S.

(b) 'Otan o K eÐnai (topik�) sumpag c q¸roc kai S h σ-�lgebra twn Borel
uposunìlwn tou, sun jwc apaitoÔme èna fasmatikì mètro na eÐnai kanonikì,
dhlad  ìla ta µxx na eÐnai kanonik� mètra.

23An E eÐnai orj  probol  tìte 〈Ex, x〉 = 〈E2x, x〉 = 〈Ex, E∗x〉 = 〈Ex, Ex〉 = ‖Ex‖2.
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Parat rhsh 9.3 K�je fasmatikì mètro eÐnai bebaÐwc peperasmèna pro-
sjetikì (afoÔ k�je µxy (x, y ∈ H) eÐnai peperasmèna prosjetikì), dhlad 
E(Ω1 ∪ Ω2) = E(Ω1) + E(Ω2) ìtan ta Ω1,Ω2 ∈ S eÐnai xèna. Den eÐnai ìmwc
(plhn tetrimmènwn peript¸sewn) σ-prosjetikì sthn topologÐa thc nìrmac
tou B(H). Dhlad  an {Ωn} ∈ S eÐnai akoloujÐa xènwn an� dÔo uposunìlwn
kai Ω eÐnai h ènws  touc, h seir�

∑
nE(Ωn) den sugklÐnei, giatÐ ta merik�

thc ajroÐsmata, ìtan den eÐnai Ðsa, èqoun diafor� nìrmac 1 (giatÐ eÐnai orjèc
probolèc24).

IsqÔei ìmwc mia asjenèsterh morf  σ-prosjetikìthtac:

Gia k�je x ∈ H h seir�
∑
E(Ωn)x sugklÐnei sto E(Ω)x

(wc proc thn nìrma tou H).

Apìdeixh Epeid  h apeikìnish Ω → E(Ω) eÐnai peperasmèna prosjetik ,
an jèsoume Vn = ∪{Ωk : k ≤ n} tìte

E(Ω) = E(Vn) + E(Ω \ Vn) =
n∑

k=1

E(Ωk) + E(Ω \ Vn).

ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti limn ‖E(Ω \ Vn)x‖ = 0 gia k�je x ∈ H. All�
h E(Ω \ Vn) eÐnai orj  probol , �ra ‖E(Ω \ Vn)x‖2 = 〈E(Ω \ Vn)x, x〉 =
µx,x(Ω \ Vn) pou teÐnei sto 0 afoÔ to µx,x eÐnai σ-prosjetikì mètro.

ParadeÐgmata (a) An T eÐnai fusiologikìc telest c s�ènan q¸ro Hilbert
H peperasmènhc di�stashc, jètoume K = σ(T ) kai E({λ}) = Eλ, ìpou Eλ h
probol  ston idioq¸ro pou antistoiqeÐ sthn idiotim  λ. Elègqetai �mesa ìti
to E(.) eÐnai fasmatikì mètro orismèno sto dunamosÔnolo tou (peperasmènou)
sunìlou σ(T ).

(b) 'Estw (K,S, µ) q¸roc mètrou kai H = L2(K,µ). Gia k�je Ω ∈ S orÐzw
ton telest  E(Ω) ∈ B(H) apì thn sqèsh

E(Ω)g = χΩg, g ∈ H.

Elègqw ìti ikanopoioÔntai oi apait seic tou orismoÔ:

(1) An g, h ∈ H èqoume

〈E(Ω)g, h〉 =

∫
K

χΩgh̄dµ =

∫
K

gχΩhdµ = 〈g, E(Ω)h〉

24Pr�gmati,
∑m

k=n E(Ωk) = E(∪m
k=nΩk)
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�ra E(Ω)∗ = E(Ω).

(2) Epeid  χΩ1∩Ω2 = χΩ1 .χΩ2 èqoume

E(Ω1 ∩ Ω2)g = χΩ1∩Ω2g = χΩ1 .χΩ2g = E(Ω1)(E(Ω2)g).

H apìdeixh thc (3) eÐnai tetrimmènh.

Gia thn (4), arkeÐ, ìpwc eÐdame sthn Parat rhsh 9.2, na deÐxw ìti gia k�je
f ∈ H h apeikìnish Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 eÐnai (jetikì) mètro ston K. Pr¸ta-
pr¸ta, an ta V,Ω ∈ S eÐnai xèna, tìte χΩ∪V = χΩ + χV , epomènwc

E(Ω ∪ V )f = χΩ∪V f = χΩf + χV f = (E(Ω) + E(V ))f

opìte to Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 eÐnai peperasmèna prosjetikì. An t¸ra (Ωn) ⊆ S
eÐnai mia fjÐnousa proc to ∅ akoloujÐa, tìte h antÐstoiqh akoloujÐa (χn)n

twn qarakthristik¸n touc fjÐnei proc to mhdèn se k�je shmeÐo tou K, �ra h
akoloujÐa (χn(t)|f(t)|2)n fjÐnei proc to mhdèn (µ-sqedìn) se k�je shmeÐo t ∈
K. Sunep¸c to Je¸rhma monìtonhc sÔgklishc deÐqnei ìti ta oloklhr¸mata
fjÐnoun proc to mhdèn, dhlad  ìti

〈E(Ωn)f, f〉 =

∫
K

χn(t)|f(t)|2dµ(t) −→ 0.

'Epetai ìti to Ω −→ 〈E(Ω)f, f〉 eÐnai s-prosjetikì.

9.2.2 Olokl rwsh

ProqwroÔme t¸ra ston orismì oloklhr¸matoc wc proc fasmatikì mètro. An

f =
∑

i

λiχΩi

eÐnai apl  metr simh sun�rthsh (ìpou λi ∈ C kai Ωi ∈ S, ta opoÐa mpor¸ na
upojètw xèna an� dÔo kai ∪Ωi = K), orÐzw∫

K

f(λ)dEλ =
∑

i

λiE(Ωi) ∈ B(H).

ParathroÔme ìti

〈(
∫

K

f(λ)dEλ)x, y〉 =

∫
K

fdµx,y
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gia k�je x, y ∈ H.
EÐnai fanerì ìti h apeikìnish θ pou orÐzetai apì thn sqèsh

θ(f) =

∫
K

f(λ)dEλ

eÐnai grammik  apì ton grammikì q¸ro twn apl¸n sunart sewn me timèc ston
B(H). EpijumoÔme na thn epekteÐnoume se mia apeikìnish orismènh ston q¸ro
L∞(K) ìlwn twn fragmènwn kai metr simwn sunart sewn f : K → C. K�je
tètoia sun�rthsh proseggÐzetai omoiìmorfa apì aplèc sunart seic. ArkeÐ
loipìn na deiqjeÐ ìti h θ eÐnai suneq c wc proc thn topologÐa thc omoiìmorfhc
sÔgklishc.

IsqurÐzomai ìti ‖θ(f)‖ ≤ sup |f |. Pr�gmati: Gia k�je x ∈ H, èqoume∥∥∥∥(∫ fdE)x

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥∥∑
i

λiE(Ωi)x

∥∥∥∥∥
2

=
∑

i

|λi|2‖E(Ωi)x‖2

≤ (max |λi|)2
∑

i

‖E(Ωi)x‖2 = (sup |f |)2‖
∑

i

E(Ωi)x‖2

= (sup |f |)2‖x‖2

ìpou qrhsimopoÐhsa (dÔo forèc) to Pujagìreio Je¸rhma, mia kai oi {E(Ωi)}
eÐnai k�jetec an� dÔo kai

∑
iE(Ωi) = E(∪Ωi) = E(K) = I.

'Edeixa loipìn ìti ∥∥∥∥∫ fdE

∥∥∥∥ ≤ sup |f |

dhlad  ‖θ(f)‖ ≤ sup |f |. Epomènwc h θ epekteÐnetai monadik� se mia suneq 
grammik  apeikìnish, pou thn sumbolÐzw epÐshc θ, apì thn C∗-�lgebra L∞(K)
ston B(H).

IsqurÐzomai t¸ra ìti h θ eÐnai *-morfismìc. ArkeÐ na apodeÐxw ìti h θ eÐnai
*-morfismìc stic aplèc sunart seic, giatÐ o pollaplasiasmìc kai h enèlixh
eÐnai suneqeÐc sthn L∞(K) kai ston B(H)).

Parat rhse loipìn ìti an Ω = Ω1 ∩ Ω2, èqoume

θ(χΩ1χΩ2) = θ(χΩ) = E(Ω) = E(Ω1).E(Ω2) = θ(χΩ1).θ(χΩ2)

epomènwc, lìgw grammikìthtac thc θ, an f1, f2 eÐnai aplèc, èqoume

θ(f1f2) = θ(f1)θ(f2).
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'Omoia, apì to gegonìc ìti E(Ω)∗ = E(Ω) brÐskoume ìti

θ(f̄) = (θ(f))∗

ìtan h f eÐnai apl .

'Etsi èqw orÐsei to olokl rwma
∫
fdE ∈ B(H) gia k�je f ∈ L∞(K), kai èqw

deÐxei ìti h apeikìnish f −→
∫
fdE eÐnai suneq c *-morfismìc.

Parat rhsh H apeikìnish aut  den eÐnai en gènei 1-1 (epomènwc den eÐnai
isometrÐa). Pr�gmati, an to sÔnolo Ω = {t ∈ K : f(t) 6= 0} èqei mètro mhdèn,
an dhlad  E(Ω) = 0, tìte

∫
fdE = 0.

SunoyÐzoume ta parap�nw me thn

Prìtash 9.4 An {E(Ω) : Ω ∈ S} eÐnai èna fasmatikì mètro orismèno
s�ènan metr simo q¸ro (K,S) me timèc probolèc s�ènan q¸ro Hilbert H, tìte
h apeikìnish χΩ → E(Ω) orÐzei ènan *-morfismì

L∞(K) → B(H) : f →
∫
fdE

apì thn *-�lgebra L∞(K) twn fragmènwn metr simwn sunart sewn f : K −→
C me timèc ston B(H) pou ikanopoieÐ∥∥∥∥∫ fdE

∥∥∥∥ ≤ sup |f |

kai

〈(
∫
fdE)x, y〉 =

∫
fdµxy (x, y ∈ H)

ìpou µxy(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉.

(H teleutaÐa isìthta isqÔei, ìpwc parathr same, gia aplèc sunart seic. H
genik  perÐptwsh èpetai proseggÐzontac thn f ∈ L∞(K) omoiìmorfa apì mia
akoloujÐa apl¸n sunart sewn.)

9.3 Mètra kai Anaparast�seic

'Estw K sumpag c q¸roc Hausdorff. Tìte h C(K) eÐnai mÐa metajetik  C*-
�lgebra. Mia *-anapar�stash (*-representation) thc C(K) s�ènan
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q¸ro Hilbert H eÐnai ènac *-morfismìc π thc C*-�lgebrac C(K) sthn B(H).
Ja upojètoume epÐshc, ìpwc gÐnetai sun jwc25, ìti h eikìna thc stajer c
sun�rthshc 1 ∈ C(K) eÐnai o tautotikìc telest c I.

ParadeÐgmatoc q�rin, an T ∈ B(H) eÐnai autosuzug c telest c, h apeikìnish
f −→ f(T ) : C(σ(T )) −→ B(H) eÐnai mia anapar�stash thc C*-�lgebrac
C(σ(T )) ston H. ('Opwc ja doÔme sthn epìmenh par�grafo, to Ðdio isqÔei
kai ìtan o T eÐnai fusiologikìc.)

L mma 9.5 K�je *-anapar�stash π thc C(K) eÐnai autom�twc suneq c,
m�lista ‖π(f)‖ ≤ ‖f‖∞ gia k�je f ∈ C(K).

Apìdeixh Parat rhse pr¸ta ìti h π diathreÐ thn di�taxh, dhlad  an mia
f ∈ C(K) eÐnai mh arnhtik , tìte o π(f) eÐnai jetikìc telest c. Pr�gmati, an
g =

√
f tìte π(g)∗ = π(ḡ) = π(g) �ra π(f) = π(g2) = π(g)2 = π(g)∗π(g) ≥

0.

'Estw t¸ra f ∈ C(K) me ‖f‖∞ ≤ 1. Tìte h sun�rthsh 1 − f ∗f = 1 − |f |2
eÐnai mh arnhtik , kai sunep¸c π(1 − f ∗f) ≥ 0, �ra gia k�je x ∈ H èqoume
〈(I − π(f ∗f))x, x〉 ≥ 0, opìte

‖π(f)x‖2 = 〈π(f)x, π(f)x〉 = 〈π(f ∗f)x, x〉 ≤ ‖x‖2,

pr�gma pou deÐqnei ìti ‖π(f)‖ ≤ 1. 2

Apì thn Prìtash 9.4 èpetai ìti k�je fasmatikì mètro {E(Ω) : Ω ⊆ K Bo-
rel} ⊆ B(H) orÐzei ènan *morfismì π : C(K) → B(H) apì thn sqèsh

π(f) =

∫
K

fdE (f ∈ C(K)).

AntÐstrofa,

Je¸rhma 9.6 K�je *-anapar�stash π thc C(K) s�ènan q¸ro Hilbert H
orÐzei èna monadikì kanonikì fasmatikì mètro E(.) orismèno sta Borel upo-
sÔnola tou K ¸ste ∫

K

fdE = π(f) (f ∈ C(K)).

25En gènei o telest c π(1) eÐnai orj  probol . An Ho eÐnai to pedÐo tim¸n thc, tìte o Ho

an�gei k�je π(f) (f ∈ C(K)) kai o π(f) mhdenÐzetai ston H⊥
o . Epomènwc, periorizìmenoi

ston Ho, mporoÔme na upojètoume ìti π(1) = I.

60



H apìdeixh sthrÐzetai se dÔo jemeli¸dh jewr mata, pou onom�zontai kai ta
dÔo �Jewr mata Anapar�stashc tou Riesz�:

Je¸rhma 9.7 Gia k�je suneq  grammik  morf  φ : C(K) −→ C up�rqei
monadikì kanonikì migadikì mètro Borel µ sto K ¸ste∫

K

fdµ = φ(f) (f ∈ C(K))

kai ‖φ‖ = ‖µ‖, ìpou ‖µ‖ = |µ|(K) h olik  kÔmansh tou µ.

Gia thn apìdeixh, blèpe p.q. [16], Je¸rhma 12.38.

Je¸rhma 9.8 (Prìtash 3.1) Gia k�je fragmènh sesquilinear morf 
ψ : H ×H −→ C up�rqei monadikìc T ∈ B(H) ¸ste

ψ(x, y) = 〈Tx, y〉 (x, y ∈ H)

kai ‖T‖ = sup{|ψ(x, y)| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}.

Apìdeixh tou Jewr matoc 9.6

Monadikìthta An dÔo kanonik� fasmatik� mètra Borel E(.) kai F (.)
ikanopoioÔn ∫

K

fdE = π(f) =

∫
K

fdF

gia k�je f ∈ C(K), tìte jètontac µx,y(Ω) = 〈E(Ω)x, y〉 kai νx,y(Ω) =
〈F (Ω)x, y〉, èqoume ∫

K

fdµx,y =

∫
K

fdνx,y

gia k�je f ∈ C(K). Apì thn monadikìthta sto Je¸rhma 9.7 èpetai ìti
µx,y(Ω) = νx,y(Ω), dhlad  〈E(Ω)x, y〉 = 〈F (Ω)x, y〉 gia k�je Borel Ω ⊆ K.
AfoÔ h isìthta aut  isqÔei gia k�je x, y ∈ H, sumperaÐnoume ìti E(Ω) =
F (Ω).

'Uparxh (i) An stajeropoi soume dÔo dianÔsmata x, y ∈ H, h apeikìnish

C(K) −→ C : f −→ 〈π(f)x, y〉
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eÐnai grammik  morf , kai fr�ssetai apì ‖x‖.‖y‖, diìti

|〈π(f)x, y〉| ≤ ‖π(f)‖.‖x‖.‖y‖ ≤ ‖f‖∞.‖x‖.‖y‖

apì to L mma 9.5. Apì to Je¸rhma 9.7, up�rqei monadikì kanonikì migadikì
mètro Borel µx,y sto K ¸ste∫

K

fdµx,y = 〈π(f)x, y〉 gia k�je f ∈ C(K) (2)

kai tètoio ¸ste
‖µx,y‖ ≤ ‖x‖.‖y‖.

(ii) StajeropoioÔme t¸ra èna Borel uposÔnolo Ω ⊆ K kai jewroÔme thn
apeikìnish

H ×H −→ C : (x, y) −→ µx,y(Ω).

ParathroÔme ìti eÐnai sesquilinear kai fr�ssetai apì 1, dhlad 

µx1+λx2,y(Ω) = µx1,y(Ω) + λµx2,y(Ω)

µx,y1+λy2(Ω) = µx,y1(Ω) + λµx,y2(Ω)
|µx,y(Ω)| ≤ ‖µx,y‖ ≤ ‖x‖.‖y‖.

Pr�gmati: h anisìthta |µx,y(Ω)| ≤ ‖µx,y‖ èpetai apì ton orismì thc kÔmanshc
([14], Orismìc 10.21). EpÐshc, gia k�je f ∈ C(K),∫

fdµx,y1+λy2 = 〈π(f)x, y1 + λy2〉 = 〈π(f)x, y1〉+ λ〈π(f)x, y2〉
=
∫
fdµx,y1 + λ

∫
fdµx,y2

sunep¸c ta mètra Ω −→ µx,y1+λy2(Ω) kai Ω −→ µx,y1(Ω) + λµxy2(Ω) orÐzoun
thn Ðdia grammik  morf  ston C(K) �ra, apì thn monadikìthta ston Je¸rhma
9.7, eÐnai Ðsa. OmoÐwc apodeiknÔetai h pr¸th isìthta.

Apì to Je¸rhma 9.8, up�rqei monadikìc telest c E(Ω) ∈ B(H) ¸ste

〈E(Ω)x, y〉 = µx,y(Ω) gia k�je x, y ∈ H. (3)

(iii) Prèpei na deiqjeÐ ìti to E(.) eÐnai fasmatikì mètro. EÐnai fanerì apì
ton orismì ìti E(∅) = 0, E(K) = I kai, fusik�, ìti to Ω −→ 〈E(Ω)x, y〉 (=
µx,y(Ω)) eÐnai σ-prosjetikì mètro gia k�je x, y.

(a) Isqurismìc E(Ω)∗ = E(Ω).
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Apìdeixh Gia k�je f ∈ C(K) èqoume π(f̄) = π(f)∗, �ra, an jèsoume
µy,x(Ω) = µy,x(Ω),∫

fdµx,y = 〈π(f)x, y〉 = 〈π(f)∗y, x〉 =

∫
f̄dµy,x =

∫
fdµy,x,

pr�gma pou deÐqnei ìti ta mètra µx,y kai µy,x tautÐzontai, dhlad  ìti

〈E(Ω)x, y〉 = 〈E(Ω)y, x〉 = 〈x,E(Ω)y〉. 2

(b) Isqurismìc E(Ω1 ∩ Ω2) = E(Ω1).E(Ω2) gia k�je zeÔgoc Borel upo-
sunìlwn Ω1,Ω2 tou K.

Apìdeixh Gia k�je f, g ∈ C(K) èqoume

〈π(fg)x, y〉 = 〈π(f)π(g)x, y〉 = 〈π(f)(π(g)x), y〉

kai sunep¸c, qrhsimopoi¸ntac thn (2) gia ta dianÔsmata π(g)x kai y,∫
fgdµx,y =

∫
fdµπ(g)x,y .

AfoÔ h sqèsh aut  isqÔei gia k�je f ∈ C(K), ta antÐstoiqa mètra tautÐzon-
tai, dhlad  ∫

Ω1

gdµx,y =

∫
Ω1

dµπ(g)x,y = µπ(g)x,y(Ω1)

gia k�je Borel Ω1 ⊆ K. Apì thn (3), h sqèsh aut  gr�fetai∫
Ω1

gdµx,y = 〈E(Ω1)π(g)x, y〉.

All�
〈E(Ω1)π(g)x, y〉 = 〈π(g)x,E(Ω1)

∗y〉

kai apì thn (2) èqoume

〈π(g)x,E(Ω1)
∗y〉 =

∫
gdµx,E(Ω1)∗y

opìte
∫

Ω1

gdµx,y =

∫
gdµx,E(Ω1)∗y.
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AfoÔ h teleutaÐa isìthta isqÔei gia k�je g ∈ C(K), ta antÐstoiqa mètra
tautÐzontai, dhlad  ∫

Ω1

χΩ2dµx,y =

∫
χΩ2dµx,E(Ω1)∗y

gia k�je Borel Ω2 ⊆ K. All�∫
Ω1

χΩ2dµx,y = µx,y(Ω1 ∩ Ω2) kai

∫
χΩ2dµx,E(Ω1)∗y = µx,E(Ω1)∗y(Ω2)

kai sunep¸c apì thn (3)

〈E(Ω1 ∩ Ω2)x, y〉 = 〈E(Ω2)x,E(Ω1)
∗y〉 = 〈E(Ω1)E(Ω2)x, y〉.

AfoÔ aut  h sqèsh isqÔei gia k�je x, y ∈ H, deÐxame ìti E(Ω1 ∩ Ω2) =
E((Ω1).E(Ω2), pr�gma pou oloklhr¸nei thn apìdeixh. 2

Parat rhsh 9.9 Oi probolèc E(Ω) (Ω ⊆ K Borel) den an koun en gènei
sthn C*-�lgebra B = {π(f) : f ∈ C(K)}. An koun ìmwc sthn (en gènei)
megalÔterh �lgebra B′′, ton deÔtero metajèth thc B, dhlad  metatÐjentai me
k�je fragmèno telest  pou metatÐjetai me thn B.
M�lista, ènac telest cX ∈ B(H) metatÐjetai me k�je stoiqeÐo π(f) thc B an
kai mìnon an metatÐjetai me k�je E(Ω). Pr�gmati, h sqèsh Xπ(f) = π(f)X
isqÔei an kai mìnon an gia k�je x, y ∈ H èqoume

〈Xπ(f)x, y〉 = 〈π(f)Xx, y〉 ⇐⇒ 〈π(f)x,X∗y〉 = 〈π(f)Xx, y〉

⇐⇒
∫
fdµx,X∗y =

∫
fdµXx,y .

H sqèsh aut  isqÔei gia k�je f ∈ C(K) an kai mìnon an ta mètra µx,X∗y kai
µXx,y eÐnai Ðsa, dhlad  an kai mìnon an

〈E(Ω)x,X∗y〉 = 〈E(Ω)Xx, y〉

gia k�je Ω ⊆ K Borel dhlad 

〈XE(Ω)x, y〉 = 〈E(Ω)Xx, y〉

gia k�je Ω ⊆ K Borel.
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DeÐxame loipìn ìti Xπ(f) = π(f)X gia k�je f ∈ C(K) an kai mìnon an
XE(Ω) = E(Ω)X gia k�je Ω ⊆ K Borel. Dhlad  oi metajètec

B′ kai {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′

tautÐzontai, �ra kai oi deÔteroi metajètec tautÐzontai:

{π(f) : f ∈ C(K)}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′′ .

Oi autosuzugeÐc �lgebrec thc morf c B′′ onom�zontai �lgebrec von Neu-
mann.

9.4 To Fasmatikì Je¸rhma

9.4.1 SuneqeÐc sunart seic enìc fusiologikoÔ telest 

Ja qrhsimopoi soume qwrÐc apìdeixh dÔo apotelèsmata gia fusiologikoÔc te-
lestèc, ta opoÐa èqoume apodeÐxei gia thn eidik  perÐptwsh twn autosuzug¸n
telest¸n. ApodeÐxeic twn apotelesm�twn aut¸n up�rqoun se ìla ta sug-
gr�mmata pou anafèrontai se C∗-�lgebrec   �lgebrec telest¸n (bl. p.q. [2],
[5], [10]).

L mma 9.10 (i) To f�sma opoioud pote telest  26 eÐnai mh kenì kai (ìpwc
èqoume apodeÐxei) sumpagèc uposÔnolo tou C.
(ii) H fasmatik  aktÐna k�je fusiologikoÔ telest  isoÔtai me thn nìrma tou.

L mma 9.11 'Estw T ∈ B(H) fusiologikìc telest c. Tìte, gia k�je po-

lu¸numo dÔo metablht¸n p(t, s) =
∑N

n,m=0 cnmt
nsm,

σ(p(T, T ∗)) = {p(z, z̄) : z ∈ σ(T )}.

An o T eÐnai fusiologikìc telest c, tìte kai o p(T, T ∗) eÐnai fusiologikìc.
Pr�gmati, o p(T, T ∗) an kei sthn up�lgebra Bo tou B(H) pou par�getai apì
ton T , ton T ∗ kai ton I, h opoÐa eÐnai metajetik  *-�lgebra, afoÔ oi T kai T ∗

metatÐjentai.

Epomènwc apì ta dÔo prohgoÔmena L mmata sumperaÐnoume amèswc to

26m�lista, opoioud pote stoiqeÐou miac �lgebrac Banach
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Pìrisma 9.12 Me touc sumbolismoÔc tou prohgoumènou L mmatoc,

‖p(T, T ∗)‖ = sup{|p(z, z̄)| : z ∈ σ(T )}.

'Estw Ao ⊆ C(σ(T )) h *-up�lgebra pou par�getai apì tic sunart seic fo, f o

kai 1, ìpou fo(z) = z. Ta stoiqeÐa thc Ao eÐnai ìla thc morf c p(fo, f o), ìpou
p polu¸numo dÔo metablht¸n. EÐnai fanerì ìti h apeikìnish πo : p(fo, f o) →
p(T, T ∗) eÐnai *-morfismìc apì thn Ao ston B(H). To teleutaÐo pìrisma
deÐqnei ìti h apeikìnish aut  eÐnai isometrÐa (�ra kai 1-1). Epomènwc epekteÐ-
netai se isometrikì *-morfismì π orismèno sthn kleist  j kh thc Ao. 'Omwc
apì thn migadik  morf  tou Jewr matoc Stone - Weierstrass (bl. p.q. [2],
Je¸rhma V.8.1) èpetai ìti h kleist  aut  j kh tautÐzetai me thn C(σ(T )).
Pr�gmati, h Ao eÐnai ex orismoÔ autosuzug c �lgebra pou perièqei tic sta-
jerèc, kai qwrÐzei ta shmeÐa tou sumpagoÔc sunìlou σ(T ) epeid  perièqei thn
tautotik  sun�rthsh fo. ApodeÐxame loipìn to

Je¸rhma 9.13 (Sunarthsiakìc logismìc) An T ∈ B(H) eÐnai fu-
siologikìc telest c, h apeikìnish πo : p(fo, f o) → p(T, T ∗) epekteÐnetai se
isometrikì *-morfismì π : C(σ(T )) → B(H). To sÔnolo tim¸n tou π eÐnai
h C∗(T ), h mikrìterh C∗-up�lgebra tou B(H) pou perièqei ton T kai ton
tautotikì telest  I.

9.4.2 To Fasmatikì Je¸rhma gia fusiologikoÔc telestèc

Je¸rhma 9.14 (To Fasmatikì Je¸rhma ) An T ∈ B(H) eÐnai fu-
siologikìc telest c, tìte up�rqei monadikì kanonikì fasmatikì mètro {E(Ω) :
Ω ⊆ C Borel } pou fèretai apì to σ(T ) ¸ste

T =

∫
λdEλ.

Tèloc, ènac X ∈ B(H) metatÐjetai me ton T an kai mìnon an metatÐjetai me
k�je E(Ω).

Apìdeixh An B ⊆ B(H) eÐnai h C*-�lgebra C∗(T ) pou par�gei o T kai o
I, h apeikìnish

π : C(σ(T )) −→ B : f −→ f(T )
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eÐnai isometrikìc *-isomorfismìc (Je¸rhma 9.13). Efarmìzetai loipìn to
Je¸rhma 9.6, sÔmfwna me to opoÐo h π orÐzei monadikì kanonikì fasmati-
kì mètro Borel Eo sto sumpagèc σ(T ). EpekteÐnw to mètro autì sta Borel
uposÔnola tou C jètontac

E(Ω) = Eo(Ω ∩ σ(T )) (Ω ⊆ C Borel).

To mètro autì fèretai apì to σ(T ) me thn ènnoia ìti k�je anoiktì U ⊆ C me
U ∩ σ(T ) = ∅ ikanopoieÐ E(U) = 0.

'Eqoume
π(f) =

∫
f(λ)dEλ

gia k�je f ∈ C(σ(T )) kai epomènwc

T = π(id) =

∫
λdEλ.

Mènei na apodeiqjeÐ o teleutaÐoc isqurismìc.

Upojètoume pr¸ta ìti o T eÐnai autosuzug c. Parat rhse ìti ènac telest c
X metatÐjetai me ton T an kai mìnon an metatÐjetai me k�je T n, epomènwc an
kai mìnon an metatÐjetai me thn kleist  j kh tou sunìlou twn poluwnÔmwn
tou T . All� epeid  o T eÐnai autosuzug c, apì to Pìrisma 7.10 gnwrÐzoume
ìti h j kh aut  eÐnai to sÔnolo {f(T ) : f ∈ C(σ(T ))}, dhlad  h C∗(T ).
'Epetai apì thn Parat rhsh 9.9 ìti

XT = TX ⇐⇒ XE(Ω) = E(Ω)X gia k�je Ω ⊂ C Borel.

Sthn genik  perÐptwsh, pou o T eÐnai apl¸c fusiologikìc, h kleist  j kh twn
poluwnÔmwn tou T den perièqei en gènei ìlouc touc f(T ) ìpou f ∈ C(σ(T ))
(mporeÐ na mhn perièqei ton T ∗ - dec thn 'Askhsh 9.16). H prohgoÔmenh apì-
deixh ja eÐnai pl rhc (apì to Je¸rhma 9.13), an deÐxw ìti XT = TX =⇒
Xp(T, T ∗) = p(T, T ∗)X gia k�je polu¸numo p(., .) dÔo metablht¸n. ArkeÐ
gi�autì na apodeÐxw to

Je¸rhma 9.15 (Fuglede) An o T eÐnai fusiologikìc, tìte oX metatÐjetai
me ton T an kai mìnon an metatÐjetai me ton T ∗.
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Apìdeixh 'Estw XT = TX. Tìte, gia k�je λ ∈ C, h sun�rthsh f(z) =
exp(λ̄z) eÐnai suneq c sto σ(T ), �ra orÐzetai o fusiologikìc telest c f(T ) =
exp(λ̄T ). Epeid  o f(T ) eÐnai ìrio poluwnÔmwn tou T (me ta opoÐa o X
metatÐjetai) èqoume

X. exp(λ̄T ) = exp(λ̄T ).X

AfoÔ (f(z))−1 = exp(−λ̄z), o telest c exp(λ̄T ) eÐnai antistrèyimoc me antÐ-
strofo ton exp(−λ̄T ). Epomènwc h prohgoÔmenh isìthta gr�fetai

X = exp(−λ̄T )X exp(λ̄T )

�ra

exp(λT ∗)X exp(−λT ∗) = exp(λT ∗) exp(−λ̄T )X exp(λ̄T ) exp(−λT ∗). (4)

Parathr¸ ìti f(T )∗ = f̄(T ) = exp(λT ∗). Epeid  o T eÐnai fusiologikìc
èqoume apì ton sunarthsiakì logismì gia suneqeÐc sunart seic (Je¸rhma
9.13)

exp(λT ∗) exp(−λ̄T ) = f̄(T )
1

f
(T ) = (f̄

1

f
)(T ) = exp(λT ∗ − λ̄T )

(diìti (f̄ 1
f
)(z) = exp(λz̄ − λ̄z)). Jètw S = λT ∗ − λ̄T kai parathr¸ ìti

S∗ = −S. 'Epetai ìti (expS)∗ = exp(S∗) = exp(−S) = (expS)−1, �ra
‖ expS‖2 = ‖(expS)∗(expS)‖ = 1. Tìte ìmwc, apì thn isìthta (4) èqw ìti

‖ exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)‖ = ‖(expS)X(expS∗)‖ ≤ ‖X‖

gia k�je λ ∈ C. Dhlad , gia k�je x, y ∈ H, h sun�rthsh

φ : C −→ C : λ −→ 〈exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)x, y〉

pou eÐnai profan¸c akèraia, eÐnai fragmènh. Epomènwc, apì to Je¸rhma Liou-
ville, eÐnai stajer , �ra φ(λ) = φ(0), dhlad 

〈exp(λT ∗)X exp(−λT ∗)x, y〉 = 〈Xx, y〉

gia k�je x, y ∈ H kai λ ∈ C. 'Epetai ìti

exp(λT ∗)X exp(−λT ∗) = X , �ra exp(λT ∗)X = X exp(λT ∗)

gia k�je λ ∈ C. AnaptÔssontac thn teleutaÐa isìthta se dunamoseirèc kai
exis¸nontac touc suntelestèc tou λ, brÐskoume T ∗X = XT ∗. 2

'Askhsh 9.16 An U eÐnai o telest c thc amfÐpleurhc metatìpishc (Uen =
en+1) ston `2(Z), deÐxte ìti gia k�je polu¸numo p isqÔei ‖U∗ − p(U)‖ ≥ 1.
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9.5 Epèktash tou sunarthsiakoÔ logismoÔ

'Estw T ∈ B(H) fusiologikìc telest c kai {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel} to fa-
smatikì tou mètro. Gia k�je f : C −→ C pou o periorismìc thc f |σ(T ) eÐnai
fragmènh kai metr simh, orÐzoume

f(T ) =

∫
f(λ)dEλ .

Eidikìtera èqoume χΩ(T ) = E(Ω) gia k�je Borel Ω ⊆ C.

Parat rhse ìti o telest c f(T ) den an kei kat�an�gkh sthn C∗(T ) (an h
f |σ(T ) den eÐnai suneq c) all� f(T ) ∈ {T}′′. Pr�gmati, an ènac fragmènoc
telest cX an kei ston metajèth tou T tìte metatÐjetai me to sÔnolo {E(Ω) :
Ω ⊆ C Borel } (apì to fasmatikì je¸rhma) �ra kai me ton f(T ), pou eÐnai
ìrio grammik¸n sunduasm¸n fasmatik¸n probol¸n.

Apì thn Prìtash 9.4 sumperaÐnoume ìti:

Prìtash 9.17 H apeikìnish f −→ f(T ) eÐnai *-morfismìc apì thn L∞(σ(T ))
ston deÔtero metajèth {T}′′ pou epekteÐnei ton sunarthsiakì logismì gia po-
lu¸numa, kai isqÔei

‖f(T )‖ ≤ sup{|f(λ)| : λ ∈ σ(T )} (f ∈ L∞(σ(T ))).

Pìrisma 9.18 An T ∈ B(H) eÐnai fusiologikìc telest c kai {E(Ω) : Ω ⊆
C Borel } to fasmatikì tou mètro, tìte

• (i) λ ∈ σ(T ) an kai mìnon an E(U) 6= 0 gia k�je anoiktì U ⊆ C pou
perièqei to λ.

• (ii) to λ eÐnai idiotim  tou T an kai mìnon an E({λ}) 6= 0. O antÐstoiqoc
idiìqwroc eÐnai o E({λ})(H).

• (iii) k�je memonwmèno shmeÐo tou σ(T ) eÐnai idiotim  tou T .

Apìdeixh (i) 'Estw λ ∈ C. An λ /∈ σ(T ), tìte up�rqei anoikt  perioq  U
tou λ ¸ste U ∩ σ(T ) = ∅, opìte E(U) = 0 afoÔ to E fèretai apì to σ(T ).

An antÐstrofa up�rqei anoikt  perioq  U tou λ ¸ste E(U) = 0, tìte h
sun�rthsh

f(z) =

{
1

z−λ
z /∈ U

0 z ∈ U
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orÐzetai, eÐnai fragmènh kai metr simh, kai gia k�je z ∈ C ikanopoieÐ (z −
λ)f(z) = 1−χU(z). Sunep¸c apì ton sunarthsiakì logismì (Prìtash 9.17)
èqoume

(T − λI)f(T ) = f(T )(T − λI) = I − E(U) = I

(giatÐ χU(T ) = E(U)) pr�gma pou deÐqnei ìti o T − λI eÐnai antistrèyimoc,
dhlad  ìti λ /∈ σ(T ). 2

(ii) 'Estw Ω = {λ} kai g(z) = z − λ. Tìte gχΩ = 0 �ra g(T )E(Ω) = 0,
dhlad  (T − λI)E(Ω) = 0.

An loipìn jèsoume F = ker(T − λI) dhlad 

F = {x ∈ H : (T − λI)x = 0}

tìte E(Ω)(H) ⊆ F .

AntÐstrofa, an x ∈ F ja deÐxw ìti x ∈ E(Ω)(H). Pr�gmati, an Vn eÐnai ako-
loujÐa anoikt¸n sunìlwn pou fjÐnei27 proc to Ω = {λ}, tìte, ìpwc deÐxame
sthn Parat rhsh 9.3, ‖E(Vn)x− E(Ω)x‖ → 0.

An jèsw fn(z) = (z − λ)−1 gia z /∈ Vn kai fn(z) = 0 gia z ∈ Vn (ìpwc sto
(i)) tìte fn(z)(z−λ) = 1−χVn , �ra fn(T )(T −λI) = I−E(Vn) kai sunep¸c

x− E(Vn)x = fn(T )(T − λI)x = 0

(afoÔ x ∈ F ) dhlad  E(Vn)x = x gia k�je n �ra E(Ω)x = x.

DeÐxame loipìn ìti E({λ})(H) = ker(T − λI).

To (iii) eÐnai �mesh sunèpeia tou (ii), giatÐ up�rqei anoiktì sÔnolo U ⊆ C
¸ste E(U) = E(U ∩ σ(T )) = E({λ}). 2

H arijmhtik  aktÐna (numerical radius) enìc telest  T ∈ B(H) eÐnai
o arijmìc

w(T ) = sup{|〈Tx, x〉| : x ∈ H, ‖x‖ = 1} .
Den eÐnai dÔskolo na deiqjeÐ ìti ‖T‖/2 ≤ w(T ) ≤ ‖T‖ kai ìti oi anisìthtec
autèc eÐnai en gènei oi kalÔterec dunatèc. 'Otan o T eÐnai fusiologikìc, ta
pr�gmata eÐnai polÔ kalÔtera:

Pìrisma 9.19 H arijmhtik  aktÐna enìc fusiologikoÔ telest  T ∈ B(H)
isoÔtai me thn nìrma tou.

27dhlad  Vn ⊇ Vn+1 kai ∩nVn = Ω
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Apìdeixh Efìson ‖T‖ = ρ(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} (L mma 9.10 (ii) )
kai to σ(T ) eÐnai kleistì, up�rqei λ ∈ σ(T ) ¸ste |λ| = ‖T‖. 'Estw ε > 0. Ja
brw x ∈ H me ‖x‖ = 1 ¸ste |〈Tx, x〉 − λ| ≤ ε. An Ω = {z ∈ σ(T ) : |z − λ| <
ε} tìte E(Ω) 6= 0 apì to prohgoÔmeno Pìrisma. 'Estw x ∈ E(Ω)(H) me
‖x‖ = 1. An f(z) = (z − λ)χΩ(z), tìte èqoume f(T ) = (T − λI)E(Ω), �ra
f(T )x = Tx− λx, opìte

|〈Tx, x〉 − λ| = |〈Tx− λx, x〉| = |〈f(T )x, x〉| ≤ ‖f(T )‖ .

'Omwc ‖f(T )‖ ≤ ε afoÔ |f(z)| ≤ ε gia k�je z ∈ σ(T ). 2
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10 TopologÐec ston B(H)

O q¸roc B(H), efodiasmènoc me thn nìrma telest , eÐnai bèbaia q¸roc Ba-
nach. 'Omwc, epeid  apoteleÐtai apì telestèc pou droÔn s�ènan �llon q¸ro,
efodi�zetai kai me �llec topologÐec, pio sten� sundedemènec me thn dr�sh tou
ston q¸ro H.

10.1 H isqur  topologÐa telest¸n (SOT)

Orismìc 10.1 'Estw H q¸roc Hilbert. H isqur  topologÐa tele-
st¸n (strong operator topology, SOT) ston B(H) eÐnai h topologÐa
thc sÔgklishc kat� shmeÐo ston H. Dhlad  èna dÐktuo (Ti) apì fragmènouc
telestèc sugklÐnei ston fragmèno telest  T wc proc thn SOT an kai mìnon
an ‖Tix− Tx‖ → 0 gia k�je x ∈ H.

Mia b�sh perioq¸n tou A ∈ B(H) gia thn SOT eÐnai h oikogèneia

V ≡ {V (A, ε, x1, x2, . . . , xn) : ε > 0, x1, x2, . . . , xn ∈ H, n ∈ N}

ìpou

V (A, ε, x1, . . . , xn) = {T ∈ B(H) : ‖(T − A)xk‖ < ε, k = 1, . . . , n}.

Gia teqnikoÔc lìgouc, ja mac eÐnai epÐshc qr simh mia �llh b�sh perioq¸n gia
thn Ðdia topologÐa:

W ≡ {W (A, ε, x1, x2, . . . , xn) : ε > 0, x1, x2, . . . , xn ∈ H, n ∈ N}

ìpou

W (A, ε, x1, . . . , xn) = {T ∈ B(H) :
n∑

k=1

‖(T − A)xk‖2 < ε2}.

Pr�gmati, apì tic anisìthtec

max{|ak|2 : k = 1, . . . , n} ≤
n∑

k=1

|ak|2 ≤ nmax{|ak|2 : k = 1, . . . , n}

èpetai �mesa ìti

W (A, ε, x1, . . . , xn) ⊆ V (A, ε, x1, . . . , xn) ⊆ W (A, n1/2ε, x1, . . . , xn)
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epomènwc h topologÐa pou orÐzetai apì thn oikogèneia V tautÐzetai me aut n
pou orÐzetai apì thnW . EÐnai profanèc ìti èna dÐktuo (Ti) tou B(H) sugklÐnei
ston A ∈ B(H) wc proc thn topologÐa aut  an kai mìnon an ‖Tix−Ax‖ → 0
se k�je shmeÐo x tou H.

H SOT eÐnai asjenèsterh apì thn topologÐa thc nìrmac (an ‖Ti‖ → 0 tìte
‖Tix‖ → 0 gia k�je x ∈ H). M�lista eÐnai gn sia asjenèsterh an (kai
mìnon an) o H eÐnai apeirodi�statoc. Pr�gmati an (en) eÐnai mia orjokanonik 
akoloujÐa kai orÐsoume ton telest  Tn apì thn sqèsh Tnx = 〈x, en〉e1 (x ∈
H), tìte ‖Tnx‖ = |〈x, en〉| → 0 gia k�je x, �ra h (Tn) sugklÐnei sto 0 wc
proc thn SOT, all� ìqi wc proc thn nìrma giatÐ ‖Tn‖ = 1 gia k�je n.

H SOT eÐnai topologÐa Hausdorff. Pr�gmati, an A,B ∈ B(H) kai A 6= B,
up�rqei x ∈ H ¸ste ‖Ax − Bx‖ ≡ 2δ > 0. Tìte ta sÔnola V (A, δ, x) kai
V (B, δ, x) eÐnai SOT-anoikt� kai diaqwrÐzoun ta A kai B.

Den eÐnai ìmwc metrikopoi simh (ektìc bèbaia an dimH <∞):

Prìtash 10.1 'Estw H apeirodi�statoc q¸roc Hilbert. Up�rqei uposÔno-

lo E tou B(H) ¸ste 0 ∈ ESOT
all� kammi� akoloujÐa tou E den sugklÐnei sto

0 wc proc thn SOT. Epomènwc h SOT den eÐnai metrikopoi simh topologÐa 28.

Apìdeixh 'Estw {en : n ∈ N} orjokanonik  akoloujÐa ston H kai Pn h
orj  probol  ston upìqwro [en]. Jètoume E = {

√
nPn : n ∈ N}. Efìson

‖
√
nPn‖ → ∞ den up�rqei akoloujÐa sto E pou na sugklÐnei sto 0 wc proc

thn SOT. Pr�gmati, k�je SOT-sugklÐnousa akoloujÐa eÐnai kat� shmeÐo frag-
mènh kai sunep¸c, apì thn Arq  Omoiomìrfou Fr�gmatoc, eÐnai omoiìmorfa
fragmènh.

IsqurÐzomai ìmwc ìti 0 ∈ ESOT
. Pr�gmati, an ìqi, ja up rqe mia SOT-perioq 

V tou 0 me E ∩ V = ∅. H V perièqei mia basik  perioq  thc morf c

W = {T ∈ B(H) :
m∑

k=1

‖Txk‖2 < ε2}

Epomènwc gia k�je n ∈ N o telest c
√
nPn den an kei sthn W , �ra∑m

k=1 ‖
√
nPnxk‖2 ≥ ε2, opìte

∑m
k=1 n|〈xk, en〉|2 ≥ ε2. 'Epetai apì thn anisì-

28oÔte kan pr¸th arijm simh, dhlad  to 0 den èqei arijm simh b�sh perioq¸n
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thta Bessel ìti

m∑
k=1

‖xk‖2 ≥
m∑

k=1

∞∑
n=1

|〈xk, en〉|2 ≥ ε2

∞∑
n=1

1

n
= +∞

�topo. 2

EÐnai fanerì apì ton orismì ìti h SOT eÐnai topologÐa grammikoÔ q¸rou
dhlad  ìti oi grammikèc pr�xeic

(B(H), SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ A+B

kai (C, |.|)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (λ,A) −→ λA

eÐnai suneqeÐc. Den isqÔei ìmwc to Ðdio gia ton pollaplasiasmì (thn sÔnjesh)
telest¸n:

Prìtash 10.2 'Estw H apeirodi�statoc q¸roc Hilbert.

(i) O pollaplasiasmìc

(B(H), SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ AB

den eÐnai suneq c.

(ii) 'Omwc, gia k�je r > 0, o periorismìc tou

(B(H)r, SOT)× (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : (A,B) −→ AB

(ìpou B(H)r = {T ∈ B(H) : ‖T‖ ≤ r}) eÐnai suneq c.
(iii) O pollaplasiasmìc eÐnai akoloujiak� suneq c, dhlad  an (An), (Bn)

eÐnai akoloujÐec me An
SOT−→ A kai Bn

SOT−→ B tìte AnBn
SOT−→ AB.

(iv) O pollaplasiasmìc eÐnai qwrist� suneq c, dhlad  gia k�je A ∈ B(H)
oi apeikonÐseic

LA : (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : B −→ AB

kai RA : (B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : B −→ BA

eÐnai suneqeÐc.
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Apìdeixh (i) Ja kataskeu�sw dÔo dÐktua (AF ) kai (BF ) pou kajèna sug-
klÐnei SOT sto 0, all� to dÐktuo (AFBF ) den sugklÐnei SOT sto 0.

To sÔnolo deikt¸n ja eÐnai to sÔnolo F twn upoq¸rwn F tou H pou èqoun
peperasmènh di�stash (dimF ≡ nF ), diatetagmèno apì thn sqèsh tou periè-
qesjai. Gia k�je F ∈ F , jètw AF = nFP

⊥
F (ìpou P⊥

F h orj  probol  ston
upìqwro F⊥).

EpÐshc, epilègw mia merik  isometrÐa UF me arqikì q¸ro F kai telikì q¸ro
ènan upìqwro29 tou F⊥ kai jètw BF = 1

nF
UF .

IsqurÐzomai ìti AF
SOT−→ 0. Pr�gmati, èstw x ∈ H kai ε > 0. An Fo = [x] ∈ F ,

tìte gia k�je F ∈ F me F ⊇ Fo èqoume P⊥
F x = 0 �ra ‖AFx‖ = 0 < ε.

IsqurÐzomai ìti ‖BF‖ −→ 0 (�ra kai BF
SOT−→ 0). Pr�gmati, an ε > 0 epilègw

Fo ∈ F me 1
dim Fo

< ε, opìte gia k�je F ∈ F me F ⊇ Fo èqoume ‖BF‖ =
1

dim F
< ε.

'Omwc, an x ∈ H, x 6= 0, tìte AFBFx 9 0. Pr�gmati, AFBF = P⊥
F UF = UF

giatÐ UF (H) ⊆ F⊥. Epomènwc an Fo = [x] tìte gia k�je F ∈ F me F ⊇ Fo

èqoume ‖UFx‖ = ‖x‖ �ra ‖UFx‖ 9 0.

(ii) An ta dÐktua (Ai) kai (Bi) teÐnoun sto 0 wc proc thn SOT kai epiplèon
to pr¸to eÐnai fragmèno30, ‖Ai‖ ≤ r gia k�je i, tìte gia k�je x ∈ H

‖AiBix‖ ≤ ‖Ai‖.‖Bix‖ ≤ r‖Bix‖ −→ 0,

�ra AiBi
SOT−→ 0.

(iii) An oi akoloujÐec (An) kai (Bn) teÐnoun sto 0 wc proc thn SOT, tìte
h An eÐnai omoiìmorfa fragmènh (ìpwc eÐdame sthn apìdeixh thc Prìtashc

10.1), �ra AnBn
SOT−→ 0 apì to (ii).

(iv) An A ∈ B(H) kai Bi
SOT−→ B tìte apì to (ii) èqoume ABi

SOT−→ AB. EpÐshc

gia k�je x ∈ H èqoume Bi(Ax) −→ B(Ax) �ra BiA
SOT−→ BA. 2

29epilègw mia orjokanonik  b�sh x1, . . . , xnF
tou F kai èna tuqaÐo orjokanonikì sÔnolo

{y1, . . . , ynF
} ⊆ F⊥ (autì eÐnai dunatìn giatÐ dim F ≤ dim F⊥) kai orÐzw thn UF apì tic

sqèseic UF xk = yk, k = 1, . . . , nF .
30Parat rhse ìmwc ìti, ìpwc faÐnetai apì to par�deigma apì to (i), to sumpèrasma den

isqÔei an to deÔtero dÐktuo eÐnai fragmèno, èstw kai an ‖Bi‖ → 0.
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Prìtash 10.3 An H eÐnai apeirodi�statoc q¸roc Hilbert, h enèlixh

(B(H), SOT) −→ (B(H), SOT) : A −→ A∗

den eÐnai (oÔte akoloujiak�) suneq c.

Gia thn apìdeixh, an H = `2, èna kat�llhlo par�deigma eÐnai h n-ost  dÔnamh
tou telest  thc metatìpishc arister�. To par�deigma metafèretai eÔkola se
ènan aujaÐreto q¸ro Hilbert:

Par�deigma 10.4 An {en : n ∈ N} eÐnai mia orjokanonik  akoloujÐa ston
H kai Ho o kleistìc upìqwroc pou par�gei, orÐzoume gia k�je n ∈ N

Tnek =

{
0, k ≤ n
ek−n, k > n

kai Tnx = 0 an x⊥Ho. Tìte Tn
SOT−→ 0, en¸ T ∗n

SOT9 0.

Pr�gmati, an x =
∑

k〈x, ek〉ek + x1 ìpou x1⊥Ho, tìte

Tnx =
∞∑

k=1

〈x, ek〉Tnek =
∞∑

k=n+1

〈x, ek〉ek−n

�ra ‖Tnx‖2 =
∞∑

k=n+1

|〈x, ek〉|2

kai sunep¸c ‖Tnx‖ → 0.

Elègqetai ìmwc eÔkola ìti T ∗nek = ek+n (kai T ∗nx = 0 an x⊥Ho), �ra ‖T ∗ne1‖ =
1 gia k�je n kai sunep¸c T ∗ne1 9 0.

10.2 H asjen c topologÐa telest¸n (WOT)

An x, y ∈ H, jètoume

ωx,y : B(H) −→ C : T −→ 〈Tx, y〉.

H anisìthta |〈Tx, y〉| ≤ ‖T‖‖x‖‖y‖ deÐqnei ìti h ωx,y eÐnai ‖.‖-suneq c ston
B(H) kai ‖ωx,y‖ ≤ ‖x‖‖y‖. M�lista isqÔei isìthta, giatÐ an y ⊗ x∗ eÐnai o
telest c y ⊗ x∗ : z −→ 〈z, x〉y tìte eÔkola blèpoume ìti ‖y ⊗ x∗‖ = ‖x‖‖y‖
kai ωx,y(y ⊗ x∗) = ‖x‖2‖y‖2. Epomènwc

‖ωx,y‖ = ‖x‖‖y‖.
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Orismìc 10.2 'Estw H q¸roc Hilbert. H asjen c topologÐa tele-
st¸n (weak operator topology, WOT) ston B(H) eÐnai h asjenèsterh
topologÐa wc proc thn opoÐa ìlec oi grammikèc morfèc

ωx,y (x, y ∈ H)

eÐnai suneqeÐc.

Dhlad  èna dÐktuo (Ti) apì fragmènouc telestèc sugklÐnei ston fragmèno
telest  T wc proc thn WOT an kai mìnon an 〈Tix − Tx, y〉 → 0 gia k�je
x, y ∈ H.

Prèpei na tonisjeÐ ìti h WOT den tautÐzetai me thn asjen  topologÐa w =
σ(B(H),B(H)∗) pou ep�getai ston q¸ro Banach (B(H), ‖.‖) apì ton topo-
logikì duðkì tou B(H)∗ (bl. Parat rhsh 10.6 (ii) ).

H anisìthta |〈Tx, y〉| ≤ ‖Tx‖‖y‖ deÐqnei ìti h WOT eÐnai asjenèsterh apì
thn SOT. M�lista, eÐnai gn sia asjenèsterh (ìtan dimH = +∞): H akolou-
jÐa (T ∗n) tou ParadeÐgmatoc 10.4 den sugklÐnei sto 0 wc proc thn SOT, all�
sugklÐnei wc proc thn WOT, giatÐ |〈T ∗nx, y〉| = |〈x, Tny〉| ≤ ‖x‖‖Tny‖ → 0

afoÔ Tn
SOT−→ 0. Ja deÐxoume ìti parìla aut�, oi dÔo autèc topologÐec èqoun

tic Ðdiec suneqeÐc grammikèc morfèc.

Sumbolismìc 'Estw Hn to eujÔ �jroisma n antigr�fwn tou H (me to esw-
terikì ginìmeno 〈(y1, . . . , yn), (u1, . . . , un)〉n =

∑
k〈yk, uk〉). An T ∈ B(H),

sumbolÐzoume T (n) ton telest  ston Hn pou orÐzetai apì thn sqèsh
T (n)(y1, . . . , yn) = (Ty1, . . . , T yn).

H apeikìnish A −→ A(n) eÐnai isometrikìc *-morfismìc, kai eÐnai (SOT-SOT)-
suneq c. An A ⊆ B(H) eÐnai [autosuzug c] �lgebra, tìte h eikìna thc A(n) ⊆
B(Hn) eÐnai [autosuzug c] �lgebra (kai perièqei ton tautotikì telest  tou
Hn an kai mìnon an h A perièqei ton tautotikì telest  tou H).

Shmei¸noume ìti h A(n) den tautÐzetai me to eujÔ �jroisma n antigr�fwn thc
A. ParadeÐgmatoc q�rin,

A(2) =

{(
A 0
0 A

)
: A ∈ A

}
en¸ A⊕A =

{(
A 0
0 B

)
: A,B ∈ A

}
.

Prìtash 10.5 Onom�zoume B∼(H) thn grammik  j kh

B∼(H) = [ωx,y : x, y ∈ H] =

{
n∑

k=1

ωxk,yk
: xk, yk ∈ H,n ∈ N

}
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(h deÔterh isìthta èpetai apì thn parat rhsh ìti λωx,y = ωλx,y). MÐa gram-
mik  morf  ω : B(H) → C eÐnai WOT-suneq c an kai mìnon an eÐnai SOT-
suneq c, an kai mìnon an ω ∈ B∼(H).

Apìdeixh (i) EÐnai fanerì ìti, an ω ∈ B∼(H), tìte h ω eÐnai WOT-suneq c,
efìson k�je ωx,y eÐnai WOT-suneq c.

(ii) An h ω eÐnai WOT-suneq c, tìte eÐnai SOT-suneq c, afoÔ h SOT eÐnai
isqurìterh apì thn WOT.

(iii) 'Estw ìti mia grammik  morf  ω eÐnai SOT-suneq c. Ja deÐxoume ìti
ω ∈ B∼(H). Epeid  h ω eÐnai SOT-suneq c, up�rqei mia SOT-basik  perioq 
tou 0, èstw

W = {T ∈ B(H) :
n∑

k=1

‖Txk‖2 < ε2}

¸ste |ω(T )| < 1 gia k�je T ∈ W . An jèsoume yk = 2
ε
xk kai p(T ) =

(
∑n

k=1 ‖Tyk‖2)1/2 tìte

W = {T ∈ B(H) : p(T ) < 2}

'Epetai ìti

|ω(T )| ≤

(
n∑

k=1

‖Tyk‖2

)1/2

gia k�je T ∈ B(H). (*)

Pr�gmati, an p(T ) 6= 0 tìte T
p(T )

∈ W �ra |ω( T
p(T )

)| < 1 dhlad  |ω(T )| < p(T )

kai sunep¸c isqÔei h (*). An p�li p(T ) = 0 tìte nT ∈ W gia k�je n ∈ N �ra
|ω(nT )| < 1 gia k�je n kai sunep¸c ω(T ) = 0 �ra p�li isqÔei h (*).

JewroÔme ton upìqwro

K = {(Ty1, T y2, . . . , T yn) : T ∈ B(H)} ⊆ Hn.

ParathroÔme ìti an (Ty1, T y2, . . . , T yn) = 0 tìte ω(T ) = 0 apì thn (*).
Sunep¸c h apeikìnish

φ : K −→ C : (Ty1, T y2, . . . , T yn) −→ ω(T )

eÐnai kal� orismènh kai bebaÐwc eÐnai grammik . M�lista h (*) deÐqnei akrib¸c
ìti h φ eÐnai suneq c (wc proc thn nìrma tou Hn). Sunep¸c epekteÐnetai se
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suneq  grammik  morf  ston q¸ro Hilbert Hn, �ra up�rqei (u1, . . . , un) ∈ Hn

¸ste

φ(Ty1, T y2, . . . , T yn) = 〈(Ty1, T y2, . . . , T yn), (u1, . . . , un)〉n

=
n∑

k=1

〈Tyk, uk〉 =
n∑

k=1

ωyk,uk
(T )

gia k�je (Ty1, T y2, . . . , T yn) ∈ K, dhlad 

ω(T ) =
n∑

k=1

ωyk,uk
(T )

gia k�je T ∈ B(H), �ra ω ∈ B∼(H). 2

Parathr seic 10.6 (i) K�je ω ∈ B∼(H) mporeÐ na grafeÐ sthn morf 
ω =

∑n
m=1 ωxm,ym ìpou h oikogèneia {x1, . . . , xn} eÐnai orjokanonik .

Pr�gmati, an ω =
∑l

k=1 ωuk,vk
, epilègontac mia orjokanonik  b�sh {x1, . . . , xn}

tou q¸rou [u1, . . . , ul] kai gr�fontac uk =
∑n

m=1 akmxm (ìpou akm = 〈uk, xm〉)
èqoume, gia k�je T ∈ B(H),

ω(T ) =
l∑

k=1

〈Tuk, vk〉 =
l∑

k=1

〈T (
n∑

m=1

akmxm), vk〉

=
n∑

m=1

l∑
k=1

〈Txm, ākmvk〉 =
n∑

m=1

〈Txm,
l∑

k=1

ākmvk〉 =
n∑

m=1

〈Txm, ym〉

ìpou ym =
∑l

k=1 ākmvk.

'Epetai ìti oi grammikèc morfèc ω ∈ B∼(H) kajorÐzontai apì ton periorismì
touc ston upìqwro F(H) ⊆ B(H) twn telest¸n peperasmènhc t�xhc.

Pr�gmati, gia k�je x, y ∈ H èqoume

ω(x⊗ y∗) =
n∑

m=1

〈〈xm, y〉x, ym〉 = 〈x,
n∑

m=1

〈y, xm〉ym〉. (5)

Epomènwc an ω(x ⊗ y∗) = 0 gia k�je x, y ∈ H tìte
∑n

m=1〈y, xm〉ym = 0
gia k�je y ∈ H, opìte (afoÔ ta xm eÐnai orjokanonik�) jètontac y = xm

brÐskoume ym = 0 gia k�je m = 1, . . . , n, �ra ω = 0.
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(ii) H WOT den tautÐzetai me thn asjen  topologÐa w = σ(B(H),B(H)∗) pou
ep�getai ston q¸ro Banach (B(H), ‖.‖) apì ton topologikì duðkì tou B(H)∗.
H w eÐnai (gn sia) isqurìterh apì thn WOT (ìtan dimH = ∞): eÐnai h asje-
nèsterh topologÐa ston B(H) wc proc thn opoÐa ìlec oi ‖.‖-suneqeÐc grammi-
kèc morfèc eÐnai suneqeÐc, en¸ gia thn WOT apaitoÔntai {mìnon} oi grammikèc
morfèc ω ∈ B∼(H). Oi grammikèc autèc morfèc kajorÐzontai, ìpwc eÐdame,
apì ton periorismì touc ston upìqwro F(H) ⊆ B(H) twn telest¸n pepe-
rasmènhc t�xhc. All�, apì to Je¸rhma Hahn-Banach, up�rqei ‖.‖-suneq c
grammik  morf  ψ : B(H) → C me ψ(I) 6= 0 pou mhdenÐzei ton F(H), �ra den
mporeÐ na an kei ston B∼(H). Pr�gmati, o tautotikìc telest c den an kei
sthn ‖.‖-kleist  j kh tou F(H) giatÐ h anoikt  sfaÐra me kèntro I kai aktÐna
1 apoteleÐtai apì antistrèyimouc telestèc31, sunep¸c den mporeÐ na perièqei
telest  peperasmènhc t�xhc.

(iii) EÔkola faÐnetai ìti h WOT eÐnai topologÐa grammikoÔ q¸rou kai ìti
eÐnai Hausdorff (oi grammikèc morfèc ωx,y qwrÐzoun ta shmeÐa tou B(H)).

Prìtash 10.7 (i) H enèlixh eÐnai WOT-WOT suneq c ston B(H), kai o
pollaplasiasmìc eÐnai qwrist� WOT-WOT suneq c.

(ii) O pollaplasiasmìc

(B(H),WOT)× (B(H),WOT) −→ (B(H),WOT) : (A,B) −→ AB

den eÐnai suneq c, oÔte kan akoloujiak� (�ra oÔte periorismènoc se fragmèna
sÔnola).

Apìdeixh (i) 'Estw Ai
WOT−→ A kai B,C ∈ B(H). Tìte gia k�je x, y ∈ H

èqoume
〈A∗ix, y〉 = 〈x,Aiy〉 → 〈x,Ay〉 = 〈A∗x, y〉

pr�gma pou deÐqnei ìti h enèlixh eÐnai WOT-WOT suneq c. EpÐshc

〈BAiCx, y〉 = 〈Ai(Cx), (B
∗y)〉 → 〈A(Cx), (B∗y)〉 = 〈BACx, y〉

pr�gma pou deÐqnei ìti oi apeikonÐseic LB : A → BA kai RC : A → AC eÐnai
WOT-WOT suneqeÐc.

31an ‖T − I‖ < I tìte h {gewmetrik } seir�
∑

n≥0(I − T )n sugklÐnei ston T−1
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(ii) JewroÔme thn akoloujÐa (Tn) tou ParadeÐgmatoc 10.4: eÐnai fragmènh kai
sugklÐnei sto 0 wc proc thn SOT, �ra kai wc proc thn WOT. Sunep¸c apì to

(i) èqoume T ∗n
WOT−→ 0. 'Omwc TnT

∗
ne1 = e1 gia k�je n ∈ N, �ra TnT

∗
n

WOT9 0. 2

Pìrisma 10.8 'Ena kurtì uposÔnolo (eidikìtera, ènac grammikìc upìqw-
roc) S ⊆ B(H) eÐnai SOT-kleistìc an kai mìnon an eÐnai WOT-kleistìc.

Apìdeixh Efìson h WOT eÐnai asjenèsterh topologÐa apì thn SOT, èqou-

me SSOT ⊆ SWOT
. An ìmwc A /∈ SSOT

, apì to diaqwristikì Je¸rhma Hahn-
Banach èpetai32 ìti up�rqei SOT-suneq c grammik  morf  ω kai λ ∈ R ¸ste
Reω(A) > λ all� Reω(S) < λ gia k�je S ∈ S. Epeid  h ω eÐnai WOT-

suneq c, autì deÐqnei ìti A /∈ SWOT
. 2

Ja d¸soume sthn sunèqeia ènan {gewmetrikì} qarakthrismì thc SOT-kleist c
j khc upoq¸rwn tou B(H). Ja qreiasjoÔme thn akìloujh ènnoia:

Orismìc 10.3 An S ⊆ B(H) eÐnai grammikìc upìqwroc, h anaklastik 
j kh (reflexive cover) RefS tou S eÐnai o upìqwroc

RefS = {T ∈ B(H) : Tx ∈ Sx gia k�je x ∈ H}.

Parat rhsh 10.9 EÐnai fanerì ìti o RefS eÐnai SOT-kleistìc upìqwroc

kai perièqei ton S, �ra perièqei kai thn SOT-kleist  j kh SSOT
tou S. Den

eÐnai ìmwc en gènei Ðsoc me thn SSOT
:

An T ∈ RefS, tìte gia k�je ε > 0 kai x ∈ H up�rqei S ∈ S ¸ste
‖(T − S)x‖ < ε. Sunep¸c gia k�je ε > 0 kai x1, . . . , xn ∈ H up�rqoun
S1, . . . , Sn ∈ S ¸ste ‖(T − Si)xi‖ < ε gia i = 1, . . . , n. Autì den apodeik-

nÔei ìti T ∈ SSOT
. Prèpei na up�rqei èna koinì S ∈ S pou na ikanopoieÐ

tautìqrona ìlec autèc tic anisìthtec.

H diafor� metaxÔ anaklastik c kai SOT-kleist c j khc faÐnetai kai wc ex c:
'Enac telest c T an kei sthn anaklastik  j kh RefS tou S an kai mìnon an
gia k�je x ∈ H up�rqei dÐktuo (Si) ston S pou exart�tai apì to x ¸ste
Six → Tx. 'Enac telest c T an kei sthn SOT-kleist  j kh tou S an kai
mìnon an up�rqei èna dÐktuo (Si) ston S ¸ste Six→ Tx gia ìla ta x ∈ H.

32blèpe p.q. to Pìrisma IV.3.10 tou [2]
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Par�deigma 'Estw

A =

{(
a b
0 a

)
: a, b ∈ C

}
.

H A eÐnai SOT-kleist  �lgebra telest¸n ston q¸ro Hilbert C2 kai perièqei
ton tautotikì. An T = ( x y

0 z ) ìpou x 6= z, tìte faÐnetai eÔkola ìti Tξ ∈ Aξ
gia k�je ξ ∈ C2, �ra T ∈ RefA, en¸ T /∈ A.
Parat rhse ìmwc ìti T (2) /∈ RefA(2).

T (2)


0
1
1
0

 =


y
z
x
0

 en¸ A(2)


0
1
1
0

 =




b
a
a
0

 : a, b ∈ C

 .

Prìtash 10.10 An S ⊆ B(H) eÐnai grammikìc upìqwroc, ènac telest c
T an kei sthn SOT-kleist  j kh tou S an kai mìnon an T (n) ∈ RefS(n) gia
k�je n ∈ N.

Apìdeixh An up�rqei dÐktuo (Si) ston S ¸ste Si
SOT−→ T tìte gia k�je

n ∈ N èqoume S(n)
i ∈ S(n) kai S(n)

i
SOT−→ T (n), sunep¸c T (n) ∈ RefS(n).

'Estw antÐstrofa ìti T (n) ∈ RefS(n) gia k�je n ∈ N, kai èstw

W = {A ∈ B(H) :
m∑

k=1

‖Txk − Axk‖2 < ε2}

mia basik  SOT-perioq  tou T . Epeid  T (m) ∈ RefS(m), an sumbolÐsoume me
x ∈ Hm to di�nusma-st lh me suntetagmènec (x1, . . . , xm), ja isqÔei h sqèsh

T (m)x ∈ S(m)x,

epomènwc ja up�rqei S(m) ∈ S(m) ¸ste ‖T (m)x − S(m)x‖ < ε. Ma aut  h
anisìthta shmaÐnei akrib¸c ìti S ∈ W , �ra o T an kei sthn SOT-kleist 
j kh tou S. 2
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10.3 O B(H) wc duðkìc q¸roc Banach.
H asjen c* topologÐa

Jewr¸ ton q¸ro B∼(H) twn WOT-suneq¸n grammik¸n morf¸n ston B(H),
efodiasmèno me thn nìrma tou duðkoÔ q¸rou tou B(H).

Ja apodeÐxw ìti o duðkìc q¸roc tou (B∼(H), ‖.‖) eÐnai isometrik� isìmorfoc
me ton B(H).

'Estw A ∈ B(H). OrÐzoume thn apeikìnish

φA : B∼(H) −→ C

apì ton tÔpo φA(ω) = ω(A).

Eidikìtera φA(ωx,y) = ωx,y(A) = 〈Ax, y〉.
EÐnai fanerì ìti h apeikìnish φA eÐnai grammik , kai eÐnai suneq c diìti

|φA(ω)| = |ω(A)| ≤ ‖ω‖‖A‖

gia k�je ω ∈ B∼(H), apì ton orismì thc ‖ω‖. Epomènwc φA ∈ (B∼(H), ‖.‖)∗
kai ‖φA‖ ≤ ‖A‖.

'Estw antÐstrofa φ ∈ (B∼(H), ‖.‖)∗. Ja brw A ∈ B(H) ¸ste φ = φA.
Jewr¸ thn apeikìnish

〈〈., .〉〉 : H ×H −→ C : (x, y) −→ φ(ωx,y).

Epeid  h apeikìnish (x, y) → ωx,y eÐnai sesquilinear kai h φ eÐnai grammik , h
〈〈., .〉〉 eÐnai sesquilinear. EpÐshc,

|〈〈x, y〉〉| = |φ(ωx,y)| ≤ ‖φ‖‖ωx,y‖ ≤ ‖φ‖‖x‖‖y‖.

Sunep¸c apì to Je¸rhma Riesz (Prìtash 3.1) up�rqei A ∈ B(H) ¸ste

〈〈x, y〉〉 = 〈Ax, y〉

dhlad  φ(ωx,y) = 〈Ax, y〉 = ωx,y(A)

kai |〈Ax, y〉| = |φ(ωx,y)| ≤ ‖φ‖‖ωx,y‖ = ‖φ‖‖x‖‖y‖
gia k�je x, y ∈ H, �ra

‖A‖ ≤ ‖φ‖.
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Epeid  o q¸roc B∼(H) eÐnai h grammik  j kh tou sunìlou {ωx,y : x, y ∈ H}
kai oi apeikonÐseic φ kai φA eÐnai grammikèc, oi sqèseic

φ(ωx,y) = ωx,y(A) = φA(ωx,y)

gia k�je x, y ∈ H deÐqnoun ìti φ = φA. All� ‖A‖ ≤ ‖φ‖ kai ‖φA‖ ≤ ‖A‖,
epomènwc isqÔei isìthta.

DeÐxame dhlad  ìti h apeikìnish

(B(H), ‖.‖) −→ ((B∼(H))∗, ‖.‖) : A −→ φA

pou eÐnai profan¸c grammik , eÐnai isometrÐa kai epÐ:

Prìtash 10.11 O q¸roc B(H) eÐnai isometrik� isìmorfoc me ton duðkì
tou q¸rou (B∼(H), ‖.‖) mèsw thc apeikìnishc

A→ φA, ìpou φA(ω) = ω(A), (A ∈ B(H), ω ∈ B∼(H)).

O q¸roc B∼(H) den eÐnai kleistìc upìqwroc tou duðkoÔ B(H)∗, �ra den
eÐnai q¸roc Banach (ìtan dimH = ∞). ParadeÐgmatoc q�rin, h grammik 
apeikìnish φ ìpou

φ(T ) =
∑

k

1

k2
ωek,ek

(T )

(ìpou {en} orjokanonik  akoloujÐa) an kei sthn ‖.‖-kleist  j kh tou B∼(H)
(diìti h seir� sugklÐnei apìluta). Den an kei ìmwc ston B∼(H). Pr�gmati,
an φ = ω ìpou ω =

∑n
m=1 ωxm,ym , tìte ja èqoume φ(x⊗ e∗k) = ω(x⊗ e∗k) gia

k�je x ∈ H kai k ∈ N, dhlad 

1

k2
〈x, ek〉 =

n∑
m=1

〈xm, ek〉〈x, ym〉 = 〈x,
n∑

m=1

〈ek, xm〉ym〉

gia k�je x ∈ H kai k ∈ N, to opoÐo shmaÐnei ìti 1
k2 ek =

∑n
m=1〈ek, xm〉ym,

dhlad  ìti gia k�je k ∈ N to di�nusma ek an kei ston q¸ro [y1, . . . , ym],
pr�gma adÔnato.

An onom�soume B∗(H) ⊆ B(H)∗ thn ‖.‖-kleist  j kh tou B∼(H), tìte be-
baÐwc o duðkìc tou B∗(H) tautÐzetai33 me ton duðkì tou B∼(H), dhlad  me ton
B(H). Gia ton lìgo autì, o B∗(H) onom�zetai o produðkìc34 tou B(H).

33k�je suneq c grammik  morf  ston B∼(H) epekteÐnetai (lìgw sunèqeiac) se mia mona-
dik  suneq  grammik  morf  ston B∗(H), kai me thn Ðdia nìrma

34apodeiknÔetai ìti eÐnai monadikìc (pr�gma pou den alhjeÔei en gènei stouc q¸rouc
Banach)
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Orismìc 10.4 H asjen c* topologÐa (w*) ston B(H) eÐnai h asjenèste-
rh topologÐa wc proc thn opoÐa k�je ω ∈ B∗(H) eÐnai suneq c, eÐnai dhlad 
h asjen c* topologÐa σ(B(H),B∗(H)) pou èqei o B(H) wc duðkìc tou q¸rou
Banach B∗(H). H topologÐa aut  onom�zetai pollèc forèc kai uperasje-
n c (ultraweak).

AfoÔ o B(H) eÐnai o duðkìc tou q¸rou Banach B∗(H), efarmìzetai to Je¸-
rhma Al�oglou (bl. p.q. [17], Je¸rhma 17.1), sÔmfwna me to opoÐo h klei-
st  monadiaÐa sfaÐra enìc duðkoÔ q¸rou Banach eÐnai asjen¸s-* sumpag c:

Je¸rhma 10.12 H kleist  monadiaÐa sfaÐra (kai genikìtera, k�je asjen¸s-
* kleistì kai fragmèno uposÔnolo) tou B(H) eÐnai asjen¸s-* sumpag c.

'Otan dimH = ∞, h asjen c* topologÐa eÐnai gn sia isqurìterh apì thn
WOT, efìson B∼(H) & B∗(H). Den eÐnai ìmwc sugkrÐsimh me thn SOT.
Pr�gmati: an φ ∈ B∗(H)\B∼(H), tìte o grammikìc q¸roc kerφ eÐnai asjen¸s-
* kleistìc (afoÔ h φ eÐnai asjen¸s-* suneq c), all� den eÐnai WOT kleistìc
(diìti h φ den eÐnai WOT suneq c), �ra oÔte SOT kleistìc (Pìrisma 10.8).
Sunep¸c h asjen c* topologÐa den eÐnai asjenèsterh apì thn SOT. All�
den eÐnai oÔte isqurìterh: an (Tn) eÐnai h akoloujÐa tou ParadeÐgmatoc 10.4,
tìte, ìpwc deÐxame, h (T ∗n) den sugklÐnei sto 0 wc proc thn SOT, all� eÐnai

fragmènh kai T ∗n
WOT−→ 0, �ra sugklÐnei sto 0 wc proc thn w*, giatÐ, ìpwc ja

deÐxoume, h w* sumpÐptei me thn WOT sta fragmèna uposÔnola tou B(H).

Prìtash 10.13 Oi topologÐec w* kai WOT sumpÐptoun sta ‖.‖-fragmèna
uposÔnola tou B(H).

Epomènwc h monadiaÐa sfaÐra tou B(H) eÐnai WOT-sumpag c.

Apìdeixh ArkeÐ na deiqjeÐ ìti an èna fragmèno dÐktuo (Ti) sugklÐnei sto 0

wc proc thn WOT, tìte Ti
w∗−→ 0. 'Estw loipìn ω ∈ B∗(H) kai ε > 0. Tìte

up�rqei ω1 ∈ B∼(H) ¸ste ‖ω − ω1‖ < ε. AfoÔ Ti
WOT−→ 0, up�rqei io ¸ste

|ω1(Ti)| < ε gia k�je i ≥ io. An M = supi ‖Ti‖, tìte

|ω(Ti)| ≤ |(ω − ω1)(Ti)|+ |ω1(Ti)| < Mε+ ε

gia k�je i ≥ io. Sunep¸c limi ω(Ti) = 0, �ra, afoÔ h ω eÐnai aujaÐreth,

Ti
w∗−→ 0. 2
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Pìrisma 10.14 O q¸roc F(H) twn telest¸n peperasmènhc t�xhc eÐnai
puknìc ston B(H) wc proc thn SOT, thn WOT kai thn asjen -*, ìqi ìmwc
wc proc thn topologÐa thc nìrmac (ìtan dimH = ∞).

Apìdeixh 'Estw (Mi) mia aÔxousa oikogèneia upoq¸rwn tou H peperasmè-
nhc di�stashc me ènwsh pukn  ston H kai èstw Pi h orj  probol  ston

Mi. IsqurÐzomai ìti Pi
SOT−→ I. Pr�gmati, èstw x ∈ H kai ε > 0. AfoÔ h

ènwsh twn (Mi) eÐnai pukn  ston H, up�rqei deÐkthc io kai xo ∈ Mio ¸ste
‖x− xo‖ < ε. Gia k�je i ≥ io èqoume xo ∈Mi �ra Pixo = xo kai sunep¸c

‖Pix− x‖ ≤ ‖Pix− Pixo‖+ ‖Pixo − x‖ ≤ ‖Pi‖.‖x− xo‖+ ‖xo − x‖ < 2ε

diìti ‖Pi‖ = 1. Epomènwc limi ‖Pix− x‖ = 0 gia k�je x ∈ H.

An t¸ra A ∈ B(H), tìte APi ∈ F(H) kai APi
SOT−→ A, epomènwc o F(H) eÐnai

SOT-puknìc ston B(H), �ra kai WOT-puknìc, afoÔ h WOT eÐnai asjenè-

sterh apì thn SOT. EpÐshc ìmwc APi
w∗−→ A apì thn prohgoÔmenh Prìtash,

diìti APi
WOT−→ A kai to dÐktuo (APi) eÐnai fragmèno. 'Ara o F(H) eÐnai

w*-puknìc ston B(H).

Tèloc, ìpwc èqoume  dh parathr sei, o tautotikìc telest c den eÐnai ‖.‖-ìrio
akoloujÐac telest¸n peperasmènhc t�xhc, ìtan dimH = ∞. 2

ApodeiknÔetai 35 ìti ìtan dimH = ∞, oi WOT kai w* den eÐnai metrikopoi -
simec topologÐec ston B(H). Oi periorismoÐ ìmwc twn topologi¸n aut¸n sta
fragmèna uposÔnola tou B(H) eÐnai metrikopoi simec topologÐec, ìtan o H
eÐnai diaqwrÐsimoc:

Prìtash 10.15 An o H eÐnai diaqwrÐsimoc, tìte

(i) O produðkìc B∗(H) eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc Banach.

35Par�deigma (von Neumann ) 'Estw E = {Pn + nPm : m > n}, ìpou Pn monodi�statec
k�jetec an� dÔo probolèc. 'Opwc sthn Prìtash 10.1 faÐnetai ìti den up�rqei akoloujÐa
sto E pou na sugklÐnei sto 0 wc proc thn w* (  thn WOT). An ìmwc up rqan ω1, . . . , ωk ∈
B∗(H) kai ε > 0 ¸ste

max
1≤i≤k

|ωi(Pn + nPm)| ≥ ε gia k�je m > n,

tìte, epeid  limm ω(Pm) = 0 gia k�je ω ∈ B∗(H) ja eÐqame maxi |ωi(Pn)| =
limm maxi |ωi(Pn + nPm)| ≥ ε gia k�je n, �topo.
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(ii) O periorismìc thc asjenoÔs-* topologÐac (isodÔnama, thc WOT) sthn mo-
nadiaÐa sfaÐra B(H)1 eÐnai metrikopoi simh topologÐa, �ra diaqwrÐsimh (efì-
son eÐnai sumpag c).

Apìdeixh 'Estw Ξ arijm simo puknì uposÔnolo tou H. Tìte to sÔnolo

Ω = {ωξ,η : ξ, η ∈ Ξ} ⊆ B∼(H)

eÐnai arijm simo.

(i) H anisìthta

‖ωx,y − ωξ,η‖ = ‖ωx−ξ,y + ωξ,y−η‖ ≤ ‖x− ξ‖‖y‖+ ‖ξ‖‖y − η‖

deÐqnei ìti h ‖.‖-kleist  grammik  j kh tou Ω perièqei to sÔnolo {ωx,y :
x, y ∈ H}, �ra kai thn ‖.‖-kleist  grammik  tou j kh, pou eÐnai ìloc o
B∗(H). Epomènwc o B∗(H) eÐnai diaqwrÐsimoc.

(ii) 'Estw Ω = {ωn : n ∈ N} mia arÐjmhsh tou Ω. OrÐzw

d(T, S) =
∞∑

n=1

1

2n

|ωn(T − S)|
‖ωn‖

(T, S ∈ B(H)1).

O anagn¸sthc mporeÐ na elègxei ìti h d orÐzei mÐa metrik  sthn B(H)1 (to
gegonìc ìti T = S an d(T, S) = 0 èpetai apì thn puknìthta tou Ξ ston
H). An èna dÐktuo (Ti) sthn B(H)1 sugklÐnei ston T ∈ B(H)1 wc proc
thn WOT, tìte ωn(Ti − T ) → 0 gia k�je n ∈ N kai, qrhsimopoi¸ntac ìti
|ωn(Ti − T )| ≤ 2‖ωn‖, apodeiknÔetai eÔkola ìti d(Ti, T ) → 0. Epomènwc h
WOT eÐnai isqurìterh apì thn topologÐa pou orÐzei h d. All� h pr¸th eÐnai
sumpag c, �ra oi dÔo topologÐec sumpÐptoun. (Sthn pragmatikìthta den eÐnai
dÔskolo na deiqjeÐ apeujeÐac ìti an d(Ti, T ) → 0 tìte Ti → T wc proc thn
WOT). Efìson h WOT kai h w* sumpÐptoun sthn B(H)1, h apìdeixh eÐnai
pl rhc. 2

O produðkìc B∗(H) tou B(H) apokaleÐtai kammi� for� {mh metajetikìc `1}.
H onomasÐa aut  ofeÐletai en mèrei sthn epìmenh

Prìtash 10.16 O produðkìc B∗(H) tou B(H) eÐnai to sÔnolo ìlwn twn
grammik¸n morf¸n ω thc morf c

ω =
∞∑

n=1

λnωxn,yn

87



ìpou36 ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 kai
∑

n |λn| < +∞.

Apìdeixh O q¸roc B∗(H) apoteleÐtai apì ta ‖.‖-ìria akolouji¸n apì ton
B∼(H). An {xn}, {yn} eÐnai akoloujÐec monadiaÐwn dianusm�twn kai λn ∈
C me

∑
n |λn| < +∞, tìte gia k�je A ∈ B(H) h seir�

∑
n λn〈Axn, yn〉

sugklÐnei apìluta:
∑

n |λn〈Axn, yn〉| ≤
∑

n |λn|‖A‖‖xn‖‖yn‖ = ‖A‖
∑

n |λn|,
epomènwc orÐzei mia grammik  morf 

ω(A) =
∑

n

λn〈Axn, yn〉 (A ∈ B(H))

pou eÐnai suneq c kai ‖ω‖ ≤
∑

n |λn|. An jèsoume

ωm =
m∑

n=1

λnωxn,yn

tìte ωm ∈ B∼(H) kai ‖ω − ωm‖ ≤
∑

n>m |λn| → 0, �ra ω ∈ B∗(H).

'Estw, antÐstrofa, ω ∈ B∗(H). H apeikìnish H×H → C : (ξ, η) → ω(ξ⊗η∗)
eÐnai sesquilinear kai fr�ssetai apì thn ‖ω‖, �ra (Prìtash 3.1) up�rqei Tω ∈
B(H) (me ‖Tω‖ ≤ ‖ω‖) ¸ste

ω(ξ ⊗ η∗) = 〈Tωξ, η〉.

'Estw {ei : i ∈ I} orjokanonik  b�sh tou H.

Isqurismìc Gia k�je A ∈ B(H) èqoume
∑

i |〈ATωei, ei〉| < +∞.

Pr�gmati, èstw ai ∈ C ¸ste |〈ATωei, ei〉| = ai〈ATωei, ei〉. An gia k�je
peperasmèno uposÔnolo J ⊆ I jèsoume

BJ =
∑
i∈J

aiei ⊗ e∗i ,

tìte∑
i∈J

|〈ATωei, ei〉| =
∑
i∈J

ai〈Tωei, A
∗ei〉 =

∑
i∈J

aiω((ei ⊗ e∗i )A) = ω(BJA).

All� ‖BJ‖ = max |ai| = 1 (diìti oi ei ⊗ e∗i eÐnai k�jetec an� dÔo probolèc),
epomènwc ∑

i∈J

|〈ATωei, ei〉| = |ω(BJA)| ≤ ‖ω‖‖BJA‖ ≤ ‖ω‖‖A‖

36m�lista, apodeiknÔetai (dec p.q. [24], Je¸rhma II.1.6) ìti oi {xn} kai {yn} mporoÔn na
epilegoÔn orjokanonikèc.
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gia k�je peperasmèno uposÔnolo J ⊆ I, kai o isqurismìc apodeÐqjhke.

Jètontac A = T ∗ω ston Isqurismì, èqoume∑
i

‖Tωei‖2 =
∑

i

|〈T ∗ωTωei, ei〉| < +∞

epomènwc to sÔnolo {ei : Tωei 6= 0} eÐnai arijm simo. An {xn} eÐnai mia arÐj-
mhsh tou sunìlou autoÔ, jètoume λn = ‖Tωxn‖ kai yn = Tωxn/λn. OrÐzoume

φ(A) =
∑
i∈I

〈ATωei, ei〉 =
∑
n∈N

λn〈Ayn, xn〉 (A ∈ B(H)).

Apì ton isqurismì, h seir� sugklÐnei apìluta, �ra (ìpwc deÐxame prohgou-
mènwc) φ ∈ B∗(H). Epeid  h {ei} eÐnai orjokanonik  b�sh, isqÔei h isìthta∑

i〈x, ei〉〈ei, y〉 = 〈x, y〉 gia k�je x, y ∈ H, epomènwc

φ(ξ ⊗ η∗) =
∑

i

〈(ξ ⊗ η∗)Tωei, ei〉 =
∑

i

〈〈Tωei, η〉ξ, ei〉

=
∑

i

〈ξ, ei〉〈ei, T
∗
ωη〉 = 〈ξ, T ∗ωη〉 = 〈Tωξ, η〉 = ω(ξ ⊗ η∗)

gia k�je ξ, η. Epomènwc oi φ kai ω tautÐzontai sto sÔnolo F(H) ⊆ B(H) twn
telest¸n peperasmènhc t�xhc. Epeid  eÐnai kai oi dÔo asjen¸s-* suneqeÐc,
kai to F(H) eÐnai asjen¸s-* puknì ston B(H) (Pìrisma 10.14), èpetai ìti
φ = ω, dhlad 

ω(A) =
∑
n∈N

λn〈Ayn, xn〉.

Ek kataskeu c èqoume ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1, kai mènei na deiqjeÐ ìti (λn) ∈ `1.
ArkeÐ gi�autì na deÐxoume ìti, gia k�je akoloujÐa (µn) ∈ co, h seir�

∑
n λnµn

sugklÐnei. An jèsoume A =
∑

k µkxk ⊗ y∗k
37, brÐskoume

ω(A) =
∑
n,k

λnµk〈(xk ⊗ y∗k) yn, xn〉 =
∑
n,k

λnµk〈〈yn, yk〉xk, xn〉 =
∑

n

λnµn

(giatÐ ta xk eÐnai ek kataskeu c orjokanonik� kai ‖yn‖ = 1), �ra h seir�
sugklÐnei. 2

37o A eÐnai fragmènoc giatÐ gia k�je ξ, ‖A∗ξ‖2 =
∑
|µk|2|〈ξ, xk〉|2 ≤ max |µk|2‖ξ‖2
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11 Abelianèc 'Algebrec von Neumann

11.1 'Algebrec von Neumann

Orismìc 11.1 An H eÐnai q¸roc Hilbert kai S ⊆ B(H), orÐzw ton meta-
jèth S ′ tou S wc ex c

S ′ = {T ∈ B(H) : TS = ST gia k�je S ∈ S}.

Elègqetai �mesa ìti to sÔnolo S ′ eÐnai p�nta �lgebra me mon�da. EpÐshc eÐnai
norm kleistì, giatÐ an ‖An − A‖ → 0 kai AnS = SAn gia k�je n ∈ N kai
S ∈ S tìte

AS = lim
n
AnS = lim

n
SAn = SA

�ra A ∈ S ′.
Epomènwc an to sÔnolo S eÐnai autosuzugèc38 tìte to S ′ eÐnai C∗-�lgebra.

ParathroÔme ìmwc ìti h �lgebra S ′ eÐnai kleist  kai wc proc thn (asje-
nèsterh) topologÐa SOT thc sÔgklishc kat� shmeÐo: Pr�gmati, an èna dÐ-
ktuo (Ai) me Ai ∈ S ′ èqei thn idiìthta limi ‖Aix − Ax‖ = 0 gia k�je
x ∈ H, tìte, gia k�je S ∈ S èqoume A(Sx) = limiAi(Sx) ex upojèsewc
kai SAx = S(limiAix) = limi SAix diìti o S eÐnai suneq c, epomènwc

ASx = lim
i
AiSx = lim

i
SAi = SAx

gia k�je x ∈ H, �ra AS = SA.

EÐnai profanèc ìti S ⊆ S ′′. EpÐshc elègqetai eÔkola ìti S ′ = S ′′′.
'Ena sÔnolo telest¸n S eÐnai metajetikì sÔnolo an kai mìnon an S ⊆ S ′. An
S eÐnai metajetikì sÔnolo, tìte gia k�je A ∈ S ′, to sÔnolo S ∪ {A} ⊆ S ′
eÐnai metajetikì kai perièqei to S. Epomènwc èna sÔnolo telest¸n S eÐnai
megistikì metajetikì sÔnolo an kai mìnon an S ′ = S.
UpenjumÐzoume ton orismì:

Orismìc 11.2 'Estw (X,µ) q¸roc mètrou. H pollaplasiastik  �l-
gebraMµ tou (X,µ) eÐnai h

Mµ = {Mf : f ∈ L∞(X,µ)}.

H Mµ eÐnai abelian  C∗-up�lgebra thc B(L2(X,µ)).

38dhlad  S∗ ∈ S gia k�je S ∈ S
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Prìtash 11.1 An o (X,µ) eÐnai σ-peperasmènoc, tìte (Mµ)′ = Mµ. Iso-
dÔnama, h Mµ eÐnai megistik  abelian  autosuzug c up�lgebra (maximal
abelian selfadjoint algebra - masa) tou B(L2(X,µ)).

Apìdeixh H Mµ eÐnai abelian , �ra Mµ ⊆ (Mµ)′. 'Estw loipìn T ∈
(Mµ)′. Prèpei na broÔme g ∈ L∞(X,µ) ¸ste T = Mg.

(i) Ypojètoume pr¸ta ìti µ(X) <∞. Tìte h stajer  sun�rthsh 1 an kei
ston L2(X,µ). 'Estw g = T1 ∈ L2(X,µ). Tìte gia k�je f ∈ L∞(X,µ)
èqoume gf ∈ L2(X,µ) kai

T (f) = T (f1) = T (Mf (1)) = Mf (T (1)) = Mf (g) = fg = gf. (*)

An deÐxoume ìti g ∈ L∞(X,µ), opìte h g orÐzei fragmèno telest  Mg ∈
B(L2(X,µ)), tìte h prohgoÔmenh isìthta gr�fetai

T (f) = Mg(f) gia k�je f ∈ L∞(X,µ) ,

dhlad  oi fragmènoi telestèc T kai Mg ja tautÐzontai ston puknì upìqwro
L∞(X,µ) tou L2(X,µ), �ra ja eÐnai Ðsoi. Mènei loipìn na deiqjeÐ ìti g ∈
L∞(X,µ).

Pr�gmati, èstw a > 0 ¸ste to mètro tou Ya = {t ∈ X : |g(t)| > a} na eÐnai
mh mhdenikì. An fa eÐnai h qarakthristik  sun�rthsh tou Ya tìte ‖fa‖2

2 =
µ(Ya). All� epÐshc fa ∈ L∞(X,µ) opìte h (*) efarmìzetai kai deÐqnei ìti
T (fa) = fag, �ra

‖T‖2‖fa‖2
2 ≥ ‖T (fa)‖2

2 =

∫
|fag|2dµ =

∫
Ya

|g|2dµ ≥ a2µ(Ya) = a2‖fa‖2
2

epomènwc a ≤ ‖T‖. 'Epetai ìti ‖g‖∞ ≤ ‖T‖ kai t¸ra h (*) deÐqnei ìti T = Mg.

(ii) Gia thn genik  (σ-peperasmènh) perÐptwsh, gr�foume ton X wc ènwsh
arijm simhc oikogèneiac xènwn an� dÔo uposunìlwn Xn peperasmènou mètrou.
'Estw en ∈ L2(X,µ) h qarakthristik  sun�rthsh tou Xn kai gn = T (en).
'Opwc prohgoumènwc, gia k�je f ∈ L∞(X,µ) ∩ L2(X,µ) kai k�je n ∈ N
èqoume

TMen(f) = T (fen) = T (Mf (en)) = Mf (T (en)) = Mf (gn) = fgn.

SumperaÐnoume ìpwc prin ìti o Mgn eÐnai fragmènoc telest c kai ìti Mgn =
TMen , �ra ‖gn‖∞ = ‖Mgn‖ ≤ ‖T‖ gia k�je n ∈ N. 'Epetai ìti an orÐsoume
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thn g sto X apì thn sqèsh g|Xn = gn|Xn gia k�je n ∈ N, tìte h g eÐnai
µ-metr simh kai ‖g‖∞ ≤ supn ‖gn‖∞ ≤ ‖T‖, �ra g ∈ L∞(X,µ) kai

MgMen = Mgen = Mgn = TMen

gia k�je n ∈ N. AfoÔ o telest c Men eÐnai h probol  ston upìqwro
L2(Xn, µ) tou L2(X,µ), oi fragmènoi telestèc Mg kai T sumpÐptoun se ka-
jèna apì touc upoq¸rouc autoÔc, �ra (afoÔ eÐnai grammikoÐ kai suneqeÐc)
sumpÐptoun kai sthn kleist  grammik  j kh thc ènws c touc, pou eÐnai39 ìloc
o L2(X,µ). H apìdeixh eÐnai pl rhc. 2

Orismìc 11.3 'Estw H q¸roc Hilbert. MÐa �lgebra von Neumann
M ston H eÐnai èna autosuzugèc uposÔnolo tou B(H) pou ikanopoieÐ

M = M′′.

Parathr seic 11.2 (i) K�je �lgebra von Neumann eÐnai C∗-�lgebra me
mon�da. Epiplèon ìmwc eÐnai SOT-kleist .

(ii) An S ⊆ B(H), tìte to sÔnolo (S ∪ S∗)′′ eÐnai h mikrìterh �lgebra von
Neumann pou perièqei to S, kai onom�zetai h �lgebra von Neumann
pou par�getai apì to S.
(iii) K�je �lgebra von Neumann M ston H eÐnai thc morf c S ′ gia k�poio
autosuzugèc sÔnolo S ⊆ B(H) (p.q. S = M′).

ParadeÐgmata 11.3 (i) O q¸roc B(H) eÐnai �lgebra von Neumann .

(ii) To sÔnolo K(H) ìlwn twn sumpag¸n telest¸n stonH eÐnai C∗-�lgebra,
ìqi ìmwc �lgebra von Neumann ektìc an dimH < ∞. Par�getai (wc C∗-
�lgebra) apì tic probolèc thc.

(iii) 'Estw (X,µ) σ-peperasmènoc q¸roc mètrou. Tìte h Mµ eÐnai abelian 
�lgebra von Neumann ston L2(X,µ). EÐnai m�lista megistik  abelian .

(iv) To sÔnolo A = {Mf : f ∈ C([0, 1])} eÐnai C∗-�lgebra ston L2([0, 1], λ)
(ìpou λ to mètro Lebesgue), all� den eÐnai �lgebra von Neumann . IsqÔei
ìti A′′ = A′ = Mλ. H A den perièqei probolèc ektìc twn 0 kai I.

39An h h ∈ L2(X, µ) eÐnai k�jeth se k�je L2(Xn, µ), tìte gia k�je n kai f ∈ L2(Xn, µ)
èqoume

∫
Xn

hf̄dµ = 0, �ra (jètontac f = hen)
∫

Xn
|h|2dµ = 0, �ra ‖h‖22 =

∫
X
|h|2dµ =∑

n

∫
Xn
|h|2dµ = 0, dhlad  h = 0.
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Parat rhsh 11.4 An H eÐnai q¸roc Hilbert kai n ∈ N, k�je fragmènoc
telest c sto eujÔ �jroisma Hn antistoiqeÐ s�ènan n × n pÐnaka (Aij) apì
telestèc ston H (bl. Par�grafo 4). An S ⊆ B(H), to sÔnolo Mn(S) ⊆
B(Hn) apoteleÐtai apì touc n×n pÐnakec (Sij) me stoiqeÐa Sij apì to S. Me
ton sumbolismì autì, to sÔnolo S(n) antistoiqeÐ sto uposÔnolo tou Mn(S)
pou apoteleÐtai apì touc {diag¸niouc} pÐnakec thc morf c (Sδij) me S ∈ S.
An A ⊆ B(H) eÐnai �lgebra pou perièqei ton tautotikì telest , isqÔoun oi
isìthtec

(A(n))′ = Mn(A′) kai Mn(A)′ = (A′)(n).

kai eidikìtera (A(n))′′ = (A′′)(n).

[Pr�gmati, an T ∈ B(H) kai S = (Sij) ∈ B(H(n)), èqoume

T (n)S = (
∑

k

TδikSkj) = (TSij) kai ST (n) = (
∑

k

SikTδkj) = (SijT ).

Sunep¸c o T (n) metatÐjetai me ton S an kai mìnon an o T metatÐjetai me k�je
Sij. Autì apodeiknÔei ìti (A(n))′ = Mn(A′) kai ìti (A′)(n) ⊆ Mn(A)′. An
tèloc ènac telest c S = (Sij) metatÐjetai me thn Mn(A), tìte metatÐjetai
kai me k�je AEij ìpou A ∈ A kai Eij ∈ Mn(C) o pÐnakac pou èqei 1 sthn
jèsh i, j kai 0 pantoÔ alloÔ. Apì thn isìthta SAEij = AEijS prokÔptei
SkiAδjl = AδkiSjl gia k�je k kai l, �ra Ski = 0 gia k 6= i kai SiiA = ASjj gia
k�je i, j, dhlad  S ∈ (A′)(n). ]

Sunep¸c an M ⊆ B(H) eÐnai �lgebra von Neumann , tìte gia k�je n ∈ N
h M(n) ⊆ B(Hn) eÐnai �lgebra von Neumann . Oi �lgebrec M kai M(n)

eÐnai isometrik� *-isìmorfec, eÐnai dhlad  {Ðdiec} wc C*-�lgebrec. Den droÔn
ìmwc kat� ton `Ðdio' trìpo stouc antÐstoiqouc q¸rouc H kai Hn. ParadeÐg-
matoc q�rin, an h M eÐnai megistik  abelian  up�lgebra tou B(H) (dhlad 
M = M′) hM(2) den eÐnai megistik  up�lgebra tou B(H2), diìti o metajèthc
(M(2))′ = M2(M) den eÐnai metajetik  �lgebra.

Sto jèma autì ja epanèljoume sthn epìmenh par�grafo.

'Ena apì ta pio jemeli¸dh apotelèsmata sthn jewrÐa twn algebr¸n von Neu-
mann eÐnai o susqetismìc thc algebrik c sunj khc M = M′′ me mÐa topolo-
gik  sunj kh:
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Je¸rhma 11.5 (von Neumann ) 'Estw A mÐa autosuzug c up�lgebra
tou B(H) pou perièqei ton tautotikì telest . Tìte

A′′ = ASOT
= AWOT

.

Eidikìtera, h A eÐnai �lgebra von Neumann an kai mìnon an eÐnai SOT-
kleist , an kai mìnon an eÐnai WOT-kleist .

Ja qrhsimopoi soume to

L mma 11.6 'Estw A ⊆ B(H) autosuzug c �lgebra pou perièqei ton tau-
totikì telest . Tìte A′′ ⊆ RefA.

Apìdeixh 'Estw T ∈ A′′ kai x ∈ H. Onom�zoume P thn probol  ston
upìqwro [Ax] touH. Efìson o [Ax] eÐnaiA-analloÐwtoc (hA eÐnai �lgebra),
isqÔei AP = PAP gia k�je A ∈ A. All� A∗ ∈ A, �ra A∗P = PA∗P ,
epomènwc PA = PAP . 'Epetai ìti AP = PA gia k�je A ∈ A, dhlad 
P ∈ A′. Epomènwc TP = PT . All� I ∈ A, �ra x = Ix ∈ [Ax] kai sunep¸c
Tx = TPx = PTx ∈ [Ax]. AfoÔ to x ∈ H eÐnai aujaÐreto, deÐxame ìti
T ∈ RefA.
Epomènwc A′′ ⊆ RefA. 2

Ja deÐxoume se lÐgo (Pìrisma 11.9) ìti sthn pragmatikìthta, isqÔei h isìthta
RefA = A′′.

Apìdeixh tou Jewr matoc tou von Neumann

Epeid  A ⊆ A′′ kai h A′′ eÐnai SOT-kleist , èqoume ASOT ⊆ A′′. All� h A
eÐnai grammikìc q¸roc, �ra (Prìtash 10.8) ASOT

= AWOT
.

Mènei na deiqjeÐ ìti A′′ ⊆ ASOT
. Gia k�je n ∈ N èqoume (A′′)(n) = (A(n))′′

(Parat rhsh 11.4) kai h A(n) eÐnai autosuzug c �lgebra pou perièqei ton tau-
totikì, �ra (apì to prohgoÔmeno L mma) A(n) ⊆ RefA(n). Apì thn Prìtash

10.10, autì shmaÐnei ìti A′′ ⊆ ASOT
. 2

Parat rhsh 11.7 'EstwA autosuzug c telest c. Gr�foumeA =
∫
λdEλ

apì to Fasmatikì Je¸rhma. Oi fasmatikèc probolèc E(Ω) mporeÐ na mhn
an koun sthn C∗-�lgebra pou par�getai apì ton A (par�deigma: o tele-
st c M tou pollaplasiasmoÔ epÐ x ston L2([0, 1]) par�gei thn C∗-�lgebra
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{Mf : f ∈ C([0, 1])}, pou den perièqei probolèc). 'Omwc, ìpwc deÐxame sthn
Parat rhsh 9.9, an koun sthn �lgebra von Neumann {A}′′ pou par�gei o A.

Pìrisma 11.8 K�je �lgebra von Neumann eÐnai h norm-kleist  grammik 
j kh twn probol¸n pou perièqei. (Par�bale: mÐa C∗-�lgebra mporeÐ na mhn
èqei mh tetrimmènec probolèc.)

Apìdeixh 'Estw M �lgebra von Neumann. AfoÔ h M eÐnai autosuzug c,
k�je A ∈ M gr�fetai A = A1 + iA2 ìpou Ai autosuzug c. ArkeÐ loipìn
na deiqjeÐ ìti k�je autosuzug c A ∈ M proseggÐzetai sthn topologÐa thc
nìrmac apì (peperasmènouc) grammikoÔc sunduasmoÔc probol¸n pou an koun
sthn M.

Apì to Fasmatikì Je¸rhma èqoume A =
∫
λdEλ, ìpou to olokl rwma sug-

klÐnei sthn topologÐa thc nìrmac. 'Ara o A an kei sthn norm-kleist  grammi-
k  j kh twn fasmatik¸n tou probol¸n E(Ω) (ìpou Ω eÐnai Borel uposÔnolo
tou f�smatoc σ(A) tou A). 'Omwc, ìpwc mìlic parathr same, oi fasmatikèc
probolèc tou A an koun ston {A}′′, �ra sthn M. 2

Pìrisma 11.9 'EstwA ⊆ B(H) autosuzug c �lgebra pou perièqei ton tau-
totikì telest . Tìte

A′′ = RefA (= ASOT
).

Apìdeixh Apì to L mma 11.6 èpetai ìti A′′ ⊆ RefA. ArkeÐ loipìn na deÐxw
ìti, an T ∈ RefA, tìte T ∈ A′′, dhlad  TQ = QT gia k�je Q ∈ A′. Epeid 
ìmwc h A′ eÐnai �lgebra von Neumann , �ra par�getai apì tic probolèc thc,
arkeÐ na upojèsw ìti h Q eÐnai probol .

An Ho = Q(H), ja deÐxw ìti o Ho eÐnai T -analloÐwtoc. 'Estw x ∈ Ho.
Tìte Tx ∈ Ax (giatÐ T ∈ RefA). All� o upìqwroc Ho eÐnai A-analloÐwtoc,
efìson Q ∈ A′. Epomènwc Ax ⊆ Ho, �ra kai Ax ⊆ Ho afoÔ o Ho eÐnai
kleistìc. Epomènwc telik� Tx ∈ Ho, dhlad  T (Ho) ⊆ Ho. All� h probol 
ston H⊥

o , dhlad  h I − Q, an kei epÐshc sthn A′. To Ðdio epiqeÐrhma loipìn
deÐqnei ìti T (H⊥

o ) ⊆ H⊥
o , �ra telik� o Ho an�gei ton T , pr�gma pou shmaÐnei

ìti QT = TQ (L mma 4.1). 2

UpenjumÐzoume (dec to Par�deigma sthn Parat rhsh 10.9) ìti up�rqei �lge-
bra A ⊆ B(H) (bebaÐwc mh autosuzug c) pou perièqei ton tautotikì telest 

tètoia ¸ste RefA 6= ASOT
.
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Pìrisma 11.10 An A eÐnai �lgebra von Neumann pou dra se diaqwrÐ-
simo q¸ro Hilbert, tìte up�rqei arijm simo sÔnolo E ⊆ A probol¸n pou
par�gei thn A wc �lgebra von Neumann, dhlad  tètoio ¸ste E ′′ = A.

Apìdeixh Apì th Prìtash 10.15, up�rqei arijm simo sÔnolo {An : n ∈ N}
pou eÐnai WOT-puknì uposÔnolo thc monadiaÐac sfaÐrac thc A. Apì to proh-
goÔmeno Pìrisma k�je An an kei sthn norm-kleist  grammik  j kh tou su-
nìlou twn probol¸n thc A. Epomènwc gia k�je m ∈ N up�rqei peperasmèno
sÔnolo En,m = {E1, . . . , Ek} apì probolèc thc A kai arijmoÐ {λ1, . . . , λk}
¸ste ‖An −

∑
λiEi‖ < 1

m
. 'Ara o An an kei sthn norm-kleist  grammik 

j kh tou arijm simou sunìlou En = ∪mEn,m.

'Estw E = ∪nEn. Tìte E ⊆ A �ra E ′′ ⊆ A. AntÐstrofa an o T metatÐjetai
me to E tìte metatÐjetai me k�je En kai �ra me k�je An. AfoÔ to sÔnolo
{An : n ∈ N} eÐnai WOT-puknì sthn monadiaÐa sfaÐra tou A, èpetai ìti o T
metatÐjetai me th monadiaÐa sfaÐra, �ra kai me ìlhn thn A. Epomènwc E ′ ⊆ A′,
�ra A = A′′ ⊆ E ′′. 2

Parat rhsh 11.11 Ac shmeiwjeÐ h diafor� an�mesa sta dÔo teleutaÐa
PorÐsmata: mÐa �lgebra von Neumann den eÐnai potè Ðsh me thn norm-
kleist  �lgebra pou par�getai apì arijm simo sÔnolo probol¸n, ektìc an
èqei peperasmènh di�stash.

Apìdeixh 'Askhsh: DeÐxte ìti mÐa apeirodi�stath �lgebra von Neumann
den eÐnai diaqwrÐsimoc q¸roc sthn topologÐa thc nìrmac, diìti perièqei mÐa
�peirh akoloujÐa k�jetwn an� dÔo probol¸n, kai epomènwc perièqei mÐa iso-
metrik  eikìna tou `∞(N), pou den eÐnai diaqwrÐsimoc.

11.2 K�je masa eÐnai pollaplasiastik  �lgebra

Orismìc 11.4 AnH,K eÐnai q¸roi Hilbert, dÔo uposÔnola S ⊆ B(H), T ⊆
B(K) lègontai orjomonadiaÐa isodÔnama (unitarily equivalent) an
up�rqei orjomonadiaÐoc telest c U : H → K ¸ste h apeikìnish

adU : B(H) → B(K) : A→ UAU∗

na apeikonÐzei to S epÐ tou T .
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Parathr seic 11.12 (i) EÐnai fanerì ìti h apeikìnish adU eÐnai isome-
trikìc *-isomorfismìc. Epomènwc an dÔo C∗-�lgebrec A ⊆ B(H), B ⊆ B(K)
eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamec, tìte eÐnai *-isìmorfec. To antÐstrofo den
isqÔei: bl.(iii).

(ii) ApodeiknÔetai ìti k�je *-isomorfismìc tou B(H) epÐ tou B(K) eÐnai orjo-
monadiaÐa isodunamÐa. Epomènwc, an A ⊆ B(H), B ⊆ B(K) eÐnai C∗-�lgebrec
kai φ : A → B eÐnai *-isomorfismìc, tìte o φ eÐnai orjomonadiaÐa isodunamÐa
an kai mìnon an epekteÐnetai se *-isomorfismì tou B(H) epÐ tou B(K).

(iii)MÐa orjomonadiaÐa isodunamÐa den diathreÐ mìnon thn C∗-algebrik  dom ,
diathreÐ epiplèon kai thn dr�sh stouc antÐstoiqouc q¸rouc Hilbert: An dÔo
C∗-�lgebrec eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamec, tìte droÔn (se isometrik� isì-
morfouc q¸rouc) {kat� ton Ðdio trìpo}. ParadeÐgmatoc q�rin, dÔo �lgebrec
von Neumann eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamec an kai mìnon an oi metajètec
touc eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamoi (Apìdeixh: �skhsh). 'Epetai ìti an mÐa
�lgebra telest¸n eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me mÐa masa, tìte kai h Ðdia
eÐnai masa.

Epomènwc, an M eÐnai mia masa, tìte h M eÐnai bebaÐwc isometrik� isìmorfh
me thnM(2) (mèsw thc apeikìnishc A→ A⊕A), all� oi metajètecM′ = M
kai (M(2))′ = M2(M) den eÐnai isìmorfoi. Sunep¸c oiM kaiM(2) den mporeÐ
na eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamec.

EpÐshc, an φ = adU eÐnai orjomonadiaÐa isodunamÐa, tìte h φ kai h φ−1 eÐnai
SOT-SOT suneqeÐc (Apìdeixh: �skhsh).

Ta kentrik� apotelèsmata aut c thc paragr�fou eÐnai

Je¸rhma 11.13 K�je abelian  �lgebra von Neumann pou dra se diaqwrÐ-
simo q¸ro eÐnai isometrik� *-isomorfik  me ton L∞([0, 1], µ) gia k�poio Borel
mètro pijanìthtac µ.

Je¸rhma 11.14 K�je megistik  abelian  �lgebra von Neumann pou
dra se diaqwrÐsimo q¸ro Hilbert eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me thn pol-
laplasiastik  �lgebra tou q¸rou mètrou ([0, 1], µ), gia k�poio Borel mètro
pijanìthtac µ.

Gia tic apodeÐxeic, ja qreiasjoÔn merik� prokatarktik� apotelèsmata.
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Orismìc 11.5 'Estw S ⊆ B(H) grammikìc upìqwroc. 'Ena di�nusma ξ ∈
H diaqwrÐzei ton S an Sξ 6= 0 gia k�je S ∈ S\{0}. To ξ eÐnai kuklikì
gia ton S an o [Sξ] eÐnai puknìc ston H.

L mma 11.15 (i) An to ξ eÐnai kuklikì gia to S tìte diaqwrÐzei ton S ′.
(ii) An hM eÐnai �lgebra von Neumann kai to ξ diaqwrÐzei thnM tìte eÐnai
kuklikì gia thn M′.

Sunep¸c èna di�nusma eÐnai kuklikì gia mia �lgebra von Neumann an kai
mìnon an diaqwrÐzei ton metajèth thc.

Apìdeixh (i) 'Estw T ∈ S ′ ¸ste Tξ = 0. Tìte TSξ = S(Tξ) = 0 gia
k�je S ∈ S, kai sunep¸c T (Sξ) = 0. All� o [Sξ] eÐnai puknìc ston H kai
sunep¸c T = 0.

(ii) 'Estw P h probol  ston upìqwro M′ξ. O upìqwroc autìc eÐnai M′-
analloÐwtoc, �ra P ∈ (M′)′ = M. All� Pξ = ξ, dhlad  (I − P )ξ = 0 �ra
I − P = 0 afoÔ h I − P an kei sthn M thn opoÐa to ξ diaqwrÐzei. Autì
shmaÐnei ìti o upìqwroc M′ξ eÐnai puknìc sto H. 2

L mma 11.16 K�je abelian  �lgebra von Neumann M pou dra se diaqw-
rÐsimo q¸ro H èqei diaqwrÐzon di�nusma ξ. An h M eÐnai masa, tìte to ξ
eÐnai kai kuklikì.

Apìdeixh Apì to L mma tou Zorn, up�rqei mÐa masa N pou perièqei thn
M (an h M eÐnai masa tìte N = M). Ja kataskeu�soume èna monadiaÐo
di�nusma ξ ∈ H kuklikì gia thn N . Tìte to ξ ja diaqwrÐzei thn N . 'Epetai
ìti to ξ ja diaqwrÐzei kai thn M.

Onom�zoume dÔo dianÔsmata ξ, η ∈ H polÔ k�jeta an oi upìqwroi N ξ kai
N η eÐnai k�jetoi. Apì to L mma tou Zorn, up�rqei mÐa megistik  oikogèneia
Ξ ⊆ H apì polÔ k�jeta monadiaÐa dianÔsmata. Afou o H eÐnai diaqwrÐsimoc,
h Ξ eÐnai arijm simh, èstw Ξ = {ξn : n ∈ N}. 'Estw Pn h orj  probol 
ston N ξn. Epeid  o upìqwroc autìc eÐnai analloÐwtoc apì thn N , ja èqoume
Pn ∈ N ′ = N . (dec thn apìdeixh tou 11.6).

'Estw ξ =
∑

n
1
2n ξn. IsqurÐzomai ìti to ξ eÐnai kuklikì gia thn N . An ìqi, ja

up rqe monadiaÐo di�nusma η ∈ H k�jeto ston N ξ. Tìte gia k�je n ∈ N kai
A,B ∈ N ja eÐqame

〈Aη,Bξn〉 = 〈η, A∗B(2nPnξ)〉 = 0
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afoÔ A∗BPn ∈ N kai η ⊥ N ξ. Tìte ìmwc o N η ja  tan k�jetoc se k�je
N ξn, pr�gma pou antibaÐnei sthn megistikìthta thc Ξ. 2

L mma 11.17 'Estw M abelian  �lgebra von Neumann se diaqwrÐsimo
q¸ro Hilbert H. Tìte up�rqei autosuzug c telest c A ∈ M ¸ste {A}′′ =
M. MporoÔme m�lista na epilèxoume ton A ¸ste 0 ≤ A ≤ I.

Apìdeixh 'Estw E = {En} arijm simo sÔnolo probol¸n thcM ¸ste E ′′ =
M (Pìrisma 11.10). OrÐzw

B =
∑

n

1

4n
(2En − I) =

∑
n

1

4n
Sn

ìpou Sn = 2En−I. ArkeÐ na deÐxw ìti an ènac telest c T ∈ B(H) metatÐjetai
me ton B, tìte metatÐjetai me k�je En.

'Estw ìti o T metatÐjetai me ton B kai me tic E1, E2, ..., En−1. Ja deÐxw ìti
o T metatÐjetai me thn En. Parat rhse ìti o T metatÐjetai me ton telest 

4n(B −
n−1∑
k=1

1

4k
Sk) = 4n

∞∑
k=n

1

4k
Sk = Sn +B1

ìpou
B1 =

∞∑
k=1

1

4k
Sk+n.

'Epetai ìti o T metatÐjetai me ton

1

2
(3(Sn +B1)− (Sn +B1)

3) = Sn +B2

ìpou
B2 = −3

2
SnB

2
1 −

1

2
B3

1

(qrhsimopoÐhsa ìti S2
n = I). Parat rhse ìti ‖B2‖ ≤ 3

2
‖B1‖2 + 1

2
‖B1‖3 ≤

5
9
‖B1‖, giatÐ ‖B1‖ ≤ 1

3
. Epanalamb�nontac ton Ðdio sullogismì me ton B2

sth jèsh tou B1, sumperaÐnoume ìti o T metatÐjetai me ton Sn + B3 ìpou
‖B3‖ ≤ (5

9
)2‖B1‖ kai suneqÐzoume epagwgik�. 'Epetai ìti gia k�je k ∈ N, o

T metatÐjetai me ton Sn+Bk ìpou ‖Bk‖ ≤ (5
9
)k−1‖B1‖. All� limk(Sn+Bk) =

Sn, �ra deÐxame ìti o T metatÐjetai me ton Sn kai �ra me thn En.
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Gia na deÐxw ìti o T metatÐjetai me thn E1 (isodÔnama me ton S1), gr�fw
4B = S1 +A1 ìpou A1 =

∑∞
k=1

1
4kSk+1 kai suneqÐzw ìpwc sthn prohgoÔmenh

par�grafo. H epagwg  eÐnai t¸ra pl rhc.

Parat rhse ìti o telest c B pou kataskeu�same ikanopoieÐ −1
3
I ≤ B ≤ 1

3
I.

An loipìn ton antikatast soume me ton B + 1
3
I, brÐskoume ènan telest  A

me ton Ðdio metajèth pou ikanopoieÐ 0 ≤ A ≤ I. 2

Pìrisma 11.18 An M eÐnai abelian  �lgebra von Neumann pou dra se
diaqwrÐsimo q¸ro H, tìte up�rqei fasmatikì mètro E(.) orismèno sta Borel
uposÔnola tou [0, 1] ¸ste

M = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′.

Apìdeixh Apì to L mma 11.17, up�rqei autosuzug c telest c A ∈ M me
0 ≤ A ≤ I ¸ste A′′ = M.

Epeid  o A eÐnai autosuzug c, to f�sma tou eÐnai pragmatikì, kai epeid 
0 ≤ A ≤ I, perièqetai sto [0, 1]. Epomènwc to fasmatikì tou mètro ja
fèretai apì to [0, 1].

'Eqoume ìmwc deÐxei (Je¸rhma 9.14) ìti {A}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′,
kai sunep¸c M = {E(Ω) : Ω ⊆ [0, 1] Borel }′′. 2

Parat rhsh 11.19 To sÔnolo P(M) twn probol¸n miac �lgebrac von
Neumann M⊆ B(H) tautÐzetai me to sÔnolo twn kleist¸n upoq¸rwn tou H
pou eÐnaiM′-analloÐwtoi (mèsw thc apeikìnishc pou antistoiqeÐ se k�je (or-
j ) probol  P ton upìqwro P (H)). Epomènwc to P(M) apoteleÐ sÔndesmo
an onom�soume P ∨Q thn probol  ston upìqwro [P (H) +Q(H)] kai P ∧Q
thn probol  ston upìqwro P (H)∩Q(H). 'Otan hM eÐnai metajetik , o sÔn-
desmoc autìc eÐnai epimeristikìc, epomènwc eÐnai sÔndesmoc Boole. O lìgoc
eÐnai ìti, ìtan dÔo probolèc P,Q metatÐjentai, tìte P ∨Q = P +Q−PQ kai
P∧Q = PQ, kai fusik� h prìsjesh epimerÐzetai wc proc ton pollaplasiasmì.

Prìtash 11.20 'Estw (K,S) metr simoc q¸roc kai E = {E(Ω) : Ω ∈ S}
fasmatikì mètro se diaqwrÐsimo q¸ro Hilbert H. Up�rqei mètro pijanìthtac
µ ston K ¸ste h abelian  �lgebra von Neumann M pou par�getai apì to E
na eÐnai isometrik� *-isomorfik  me ton L∞(K,µ).
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Apìdeixh Efìson o H eÐnai diaqwrÐsimoc, h abelian  �lgebra von Neumann
M èqei monadiaÐo di�nusma, èstw ξ ∈ H, pou thn diaqwrÐzei (L mma 11.16).
Jètoume

µ(Ω) = µξ,ξ(Ω) = 〈E(Ω)ξ, ξ〉 (Ω ∈ S).

Apì ton orismì tou fasmatikoÔ mètrou, to µ eÐnai mètro Borel pijanìthtac
ston K. An E(Ω) = 0, tìte bebaÐwc µ(Ω) = 0. All� kai antÐstrofa,
an µ(Ω) = 0 tìte ‖E(Ω)ξ‖2 = 〈E(Ω)ξ, E(Ω)ξ〉 = 〈E(Ω)ξ, ξ〉 = 0, opìte
E(Ω) = 0 afoÔ to ξ diaqwrÐzei thn M. Dhlad  ta mètra µ kai E(.) eÐnai
{isodÔnama} (èqoun ta Ðdia mhdenik� sÔnola).

Sthn par�grafo 9.2.2, orÐsame ènan suneq  *-morfismì

f → θo(f) =

∫
K

fdE

apì thn �lgebra L∞(K) twn fragmènwn metr simwn sunart sewn f : K → C
me timèc ston B(H). An f =

∑
ciχΩi

∈ L∞(K) eÐnai apl , tìte

θo(f) =
∑

i

ciE(Ωi) ∈M

kai sunep¸c, afoÔ oi aplèc sunart seic eÐnai puknèc sthn L∞(K), θo(f) ∈M
gia k�je L∞(K).

Isqurismìc H θo ep�gei mia kal� orismènh apeikìnish

θ : L∞(K,µ) →M

pou eÐnai isometrikìc *-morfismìc.

ArkeÐ gi�autì na deÐxoume ìti ‖θo(f)‖ = esssup|f | ìtan h f eÐnai apl , giatÐ
tìte h sqèsh f = 0 µ-sqedìn pantoÔ ja sunep�getai θo(f) = 0.

An f =
∑
ciχΩi

ìpou {Ωi} eÐnai mia Borel diamèrish tou K tìte to ousi¸dec
supremum thc f eÐnai ‖f‖∞ = max{|ci| : µ(Ωi) 6= 0}. All�

‖θo(f)‖ =
∥∥∥∑ ciE(Ωi)

∥∥∥ = max
i
‖ciE(Ωi)‖ = max{|ci| : E(Ωi) 6= 0} = ‖f‖∞

afoÔ oi E(Ωi) eÐnai k�jetec an� dÔo probolèc kai E(Ω) 6= 0 an kai mìnon an
µ(Ω) 6= 0. Efìson oi aplèc sunart seic eÐnai ‖.‖∞-puknèc ston L∞(K,µ), o
isqurismìc apodeÐqjhke.
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Mènei t¸ra na apodeiqjeÐ o

Isqurismìc H θo apeikonÐzei thn L∞(K,µ) epÐ thc M. Dhlad  an

Mo ≡ {θ(f) : f ∈ L∞(K,µ)

èqoume Mo = M.

Apìdeixh Ac parathr soume ìti hMo, wc isometrik� *-isomorfik  me thn C∗-
�lgebra L∞(K,µ), eÐnai C∗-�lgebra. Epiplèon epeid  E ⊆ Mo kai E ′′ = M,
èpetai ìti M′′

o = M. Apì to Je¸rhma von Neumann (11.5) sumperaÐnoume
ìti h Mo eÐnai SOT-pukn  sthn M. Eidikìtera gia k�je η ∈ H, o upìqwroc
Moη eÐnai puknìc ston Mη.

'Estw B ∈M. Ja broÔme mia f ∈ L∞(K,µ) ¸ste B = θ(f).

Epeid  k�je stoiqeÐo thc M eÐnai grammikìc sunduasmìc jetik¸n stoiqeÐwn
thc M, mporoÔme na upojèsoume ìti o B eÐnai jetikìc telest c.

OrÐzw èna nèo mètro ν ston (K,S) apì thn sqèsh

ν(Ω) = µBξ,ξ(Ω) = 〈E(Ω)Bξ, ξ〉 = 〈E(Ω)BE(Ω)ξ, ξ〉

(diìti E(Ω)BE(Ω) = E(Ω)2B = E(Ω)B). 'Eqoume 0 ≤ ν(Ω) ≤ ‖B‖µ(Ω)
giatÐ 0 ≤ B ≤ ‖B‖I. 'Epetai ìti to ν eÐnai µ-apìluta suneqèc. Apì to
je¸rhma Radon -Nikodym (dec [14, 10.27]), up�rqei metr simh sun�rthsh
f ∈ L1(K,µ) ¸ste

ν(Ω) =

∫
Ω

fdµ (Ω ∈ S).

To ν eÐnai jetikì mètro, �ra h f eÐnai mh arnhtik . IsqurÐzomai ìti f ≤ ‖B‖
µ-sqedìn pantoÔ. Pr�gmati, an ε > 0 kai Ω = {t ∈ K : f(t) > ‖B‖+ ε} tìte

(‖B‖+ ε)µ(Ω) =

∫
Ω

(‖B‖+ ε)dµ ≤
∫

Ω

fdµ = ν(Ω) ≤ ‖B‖µ(Ω)

�ra µ(Ω) = 0. Epomènwc f ∈ L∞(K,µ).

Ja oloklhr¸soume thn apìdeixh deÐqnontac ìti B = θ(f).

Gia k�je Ω ∈ S,

〈(B − θ(f))ξ, E(Ω)ξ〉 = 〈Bξ,E(Ω)ξ〉 − 〈θ(f)ξ, E(Ω)ξ〉
= ν(Ω)− 〈E(Ω)θ(f)ξ, ξ〉.
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All� E(Ω)θ(f) = θ(χΩ)θ(f) = θ(χΩf), opìte

〈(B − θ(f))ξ, E(Ω)ξ〉 = ν(Ω)− 〈θ(χΩf)ξ, ξ〉 =

∫
Ω

fdµ−
∫
χΩfdµ = 0.

'Epetai ìti to (B−θ(f))ξ eÐnai k�jeto se k�je E(Ω)ξ, �ra kai sthn grammik 
j kh tou {E(Ω)ξ : Ω ∈ S}, dhlad  ston q¸ro Moξ. All� h Mo eÐnai SOT-
pukn  sthnM, epomènwc to (B−θ(f))ξ eÐnai k�jeto stoMξ. Apì thn �llh
meri� ìmwc o B− θ(f) an kei sthnM, opìte èqoume (B− θ(f))ξ = 0 kai �ra
B − θ(f) = 0 afoÔ to ξ diaqwrÐzei thn M. 2

'Amesh eÐnai t¸ra h apìdeixh tou Jewr matoc 11.13: arkeÐ na sundu�-
soume thn Prìtash 11.18 kai thn Prìtash 11.20.

EpÐshc sthn apìdeixh thc Prìtashc 11.20 emperièqetai ousiastik� h apìdeixh
tou epomènou PorÐsmatoc.

Pìrisma 11.21 H (abelian ) �lgebra von Neumann {A}′′ pou par�getai
apì ènan fusiologikì telest  A pou dra se diaqwrÐsimo q¸ro Hilbert isoÔtai
me to sÔnolo

{f(A) : f ∈ L∞(σ(A))}
ìpou L∞(σ(A)) eÐnai to sÔnolo twn Borel fragmènwn sunart sewn f :σ(A)→
C.

Prìtash 11.22 'Estw M ⊆ B(H) abelian  �lgebra von Neumann pou
èqei kuklikì di�nusma ξ ∈ H kai (K,S, µ) q¸roc mètrou pijanìthtac. Tì-
te se k�je (algebrikì) *-isomorfismì θ : L∞(K,µ) → M antistoiqeÐ ènac
orjomonadiaÐoc telest c U : H → L2(K,µ) ¸ste Uθ(f)U−1 = Mf gia k�je
f ∈ L∞(K,µ). Epomènwc h M eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me thn polla-
plasiastik  �lgebra Mµ ⊆ B(L2(K,µ)).

O orjomonadiaÐoc telest c U lègetai ìti ulopoieÐ (implements) ton isomor-
fismì Mµ →M : Mf → θ(f).

Apìdeixh ParathroÔme pr¸ta ìti, epeid  oi L∞(K,µ) kai M eÐnai C*-
�lgebrec, h θ : L∞(K,µ) →M eÐnai kat�an�gkhn isometrÐa. Pr�gmati, ìpwc
faÐnetai apì thn apìdeixh tou L mmatoc 9.5, h θ eÐnai sustol . Me to Ðdio
ìmwc epiqeÐrhma40, h θ−1 eÐnai sustol . Apì thn Ðdia apìdeixh faÐnetai ìti h
θ diathreÐ thn di�taxh (sunep¸c kai h θ−1 thn diathreÐ).

40qrhsimopoi¸ntac ìti k�je jetikì stoiqeÐo thc M èqei jetik  tetragwnik  rÐza
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An Lo(K,S) eÐnai h *�lgebra twn apl¸n metr simwn sunart sewn f : K → C
kai Mo = {θ(f) : f ∈ Lo(K,S)}, jètoume

Ho = Moξ = {θ(f)ξ : f ∈ Lo(K,S)}.

IsqurÐzomai ìti o upìqwroc Ho eÐnai puknìc ston H. Pr�gmati, afoÔ h θ
eÐnai isometrÐa, h Mo eÐnai ‖.‖-pukn  sthn M. Epomènwc, an èna η ∈ H eÐnai
k�jeto ston Ho, ja eÐnai k�jeto kai ston Mξ, pou eÐnai puknìc upìqwroc
tou H, afoÔ to ξ eÐnai kuklikì di�nusma. Epomènwc η = 0.

Kataskeu�zoume t¸ra èna nèo mètro ν sthn S wc ex c:

MporoÔme na upojèsoume ìti to ξ eÐnai monadiaÐo di�nusma. Gia k�je Ω ∈ S
jètoume

ν(Ω) = 〈θ(χΩ)ξ, ξ〉 = ‖θ(χΩ)ξ‖2.

Parat rhse ìti ν(Ω) = 0 an kai mìnon an θ(χΩ) = 0 (giatÐ to ξ diaqwrÐzei thn
M) an kai mìnon an χΩ = 0 (giatÐ h θ eÐnai 1-1) an kai mìnon an µ(Ω) = 0.

Ja deÐxw ìti to ν eÐnai s-prosjetikì mètro pijanìthtac. EÐnai fanerì ìti
0 ≤ ν(Ω) ≤ 1. EpÐshc eÐnai fanerì ìti to ν eÐnai peperasmèna prosjetikì.
Gia na deÐxw ìti eÐnai s-prosjetikì, arkeÐ na deÐxw ìti, an (Ωn) eÐnai akoloujÐa
sthn S pou fjÐnei proc to ∅, èqoume ν(Ωn) → 0. K�je θ(χΩn) ≡ Pn ∈M eÐnai
autosuzug c kai tautodÔnamoc, �ra probol . An jèsw En = Pn(H), tìte o
upìqwroc En eÐnaiM′-analloÐwtoc opìte o E ≡ ∩nEn eÐnaiM′-analloÐwtoc.
'Epetai ìti h probol  P ston E an kei41 sthn M′′ = M. Epomènwc up�rqei
Ω ∈ S ¸ste P = θ(χΩ). 'Eqoume P ≤ Pn giatÐ E ⊆ En, �ra χΩ ≤ χΩn

(efìson h θ−1 diathreÐ th di�taxh) kai sunep¸c µ(Ω) ≤ µ(Ωn). All� Ωn →
∅ kai to µ eÐnai s-prosjetikì, �ra µ(Ω) = 0, opìte, ìpwc parathr same
prohgoumènwc, ν(Ω) = 0.

Epomènwc to ν eÐnai mètro ston (K,S), kai eÐnai isodÔnamo me to µ. Apì to
Je¸rhma Radon - Nikodym èpetai ìti up�rqei mh arnhtik  h ∈ L1(K,µ) ¸ste
ν(Ω) =

∫
Ω
hdµ gia k�je Ω ∈ S. EpÐshc h(t) > 0 gia µ-sqedìn k�je t ∈ K

giatÐ ν ∼ µ.

Jètoume go = h1/2 ∈ L2(K,µ) kai orÐzoume mia apeikìnish apì ton Ho ston
L2(K,µ) apì ton tÔpo:

Uo : Ho −→ L2(K,µ) : θ(f)ξ −→ fgo

41Gr�foume P = ∧nPn. Parempiptìntwc ac shmei¸soume ìti me thn Ðdia mèjodo apodeik-
nÔetai ìti to sÔnolo P(M) twn probol¸n miac �lgebrac von Neumann M (metajetik c  
ìqi) apokt� th dom  pl rouc sundèsmou.
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ìpou f apl  metr simh. EÐnai fanerì ìti h Uo eÐnai grammik . EpÐshc, h Uo

eÐnai isometrÐa, giatÐ an f =
∑n

k=1 λkχΩk
me ta Ωi xèna an� dÔo tìte

‖fgo‖2
2 =

∫
K

|fgo|2dµ =

∫
K

n∑
k=1

|λk|2χΩk
hdµ

=
n∑

k=1

|λk|2
∫

K

χΩk
dν =

n∑
k=1

|λk|2〈θ(χΩk
)ξ, ξ〉

=
n∑

k=1

|λk|2‖θ(χΩk
)ξ‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

λkθ(χΩk
)ξ

∥∥∥∥∥
2

= ‖θ(f)ξ‖2

(qrhsimopoÐhsa ìti Ωi∩Ωj =∅ gia i 6=j �ra χΩi
χΩj

=0 kai θ(χΩi
)ξ⊥θ(χΩj

)ξ).

Sunep¸c h Uo epekteÐnetai se mia isometrik  apeikìnish U me pedÐo orismoÔ
thn kleist  j kh tou Ho, pou eÐnai o H. IsqurÐzomai ìti to pedÐo tim¸n thc
U eÐnai ìloc o L2(K,µ). Pr�gmati, eÐnai kleistìc upìqwrìc tou kai, an mia
f ∈ L2(K,µ) eÐnai k�jeth sthn χΩgo gia k�je Ω ∈ S tìte∫

Ω

fgodµ = 0

gia k�je Ω ∈ S �ra fgo = 0 µ-sqedìn pantoÔ kai sunep¸c f = 0 µ-sqedìn
pantoÔ giatÐ h go eÐnai µ-sqedìn pantoÔ jetik .

'Ara h U eÐnai orjomonadiaÐoc telest c.

Isqurismìc Gia k�je apl  sun�rthsh f ∈ L∞(K,µ), isqÔei

Uθ(f)U−1 = Mf .

Apìdeixh An h g : K → C eÐnai apl , tìte

U(θ(f)(θ(g)ξ)) = U(θ(fg)ξ) = fggo = Mf (ggo) = Mf (U(θ(g)ξ))

kai sunep¸c oi fragmènoi telestèc Uθ(f) kai MfU tautÐzontai ston puknì
upìqwro {θ(g)x : g ∈ Lo(K)} = Ho, �ra pantoÔ.

Efìson oi apeikonÐseic f → Mf kai f → Uθ(f)U−1 eÐnai ‖.‖-suneqeÐc (m�li-
sta isometrÐec) h isìthta Uθ(f)U−1 = Mf ja isqÔei gia k�je f ∈ L∞(K,µ).
All� {θ(f) : f ∈ L∞(K,µ)} = M. Epomènwc h apeikìnish A −→ UAU−1

eÐnai orjomonadiaÐa isodunamÐa apì thn M epÐ thc Mµ. 2
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Parat rhsh Sthn teleutaÐa Prìtash arkeÐ na upojèsei kaneÐc ìti h θ eÐnai alge-

brikìc isomorfismìc, giatÐ tìte autom�twc ja diathreÐ thn enèlixh. Pr�gmati, afoÔ

h eikìna thc θ eÐnai �lgebra von Neumann , pou par�getai apì tic probolèc thc,

arkeÐ na deiqjeÐ ìti h θ apeikonÐzei (orjèc) probolèc se (orjèc) probolèc. Gia k�je

χΩ, h θ(χΩ) eÐnai tautodÔnamh. EÐnai ìmwc kai fusiologikìc telest c, giatÐ h M
eÐnai metajetik  �lgebra. Autì sunep�getai ìti h θ(χΩ) eÐnai orj  probol  (dec

p.q. [13]).

H apìdeixh tou Jewr matoc 11.14 eÐnai t¸ra �mesh. M�lista, èqoume
ton akìloujo qarakthrismì:

Je¸rhma 11.23 'EstwM abelian  �lgebra von Neumann pou dra se dia-
qwrÐsimo q¸ro H. Ta ex c eÐnai isodÔnama:

(i) H M eÐnai megistik .

(ii) H M èqei kuklikì di�nusma.

(iii) H M eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me thn pollaplasiastik  �lgebra
tou ([0, 1], µ), ìpou µ mètro Borel pijanìthtac sto [0, 1].

(iv) H M eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me thn pollaplasiastik  �lgebra
k�poiou q¸rou (s-peperasmènou) mètrou.

Apìdeixh (i)⇒(ii) K�je masa èqei kuklikì di�nusma (L mma 11.16).

(ii)⇒(iii) Apì to Je¸rhma 11.13, hM eÐnai isìmorfh me k�poia L∞([0, 1], µ).
AfoÔ èqei kuklikì di�nusma, apì thn Prìtash 11.22, o isomorfismìc autìc
ep�gei orjomonadiaÐa isodunamÐa thc M me thn antÐstoiqh pollaplasiastik 
�lgebra Mµ.

(iii)⇒(iv) Profanèc.

(iv)⇒(i) Prìtash 11.1. 2

Pìrisma 11.24 An Mi ⊆ B(Hi) (i = 1, 2) eÐnai dÔo megistikèc abelianèc
�lgebrec von Neumann se diaqwrÐsimouc q¸rouc, tìte k�je algebrikìc *-
isomorfismìc φ : M1 →M2 ulopoieÐtai apì orjomonadiaÐo telest  U : H1 →
H2.

Apìdeixh Apì to Je¸rhma 11.13, up�rqei mètro Borel µ sto [0, 1] kai *-
isomorfismìc θ1 : L∞([0, 1], µ) → M1. Tìte ìmwc h apeikìnish θ2 ≡ φ ◦
θ1 : L∞([0, 1], µ) → M2 eÐnai *-isomorfismìc. Apì thn Prìtash 11.22, oi

106



*-isomorfismoÐ ψ1 : Mf → θ1(f) kai ψ2 : Mf → θ2(f) ulopoioÔntai apì
orjomonadiaÐouc telestèc, sunep¸c kai h sÔnjesh

ψ2 ◦ ψ−1
1 : M1 →M2 : θ1(f) →Mf → θ2(f) ,

dhlad  h φ, ulopoieÐtai apì orjomonadiaÐo telest . Sugkekrimèna, up�rqoun
orjomonadiaÐoi telestèc Vi : Hi → L2([0, 1], µ) ¸ste Viθi(f)V −1

i = Mf (i =
1, 2) gia k�je f ∈ L∞([0, 1], µ). 'Eqoume loipìn

V1θ1(f)V −1
1 = Mf = V2θ2(f)V −1

2 = V2φ(θ1(f))V −1
2

gia k�je f ∈ L∞([0, 1], µ), dhlad 

V1AV
−1
1 = V2φ(A)V −1

2 ⇒ φ(A) = V −1
2 V1AV

−1
1 V2

gia k�je A ∈M1. ArkeÐ loipìn na jèsoume U = V −1
2 V1. 2

H pr¸th morf  tou FasmatikoÔ Jewr matoc gia fusiologikoÔc telestèc eÐnai
�mesh sunèpeia twn prohgoÔmenwn:

Je¸rhma 11.25 (Fasmatikì je¸rhma) 'Estw T ∈ B(H) fusiologi-
kìc telest c pou dra se diaqwrÐsimo q¸ro H. Tìte up�rqei q¸roc mètrou
(K,µ) kai sun�rthsh f ∈ L∞(K,µ) ¸ste o T na eÐnai orjomonadiaÐa isodÔna-
moc me ton pollaplasiastikì telest  Mf ∈ B(L2(K,µ)). M�lista, mporoÔme
na epilèxoume K = [0, 1] kai µ kanonikì mètro Borel pijanìthtac.

Apìdeixh Onom�zoume A ⊆ B(H) thn �lgebra von Neumann pou par�gei
o T . AfoÔ o T eÐnai fusiologikìc, h A eÐnai metajetik . Apì to L mma Zorn,
h A perièqetai se mia megistik  autosuzug  abelian  �lgebra M⊆ B(H).

Apì to Je¸rhma 11.14, hM eÐnai orjomonadiaÐa isodÔnamh me k�poianMµ ⊆
B(L2(K,µ)). AfoÔ T ∈ M, up�rqei f ∈ L∞(K,µ) ¸ste o T na eÐnai orjo-
monadiaÐa isodÔnamoc me ton telest  Mf ∈Mµ. 2

Parat rhsh To je¸rhma alhjeÔei akìmh kai an o H den eÐnai diaqwrÐsimoc.
Tìte ìmwc (ìpwc eÐdame kai sthn par�grafo 8) o K den mporeÐ en gènei na
epilegeÐ sumpag c metrikìc kai to µ den eÐnai kat�an�gkhn peperasmèno   s-
peperasmèno.
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