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Άσκηση 1. (α) Δείξτε ότι κάθε *-μορφισμός Φ : A Ñ B μεταξύ C* αλγεβρών χωρίς μονάδα επεκτεί-
νεται μοναδικά σε έναν μοναδιαίο *-μορφισμό Φ„ : Ã Ñ B̃ θέτοντας Φ„(a + λ1) = Φ(a) + λ1. Αν η
B έχει μονάδα τότε ο Φ επεκτείνεται μοναδικά σε έναν μοναδιαίο *-μορφισμό Φ„ : Ã Ñ B.
(β) Αν Φ : A Ñ B είναι *-μορφισμός, δείξτε ότι σ(Φ(a)) Ď σ(a) Y t0u για κάθε a P A. Αν οι A και B
έχουν μονάδα και Φ(1) = 1 δείξτε ότι σ(Φ(a)) Ď σ(a) για κάθε a P A.

Στα επόμενα, η A είναι μια C* άλγεβρα πεπερασμένης διάστασης. Στόχος είναι να δείξουμε ότι η A
έχει αναγκαστικά μονάδα και ότι έχει πεπερασμένο πλήθος χαρακτήρων.

Άσκηση 2. Αν B είναι μεταθετική υπάλγεβρα της A, δείξτε ότι είναι ισομετρικά ισόμορφη με την C*
άλγεβρα Ck όπου k P N ή ισοδύναμα με την C(K) όπου K πεπερασμένο σύνολο με την διακριτή
τοπολογία.

Συνεπώς κάθε μεταθετική C* άλγεβρα πεπερασμένης διάστασης έχει μονάδα και πεπερασμένο, άρα
συμπαγές, σύνολο χαρακτήρων.

Άσκηση 3. Αν dimA ą 1, δείξτε ότι η A περιέχει μια μη τετριμμένη προβολή, δηλαδή ένα p P A με
p = p2 = p˚ που είναι μη μηδενικό και δεν είναι μονάδα της A.

Άσκηση 4. Δεν έχουν όλες οι C* άλγεβρες μη-τετριμένες προβολές: δείξτε (για παράδειγμα) ότι η
C([0, 1] δεν έχει καμμία.

Άσκηση 5. Αν ϕ και ψ είναι δυο διαφορετικοί χαρακτήρες τηςA, δείξτε ότι υπάρχει μια προβολή p P A
ώστε ϕ(p) ‰ ψ(p).

Άσκηση 6. Αν ϕ και ψ είναι δυο χαρακτήρες της A και }ϕ´ψ} ă 1 (η νόρμα είναι του δυικού της A),
δείξτε ότι τότε ϕ = ψ.

Άσκηση 7. Αν E είναι χώρος με νόρμα πεπερασμένης διάστασης, δείξτε ότι η ασθενής *-τοπολογία
στον δυικό χώρο E˚ ταυτίζεται με την τοπολογία της νόρμας του E˚.

Άσκηση 8. Δείξτε ότι μια C* άλγεβρα πεπερασμένης διάστασης δεν μπορεί να έχει άπειρο πλήθος
χαρακτήρων.

Άσκηση 9. Δείξτε ότι κάθε C* άλγεβρα πεπερασμένης διάστασης έχει μονάδα.


