
Kef�laio 6

Olokl rwma

6.1 Aplèc mh arnhtikèc metr simec sunart seic

Orismìc 6.1.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw φ : X → [0,∞)
mia apl  mh arnhtik  metr simh sun�rthsh me kanonik  morf  thn

φ = a1χE1 + · · ·+ amχEm .

OrÐzoume to olokl rwma thc φ jètontac
∫

X

φdµ =
m∑

i=1

aiµ(Ei).

Parat rhsh 6.1.2. (a) Me ton parap�nw orismì, èqoume
∫

X
φdµ < ∞ an

kai mìno an µ({x ∈ X : φ(x) > 0}) < ∞.
(b) 'Eqoume

∫
X

φdµ = 0 an kai mìno an µ({x ∈ X : φ(x) > 0}) = 0.

L mma 6.1.3. 'Estw φ : X → [0,∞) mia apl  mh arnhtik  metr simh sun�r-
thsh. Upojètoume ìti φ =

∑k
j=1 bjχFj gia k�poia xèna F1, . . . , Fk ∈ A. Tìte,

∫

X

φdµ =
k∑

j=1

bjµ(Fj).

L mma 6.1.4. 'Estw φ, ψ : X → [0,∞) aplèc metr simec sunart seic kai èstw
t ≥ 0. Tìte,

∫

X

(φ + ψ) dµ =
∫

X

φdµ +
∫

X

ψ dµ kai
∫

X

(tφ) dµ = t

∫

X

φdµ.

L mma 6.1.5. 'Estw φ, ψ : X → [0,∞) aplèc metr simec sunart seic. An
φ ≤ ψ sto X, tìte ∫

X

φdµ ≤
∫

X

ψ dµ.

Prìtash 6.1.6. 'Estw φ : X → [0,∞) mia apl  mh arnhtik  metr simh su-
n�rthsh. An {An} eÐnai mia aÔxousa akoloujÐa stoiqeÐwn thc A kai An ↑ X,
tìte ∫

X

φχAn dµ ↗
∫

X

φdµ.
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Prìtash 6.1.7. 'Estw φ : X → [0,∞) mia apl  mh arnhtik  metr simh su-
n�rthsh kai èstw {φn} mia aÔxousa akoloujÐa apl¸n metr simwn mh arnhtik¸n
sunart sewn φn : X → [0,∞).
(a) An lim

n→∞
φn ≤ φ, tìte

lim
n→∞

∫

X

φn dµ ≤
∫

X

φdµ.

(b) An φ ≤ lim
n→∞

φn, tìte

∫

X

φdµ ≤ lim
n→∞

∫

X

φn dµ.

Prìtash 6.1.8. 'Estw {φn} kai {ψn} dÔo aÔxousec akoloujÐec apl¸n metr -
simwn mh arnhtik¸n sunart sewn φn, ψn : X → [0,∞). An

lim
n→∞

φn = lim
n→∞

ψn,

tìte
lim

n→∞

∫

X

φn dµ = lim
n→∞

∫

X

ψn dµ.

6.2 Mh arnhtikèc metr simec sunart seic

Orismìc 6.2.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw f : X → [0, +∞]
metr simh sun�rthsh. OrÐzoume

∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

φn dµ,

ìpou {φn} aÔxousa akoloujÐa apl¸n metr simwn mh arnhtik¸n sunart sewn pou
sugklÐnei kat� shmeÐo sthn f . Tètoiec akoloujÐec {φn} up�rqoun apì to Je¸-
rhma 5.3.8. EpÐshc, to ìrio sto dexiì mèloc eÐnai anex�rthto apì thn epilog  thc
aÔxousac akoloujÐac {φn}. Autì eÐnai sunèpeia thc Prìtashc 6.1.8. Sunep¸c,
to olokl rwma thc f eÐnai kal� orismèno.

Parathr seic 6.2.2. (a) Den eÐnai dÔskolo na deÐxei kaneÐc ìti
∫

X

f dµ = sup
{∫

X

φdµ : 0 ≤ φ ≤ f, φ apl  metr simh
}

.

(b) An h f eÐnai apl , tìte o nèoc orismìc tou oloklhr¸matoc thc f sumfwneÐ
me ton paliì: autì faÐnetai amèswc an jewr soume thn stajer  akoloujÐa φn ≡
φ ↑ φ.

Prìtash 6.2.3. 'Estw f, g : X → [0,∞] metr simec sunart seic kai èstw
t ≥ 0. Tìte,

∫

X

(f + g) dµ =
∫

X

f dµ +
∫

X

g dµ kai
∫

X

(tf) dµ = t

∫

X

f dµ.
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Prìtash 6.2.4. 'Estw f, g : X → [0,∞] metr simec sunart seic. An f ≤ g
sto X, tìte ∫

X

f dµ ≤
∫

X

g dµ.

Prìtash 6.2.5. 'Estw f : X → [0,∞] metr simh sun�rthsh. An
∫

X
f dµ = 0,

tìte µ({x : f(x) > 0}) = 0.

Orismìc 6.2.6. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou. Lème ìti mia idiìthta
P (x) isqÔei sqedìn pantoÔ (kai gr�foume µ− σ.π.) an

µ({x : h P (x) den isqÔei}) = 0.

Prìtash 6.2.7. 'Estw f, g : X → [0,∞] metr simec sunart seic. An f = g
µ− σ.π., tìte ∫

X

f dµ =
∫

X

g dµ.

Je¸rhma 6.2.8 (Je¸rhma monìtonhc sÔgklishc). 'Estw {fn} aÔ-
xousa akoloujÐa metr simwn sunart sewn fn : X → [0, +∞] kai èstw f : X →
[0, +∞] metr simh sun�rthsh. An fn(x) → f(x) µ− σ.π., tìte

∫

X

fn dµ →
∫

X

f dµ.

Je¸rhma 6.2.9 (Je¸rhma Beppo Levi). 'Estw f, fn : X → [0, +∞]
metr simec sunart seic. An f =

∑∞
n=1 fn µ− σ.π., tìte

∫

X

f dµ =
∞∑

n=1

∫

X

fn dµ.

Je¸rhma 6.2.10 (L mma tou Fatou). 'Estw fn : X → [0, +∞] metr si-
mec sunart seic kai èstw f = lim inf

n→∞
fn. Tìte,

∫

X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fn dµ.

6.3 Oloklhr¸simec sunart seic

Orismìc 6.3.1. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw f : X → R
metr simh sun�rthsh. JewroÔme to jetikì mèroc f+ kai to arnhtikì mèroc f−

thc f .
(a) An isqÔei toul�qiston mÐa apì tic

∫
X

f+dµ < ∞  
∫

X
f−dµ < ∞, tìte lème

ìti to olokl rwma thc f orÐzetai kai jètoume
∫

X

f dµ =
∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ.

(b)An
∫

X
f+dµ < ∞ kai

∫
X

f−dµ < ∞, tìte lème ìti h f eÐnai oloklhr¸simh,
me olokl rwma (ìpwc prin)

∫

X

f dµ =
∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ.
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Prìtash 6.3.2. 'Estw f : X → R metr simh sun�rthsh. H f eÐnai oloklh-
r¸simh an kai mìno an h |f | eÐnai oloklhr¸simh.
Prìtash 6.3.3. 'Estw f : X → R oloklhr¸simh sun�rthsh. Tìte,
(a) f(x) ∈ R µ− σ.π.

(b) To {x ∈ X : f(x) 6= 0} gr�fetai san arijm simh ènwsh sunìlwn peperasmè-
nou mètrou.

Prìtash 6.3.4. 'Estw f, g : X → R metr simh sun�rthsh. An f = g µ−σ.π.
kai to

∫
X

f dµ orÐzetai, tìte to
∫

X
g dµ orÐzetai kai

∫
X

f dµ =
∫

X
g dµ.

Prìtash 6.3.5. 'Estw f : X → R metr simh sun�rthsh. Ta ex c eÐnai
isodÔnama:

(i)
∫

X
|f | dµ = 0.

(ii) f = 0 µ− σ.π.

(iii)
∫

X
fχA dµ = 0 gia k�je A ∈ A.

Prìtash 6.3.6. 'Estw f, g : X → R oloklhr¸simec sunart seic kai èstw
t ∈ R. Tìte, oi f + g kai tf eÐnai oloklhr¸simec, kai

∫

X

(f + g) dµ =
∫

X

f dµ +
∫

X

g dµ ,

∫

X

(tf) dµ = t

∫

X

f dµ.

Prìtash 6.3.7. 'Estw f, g : X → R oloklhr¸simec sunart seic. An f ≤ g
µ− σ.π. sto X, tìte ∫

X

f dµ ≤
∫

X

g dµ.

Prìtash 6.3.8. 'Estw f : X → R oloklhr¸simh sun�rthsh. Tìte,
∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | dµ.

Je¸rhma 6.3.9 (Je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc). 'Estw f, fn :
X → R kai g : X → [0,+∞] metr simec sunart seic. An fn(x) → f(x) µ−σ.π.,
|fn| ≤ g µ− σ.π. kai

∫
X

g dµ < ∞, tìte oi fn, f eÐnai oloklhr¸simec kai
∫

X

fn dµ →
∫

X

f dµ.

Je¸rhma 6.3.10. 'Estw fn : X → R metr simec sunart seic. An
∞∑

n=1

∫

X

|fn| dµ < ∞,

tìte h f =
∑∞

n=1 fn orÐzetai µ− σ.π., kai
∫

X

f dµ =
∞∑

n=1

∫

X

fn dµ.

Je¸rhma 6.3.11. 'Estw f : X → R oloklhr¸simh sun�rthsh. Gia k�je
ε > 0 up�rqei apl  metr simh sun�rthsh φ : X → R ¸ste

∫

X

|f − φ| dµ < ε.
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6.3aþ Aìristo olokl rwma

Je¸rhma 6.3.12. 'Estw (X,A, µ) ènac q¸roc mètrou kai èstw f : X →
[0, +∞] metr simh sun�rtish. Gia k�je A ∈ A orÐzoume

ν(A) =
∫

A

f dµ =
∫

X

fχA dµ.

Tìte, isqÔoun ta ex c:

(i) To ν eÐnai mètro.

(ii) An µ(A) = 0 tìte ν(A) = 0.

(iii) Gia k�je metr simh sun�rthsh g : X → [0,+∞] isqÔei
∫

X

g dν =
∫

X

gf dµ.

An epiplèon upojèsoume ìti h f eÐnai oloklhr¸simh, tìte to ν èqei thn akìloujh
idiìthta:

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste: an A ∈ A kai µ(A) < δ, tìte
ν(A) < ε.


