
511. JEWRIA METROU (2005�06)
ASKHSEIS � FULLADIO 10

(HmeromhnÐa Par�doshc: 12 IanouarÐou 2006)

1. 'Estw {An} akoloujÐa Lebesgue metr simwn uposunìlwn tou [0, 1] me thn idiìthta

lim sup
n→∞

λ(An) = 1.

DeÐxte ìti: gia k�je 0 < α < 1 up�rqei upakoloujÐa {Akn
} thc {An} me

λ (∩∞n=1Akn
) > α.

2. 'Estw E èna Lebesgue metr simo uposÔnolo tou Rk me λk(E) < ∞. 'Estw {An} akoloujÐa
Lebesgue metr simwn uposunìlwn tou E kai èstw c > 0 me thn idiìthta λ(An) ≥ c gia k�je
n ∈ N.
(a) DeÐxte ìti λk(lim sup An) > 0.
(b) DeÐxte ìti up�rqei gnhsÐwc aÔxousa akoloujÐa {kn} fusik¸n me thn idiìthta ∩∞n=1Akn

6= ∅.
3. 'Estw f : [a, b] → R Lebesgue oloklhr¸simh sun�rthsh me thn idiìthta

∫

[a,x]

f dλ = 0

gia k�je x ∈ [a, b]. DeÐxte ìti f = 0 λ-sqedìn pantoÔ sto [a, b].

4. 'Estw E èna Lebesgue metr simo uposÔnolo tou R me λ(E) > 1. DeÐxte ìti up�rqoun x 6= y
sto E ¸ste x− y ∈ Z.
5. 'Estw E1, . . . , EN Lebesgue metr sima uposÔnola tou [0, 1]. Upojètoume ìti k�je x ∈ [0, 1]
an kei se toul�qiston k apì ta E1, . . . , EN . DeÐxte ìti up�rqei i0 ∈ {1, . . . , N} me thn idiìthta
λ(Ei0) ≥ k

N .

6. 'Estw E èna Lebesgue metr simo uposÔnolo tou Rk me λk(E) < ∞. 'Estw f : E → R gnhsÐwc
jetik  metr simh sun�rthsh. DeÐxte ìti: gia k�je α > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste, an A eÐnai Lebesgue
metr simo uposÔnolo tou E me λ(A) > α, tìte

∫

A

f dλ ≥ δ.

7. 'Estw {qn : n ∈ N} mia arÐjmhsh twn rht¸n tou [0, 1] kai èstw (αn) akoloujÐa pragmatik¸n
arijm¸n me

∑∞
n=1 |αn| < ∞. DeÐxte ìti h

∞∑
n=1

αn√
|x− qn|

sugklÐnei apolÔtwc sqedìn pantoÔ sto [0, 1].

8. DeÐxte ìti:

lim
n→∞

∫ 1

0

nx

1 + n2x2
dx = 0 kai lim

n→∞

∫ 1

0

n3/2x

1 + n2x2
dx = 0.


