
Κυρτή Ανάλυση (2015–2016) — Φυλλάδιο 4

1. ΄Εστω K µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι αν

∥pK(x)− pK(y)∥2 = ∥x− y∥2 (1)

για κάποια x, y ∈ Rd, τότε x− pK(x) = y− pK(y). Αν η (1) ισχύει για κάθε
x, y ∈ Rd, τι συµπεραίνει κανείς για το K;

2. (α) Περιγράψτε όλα τα κλειστά κυρτά υποσύνολα του Rd που το συµπλή-
ϱωµά τους είναι επίσης κυρτό.

(ϐ) Περιγράψτε όλα τα κυρτά υποσύνολα του Rd που δεν έχουν κανένα
υπερεπίπεδο στήριξης.

3. (α) Υπάρχει παράδειγµα ξένων, µη κενών, κυρτών και κλειστών υποσυνό-
λων του R2 που δεν διαχωρίζονται γνήσια ;

(ϐ) Υπάρχει παράδειγµα ξένων, µη κενών, κυρτών και κλειστών υποσυνό-
λων του R2 που διαχωρίζονται γνήσια αλλά όχι αυστηρά ;

4. ΄Εστω K ⊆ Rd µη κενό, κλειστό και κυρτό, και έστω f : Rd → [0,+∞) η
συνάρτηση f(x) := dist(x,K), όπου dist(x,K) := inf{∥x− y∥2 : y ∈ K}.
(α) ∆είξτε ότι

∇f(x) =
x− pK(x)

∥x− pK(x)∥2
για x ∈ Rd rK.

(ϐ) ∆είξτε ότι η f είναι διαϕορίσιµη στο Rd rK.

5. ΄Εστω K ⊆ Rd κλειστό κυρτό σύνολο. ∆είξτε ότι ext(K) ⊆ rb(K), όπου,
υπενθυµίζεται ότι, rb(K) = K̄ r ri(K) είναι το σχετικό σύνορο του K.

6. Αν K ⊆ Rd είναι κυρτό και συµπαγές µε µη κενό εσωτερικό, τότε το σύνορο
του K δεν µπορεί να είναι κυρτό υποσύνολο του Rd.
[Υπόδειξη : Θεώρηµα Minkowski.]

7. ΄Εστω K ⊆ Rd κυρτό. Αν S ⊆ K και conv(S) = K, τότε ext(K) ⊆ S.
(∆ηλαδή, στην περίπτωση που το K είναι και συµπαγές, το ext(K) είναι το
µικρότερο υποσύνολο του K του οποίου η κυρτή ϑήκη είναι το K).
[Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον χαρακτηρισµό x ∈ ext(K) ανν K r {x}
είναι κυρτό, για x ∈ K.]

8. (Συνέχεια ΄Ασκησης 1 1ου Φυλλαδίου) Αν K κυρτό υποσύνολο του Rd,
x1, x2, . . . ∈ K, λ1, λ2, . . . ≥ 0, λ1 + λ2 + · · · = 1, και ο άπειρος κυρ-
τός συνδυασµός

∑∞
n=1 λnxn συγκλίνει σε κάποιο x ∈ Rd, τότε x ∈ K.

[Υπόδειξη : Υπερεπίπεδα στήριξης. Θεωρείστε πρώτα την περίπτωση που η
αϕϕινική ϑήκη aff({x1, x2, . . . }) των xn, n ∈ N, έχει διάσταση d.]

9. Το πολικό ενός µη κενού συνόλου A ⊆ Rd είναι το σύνολο

Ao := {y ∈ Rd : ⟨x, y⟩ 6 1 ∀x ∈ A}.
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(α) ∆είξτε ότι το πολικό ενός πολυτόπου P = conv({v1, . . . , vn}) στον Rd

είναι το πολύεδρο

P o =

n∩
i=1

{y ∈ Rd : ⟨y, vi⟩ 6 1}.

(ϐ) ∆είξτε ότι το πολικό ενός πολυέδρου Π =
∩n

i=1{y ∈ Rd : ⟨y, vi⟩ 6 1} στον
Rd , όπου v1, . . . , vn ∈ Rd, είναι το πολύτοπο Πo = conv({0, v1, . . . , vn}).
[Υπόδειξη : Aoo := (Ao)o = conv(A ∪ {0}) για οποιοδήποτε µη κενό A ⊆
Rd.]
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