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Ψευδοκϊδικασ για «ευκι» Hausdorff

• Hausdorff = 0

• Για κάκε ςθμείο ai του Α

– Για κάκε ςθμείο bj του B

– dij = d ( ai , bj )

– Ελάχιςτο = d11

– Εαν dij < d11 , τότε

–Ελάχιςτο = dij

Εαν Ελάχιςτο > Hausdorff , τότε

Hausdorff = Ελάχιςτο



Απόςταςθ Hausdorff μεταξφ δφο 
κυρτϊν πολυγϊνων

Σφμβαςθ : τα πολφγωνα κα είναι απλά και δε κα 
τζμνονται ι κα περιζχεται το ζνα ςτο άλλο

Απλό πολφγωνο :  Κάκε πολφγωνο που οι ακμζσ 
του δε τζμνονται 

Π.χ.  Απλό , όχι απλό

Κυρτό Πολφγωνο : κάκε απλό πολφγωνο όπου 
το εςωτερικό του είναι κυρτό ςφνολο .

( κάκε πολφγωνο με εςωτερικζσ γωνίεσ μικρότερεσ των 180ο )

( κάκε γραμμι που ςυνδζει οποιαδιποτε δφο ςθμεία παραμζνει μζςα ςτο 
πολφγωνο )



• Λιμμα : Η κάκετθ ευκεία (P) του αb ςτο ςθμείο 
α είναι μια εφαπτόμενθ του κυρτοφ πολφγωνου 
Α και το Α βρίςκεται ςτθν ίδια πλευρά με τθ P , 
ςυναρτιςθ του Β

Απόδειξθ

α είναι το ςθμείο του Α

με τθ μεγαλφτερθ απόςταςθ

από το Β . Έςτω κφκλοσ C με κζντρο το b και

ακτίνα ab , κα περιζχει τελείωσ το A . Επειδι C

κα περιζχει όλα τα ςθμεία του Α τότε θ P είναι

εφαπτόμενθ



• Λιμμα : θ κάκετθ ευκεία (P) του αb ςτο b 
είναι εφαπτόμενθ του Β και το ςθμείο α με το 
Β είναι ςε διαφορετικά θμιεπίπεδα 
ςυναρτιςθ του P .

Απόδειξθ

Όμοια με πριν , 

χρθςιμοποιϊντασ το κφκλο C με

κζντρο το α και ακτίνα αb .

( και φυςικά το b ζχει τθ μεγαλφτερθ απόςταςθ 
από το α )



• Λιμμα : Υπάρχει μια γωνία χ του Α τζτοια ϊςτε 
θ απόςταςθ από τθ χ ςτο Β να είναι ίςθ με τθ 
H(A,B)

Απόδειξθ

κάκε ευκεία από τθ γωνία β

ενόσ τριγϊνου αbc , που ανικει ςτθν  απζναντι

πλευρά β , είναι πάντα μικρότερθ από τισ αb ι αc
ι και τισ δφο .

Άρα εαν ζνα ςθμείο χ τθσ 

Β , είναι αυτό με τθ μεγαλφτερθ απόςταςθ από 

το Α τότε το χ πρζπει να είναι «τζλοσ» του β και 

άρα γωνία του Α



• Παρατιρθςθ : το προθγοφμενο λιμμα , ιςχφει 
μόνο για το α , όπου α το ςθμείο του Α με τθ 
μεγαλφτερθ απόςταςθ από το b .

όπωσ φζνεται ςτο παραπάνω ςχιμα , το ςθμείο 

β του πολυγϊνου Β με τθ μεγαλφτερθ

απόςταςθ από το Α μπορεί να μθν είναι γωνία .



• Λιμμα : Έςτω bi το ςθμείο με τθ μυκρότερθ

απόςταςθ από κάποια γωνία αi του πολυγϊνου Α

και μ είναι θ κατεφκυνςθ από το bi ςτο bi+1 τότε 

για ζνα πλιρεσ «πζραςμα» από τισ όλεσ τισ

γωνίεσ του Α , απαιτοφνται μ αλλαγζσ τισ 

κατεφκυνςθσ με μ όχι μεγαλφτερο του 2 .

Παράδειγμα

Όπωσ φζνεται ςτθν εικόνα για να

μετακινθκοφμε από το b1 ςτο b2

πάμε ανάποδα από τουσ δείκτεσ

του ρολογιοφ , ενϊ από το b3 ςτο b4



πάμε όπωσ οι δείκτεσ του ρολογιοφ . Επειδι

δεν είχαμε καμία κίνθςθ από το b2 ςτο b3 το

b3 κα το λζμε ςτάςιμο ςθμείο.

Ασ υποκζςουμε ότι 

μετακινοφμαςτε προσ μια

Κατεφκυνςθ d , πάνω ςε μια

τεκλαςμζνθ γραμμι , άπό το ςθμείο

αn ςτο αn+1 . Εαν από υπόκεςθ ζχουμε ότι το

bn είναι το ςθμείο με τθ μικρότερθ απόςταςθ από

το αn τότε το bn+1 μπορεί να είναι μόνο κάτω από 

τθ γραμμι L ( από προθγοφμενο λιμμα )



Όμωσ δε μπορεί να είναι δεξία τθσ ευκείασ P

(κάκε ςθμείο ςε εκείνθ τθν περιοχι είναι πιο

μακριά από το αn+1 ςυναρτιςθ του bn .

Εαν δεν υπάρχει κανζνα ςθμείο του Β αριςτερά

του P , τότε το bn+1 μπορεί να είναι μόνο ςε

ςθμείο πάνω ςτο bn . Στο δικό μασ παράδειγμα 

δε μπορεί όμωσ , διότι κάκε ςθμείο πάνω ςτθν 

ευκεία P και κάτω του L είναι επίςθσ πιο

μακριά από το αn+1 ςυναρτιςθ του bn .

Άρα το bn+1 είναι απαραίτθτα κάτω από το L

και αριςτερά τθσ ευκείασ P ( δθλαδι  d )



Απόδειξθ

Όταν μετακινοφμαςτε

ςε ζνα κυρτό πολφ-

γωνο είναι ςα να είμαςτε ςε δφο τεκλαςμζνεσ με

διαφορετικζσ κατευκφνςεισ . Επειδι τα bi κα

μετακινοφνται ςτίσ ίδιεσ κατευκφνςεισ με τα ai

ι δε κα μετακινοφνται κακόλου , για αυτό δε

μπορεί θ κατεφκυνςθ να αλλάξει περιςςότερεσ

από δφο φορζσ .



Ο Αλγόρικμοσ του atallah

Σθμαντικό ρόλο διαδραματίηει το γεγονόσ ότι το

ςθμείο με τθ μικρότερθ απόςταςθ από το ζνα

πολφγωνο ςτο άλλο , κα είναι ι γωνία ι «φψοσ»

z μιασ κάκετθσ ευκείασ κάποιασ ακμισ.



Αλγόριθμοσ Atallah για υπολογιςμό h(A, B) :

1. Από a1, βρεσ ςθμείο b1 με τθ μικρότερθ απόςταςθ και 
υπολόγιςε d1 = d ( a1, b1 )
2. h(A, B) = d1

3. για κάκε γωνία ai του πολυγϊνου A,
3.1 Εαν ai+1 είναι αριςτερά του aibi

βρεσ bi+1 , ψάχνωντασ το B με κατεφκυνςθ 
αντίκετθ από τουσ δείκτεσ του ρολογιοφ χρθςιμοποιϊντασ 
CheckForClosePoint από bi

Εαν ai+1 είναι δεξιά του aibi

βρεσ bi+1 , ψάχνωντασ το B με κατεφκυνςθ τουσ 
δείκτεσ του ρολογιοφ χρθςιμοποιϊντασ CheckForClosePoint 
από bi 

Εαν ai+1 είναι οπουδιποτε ςτο aibi

bi+1 = bi

3.2 Υπολόγιςε di+1 = d (ai+1 , bi+1 )
3.3 h (A, B) = max { h (A, B), di+1 }



Όπου CheckForClosePoint ςυνάρτθςθ που αναηθτεί τθν 

φπαρξθ ςθμείου με τθ μικρότερθ απόςταςθ

Function z = CheckForClosePoint (a, b1 , b2 )

Υπολόγιςε τθ κζςθ z εκεί όπου θ ευκεία που περνάει

μζςα από τα b1 και b2 τζμνει τθν κάκετι του ςτο a  ;

Εαν z είναι ανάμεςα ςτα b1 b2 τότε επζςτρεψε z ;

διαφορετικά υπολόγιςε ςτο b2 μια ευκεία P κάκετθ

ςτθν ευκεία ab2 ;

Εαν P είναι βοθκθτικι ευκεία του B τότε επζςτρεψε

το b2 ;

διαφορετικά επζςτρεψε NULL



Πολυπλοκότθτα του αλγόρικμου

(υπόκεςθ τα πολφγωνα Α , Β ζχουν αντίςτοιχα

m , n γωνίεσ )

Βιμα 1 Ο(m) χρόνο

Βιμα 2 Ο(1)

Βιμα 3 κα εκτελεςτεί n-1 φορζσ , O(n) χρόνο

Βιμα 4 από λιμμα που μασ διαβεβαιϊνει ότι το 
πολφγωνο Β κα «ςαρωκεί» το πολφ 2 φορζσ 

άρα Ο(2n) χρόνο

Βιμα 5,6 Ο(1)

Συνολικόσ χρόνο Ο(n)+O(m)+O(2n) = O(n+m)

Ο αλγόρικμοσ πρζπει να εκτελεςτεί 2 φορζσ , άρα

παραμζνει γραμμικόσ Ο(n+m)


