
Kurt  An�lush (2009-10) � Full�dio 4

Par�dosh twn ask sewn tou FulladÐou 3 wc thn Paraskeu  30 OktwbrÐou 2009.

I. Ask seic

1. (a) 'Estw S mh kenì, fragmèno uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti ta S kai conv(S) èqoun thn Ðdia
di�metro.

(b) 'Estw S, T mh ken� uposÔnola tou Rn. DeÐxte ìti

conv(S + T ) = conv(S) + conv(T ).

(g) 'Estw S mh kenì uposÔnolo tou Rn. DeÐxte ìti conv(int(S)) ⊆ int(conv(S)). IsqÔei p�nta
isìthta?

2. 'Estw m ≥ n+1, d > 0 kai C1, . . . , Cm mh ken� kurt� uposÔnola tou Rn me thn ex c idiìthta:
an 1 ≤ i1 < · · · < in+1 tìte up�rqei y ∈ Rn ¸ste d(y, Cij ) ≤ d gia k�je j = 1, . . . , n + 1. DeÐxte
ìti up�rqei x ∈ Rn ¸ste d(x,Ci) ≤ d gia k�je i = 1, . . . ,m.

3. DÐnontai θ1, . . . , θk ∈ Sn−1 kai t1, . . . , tk ∈ R. Upojètoume ìti to kurtì polÔedro

P =
k⋂

i=1

{x ∈ Rn : 〈x, θi〉 ≤ ti}

eÐnai mh kenì kai fragmèno. DeÐxte ìti: an to uperepÐpedo H = {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = t} (ìpou
θ ∈ Sn−1 kai t ∈ R) ikanopoieÐ thn P ∩ H = ∅, tìte up�rqoun 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ k ¸ste to
P ′ =

⋂n
j=1{x ∈ Rn : 〈x, θij 〉 ≤ tij} na ikanopoieÐ tic P ′ ⊇ P kai P ′ ∩H = ∅.

4. DÐnontai n shmeÐa x1, . . . , xn sto epÐpedo. DeÐxte ìti up�rqei zeÔgoc k�jetwn eujei¸n `1 ⊥ `2
¸ste kajèna apì ta tèssera kleist� tetarthmìria sta opoÐa qwrÐzoun to epÐpedo na perièqei
toul�qiston [n/4] apì ta shmeÐa xi.

5. 'Estw T (n, r) o mikrìteroc fusikìc m me thn akìlouj  idiìthta: an A ⊂ Rn kai |A| = m,
tìte up�rqoun xèna an� dÔo A1, . . . , Ar ⊂ A ¸ste

r⋂
i=1

conv(Ai) 6= ∅.

DeÐxte ìti
T (n, r1r2) ≤ T (n, r1)T (n, r2)

gia k�je r1, r2 ≥ 2.

6*. DÐnontai mh kenèc oikogèneiec C1, . . . , Cn+1 sumpag¸n kurt¸n uposunìlwn tou Rn me thn
akìloujh idiìthta: gia k�je epilog  C1 ∈ C1, . . . , Cn+1 ∈ Cn+1 isqÔei C1 ∩ · · · ∩ Cn+1 6= ∅.
DeÐxte ìti up�rqei i ∈ {1, . . . , n + 1} ¸ste ìla ta sÔnola thc oikogèneiac Ci na èqoun k�poio
koinì shmeÐo.

II. To je¸rhma tou Krasnosselsky

'Estw S èna mh kenì sumpagèc uposÔnolo tou Rn. An x, y ∈ S tìte lème ìti to y eÐnai oratì apì
to x an to eujÔgrammo tm ma [x, y] perièqetai sto S. Skopìc mac eÐnai na apodeÐxoume to ex c
apotèlesma tou Krasnosselsky.

'Estw S mh kenì sumpagèc uposÔnolo tou Rn me thn ex c idiìthta: an y1, . . . , yn+1 ∈
S tìte up�rqei x ∈ S ¸ste k�je yi na eÐnai oratì apì to x. Tìte, up�rqei x ∈ S ¸ste
k�je y ∈ S na eÐnai oratì apì to x.



(a) Gia k�je x ∈ S jewroÔme to sÔnolo Sx ìlwn twn y ∈ S ta opoÐa eÐnai orat� apì to x. DeÐxte
ìti to Sx eÐnai kleistì. Sunep¸c, to sÔnolo Cx = conv(Sx) eÐnai sumpagèc kai kurtì.

(b) JewroÔme thn oikogèneia {Cx | x ∈ S}. DeÐxte ìti ikanopoieÐ tic upojèseic tou jewr matoc
tou Helly. Sunep¸c, ⋂

x∈S

Cx 6= ∅.

(g) JewroÔme a ∈
⋂

x∈S Cx. Ac upojèsoume ìti up�rqoun b ∈ S kai c sto eujÔgrammo tm ma (a, b)
¸ste c /∈ S. JewroÔme mia kleist  mp�la B me kèntro to c ¸ste S ∩B = ∅ kai thn metafèroume
kat� èna pollapl�sio tou b − c ¸ste na {akoump sei} to S. Dhlad , brÐskoume ton mikrìtero
t > 0 gia ton opoÐo [t(b− c) + B] ∩ S 6= ∅. H mp�la D = t(b− c) + B èqei koin� shmeÐa me to S
all� int(D) ∩ S = ∅. DeÐxte ìti: an x ∈ D ∩ S, tìte a /∈ Cx. 'Etsi, odhgoÔmaste se �topo.


