
Kurt  An�lush (2009-10) � Full�dio 3

Par�dosh twn ask sewn tou FulladÐou 2 wc thn Paraskeu  23 OktwbrÐou 2009.

I. Ask seic

1. DÐnontai eujÔgramma tm mata I1, . . . , Im ston R2 ta opoÐa perièqontai stic diakekrimènec
par�llhlec eujeÐec `1, . . . , `m. Upojètoume ìti gia k�je i1, i2, i3 ∈ {1, . . . ,m} up�rqei eujeÐa pou
tèmnei ta Ii1 , Ii2 kai Ii3 . DeÐxte ìti up�rqei eujeÐa pou tèmnei ìla ta diast mata I1, . . . , Im.

2. DÐnontai kurt� sÔnola A1, . . . , Am ston R2. Upojètoume ìti gia k�je i, j ∈ {1, . . . ,m} up�rqei
eujeÐa par�llhlh ston x��xona pou tèmnei ta Ai kai Aj . DeÐxte ìti up�rqei eujeÐa par�llhlh
ston x��xona pou tèmnei ìla ta sÔnola A1, . . . , Am.

3. 'Estw m ≥ n + 1 kai K, C1, . . . , Cm kurt� uposÔnola tou Rn. Upojètoume ìti gia k�je
1 ≤ i1 < · · · < in+1 ≤ m up�rqei x ∈ Rn ¸ste x + K ⊆ Ci1 ∩ · · · ∩ Cin+1 . DeÐxte ìti up�rqei
x ∈ Rn ¸ste x + K ⊆ C1 ∩ · · · ∩ Cm.

4. Skopìc mac se aut  thn �skhsh eÐnai na deÐxoume to ex c: an K eÐnai èna mh kenì, kurtì kai
sumpagèc uposÔnolo tou Rn, tìte up�rqei y ∈ Rn ¸ste

− 1
n

K + y ⊆ K.

(a) Exet�ste pr¸ta thn perÐptwsh pou K = conv({u1, . . . , un+1}) gia k�poia u1, . . . , un+1 ∈ Rn

me u1 + · · ·+ un+1 = 0. Me autèc tic upojèseic deÐxte ìti

− 1
n

K ⊆ K.

(b) Exet�ste t¸ra thn perÐptwsh pou K = conv({u1, . . . , un+1}) gia k�poia u1, . . . , un+1 ∈ Rn.
An

y =
u1 + · · ·+ un+1

n
,

deÐxte ìti

− 1
n

K + y ⊆ K.

(g) Jewr ste t¸ra th genik  perÐptwsh: K eÐnai èna mh kenì, kurtì kai sumpagèc uposÔnolo tou
Rn. Gia k�je x ∈ K jewr ste to sÔnolo

Ax =
{

y ∈ Rn : − 1
n

x + y ∈ K

}
kai deÐxte ìti h oikogèneia {Ax : x ∈ K} ikanopoieÐ tic upojèseic tou jewr matoc tou Helly.

5*. An K eÐnai èna sumpagèc uposÔnolo tou Rn, h di�metroc tou K orÐzetai apì thn

diam(K) = max{‖x− y‖2 : x, y ∈ K}.

'Estw K sumpagèc uposÔnolo tou Rn me diam(K) ≤ 2. DeÐxte ìti up�rqei u ∈ Rn ¸ste to K na
perièqetai sthn kleist  mp�la B(u, rn) me kèntro u kai aktÐna

rn =

√
2n

n + 1
.

To apotèlesma autì eÐnai gnwstì wc je¸rhma tou Jung.

II. H {ègqrwmh} èkdosh tou jewr matoc tou Karajeodwr 

Skopìc mac eÐnai na apodeÐxoume to ex c apotèlesma tou Bárány.



'Estw A1, . . . , An+1 peperasmèna uposÔnola tou Rn me thn ex c idiìthta: gia k�je i = 1, . . . , n+1,

0 ∈ conv(Ai).

Tìte up�rqoun
v1 ∈ A1, . . . , vn+1 ∈ An+1

(èna shmeÐo apì k�je sÔnolo) ¸ste

0 ∈ conv({v1, . . . , vn+1}).

(a) Ac upojèsoume ìti o isqurismìc den isqÔei. Tìte, gia k�je epilog  shmeÐwn vi ∈ Ai èqoume
0 /∈ conv({v1, . . . , vn+1}), �ra

d(0, conv({v1, . . . , vn+1})) > 0.

AfoÔ ta sÔnola Ai eÐnai peperasmèna, up�rqei epilog  shmeÐwn zi ∈ Ai ¸ste h (jetik ) apìstash
tou 0 apì to sÔnolo S = conv({z1, . . . , zn+1}) na eÐnai h mikrìterh dunat .

DeÐxte ìti up�rqei y ∈ S ¸ste ‖y‖2 = d(0, S) kai ìti: an θ ∈ Sn−1 eÐnai to monadiaÐo di�nusma
sth dieÔjunsh tou y tìte

S ⊂ {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 ≥ ‖y‖2}.

(b) Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma tou Karajeodwr  gia to

S ∩ {x ∈ Rn : 〈x, θ〉 = ‖y‖2}

deÐxte ìti to y gr�fetai san kurtìc sunduasmìc n shmeÐwn apì ta zi: up�rqei s ∈ {1, . . . , n + 1}
¸ste

y ∈ conv({zi : i 6= s}).

(g) T¸ra qrhsimopoi ste thn upìjesh ìti 0 ∈ conv(As) gia na katal xete se �topo. DeÐxte ìti
up�rqei ws ∈ As me thn idiìthta

d(0, conv({ws, zi : i 6= s})) < d(0, S).


