
JewrÐa Mètrou

Exet�seic 3 FebrouarÐou 2005

1. (1m) 'Estw (Ω,S) metr simoc q¸roc kai {µn} akoloujÐa mètrwn ston (Ω,S) pou eÐnai
aÔxousa. Jètoume

µ(A) = lim
n

µn(A), A ∈ S.

Na apodeiqjeÐ ìti to µ eÐnai mètro.

2. (2m) An (X,A, µ) q¸roc mètrou kai (fn) akoloujÐa oloklhrwsÐmwn sunart sewn me mh
arnhtikèc pragmatikèc timèc. Upojètoume ìti fn → 0 µ-sqedìn pantoÔ. Exet�ste an alhjeÔei
k�je mÐa apì tic akìloujec sqèseic (apìdeixh   antipar�deigma):

(i) lim
n

∫
fndµ = 0, (ii)

∑
n

∫
fndµ =

∫ ∑
n

fndµ.

3. (2m) 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou kai f : X → [0, +∞) metr simh sun�rthsh. Jètoume

ν(A) =

∫
A

fdµ, A ∈ S.
Na apodeiqjeÐ ìti to µ eÐnai mètro.

4. (3m) (a) 'Estw (X,A, µ) q¸roc peperasmènou mètrou kai (An) akoloujÐa metrhsÐmwn

sunìlwn. An lim sup An ≡
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am apodeÐxte ìti:

(i) lim sup An = {x ∈ X : x ∈ Angia �peira n},
(ii) lim sup µ(An) ≤ µ(lim sup An).

(b) 'Estw (X,A, µ) q¸roc peperasmènou mètrou, fn, f : X → R metr simec sunart seic ¸ste
fn → f kat� shmeÐo. Gia k�je ε > 0 jètoume N(n, ε) = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}.

(i) ApodeÐxte ìti lim supn N(n, ε) = ∅.
(ii) ApodeÐxte to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc tou Lebesgue gia q¸rouc mètrou

pijanìthtac, qrhsimopoi¸ntac ta prohgoÔmena.

5. (3m) (i) 'Estw f : [0, 1] → R h sun�rthsh f(x) =

{
n an x = 1

n
1
2

alli¸c
ApodeÐxte ìti h f eÐnai Lebesgue oloklhr¸simh kai upologÐste to olokl rwm� thc. EÐnai h
f Riemann oloklhr¸simh?

(ii) An f, g : R → R eÐnai oi sunart seic f(x) = cos x kai g(x) = cos2 x, exet�ste an
up�rqoun ta oloklhr¸mata ∫

R
fdλ kai

∫
R

gdλ

ìpou λ to mètro Lebesgue.

6. (2m) (i) 'Estw (X,A, µ) q¸roc mètrou kai f ∈ L1(X,A, µ). ApodeÐxte ìti up�rqei
akoloujÐa (sn) apl¸n oloklhrwsÐmwn sunart sewn ¸ste ‖sn − f‖1 → 0.

(ii) ApodeÐxte ìti an (X,A, µ) q¸roc mètrou kai (hn) akoloujÐa oloklhrwsÐmwn sunar-
t sewn hn : X → R pou sugklÐnei wc proc thn ‖.‖1 (arkeÐ m�lista na eÐnai basik  wc proc
thn ‖.‖1), tìte èqei upakoloujÐa pou sugklÐnei kat� shmeÐo µ-sqedìn pantoÔ.

Na grafoÔn pènte jèmata.
Kal  epituqÐa!


