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Κεφάλαιο 1

Μέτρο Lebesgue

1.1 Εξωτερικό µέτρο Lebesgue

Θα ϑέλαµε να ορίσουµε το «µήκος» κάθε υποσυνόλου A του R, δηλαδή να αντιστοιχίσουµε
σε κάθε A ⊆ R έναν µη αρνητικό αριθµό λ(A) (ή το +∞). Είναι λογικό να Ϲητήσουµε να
ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) λ([a, b]) = b− a για κάθε a < b στο R.

(ϐ) Αναλλοίωτο ως προς µεταφορέσ: λ(A+ x) = λ(A) για κάθε x ∈ R.

(γ) Αριθµήσιµη προσθετικότητα: Αν (An) είναι µια ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνό-
λων του R, τότε

(1.1.1) λ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

λ(An).

΄Οπως ϑα δούµε, η τελευταία ιδιότητα δηµιουργεί προβλήµατα. Η κατασκευή που παρου-
σιάζουµε οφείλεται στον Vitali και ϐασίζεται στο «αξίωµα της επιλογής» από την Θεωρία
Συνόλων, το οποίο αποδεχόµαστε.

Αξίωµα της Επιλογής: ΄Εστω X = {Xa : a ∈ A} µια µη κενή οικογένεια ξένων, µη
κενών υποσυνόλων ενός συνόλου Ω. Τότε, υπάρχει ένα σύνολο E που περιέχει ακριβώς
ένα στοιχείο xa από κάθε σύνολο Xa. ∆ηλαδή, υπάρχει συνάρτηση επιλογής f : A→ Ω

µε f(a) ∈ Xa για κάθε a ∈ A.

Σηµείωση. Το Αξίωµα της Επιλογής, αν και ϕαίνεται «αθώο», αποδεικνύεται ανεξάρτητο
από τα αξιώµατα (Zermelo-Fraenkel) της Θεωρίας Συνόλων.
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Θεώρηµα 1.1.1. ∆εν υπάρχει συνάρτηση λ : P(R) → [0,+∞] η οποία να ικανοποιεί τα

(α)–(γ).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει τέτοια συνάρτηση λ. Παρατηρήστε ότι η λ είναι µονό-
τονη: αν A ⊆ B, λόγω της (γ) έχουµε

(1.1.2) λ(B) = λ(A ∪ (B \A)) = λ(A) + λ(B \A) > λ(A).

Ορίζουµε σχέση ισοδυναµίας ∼ στο [0, 1] ως εξήσ:

(1.1.3) x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

Παρατηρήστε ότι, αναγκαστικά, x− y ∈ [−1, 1]. Η ∼ χωρίζει το [0, 1] σε κλάσεις ισοδυνα-
µίας

(1.1.4) Ex = {y ∈ [0, 1] : y = x+ q για κάποιον q ∈ [−1, 1] ∩Q}.

Αν συµβολίσουµε µε X = {Xa : a ∈ A} την οικογένεια των διαφορετικών κλάσεων ισοδυ-
ναµίας, το αξίωµα της επιλογής µας λέει ότι υπάρχει ένα σύνολο N = {ya : a ∈ A} ⊂ [0, 1]

το οποίο περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο ya από κάθε κλάση Xa. Ειδικότερα, αν a 6= b στο
N τότε ya − yb /∈ Q.

Θεωρούµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q ∩ [−1, 1] και ϑεωρούµε την ακολουθία
συνόλων

(1.1.5) Nn := N + qn, n ∈ N.

Τα σύνολα Nn ικανοποιούν τα εξήσ:

(i) Nn ⊆ [−1, 2]. Αυτό είναι απλό, αφού N ⊂ [0, 1] και −1 6 qn 6 1 για κάθε n ∈ N,
άρα Nn = N + qn ⊂ [−1, 2] για κάθε n.

(ii) Αν n 6= m τότε Nn ∩ Nm = ∅. Πράγµατι, αν υπήρχαν ya, yb ∈ N ώστε ya + qn =

yb + qm, τότε ϑα είχαµε 0 6= ya − yb = qm − qn ∈ Q, δηλαδή ϑα είχαµε δύο στοιχεία
ya, yb του N τα οποία ϑα ήταν ισοδύναµα (ως προς την ∼) και αυτό είναι άτοπο από
τον τρόπο ορισµού του N .

(iii) [0, 1] ⊆
⋃∞
n=1Nn. Πράγµατι, αν x ∈ [0, 1] τότε υπάρχει a ∈ A ώστε x ∈ Xa.

Αυτό σηµαίνει ότι x = ya + q για κάποιον q ∈ Q ∩ [−1, 1]. ΄Οµως, τότε υπάρχει
n = n(x) ∈ N ώστε q = qn, δηλαδή, x = ya + qn ∈ Nn.
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Αφού η λ ικανοποιεί το (ϐ), για κάθε n ∈ N έχουµε λ(Nn) = λ(N). Από τις ιδιότητες των
Nn και από τη µονοτονία και την αριθµήσιµη προσθετικότητα της λ, παίρνουµε

(1.1.6) 1 = λ([0, 1]) 6 λ

( ∞⋃
n=1

Nn

)
=
∞∑
n=1

λ(Nn) =
∞∑
n=1

λ(N) 6 3,

το οποίο είναι άτοπο αφού το τελευταίο άθροισµα είναι ίσο µε 0 (αν λ(N) = 0) ή µε +∞
(αν λ(N) > 0). 2

Σηµείωση. Ακόµα κι αν Ϲητήσουµε την προσθετικότητα µόνο για ενώσεις πεπερασµένων το
πλήθος ξένων ανά δύο συνόλων, αποδεικνύεται (αν δεχτούµε το Αξίωµα της Επιλογής) ότι
δεν υπάρχει τρόπος να ορίσουµε το «µήκος» έτσι ώστε να ισχύουν οι δύο πρώτες ιδιότητες
και η

(1.1.7) λ(A ∪B) = λ(A) + λ(B)

για όλα τα A,B ⊂ R µε A ∩B = ∅.
Η στρατηγική που ϑα ακολουθήσουµε είναι η εξήσ: αντί να περιορίσουµε τις απαιτήσεις

µας, ϑα περιοριστούµε σε µια κλάση υποσυνόλων του R στην οποία µπορεί να οριστεί το
µήκος λ έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι (α), (ϐ) και (γ). Αυτά ϑα είναι τα «µετρήσιµα»
σύνολα. Το ευτύχηµα είναι ότι η κλάση αυτή είναι αρκετά µεγάλη.

1.1.1 Ορισµός του εξωτερικού µέτρου Lebesgue

Σε κάθε A ⊆ R ϑα αντιστοιχίσουµε έναν αριθµό λ∗(A) > 0 ή +∞, το εξωτερικό µέτρο

του A.
΄Εστω I = (a, b) ένα ϕραγµένο ανοικτό διάστηµα. Το µήκος του I συµβολίζεται µε

(1.1.8) `(I) := b− a.

Αν A ⊆ R και (In) είναι µια πεπερασµένη ή άπειρη ακολουθία ϕραγµένων ανοικτών
διαστηµάτων µε την ιδιότητα A ⊆

⋃
n In, λέµε ότι η (In) είναι µια κάλυψη του A. Αν

η (In) είναι κάλυψη του A, το άθροισµα
∑

n `(In) δίνει µια «από πάνω» εκτίµηση για το
«µέτρο» του A. Είναι δηλαδή λογικό να Ϲητήσουµε

(1.1.9) λ∗(A) 6
∑
n

`(In)

για όλες τις καλύψεις του A. ΄Ετσι, οδηγούµαστε στον εξής ορισµό.

Ορισµός 1.1.2 (εξωτερικό µέτρο Lebesgue). ΄Εστω A ⊆ R. Το εξωτερικό µέτρο του A
είναι το

(1.1.10) λ∗(A) = inf

{∑
n

`(In) : (In) κάλυψη του A
}
.
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Παρατηρήσεις 1.1.3. (α) Μπορούµε, αν ορίσουµε `(∅) = 0 και αν ϑεωρήσουµε το κενό
σύνολο ως «διάστηµα» µε µηδενικό µήκος, να ϑεωρούµε ότι οι καλύψεις στον ορισµό είναι
πάντα άπειρες αριθµήσιµες. Αν (In) είναι µια κάλυψη του A από πεπερασµένα το πλήθος
(γνήσια) ϕραγµένα ανοικτά διαστήµατα, την επεκτείνουµε σε «άπειρη» κάλυψη παίρνοντας
επιπλέον το κενό σύνολο άπειρες ϕορές. Για το λόγο αυτό ϑα γράφουµε συνήθως (In)∞n=1

για τις καλύψεις συνόλων,
∑∞

n=1 `(In) για τις εκτιµήσεις των εξωτερικών µέτρων, και ο
ορισµός µας γίνεται

(1.1.11) λ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

`(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In, In ανοικτό διάστηµα ή ∅

}
.

(ϐ) Συµφωνούµε ότι inf{+∞} = +∞. ΄Αρα, αν συµβεί να έχουµε

(1.1.12) A ⊆
∞⋃
n=1

In =⇒
∞∑
n=1

`(In) = +∞,

τότε λ∗(A) = +∞.

(γ) Με την παραπάνω σύµβαση, το εξωτερικό µέτρο ορίζεται καλά για κάθε A ⊆ R και είναι
µη αρνητικός αριθµός ή +∞. Πράγµατι, κάθε υποσύνολο του R δέχεται τουλάχιστον µία
κάλυψη, την In = (−n, n), n = 1, 2, . . ..

1.1.2 Ιδιότητες του εξωτερικού µέτρου Lebesgue

Οι επόµενες Προτάσεις περιγράφουν τις ϐασικές ιδιότητες του εξωτερικού µέτρου Lebe-
sgue.

Πρόταση 1.1.4. Αν A ⊆ B, τότε λ∗(A) 6 λ∗(B).

Απόδειξη. Αν B ⊆
⋃∞
n=1 In, τότε A ⊆

⋃∞
n=1 In. ΄Αρα,

(1.1.13)
{∑

n

`(In) : (In) κάλυψη του A
}
⊇
{∑

n

`(In) : (In) κάλυψη του B
}
,

απ¨ όπου έπεται ότι λ∗(A) 6 λ∗(B). 2

Πρόταση 1.1.5. Αν το A είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο σύνολο, τότε λ∗(A) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω A = {x1, x2, . . .}. Για κάθε ε > 0 ϑεωρούµε την ακολουθία ανοικτών
διαστηµάτων

(1.1.14) In =
(
xn −

ε

2n+1
, xn +

ε

2n+1

)
.
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Τότε, A ⊆
⋃
n In και

(1.1.15)
∑
n

`(In) =
∑
n

ε

2n
= ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι λ∗(A) = 0. 2

Πρόταση 1.1.6. λ∗(A+ x) = λ∗(A) για κάθε x ∈ R.

Απόδειξη. Αν A ⊆
⋃∞
n=1 In, τότε A + x ⊆

⋃∞
n=1 Jn, όπου Jn = In + x. Παρατηρήστε ότι

`(I + x) = `(I) = b− a για κάθε ανοικτό διάστηµα I = (a, b). Συνεπώς,

(1.1.16) λ∗(A+ x) 6
∑
n

`(Jn) =
∑
n

`(In).

Παίρνοντας infimum ως προς όλες τις καλύψεις (In) του A, συµπεραίνουµε ότι

(1.1.17) λ∗(A+ x) 6 λ∗(A).

Για την αντίστροφη ανισότητα παρατηρήστε ότι A = (A + x) − x, οπότε εφαρµόζοντας
την (1.1.17) (µε το A + x στην ϑέση του A και το −x στην ϑέση του x) έχουµε λ∗(A) =

λ∗((A+ x)− x) 6 λ∗(A+ x). 2

Πρόταση 1.1.7. Για κάθε a < b στο R ισχύει λ∗([a, b]) = b− a.

Απόδειξη. Για κάθε ε > 0 έχουµε [a, b] ⊂ Iε := (a− ε, b+ ε). ΄Αρα,

(1.1.18) λ∗([a, b]) 6 `(Iε) = (b− a) + 2ε.

Συνεπώς, λ∗([a, b]) 6 b− a.
Για την αντίστροφη ανισότητα πρέπει να δείξουµε ότι αν (In) είναι µια καλυψη του [a, b]

από ανοικτά διαστήµατα, τότε

(1.1.19) b− a 6
∞∑
n=1

`(In).

Βήµα 1: ΄Εστω ότι [a, b] ⊂
⋃∞
n=1 In. Αφού το [a, b] είναι συµπαγές, από το Θεώρηµα Heine-

Borel υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (In): µπορούµε δηλαδή να ϐρούµε N ∈ N
ώστε

(1.1.20) [a, b] ⊂ I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ IN .

Βήµα 2: ΄Εστω ότι [a, b] ⊂ (c1, d1) ∪ · · · ∪ (cN , dN ). Θα δείξουµε ότι

(1.1.21) b− a <
N∑
n=1

(dn − cn).
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Η απόδειξη της (1.1.21) µπορεί να γίνει µε επαγωγή ως προς το N . Αν N = 1 τότε
έχουµε [a, b] ⊂ (c1, d1), οπότε c1 < a < b < d1 και είναι ϕανερό ότι b− a < d1− c1. Για το
επαγωγικό ϐήµα, υποθέτουµε ότι [a, b] ⊂ (c1, d1)∪· · ·∪(cN+1, dN+1) και χωρίς περιορισµό
της γενικότητας υποθέτουµε ότι a ∈ (c1, d1). Αν d1 > b τότε το Ϲητούµενο ισχύει (αφού ήδη
έχουµε b−a < d1− c1). Αν d1 6 b, τότε [d1, b] ⊂ (c2, d2)∪· · ·∪ (cN , dN ) και εφαρµόζοντας
την επαγωγική υπόθεση (για το [d1, b] το οποίο καλύπτεται από N ανοικτά διαστήµατα)
παίρνουµε

(1.1.22) b− d1 6
N+1∑
n=2

(dn − cn).

΄Εχουµε και την [a, d1) ⊂ (c1, d1), άρα

(1.1.23) d1 − a 6 d1 − c1.

Προσθέτοντας τις (1.1.22) και (1.1.23) παίρνουµε

(1.1.24) b− a = (b− d1) + (d1 − a) 6 (d1 − c1) +

N+1∑
n=2

(dn − cn) =

N+1∑
n=1

(dn − cn).

Από τα Βήµατα 1 και 2 προκύπτει ότι

(1.1.25) b− a <
∞∑
n=1

`(In)

για κάθε κάλυψη (In) του [a, b]. ΄Αρα, λ∗([a, b]) > b− a. 2

Παρατήρηση 1.1.8. Από τις Προτάσεις 1.1.5 και 1.1.7 προκύπτει άµεσα ότι κάθε κλειστό
διάστηµα [a, b] είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο.

Πρόταση 1.1.9. λ∗
(
(a, b)

)
= b− a.

Απόδειξη. Για κάθε 0 < ε < (b − a)/2 έχουµε [a + ε, b − ε] ⊂ (a, b) ⊂ [a, b]. Από την
Πρόταση 1.1.4 και την Πρόταση 1.1.7,

(1.1.26) (b− a)− 2ε = λ∗([a+ ε, b− ε]) 6 λ∗
(
(a, b)

)
6 λ∗([a, b]) = b− a.

Αφού η ανισότητα ισχύει για όλα τα «µικρά» ε > 0, ϐλέπουµε ότι λ∗
(
(a, b)

)
= b− a. 2

Πρόταση 1.1.10. λ∗
(
(a,+∞)

)
= +∞.

Απόδειξη. Για κάθε N ∈ N έχουµε (a,+∞) ⊃ (a, a+N), άρα

(1.1.27) λ∗
(
(a,+∞)

)
> a+N − a = N.

΄Αρα, λ∗
(
(a+∞)

)
= +∞. 2
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Πρόταση 1.1.11 (αριθµήσιµη υποπροσθετικότητα του εξωτερικού µέτρου). Για κάθε πε-

περασµένη ή άπειρη ακολουθία (An) υποσυνόλων του R ισχύει

(1.1.28) λ∗

(⋃
n

An

)
6
∑
n

λ∗(An).

Απόδειξη. Αν το δεξιό µέλος της ανισότητας είναι +∞ δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι

∑
n λ
∗(An) < +∞. Θα δείξουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει

κάλυψη (Js) του
⋃
nAn από ανοικτά διαστήµατα, ώστε

∑
s `(Js) <

∑
n λ
∗(An) + ε.

Για κάθε n ϑεωρούµε κάλυψη (Ikn)k του An µε την ιδιότητα

(1.1.29)
∑
k

`(Ikn) < λ∗(An) +
ε

2n
.

Αν πάρουµε σαν (Js) την (αριθµήσιµη) οικογένεια (Ikn)n,k όλων αυτών των ανοικτών δια-
στηµάτων, τότε

(1.1.30)
⋃
n

An ⊂
⋃
n,k

Ikn

και

(1.1.31)
∑
n,k

`(Ikn) =
∑
n

∑
k

`(Ikn) <
∑
n

(
λ∗(An) +

ε

2n

)
=
∑
n

λ∗(An) + ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται η (1.1.28). 2

1.1.3 Εξωτερικό µέτρο Lebesgue στον Rd

Σε αυτήν την υποπαράγραφο δίνουµε εν συντοµία τον ορισµό και τις ϐασικές ιδιότητες του
εξωτερικού µέτρου Lebesgue στον Rd για d > 1. Η ιδέα του ορισµού αλλά και οι αποδείξεις
των ιδιοτήτων είναι γενικά ίδιες µε εκείνες της προηγούµενης παραγράφου. Τον ϱόλο των
διαστηµάτων (a, b) παίζουν τώρα τα ανοικτά ορθογώνια I =

∏d
j=1(aj , bj), −∞ < aj 6

bj < ∞ στον Ευκλείδειο χώρο Rd, τα οποία ονοµάζουµε και πάλι ανοικτά διαστήµατα.
Παρατηρήστε ότι το κενό σύνολο είναι κι αυτό ανοικτό διάστηµα (έχουµε επιτρέψει την
ισότητα aj = bj , και τότε (aj , bj) = ∅). Η οικογένεια C των ανοικτών διαστηµάτων του Rd

είναι σ-κάλυψη του Rd: έχουµε

(1.1.32) Rd =
∞⋃
n=1

(−n, n)d.

Για κάθε ανοικτό διάστηµα I =
∏d
j=1(aj , bj) του Rd ορίζουµε

(1.1.33) `(I) =

d∏
j=1

(bj − aj).
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Η C και η ` επάγουν το εξωτερικό µέτρο λ∗ στον Rd. Για κάθε A ⊆ Rd το εξωτερικό µέτρο

Lebesgue του A είναι το

(1.1.34) λ∗d(A) = inf

{∑
n

`(In) : (In) κάλυψη του A
}
.

Για ευκολία ϑα συµβολίζουµε το λd µε λ. Στο επόµενο ϑεώρηµα συνοψίζουµε τις ϐασικές
ιδιότητες του λ∗d.

Θεώρηµα 1.1.12. Το εξωτερικό µέτρο Lebesgue λ := λd ικανοποιεί τα εξήσ:

(α) Αν A ⊆ B ⊆ Rd, τότε λ∗d(A) 6 λ∗d(B).

(ϐ) Αν το A είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο υποσύνολο του Rd τότε λ∗d(A) = 0.

(γ) Για κάθε A ⊆ Rd και για κάθε x ∈ Rd ισχύει λ∗d(A+ x) = λ∗d(A).

(δ) Για κάθε πεπερασµένη ή άπειρη ακολουθία (An) υποσυνόλων του Rd ισχύει

(1.1.35) λ∗d

(⋃
n

An

)
6
∑
n

λ∗d(An).

(ε) Για κάθε κλειστό διάστηµα I =
∏d
j=1(aj , bj) στονRd ισχύει λ∗d(I) = `(I) =

∏d
j=1(bj−

aj).

Απόδειξη. Η απόδειξη των (α), (γ) και (δ) είναι ακριβώς η ίδια µε την απόδειξη των Προτά-
σεων 1.1.4, 1.1.6 και 1.1.11 αντίστοιχα. Για την απόδειξη του (ϐ) δουλεύουµε όπως στην
Πρόταση 1.1.5: Θεωρούµε ένα αριθµήσιµο σύνολο A = {x1, x2, . . .} και για τυχόν ε > 0

ϑεωρούµε µια ακολουθία ανοικτών διαστηµάτων In µε xn ∈ In και `(In) = ε2n (µπορούµε
να ϑεωρήσουµε ανοικτό κύβο In που έχει κέντρο το xn και µήκος ακµής ίσο µε (ε/2n)1/d).
Τότε, A ⊆

⋃
n In και

(1.1.36)
∑
n

`(In) =
∑
n

ε

2n
= ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι λ∗d(A) = 0.
Μένει να δείξουµε το (ε). Η ανισότητα λ∗d(I) 6 `(I) είναι απλή. Για τυχόν ε > 0

καλύπτουµε το I µε το ανοικτό διάστηµα Jε =
∏d
j=1(aj − ε, bj + ε), οπότε

(1.1.37) λ∗d(I) 6 `(Jε) =

d∏
j=1

(bj − aj + 2ε).
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Αφού

(1.1.38) lim
ε→0+

d∏
j=1

(bj − aj + 2ε) =
d∏
j=1

(bj − aj) = `(I),

έπεται ότι λ∗d(I) 6 `(I).
Για την αντίστροφη ανισότητα πρέπει να δείξουµε ότι αν (Jn) είναι µια καλυψη του I

από ανοικτά διαστήµατα, τότε

(1.1.39) `(I) 6
∞∑
n=1

`(Jn).

Αφού το I είναι συµπαγές, υπάρχει N ∈ N ώστε I ⊂ J1 ∪ · · · ∪ JN . ∆είχνουµε ότι

(1.1.40) `(I) 6
N∑
n=1

`(Jn).

Για την απόδειξη της (1.1.40) δείχνουµε προηγουµένως τα εξήσ:

(i) ΄Εστω I =
∏d
j=1[aj , bj ]. Για κάθε j = 1, . . . , d ϑεωρούµε µια διαµέριση aj = c0j <

c1j < · · · < c
mj
j = bj του [aj , bj ] και, για κάθε 1 6 i1 6 m1, . . . , 1 6 ik 6 mk

ορίζουµε Ji1,...,ik =
∏k
j=1(c

ij−1
j , c

ij
j ]. Τότε,

(1.1.41) `(I) =
∑

16i16m1,...,16ik6mk

`(Ji1,...,ik).

(ii) ΄Εστω I, J1, . . . , Js κλειστά διαστήµατα στον Rd. Υποθέτουµε ότι τα J1, . . . , Js είναι
µη επικαλυπτόµενα (έχουν ξένα εσωτερικά) και ότι I = J1 ∪ · · · ∪ Js. Τότε,

(1.1.42) `(I) = `(J1) + · · ·+ `(Js).

Οι λεπτοµέρειες αφήνονται ως άσκηση (ϑα συµπληρωθούν εδώ εν καιρώ). 2

1.2 Lebesgue µετρήσιµα σύνολα

Ο αρχικός µας στόχος ήταν να πετύχουµε την αριθµήσιµη προσθετικότητα του «µέτρου»:
ϑα ϑέλαµε λοιπόν να ισχύει η

(1.2.1) λ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

λ∗(An)
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αν τα An είναι ξένα ανά δύο υποσύνολα του R (και γενικότερα, του Rd). Το εξωτερικό µέτρο
που ορίσαµε δεν έχει την ιδιότητα της προσθετικότητασ: ακόµα κι αν περιοριστούµε στην
περίπτωση δύο ξένων υποσυνόλων A και B του [0, 1], µπορούµε να δώσουµε παράδειγµα
(δείτε τις ασκήσεις) όπου

(1.2.2) λ∗(A ∪B) < λ∗(A) + λ∗(B).

Αυτό που ϑα κάνουµε είναι να περιοριστούµε σε µια κλάσηM υποσυνόλων του R έτσι
ώστε ο περιορισµός της «συνάρτησης εξωτερικού µέτρου» λ∗ στηνM να ικανοποιεί την ιδιό-
τητα της αριθµήσιµης προσθετικότητας. ΗM είναι η κλάση των Lebesgue µετρήσιµων

συνόλων. Η διαδικασία είναι η ίδια στον Rd για κάθε d > 1.

Ορισµός 1.2.1 (Lebesgue µετρήσιµο σύνολο). ΄Ενα σύνολο A ⊆ Rd λέγεται Lebesgue

µετρήσιµο αν για κάθε X ⊆ Rd ισχύει

(1.2.3) λ∗(X) = λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac).

∆ηλαδή, ένα σύνολο είναι µετρήσιµο αν «χωρίζει σωστά» – ως προς το εξωτερικό µέτρο –
οποιοδήποτε άλλο σύνολο. Η κλάση των Lebesgue µετρήσιµων συνόλων συµβολίζεται µε
M.

Παρατήρηση 1.2.2. Από την X = (X ∩ A) ∪ (X ∩ Ac) και από την υποπροσθετικότητα
του λ∗, έχουµε πάντα την ανισότητα

(1.2.4) λ∗(X) 6 λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac).

Αυτό λοιπόν που χρειαζόµαστε για να δείξουµε τη µετρησιµότητα του A είναι η αντίστροφη
ανισότητα

(1.2.5) λ∗(X) > λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac)

για κάθε X ⊆ R.

1.2.1 Βασικές ιδιότητες της κλάσης των µετρήσιµων συνόλων

Οι επόµενες Προτάσεις περιγράφουν τις ϐασικές ιδιότητες της κλάσης των Lebesgue µε-
τρήσιµων συνόλων.

Πρόταση 1.2.3. Αν λ∗(A) = 0, τότε A ∈M.

Απόδειξη. ΄Εστω X ⊆ Rd. Τότε, X ∩A ⊆ A άρα λ∗(X ∩A) = 0. Επίσης, X ⊇ X ∩Ac άρα

(1.2.6) λ∗(X) > λ∗(X ∩Ac) = λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac).

Από την Παρατήρηση 1.2.2 έπεται το Ϲητούµενο. 2
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Πρόταση 1.2.4. Το συµπλήρωµα µετρήσιµου συνόλου είναι µετρήσιµο σύνολο: αν A ∈M
τότε Ac = Rd \A ∈M.

Απόδειξη. ΄Εστω X ⊆ Rd. Παρατηρήστε ότι

(1.2.7) λ∗(X) > λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac) = λ∗(X ∩Ac) + λ∗(X ∩ (Ac)c),

όπου η πρώτη ανισότητα ισχύει διότι A ∈M και η ισότητα µετά προκύπτει από το γεγονός
ότι A = (Ac)c. Από την Παρατήρηση 1.2.2 έπεται το Ϲητούµενο. 2.

Πρόταση 1.2.5. Η ένωση δύο µετρήσιµων συνόλων είναι µετρήσιµο σύνολο: ανA,B ∈M,

τότε A ∪B ∈M.

Απόδειξη. ΄Εστω X ⊆ Rd. Παρατηρούµε ότι

(1.2.8) X ∩ (A ∪B) = X ∩ (A ∪ (Ac ∩B)) = (X ∩A) ∪ (X ∩Ac ∩B)

και, χρησιµοποιώντας τη µετρησιµότητα των A και B, έχουµε

λ∗(X ∩ (A ∪B)) + λ∗(X ∩ (A ∪B)c) = λ∗((X ∩A) ∪ (X ∩Ac ∩B))

+ λ∗(X ∩ (A ∪B)c)

6 λ∗(X ∩A) + λ∗((X ∩Ac) ∩B)

+ λ∗((X ∩Ac) ∩Bc)

6 λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩Ac)

= λ∗(X).

Από την Παρατήρηση 1.2.2 έπεται ότι το A ∪B είναι µετρήσιµο. 2

Πρόταση 1.2.6. Η τοµή δύο µετρήσιµων συνόλων είναι µετρήσιµο σύνολο: αν A,B ∈ M,

τότε A ∩B ∈M.

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι A ∩B = (Ac ∪Bc)c και χρησιµοποιούµε τις Προτάσεις 1.2.4
και 1.2.5. 2

Πρόταση 1.2.7. Αν A,B ∈M και A ∩B = ∅ τότε, για κάθε X ⊆ Rd,

(1.2.9) λ∗(X ∩ (A ∪B)) = λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩B).

Απόδειξη. Αρκεί να υποθέσουµε ότι το ένα από τα δύο σύνολα, ας πούµε το A, είναι
µετρήσιµο. Γράφουµε

λ∗(X ∩ (A ∪B)) = λ∗([X ∩ (A ∪B)] ∩A) + λ∗([X ∩ (A ∪B)] ∩Ac)

= λ∗(X ∩A) + λ∗(x ∩B),

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι [X∩(A∪B)]∩Ac = (X∩A∩Ac)∪(X∩B∩Ac) = X∩B
και [X ∩ (A ∪B)] ∩A = (X ∩A) ∪ (X ∩A ∩B) = X ∩A, λόγω της A ∩B = ∅. 2
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Πόρισµα 1.2.8. Αν A,B ∈M και A ∩B = ∅, τότε

(1.2.10) λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

Απόδειξη. Παίρνουµε X = Rd στην Πρόταση 1.2.7. 2

Πόρισµα 1.2.9. Αν B1, . . . , Bm είναι ξένα ανά δύο σύνολα στηνM τότε, για κάθεX ⊆ R,

(1.2.11) λ∗(X ∩ (B1 ∪ · · · ∪Bm)) =

m∑
i=n

λ∗(X ∩Bn).

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς m, χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.2.7. 2

Πρόταση 1.2.10. Αν (An)∞n=1 είναι µια ακολουθία µετρήσιµων συνόλων, τότε η ένωσή τους⋃∞
n=1An είναι µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία συνόλων

(1.2.12) B1 = A1, B2 = A2 \A1 = A2 ∩Ac1, . . . , Bn = An \ (A1 ∪ · · · ∪An−1), . . . .

Από τις ιδιότητες που έχουµε αποδείξει, κάθε Bn είναι µετρήσιµο σύνολο. Από τον τρόπο
ορισµού τους, τα Bn είναι ξένα ανά δύο και

(1.2.13) A :=
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn.

΄Εστω X ⊆ R. Για κάθε m ∈ N, το B1 ∪ · · · ∪Bm είναι µετρήσιµο, άρα

λ∗(X) = λ∗(X ∩ (B1 ∪ · · · ∪Bm)) + λ∗(X \ (B1 ∪ · · · ∪Bm))

=

m∑
n=1

λ∗(X ∩Bn) + λ∗(X \ (B1 ∪ · · · ∪Bm))

>
m∑
n=1

λ∗(X ∩Bn) + λ∗(X \A),

από το Πόρισµα 1.2.9 και τον εγκλεισµό X \ A ⊆ X \ (B1 ∪ · · · ∪ Bm). Αφήνοντας το
m→∞, παίρνουµε

(1.2.14) λ∗(X) >
∞∑
n=1

λ∗(X ∩Bn) + λ∗(X \A) > λ∗(X ∩A) + λ∗(X \A),

λόγω της αριθµήσιµης υποπροσθετικότητας του εξωτερικού µέτρου. ΄Αρα, το A είναι µε-
τρήσιµο. 2
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1.3 Μέτρο Lebesgue

Συνοψίζουµε όσα έχουµε κάνει ως τώρα. Ορίσαµε το εξωτερικό µέτρο λ∗(A) για κάθε
υποσύνολο A του Rd. Θεωρήσαµε µια κλάσηM υποσυνόλων του R, τα οποία ονοµάσαµε
µετρήσιµα σύνολα. Είδαµε ότι αυτή η κλάση έχει τις εξής ιδιότητεσ:

(i) R ∈M.

(ii) A ∈M =⇒ R \A ∈M.

(iii) Αν An ∈M για κάθε n ∈ N, τότε
⋃∞
n=1An ∈M.

Οι ιδιότητες αυτές χαρακτηρίζουν τις σ-άλγεβρες:

Ορισµός 1.3.1 (σ-άλγεβρα). ΄Εστω Ω ένα µη κενό σύνολο. Μία κλάση A υποσυνόλων του
Ω λέγεται σ-άλγεβρα αν

(i) Ω ∈ A.

(ii) Αν A ∈ A, τότε Ω \A ∈ A.

(iii) Αν An ∈ A για κάθε n ∈ N, τότε
⋃∞
n=1An ∈ A.

Με άλλα λόγια, µια κλάση υποσυνόλων του Ω λέγεται σ-άλγεβρα αν είναι «κλειστή ως
προς συµπληρώµατα και αριθµήσιµες ενώσεις». ΄Επεται ότι είναι κλειστή και ως προς
αριθµήσιµες τοµές και διαφορέσ:

(iv) Αν An ∈ A για κάθε n ∈ N, τότε

(1.3.1)
∞⋂
n=1

An =

( ∞⋃
n=1

Acn

)c
∈ A.

(v) Αν A,B ∈ A, τότε A \B = A ∩Bc ∈ A.

Παρατήρηση 1.3.2. Με ϐάση τον Ορισµό 1.3.1 η κλάση M των µετρήσιµων συνόλων
είναι σ-άλγεβρα. Ειδικότερα, αν An ∈ M για κάθε n ∈ N, τότε

⋂∞
n=1An ∈ M, και αν

A,B ∈M, τότε A \B ∈M.

1.3.1 Μέτρο Lebesgue

Ορίζουµε λ :M→ [0,+∞) µε A 7→ λ(A) := λ∗(A). ∆ηλαδή, η λ είναι ο περιορισµός της
συνολοσυνάρτησης λ∗ (του εξωτερικού µέτρου) στην κλάσηM. Η συνάρτηση λ ονοµάζεται
µέτρο Lebesgue ή απλά µέτρο.
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Θεώρηµα 1.3.3. ΄ΕστωM = {A ⊆ R : A Lebesgue µετρήσιµο }. ΗM είναι σ-άλγεβρα

και η συνολοσυνάρτηση λ :M→ [0,+∞) που ορίζεται µέσω της

(1.3.2) A 7→ λ(A) := λ∗(A)

είναι αριθµήσιµα προσθετική (ή, σ-προσθετική). ∆ηλαδή, αν (An)∞n=1 είναι µια ακολουθία

ξένων ανά δύο Lebesgue µετρήσιµων συνόλων (An ∈ M για κάθε n και An ∩ Am = ∅ αν

n 6= m), τότε

(1.3.3) λ

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

λ(An).

Απόδειξη. Μένει να δείξουµε ότι το µέτρο λ είναι αριθµήσιµα προσθετική συνολοσυνάρ-
τηση. ΄Εστω An, n ∈ N, ξένα ανά δύο µετρήσιµα σύνολα. Από την Πρόταση 1.2.10 το⋃∞
n=1An είναι µετρήσιµο.
Χρησιµοποιώντας τη µονοτονία του µέτρου και το Πόρισµα 1.2.8, ϐλέπουµε ότι

(1.3.4)
m∑
n=1

λ(An) = λ

(
m⋃
n=1

An

)
6 λ

( ∞⋃
n=1

An

)

για κάθε m ∈ N, άρα

(1.3.5)
∞∑
n=1

λ(An) 6 λ

( ∞⋃
n=1

An

)
.

Η αντίστροφη ανισότητα

(1.3.6)
∞∑
n=1

λ(An) > λ

( ∞⋃
n=1

An

)

προκύπτει άµεσα από την αριθµήσιµη υποπροσθετικότητα του (εξωτερικού) µέτρου (Πρό-
ταση 1.1.11). 2

1.3.2 Borel σύνολα και Lebesgue µετρήσιµα σύνολα

Ποιά σύνολα είναι µετρήσιµα ; ΄Ηδη γνωρίζουµε ότι τα σύνολα που έχουν εξωτερικό µέτρο
0 (και τα συµπληρώµατά τους) ανήκουν στην M. ΄Οπως ϑα δούµε, η M είναι αρκετά
πλούσια : όλα τα «καλά» - από τοπολογική άποψη - υποσύνολα του Rd είναι Lebesgue
µετρήσιµα.

Πρόταση 1.3.4. ΄Ολα τα διαστήµατα I του Rd είναι Lebesgue µετρήσιµα.
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Απόδειξη. Θα δώσουµε την απόδειξη µόνο για την περίπτωση d = 1 (η περίπτωση d > 1

αφήνεται για τις ασκήσεις). Θεωρούµε πρώτα τυχούσα κλειστή ηµιευθεία της µορφής
J = [a,+∞). ΄Εστω X ⊆ R. Θέλουµε να δείξουµε ότι

(1.3.7) λ∗(X) > λ∗(X ∩ [a,+∞)) + λ∗(X ∩ (−∞, a)).

Σύµφωνα µε τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου, αρκεί να δείξουµε ότι αν (In)∞n=1 είναι µία
κάλυψη του X από ανοιχτά διαστήµατα, τότε

(1.3.8)
∞∑
n=1

`(In) > λ∗(X ∩ [a,+∞)) + λ∗(X ∩ (−∞, a)).

΄Εστω ότι X ⊆
⋃∞
n=1 In, και ας υποθέσουµε ότι

∑∞
n=1 `(In) < +∞ (αλλιώς, δεν έχουµε

τίποτα να δείξουµε). Θα δείξουµε ότι για κάθε ε > 0,

(1.3.9)
∞∑
n=1

`(In) + ε > λ∗(X ∩ [a,+∞)) + λ∗(X ∩ (−∞, a)).

΄Εστω ε > 0. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

(1.3.10) I ′n = In ∩ (a,+∞) , I ′′n = In ∩ (−∞, a),

και

(1.3.11) I0 =
(
a− ε

2
, a+

ε

2

)
.

Καθένα από τα I ′n, I ′′n είναι ανοιχτό διάστηµα ή το κενό σύνολο, και (εξηγήστε γιατί)

(1.3.12) `(In) = `(I ′n) + `(I ′′n).

Επίσης,

(1.3.13) X ∩ [a,+∞) ⊆ I0 ∪
∞⋃
n=1

I ′n

και

(1.3.14) X ∩ (−∞, a) ⊆
∞⋃
n=1

I ′′n.

΄Αρα,

λ∗(X ∩ [a,+∞)) + λ∗(X ∩ (−∞, a)) 6 `(I0) +
∞∑
n=1

`(I ′n) +
∞∑
n=1

`(I ′′n)

= ε+

∞∑
n=1

(
`(I ′n) + `(I ′′n)

)
= ε+

∞∑
n=1

`(In).
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Αυτό αποδεικνύει ότι το J = [a,+∞) είναι µετρήσιµο.

Αν J = (a,+∞), τότε γράφοντας

(1.3.15) (a,+∞) =

∞⋃
n=1

[a+ 1/n,+∞)

και χρησιµοποιώντας την Πρόταση 1.2.10 και το αποτέλεσµα για κλειστές ηµιευθείες,
ϐλέπουµε ότι J ∈M.

Τώρα, ϐλέπουµε αµεσως ότι τα (−∞, a) και (−∞, a] είναι µετρήσιµα σύνολα ως συ-
µπληρώµατα µετρήσιµων συνόλων.

Τέλος, εύκολα ϐλέπουµε ότι διαστήµατα της µορφής [a, b], [a, b), (a, b] και (a, b) είναι
µετρήσιµα. Για παράδειγµα,

(1.3.16) [a, b] = R \
(
(−∞, a) ∪ (b,+∞)

)
δηλαδή το [a, b] είναι µετρήσιµο ως συµπλήρωµα του µετρήσιµου συνόλου (−∞, a) ∪
(b,+∞). 2

Ορισµός 1.3.5 (Borel σ-άλγεβρα). Η µικρότερη σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Rd που πε-
ϱιέχει όλα τα ανοικτά διαστήµατα λέγεται σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του R (ή
Borel σ-άλγεβρα) και συµβολίζεται µε B. Τυπικά, ορίζουµε
(1.3.17)
B =

⋂{
A ⊆ P (R) : A σ − άλγεβρα και κάθε ανοικτό διάστηµα ανήκει στην A

}
,

και ελέγχουµε ότι η B είναι σ-άλγεβρα, ότι κάθε ανοικτό διάστηµα ανήκει στην B και ότι
B ⊆ A για κάθε σ-άλγεβρα A που έχει αυτήν την ιδιότητα.

Από τον ορισµό της Borel σ-άλγεβρας, από το γεγονός ότι η M είναι σ-άλγεβρα και
από την Πρόταση 1.3.4 συµπεραίνουµε ότι κάθε Borel υποσύνολο του R είναι µετρήσιµο:

Πρόταση 1.3.6. B ⊆M. 2

Πρόταση 1.3.7. Κάθε ανοικτό και κάθε κλειστό υποσύνολο του Rd είναι σύνολο Borel, άρα

είναι µετρήσιµο σύνολο.

Απόδειξη. Κάθε ανοικτό υποσύνολο τουRd είναι αριθµήσιµη ένωση ανοιχτών διαστηµάτων -
και µάλιστα ξένων ανά δύο (γνωστό από την Πραγµατική Ανάλυση για d = 1, η περίπτωση
d > 1 ϑα εξηγηθεί στις ασκήσεις). Αφού η B είναι σ-άλγεβρα και περιέχει τα ανοικτά
διαστήµατα, η B περιέχει όλα τα ανοικτά, άρα και όλα τα κλειστά, σύνολα. 2
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Παρατηρήσεις 1.3.8. (α) Η Borel σ-άλγεβρα περιέχει πολύ περισσότερα σύνολα από τα
ανοικτά και τα κλειστά υποσύνολα του Rd. ΄Ολες οι αριθµήσιµες τοµές ανοικτών συνό-
λων (τα λεγόµενα Gδ-σύνολα) είναι Borel σύνολα, όλες οι αριθµήσιµες ενώσεις κλειστών
συνόλων (τα λεγόµενα Fσ-σύνολα) είναι Borel σύνολα, και ούτω καθεξής.

(ϐ) Η κλάσηM των µετρήσιµων συνόλων είναι γνήσια µεγαλύτερη από την κλάση B των
Borel συνόλων: υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα που δεν είναι Borel. Μπορεί κανείς να δώσει
παράδειγµα συνόλου που δεν είναι Borel και έχει εξωτερικό µέτρο 0 (άρα, είναι µετρήσιµο).
Θα περιγράψουµε τέτοια παραδείγµατα αργότερα.

1.3.3 Περιγραφή των µετρήσιµων συνόλων

Τα µετρήσιµα σύνολα προσεγγίζονται από Borel σύνολα, µε την εξής έννοια :

Πρόταση 1.3.9. ΄Εστω A ⊆ R. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το A είναι µετρήσιµο.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει ανοικτό G ⊆ R µε A ⊆ G και λ∗(G \A) < ε.

(iii) Υπάρχει Gδ-σύνολο B ώστε A ⊆ B και λ∗
(
B \A

)
= 0.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii). Υποθέτουµε ότι το A είναι µετρήσιµο και, αρχικά, ότι λ(A) < +∞.
΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του λ(A) = λ∗(A), υπάρχει ακολουθία ανοικτών διαστηµάτων
(In) ώστε A ⊆

⋃
n In και

(1.3.18)
∑
n

λ(In) =
∑
n

`(In) < λ(A) + ε.

Ορίζουµε G =
⋃
n In. Το G είναι ανοικτό σύνολο, A ⊆ G και έχουµε

(1.3.19) λ(A) 6 λ(G) = λ

(⋃
n

In

)
6
∑
n

λ(In) < λ(A) + ε.

Αφού τα A και G είναι µετρήσιµα, έχουµε ότι το G \A είναι µετρήσιµο και

(1.3.20) λ(G) = λ(A ∪ (G \A)) = λ(A) + λ(G \A)

από το Πόρισµα 1.2.8. Συνεπώς,

(1.3.21) λ∗(G \A) = λ(G \A) = λ(G)− λ(A) < ε,

από την (1.3.19).
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΄Εστω τώρα ότι λ(A) = +∞. ΄Εστω ε > 0. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε An = A ∩ (−n, n).
Κάθε An είναι µετρήσιµο, λ(An) < +∞ και A =

⋃
nAn. Με ϐάση την περίπτωση που

εξετάσαµε παραπάνω, για κάθε n ∈ N ϐρίσκουµε ανοικτό σύνολο Gn ώστε An ⊆ Gn και
λ(Gn \An) < ε/2n. Ορίζουµε G =

⋃
nGn. Τότε, το G είναι ανοικτό σύνολο, G =

⋃
nGn ⊇⋃

nAn = A και εύκολα ελέγχουµε ότι

(1.3.22) G \A =

(⋃
n

Gn

)
\

(⋃
n

An

)
⊆
⋃
n

(Gn \An).

Συνεπώς,

(1.3.23) λ(G \A) 6 λ

(⋃
n

(Gn \An)

)
6
∑
n

λ(Gn \An) <
∑
n

ε

2n
= ε.

΄Ετσι, έχουµε αποδείξει το (ii).

(ii) ⇒ (iii). Υποθέτοντας το (ii), για κάθε k ∈ N µπορούµε να ϐρούµε ανοικτό Gk ⊆ R
µε A ⊆ Gk και λ∗(Gk \ A) < 1/k. Ορίζουµε B =

⋂∞
k=1Gk. Το B είναι Gδ-σύνολο και

A ⊆ B. Παρατηρούµε ότι

(1.3.24) λ∗(B \A) 6 λ∗(Gk \A) <
1

k

για κάθε k ∈ N, άρα

(1.3.25) λ∗(B \A) = 0.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει το (iii).

Παρατηρήστε επίσης ότι

(1.3.26) λ∗(B) = λ∗(A ∪ (B \A)) 6 λ∗(B) + λ∗(B \A) = λ∗(A).

Αφού A ⊆ B, ισχύει και η αντίστροφη ανισότητα λ∗(A) 6 λ∗(B). Συνεπώς, λ∗(B) =

λ∗(A).

(iii) ⇒ (i). Υποθέτουµε ότι υπάρχει Gδ-σύνολο B ώστε A ⊆ B και λ∗
(
B \ A

)
= 0. Από

την Πρόταση 1.2.3 το B \ A είναι µετρήσιµο. Το B ανήκει στην Borel σ-άλγεβρα (ως
αριθµήσιµη τοµή ανοικτών συνόλων). ΄Αρα, το B είναι µετρήσιµο. Γράφοντας

(1.3.27) A = B \ (B \A)

συµπεραίνουµε ότι το A είναι µετρήσιµο. 2
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1.3.4 Συνέχεια του µέτρου Lebesgue

Ολοκληρώνουµε αυτήν την παράγραφο µε δύο ακόµα ιδιότητες του µέτρου Lebesgue, οι
οποίες είναι συνέπειες της αριθµήσιµης προσθετικότητασ:

Πρόταση 1.3.10. (i) Αν (An) είναι αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων και A :=⋃∞
n=1An, τότε

(1.3.28) λ(An)→ λ(A).

(ii) Αν (Bn) είναι ϕθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε λ(B1) < +∞ και B :=⋂∞
n=1Bn, τότε

(1.3.29) λ(Bn)→ λ(B).

Απόδειξη: (i) Γράφουµε το A σαν ξένη ένωση:

(1.3.30) A = A1 ∪ (A2 \A1) ∪ (A3 \A2) ∪ · · · ,

και χρησιµοποιώντας την αριθµήσιµη προσθετικότητα του µέτρου παίρνουµε

λ(A) = λ(A1) + λ(A2 \A1) + · · ·+ λ(An \An−1) + · · ·

= lim
n→∞

(
λ(A1) + λ(A2 \A1) + · · ·+ λ(An \An−1)

)
= lim

n→∞
λ(An).

(ii) Παρατηρούµε πρώτα ότι αν C,D ∈M µε D ⊂ C και λ(D) < +∞, τότε

(1.3.31) λ(C \D) = λ(C)− λ(D).

Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε An = B1 \Bn. Τότε, η (An) είναι αύξουσα, οπότε

(1.3.32) lim
n→∞

λ(An) = λ

( ∞⋃
n=1

(B1 \Bn)

)
= λ

(
B1 \

∞⋂
n=1

Bn

)
= λ(B1)− λ(B),

από το (i). Επίσης,

(1.3.33) lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

(
λ(B1)− λ(Bn)

)
= λ(B1)− lim

n→∞
λ(Bn).

΄Αρα, λ(B) = limn→∞ λ(Bn). 2

Παρατήρηση 1.3.11. Η υπόθεση λ(B1) < +∞ στο (ii) µπορεί να αντικατασταθεί από
την λ(Bk) < +∞ για κάποιο k (εξηγήστε γιατί). ∆εν µπορούµε όµως να την αφαιρέσουµε
τελείωσ: αν Bn = [n,+∞), τότε Bn ↘ ∅ αλλά λ(Bn) = +∞ για κάθε n ενώ λ(∅) = 0.
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1.4 Το σύνολο του Cantor και το σύνολο του Vitali

΄Εχουµε ήδη συζητήσει το σύνολο του Cantor και την κατασκευή του Vitali. ΄Εχοντας πλέον
ορίσει το µέτρο Lebesgue λ στο R επιστρέφουµε σε αυτά τα δύο σύνολα για να τα δούµε
µέσα στο πλαίσιο που έχουµε αναπτύξει.

1.4.1 Το σύνολο του Cantor

΄Οπως είδαµε στην εισαγωγή, το σύνολο του Cantor ορίζεται ως η τοµή µιας ϕθίνουσας
ακολουθίας κλειστών υποσυνόλων του [0, 1]. Θεωρούµε το διάστηµα C0 = [0, 1] και το
χωρίζουµε σε τρία ίσα διαστήµατα. Αφαιρούµε το ανοικτό µεσαίο διάστηµα και ονοµά-
Ϲουµε C1 το σύνολο που αποµένει. Το C1 αποτελείται από δύο ξένα κλειστά διαστήµατα
µήκους 1/3. Χωρίζουµε καθένα από αυτά σε τρία ίσα διαστήµατα, από καθένα από αυτά
αφαιρούµε το µεσαίο ανοικτό διάστηµα, και ονοµάζουµε C2 το κλειστό σύνολο που αποµέ-
νει. Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε για κάθε n = 1, 2, . . . ένα κλειστό
σύνολο Cn έτσι ώστε η ακολουθία (Cn) να έχει τις εξής ιδιότητεσ:

(i) C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · .

(ii) Το Cn είναι η ένωση 2n κλειστών διαστηµάτων, καθένα από τα οποία έχει µήκος
1/3n.

Το σύνολο του Cantor είναι το σύνολο

(1.4.1) C =
∞⋂
n=1

Cn.

Τα διαστήµατα της µορφής
[
k/3n, (k + 1)/3n

]
, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , 3n − 1, ονοµάζονται

τριαδικά διαστήµατα.
Το C είναι µη κενό, αφού περιέχει τα άκρα όλων των τριαδικών διαστηµάτων που

απαρτίζουν κάθε Cn (όπως ϑα δούµε παρακάτω περιέχει και πολλά άλλα σηµεία). Επίσης
το C είναι κλειστό, αφού η τοµή κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο. Επιπλέον, το C
έχει τις εξής ιδιότητεσ:

(1) Το C είναι τέλειο σύνολο, δηλαδή είναι κλειστό και κάθε σηµείο του C είναι σηµείο
συσσώρευσης του C.

Απόδειξη. Είδαµε ότι το C είναι κλειστό. Για να δείξουµε ότι κάθε x ∈ C είναι σηµείο
συσσώρευσης του C, παρατηρούµε ότι για το τυχόν x ∈ C υπάρχει µοναδική ακολουθί-
α κλειστών τριαδικών διαστηµάτων In(x), n = 1, 2, . . ., µε x ∈ In(x), In(x) ⊂ Cn και
`(In(x)) = 1

3n . Οι ακολουθίες (αn(x)) και (δn(x)) των αριστερών και δεξιών άκρων των



1.4. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΟΥ CANTOR ΚΑΙ ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΟΥ VITALI 23

In(x) αντίστοιχα περιέχονται στο C, καθεµία από αυτές συγκλίνει στο x, και η µία τουλά-
χιστον από τις δύο δεν είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα, το x είναι σηµείο συσσώρευσης του C.
2

(2) Το C έχει µέτρο ίσο µε 0.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N έχουµε C ⊂ Cn και λ(Cn) = 2n

3n , αφού το Cn είναι ένωση 2n

ξένων ανά δύο κλειστών διαστηµάτων, καθένα από τα οποία έχει µήκος 1
3n . ΄Αρα,

(1.4.2) λ(C) 6 λ(Cn) =
2n

3n

για κάθε n ∈ N, οπότε λ(C) = 0. 2

Παρατήρηση. Ειδικότερα, το C δεν περιέχει κανένα διάστηµα.

(3) Το C είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Από ένα γενικό ϑεώρηµα της Τοπολογίας, κάθε µη κενό τέλειο υποσύνολο
του R είναι υπεραριθµήσιµο. Αφού δείξαµε ότι το C είναι τέλειο, έπεται ο ισχυρισµός.
Θα δώσουµε όµως µια δεύτερη απόδειξη, η οποία µάς δίνει την αφορµή να δούµε µια
διαφορετική περιγραφή του συνόλου C που παρουσιάζει γενικότερο ενδιαφέρον.

Μπορούµε να ορίσουµε µία ένα προς ένα και επί απεικόνιση Φ του C στο σύνολο

(1.4.3) {0, 2}N =
{

(αn)∞n=1 : για κάθε n, αn = 0 ή αn = 2
}
.

Το {0, 2}N είναι υπεραριθµήσιµο (ϑυµηθείτε το διαγώνιο επιχείρηµα του Cantor). ΄Αρα, το
C είναι υπεραριθµήσιµο. Η απεικόνιση Φ ορίζεται ως εξήσ:

Για κάθε x ∈ C υπάρχει µοναδική ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In(x), n =

1, 2, . . ., ώστε : I1(x) ⊃ I2(x) ⊃ · · · , και για κάθε n, x ∈ In(x) και το In(x) είναι ένα
από τα τριαδικά διαστήµατα µήκους 1

3n που απαρτίζουν το Cn.
Με ϐάση αυτήν την ακολουθία διαστηµάτων ορίζουµε µια ακολουθία (αxn)∞n=1 ∈ {0, 2}N

ως εξήσ:

(α) n = 1: Θέτουµε αx1 = 0 αν I1(x) =
[
0, 1/3

]
(δηλαδή, αν x ∈

[
0, 1/3

]
) και αx1 = 2 αν

I1(x) =
[
2/3, 1

]
(δηλαδή, αν x ∈

[
2/3, 1

]
).

(ϐ) Επαγωγικό ϐήµα: Για κάθε n, αν In(x) =
[
k/3n, (k + 1)/3n

]
τότε το In+1(x) είναι ένα

από τα δύο διαστήµατα
[
k/3n, (k/3n) + (1/3n+1)

]
, [(k/3n) + (2/3n+1), (k+ 1)/3n

]
: εκείνο

που περιέχει το x. Θέτουµε αxn+1 = 0 αν In+1(x) είναι το πρώτο διάστηµα, και αxn+1 = 2

αν In+1(x) είναι το δεύτερο διάστηµα.

Παρατηρούµε ότι αν x 6= y, τότε για κάποιο n ϑα ισχύει In(x) 6= In(y), αλλιώς ϑα
έπρεπε να έχουµε |x − y| 6 1

3n για κάθε n ∈ N. Αν n0 είναι ο πρώτος ϕυσικός για τον
οποίο In0(x) 6= In0(y), τότε από τον ορισµό των αxn ϐλέπουµε ότι αxn0

6= αyn0 , άρα οι δύο
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ακολουθίες (αxn)∞n=1 και (αyn)∞n=1 είναι διαφορετικές. Αυτό αποδεικνύει ότι η απεικόνιση
Φ : C → {0, 2}N µε Φ(x) = (αxn)∞n=1 είναι ένα προς ένα.

Αντίστροφα, αν (αn)∞n=1 είναι µια ακολουθία από 0 ή 2, η ακολουθία αυτή ορίζει
µοναδική ακολουθία τριαδικών διαστηµάτων (In)∞n=1 µε I1 ⊃ I2 ⊃ · · · , ώστε για κάθε n το
In να είναι ένα από τα τριαδικά διαστήµατα µήκους 1

3n που απαρτίζουν το Cn:

(α) n = 1: Θέτουµε I1 =
[
0, 1/3

]
αν α1 = 0 ή I1 =

[
2/3, 1

]
αν α1 = 2.

(ϐ) Γενικά, το In+1 ορίζεται να είναι ένα από τα δύο τριαδικά υποδιαστήµατα µήκους 1
3n+1

του In που περιέχονται στο Cn+1: το αριστερό αν αn+1 = 0, ή το δεξιό αν αn+1 = 2.

Αφού τα µήκη των διαστηµάτων In ϕθίνουν στο 0, η τοµή τους είναι µονοσύνολο: έστω

(1.4.4) {x} =
∞⋂
n=1

In.

(Θυµηθείτε ότι η τοµή είναι µη κενή λόγω του ϑεωρήµατος των κιβωτισµένων διαστηµάτων).
Αφού In ⊂ Cn για κάθε n, είναι ϕανερό ότι x ∈ C. Επίσης, In(x) = In για κάθε n, και
από τον τρόπο ορισµού των In έχουµε

(1.4.5) (αn)∞n=1 = (αxn)∞n=1 = Φ(x).

Αυτό αποδεικνύει ότι η Φ είναι επί του {0, 2}N, άρα το C είναι υπεραριθµήσιµο.

Ο τρόπος ορισµού της Φ µάς οδηγεί σε µια άλλη περιγραφή του συνόλου του Cantor. Αν
(an)∞n=1 είναι µια ακολουθία µε an ∈ {0, 1, 2} για κάθε n ∈ N, τότε η σειρά

∑∞
n=1

an
3n

συγκλίνει σε έναν αριθµό x ∈ [0, 1]. Αν x =
∑∞

n=1
an
3n µε an ∈ {0, 1, 2} για κάθε n, η

σειρά
∑∞

n=1
an
3n (ή η ακολουθία (an)∞n=1) λέγεται τριαδική παράσταση του x. Γράφουµε

x = (a1, a2, . . .) αντί της x =
∑∞

n=1
an
3n .

Κάθε αριθµός x στο διάστηµα [0, 1] έχει τριαδική παράσταση. Η ακολουθία (an)∞n=1

µπορεί να επιλεγεί ως εξήσ: Χωρίζουµε το [0, 1] στα τρία υποδιαστήµατα [0, 1/3], (1/3, 2/3)

και [2/3, 1]. Θέτουµε

a1 =


0, x ∈ [0, 1/3]

1, x ∈ (1/3, 2/3)

2, x ∈ [2/3, 1]

Με αυτόν τον ορισµό, σε κάθε περίπτωση έχουµε

(1.4.6)
a1
3

6 x 6
a1
3

+
1

3
.

Ας υποθέσουµε ότι x ∈ [0, 1/3]. Χωρίζουµε αυτό το διάστηµα στα τρία υποδιαστήµατα
[0, 1/9], (1/9, 2/9), [2/9, 1/3] και ϑέτουµε a2 = 0, 1 ή 2 αντίστοιχα αν το x ανήκει στο
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αριστερό, στο µεσαίο ή στο δεξιό από αυτά τα διαστήµατα. Ανάλογα ορίζεται το a2 όταν
x ∈ (1/3, 2/3) ή x ∈ [2/3, 1], έτσι ώστε σε κάθε περίπτωση να έχουµε

(1.4.7)
a1
3

+
a2
32

6 x 6
a1
3

+
a2
32

+
1

32
.

Συνεχίζουµε την επιλογή των an µε αυτόν τον τρόπο έτσι ώστε για κάθε n να έχουµε

(1.4.8)
n∑
k=1

ak
3k

6 x 6
n∑
k=1

ak
3k

+
1

3n
.

Αφού λοιπόν

(1.4.9) 0 6 x−
n∑
k=1

ak
3k

6
1

3n
,

έπεται ότι η σειρά
∑∞

k=1
ak
3k

συγκλίνει στον x, δηλαδή

(1.4.10) x =

∞∑
k=1

ak
3k
.

Παραδείγµατα. Ελέγξτε ότι 1/8 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) και 1/4 = (2, 0, 2, 0, 2, 0, . . .).

Είναι ϕανερό ότι αν x 6= y τότε η τριαδική παράσταση του x είναι διαφορετική από
αυτήν του y, αφού µια σειρά δεν µπορεί να συγκλίνει σε δύο διαφορετικά όρια.

Υπάρχουν όµως αριθµοί x ∈ [0, 1] που έχουν δύο διαφορετικές τριαδικές παραστάσεις.
Για παράδειγµα, αν x = 1/3 τότε

(1.4.11)
1

3
=

1

3
+

∞∑
k=2

0

3k
και

1

3
=

∞∑
k=2

2

3k
.

(Με τον τρόπο επιλογής της (an)∞n=1 που παρουσιάσαµε παραπάνω, ϑα ϐρίσκαµε την δεύ-
τερη παράσταση).

Γενικότερα, ισχύει το εξήσ: Ο x ∈ [0, 1] έχει δύο διαφορετικές τριαδικές παραστάσεις
αν και µόνο αν ο x είναι τριαδικός ϱητόσ: δηλαδή αν x = k/3n για κάποιον n ∈ N και
κάποιον 1 6 k 6 3n (αφήνεται ως άσκηση).

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δίνει έναν άλλο τρόπο περιγραφής του συνόλου του Cantor.

Θεώρηµα 1.4.1. ΄Εστω x ∈ [0, 1]. Τότε, x ∈ C αν και µόνο αν ο x έχει µία τριαδική

παράσταση η οποία περιέχει µόνο τα ψηφία 0 και 2. 2

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ [0, 1]. Αν η ακολουθία (an) επιλεγεί µε τον τρόπο που παρουσιάσαµε
παραπάνω, τότε ισχύει το εξήσ: x ∈ C αν και µόνο αν an 6= 1 για κάθε n. Αυτό αποδεικνύει
ότι αν x ∈ C τότε ο x έχει µία τριαδική παράσταση που περιέχει µόνο τα ψηφία 0 και 2.
Η ολοκλήρωση της απόδειξης αφήνεται ως άσκηση. 2
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1.4.2 Το λήµµα του Steinhaus και το σύνολο του Vitali

Στην §1.3.2 ορίσαµε την σ-άλγεβρα B των Borel υποσυνόλων του R και την µεγαλύτερη
σ-άλγεβραM των µετρήσιµων υποσυνόλων του R. Από τους ορισµούς έπονται άµεσα οι
εγκλεισµοί

(1.4.12) B ⊆M ⊆ P(R).

Το ερώτηµα όµως αν αυτοί οι δύο εγκλεισµοί είναι γνήσιοι (δηλαδή, αν υπάρχουν υπο-
σύνολα του R που δεν είναι µετρήσιµα και αν υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα που δεν είναι
Borel) δεν είναι καθόλου απλό. Ουσιαστικά, είδαµε παράδειγµα µη µετρήσιµου συνόλου
στην §1.1 (το σύνολο N που ορίζεται εκεί, µε ϐάση τον ορισµό των µετρήσιµων συνόλων
που δώσαµε αργότερα, είναι µη µετρήσιµο). Σε αυτήν την παράγραφο ϑα κατασκευάσουµε
παράδειγµα µη µετρήσιµου συνόλου, χρησιµοποιώντας το λήµµα του Steinhaus.

Πρόταση 1.4.2 (Steinhaus). ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο µε λ(A) > 0. Τότε, το «σύνολο

διαφορών»

(1.4.13) A−A := {x− y : x ∈ A, y ∈ A}

του A περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για κάποιο t > 0.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < λ(A) <∞ (αν λ(A) =∞, ϑεωρούµε B ⊆ A

µε 0 < λ(B) < ∞, δείχνουµε ότι το B − B περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για
κάποιο t > 0, και τότε, A−A ⊇ B −B ⊇ (−t, t)).

΄Εστω λοιπόν A µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < ∞. Από την Πρόταση 1.3.9, για
τυχόν ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε ανοικτό σύνολο G ⊇ A ώστε λ(G) < (1 + ε)λ(A).
Μπορούµε να γράψουµε το G σαν αριθµήσιµη ένωση G =

⋃∞
k=1 Ik µη επικαλυπτόµενων

διαστηµάτων. Θέτουµε Ak = A ∩ Ik. Τότε,

(1.4.14) λ(G) =

∞∑
k=1

`(Ik) και λ(A) =

∞∑
k=1

λ(Ak).

Από την λ(G) < (1 + ε)λ(A) έπεται ότι : υπάρχει k ∈ N ώστε

(1.4.15) `(Ik) 6 (1 + ε)λ(A ∩ Ik).

Παίρνοντας ε = 1/3 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει διάστηµα I ώστε

(1.4.16) λ(A ∩ I) >
3`(I)

4
.
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Θέτουµε t = `(I)
2 . Θα δείξουµε ότι

(1.4.17) (A ∩ I)− (A ∩ I) ⊇ (−t, t).

Αν αυτό δεν ισχύει, υπάρχει s ∈ (−t, t) ώστε τα σύνολα A ∩ I και (A ∩ I) + s να είναι
ξένα. Ταυτόχρονα, περιέχονται στο I ∪ (I + s), το οποίο είναι διάστηµα µήκους `(I) + |s|.
΄Επεται ότι

(1.4.18) 2λ(A ∩ I) = λ(A ∩ I) + λ((A ∩ I) + s) 6 `(I) + s <
3`(I)

2
,

δηλαδή λ(A ∩ I) < 3`(I)
4 , το οποίο είναι άτοπο. ΄Επεται ότι A− A ⊇ (A ∩ I)− (A ∩ I) ⊇

(−t, t). 2

Θεώρηµα 1.4.3. Υπάρχει µη µετρήσιµο E ⊆ R.

Απόδειξη. Ορίζουµε σχέση ισοδυναµίας ∼ στο R ως εξήσ:

(1.4.19) x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

Η ∼ χωρίζει το R σε κλάσεις ισοδυναµίας

(1.4.20) Ex = {y ∈ R : y = x+ q για κάποιον q ∈ Q}.

Αν συµβολίσουµε µε X = {Xa : a ∈ A} την οικογένεια των διαφορετικών κλάσεων ισοδυ-
ναµίας, το αξίωµα της επιλογής µας λέει ότι υπάρχει ένα σύνολο E = {ya : a ∈ A} ⊂ R το
οποίο περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο ya από κάθε κλάση Xa. Ειδικότερα, αν a 6= b στο A
τότε ya − yb /∈ Q.

Θεωρούµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q και ϑεωρούµε την ακολουθία συνόλων

(1.4.21) En := E + qn, n ∈ N.

Τα σύνολα En ικανοποιούν τα εξήσ:

(i) Αν n 6= m τότεEn∩Em = ∅. Πράγµατι, αν υπήρχαν ya, yb ∈ E ώστε ya+qn = yb+qm,
τότε ϑα είχαµε 0 6= ya−yb = qm−qn ∈ Q, το οποίο είναι άτοπο από τον τρόπο ορισµού
του E.

(ii) R =
⋃∞
n=1En. Πράγµατι, αν x ∈ R τότε υπάρχει a ∈ A ώστε x ∈ Xa. Αυτό σηµαίνει

ότι x = ya + q για κάποιον q ∈ Q. ΄Οµως, τότε υπάρχει n = n(x) ∈ N ώστε q = qn,
δηλαδή, x = ya + qn ∈ En.
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Ας υποθέσουµε ότι το E είναι µετρήσιµο. Τότε, το En = E + qn είναι µετρήσιµο για
κάθε n ∈ N και λ(En) = λ(E). Από τις ιδιότητες των En και από την αριθµήσιµη
προσθετικότητα του µέτρου, παίρνουµε

(1.4.22) +∞ = λ(R) =
∞∑
n=1

λ(En) =
∞∑
n=1

λ(E).

Συνεπώς, λ(E) > 0. Από το λήµµα του Steinhaus, το E − E περιέχει διάστηµα (−t, t)
για κάποιον t > 0. ΄Οµως αυτό είναι άτοπο, διότι το E − E δεν µπορεί να περιέχει ϱητό
διαφορετικό από το 0: αν x 6= y στο E τότε ο x− y είναι άρρητος, από τον τρόπο ορισµού
του E. ΄Επεται ότι το E δεν είναι µετρήσιµο σύνολο. 2

Παρατήρηση 1.4.4. Με µια παραλλαγή αυτού του επιχειρήµατος µπορούµε να δείξουµε
ότι κάθε µετρήσιµο A ⊆ R µε λ(A) > 0 έχει µη µετρήσιµο υποσύνολο. Χρησιµοποιώντας
τα σύνολα En που ορίστηκαν στην (1.4.21) γράφουµε

(1.4.23) A =

∞⋃
n=1

(A ∩ En),

και υποθέτοντας ότι κάθε A ∩ En είναι µετρήσιµο καταλήγουµε στην

(1.4.24) 0 < λ(A) =
∞∑
n=1

λ(A ∩ En).

Συνεπώς, υπάρχει n ∈ N ώστε λ(A ∩ En) > 0 και από το λήµµα του Steinhaus το
A ∩En −A ∩En, άρα και το En −En, περιέχει διάστηµα (−t, t) για κάποιον t > 0. Αυτό
οδηγεί σε άτοπο.

1.5 Ασκήσεις

Οµάδα Α

1. (α) ΄Εστω A ϕραγµένο υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι λ∗(A) < +∞.

(ϐ) ΄Εστω ότι το A ⊆ Rd έχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σηµείο. ∆είξτε ότι λ∗(A) > 0.

2. (α) Αν το A είναι µετρήσιµο και λ(A4B) = 0, τότε το B είναι µετρήσιµο και λ(B) = λ(A) (µε
A4B συµβολίζουµε τη συµµετρική διαφορά (A \B) ∪ (B \A) των A και B).

(ϐ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, τότε

λ(A ∪B) + λ(A ∩B) = λ(A) + λ(B).

(γ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, A ⊆ B και λ(A) = λ(B) < +∞, τότε λ(B \A) = 0.
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(δ) ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµων συνόλων A,B µε A ⊆ B και λ(A) = λ(B), αλλά λ(B \A) > 0.

3. (α) Αν A,B ⊆ R και λ∗(B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A ∪B) = λ∗(A).

(ϐ) Αν A,B ⊆ R και λ∗(A4B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A) = λ∗(B).

4. (α) ΄Εστω A ⊆ R και t > 0. Συµβολίζουµε µε tA το σύνολο tA = {tx | x ∈ A}. ∆είξτε ότι
λ∗(tA) = t λ∗(A).

(ϐ) ΄Εστω f : B ⊆ R→ R συνάρτηση Lipschitz µε σταθερά C, δηλαδή |f(x)− f(y)| 6 C|x− y| για
κάθε x, y ∈ B. ∆είξτε ότι

λ∗(f(A)) 6 Cλ∗(A)

για κάθε A ⊆ B.

(γ) ΄Εστω A ⊆ R µε λ(A) = 0. ∆είξτε ότι το σύνολο A′ = {x2 | x ∈ A} έχει επίσης µέτρο λ(A′) = 0.
Υπόδειξη : Εξετάστε πρώτα την περίπτωση όπου A ⊆ [−M,M ] για κάποιο M > 0.

5. (α) ΄Εστω E ⊆ R µε 0 < λ∗(E) < +∞ και έστω 0 < α < 1. ∆είξτε ότι υπάρχει ανοιχτό διάστηµα
I µε την ιδιότητα

λ∗(E ∩ I) > α `(I).

(ϐ) ΄ΕστωA µετρήσιµο υποσύνολο τουR και δ > 0 ώστε λ(A∩I) > δ `(I) για κάθε ανοιχτό διάστηµα.
∆είξτε ότι λ(Ac) = 0.

6. ΄Εστω A,B ⊆ R µε
dist(A,B) = inf{|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0.

∆είξτε ότι
λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

7. ΄Εστω A ⊆ R. ∆είξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το A είναι µετρήσιµο.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό F ⊆ R µε F ⊆ A και λ∗(A \ F ) < ε.

(iii) Υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και λ∗
(
A \ Γ

)
= 0.

8. ΄Εστω E ένα υποσύνολο του R. Ορίζουµε το εσωτερικό µέτρο Lebesgue του E ϑέτοντας

λ(i)(E) = sup{λ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό}.

(α) ∆είξτε ότι λ(i)(E) 6 λ∗(E).

(ϐ) Υποθέτουµε ότι λ∗(E) <∞. ∆είξτε ότι το E είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και µόνο αν λ(i)(E) =

λ∗(E).

(γ) ∆είξτε ότι αν λ∗(E) =∞ τότε η ισοδυναµία στο (ϐ) δεν είναι πάντα σωστή.



30 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΤΡΟ LEBESGUE

9. ΄Εστω A ⊆ R µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < +∞.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = λ(A ∩ (−∞, x]) είναι συνεχής.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει µετρήσιµο σύνολο F µε F ⊆ A και λ(F ) = λ(A)/2.

10. (α) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Ορίζουµε τα σύνολα

lim supAn = {x ∈ R | x ∈ An για άπειρα n}

και
lim inf An = {x ∈ R | υπάρχει n0(x) ∈ N ώστε x ∈ An για κάθε n > n0(x)}.

∆είξτε ότι

lim supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

(ϐ) ΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι :

(i) Τα lim supAn και lim inf An είναι µετρήσιµα σύνολα.

(ii) λ(lim inf An) 6 lim inf λ(An) και αν λ(∪∞n=1An) < +∞ τότε

lim supλ(An) 6 λ(lim supAn).

(iii) (Λήµµα Borel-Cantelli) Αν
∑∞
n=1 λ(An) < +∞, τότε λ(lim supAn) = 0.

11. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείσ:

(i) Αν A ⊆ R και λ∗(A) = 0, τότε το A είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο σύνολο.

(ii) Αν A ⊆ R και το A δεν είναι µετρήσιµο, τότε λ∗(A) > 0.

(iii) Αν A,B ⊆ R, λ∗(A) < +∞, B ⊆ A, το B είναι µετρήσιµο και λ(B) = λ∗(A), τότε το A είναι
µετρήσιµο.

(iv) ΄Εστω A ⊆ [a, b]. Τότε, λ∗(A) = 0 αν και µόνο αν υπάρχει κάλυψη του A από µια ακολουθία
ανοικτών διαστηµάτων (In) ώστε

∑∞
n=1 `(In) < +∞ και κάθε x ∈ A ανήκει σε άπειρα το

πλήθος από τα διαστήµατα In.

(v) Αν A ⊆ R τότε λ(A) = 0 αν και µόνο αν όλα τα υποσύνολα του A είναι µετρήσιµα.

12. (α) ΄Εστω A ⊆ [a, b] µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y ∈ R \Q.

(ϐ) (Λήµµα Steinhsus) ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι το «σύνολο διαφορών»

A−A := {x− y | x ∈ A, y ∈ A}

του A περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για κάποιο t > 0.

(γ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 1. ∆είξτε ότι υπάρχουν x 6= y στο
E ώστε x− y ∈ Z.
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13. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι το σύνολο

A = {x ∈ R : η f είναι συνεχής στο x}

είναι σύνολο Borel.

14. ΄Εστω fn : R→ R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι το σύνολο

B = {x ∈ R : lim
n→∞

fn(x) = +∞}

είναι σύνολο Borel.

15. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B) είναι σύνολο
Borel.

Υπόδειξη : Θεωρήστε την κλάση A = {A ⊆ R : το f−1(A) είναι σύνολο Borel}.

16. Για κάθε x ∈ [0, 1) συµβολίζουµε µε (x1, x2, x3, . . .) την δεκαδική παράσταση του x (αν το x
έχει δύο διαφορετικές δεκαδικές παραστάσεις ϑεωρούµε εκείνη που τελειώνει σε άπειρα µηδενικά).
Βρείτε το εξωτερικό µέτρο καθενός από τα σύνολα:

(i) A1 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5}.

(ii) A2 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5 και x2 6= 5}.

(iii) A3 = {x ∈ [0, 1) | για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5}.

17. ΄Εστω θ ∈ (0, 1). Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία κατασκευής του συνόλου του Cantor µε
τη διαφορά ότι στο n-οστό ϐήµα αφαιρούµε κεντρικό ανοιχτό διάστηµα µήκους θ/3n από κάθε
διάστηµα που έχει αποµείνει στο (n − 1)-οστό ϐήµα. Καταλήγουµε σε ένα σύνολο Cθ «τύπου
Cantor». ∆είξτε ότι :

(α) Το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει ανοιχτά διαστήµατα.
(ϐ) Το Cθ είναι υπεραριθµήσιµο.
(γ) Το Cθ είναι µετρήσιµο και λ(Cθ) = 1− θ > 0.

18. ΄Εστω {qn}∞n=1 µια αρίθµηση του Q ∩ [0, 1]. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε

A(ε) =

∞⋃
n=1

(
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n

)
.

Τέλος, ϑέτουµε A = ∩∞j=1A(1/j).

(α) ∆είξτε ότι λ(A(ε)) 6 2ε.

(ϐ) Αν ε < 1
2 δείξτε ότι το [0, 1] \A(ε) είναι µη κενό.

(γ) ∆είξτε ότι A ⊆ [0, 1] και λ(A) = 0.

(δ) ∆είξτε ότι Q ∩ [0, 1] ⊆ A και ότι το A είναι υπεραριθµήσιµο.
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19. (α) ΄Εστω {An} ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε την ιδιότητα

lim sup
n→∞

λ(An) = 1.

∆είξτε ότι : για κάθε 0 < α < 1 υπάρχει υπακολουθία {Akn} της {An} µε

λ (∩∞n=1Akn) > α.

(ϐ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λk(E) < ∞. ΄Εστω {An} ακολουθία
Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του E και έστω c > 0 µε την ιδιότητα λ(An) > c για κάθε
n ∈ N. ∆είξτε ότι λk(lim supAn) > 0 και ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία {kn} ϕυσικών
µε την ιδιότητα

∞⋂
n=1

Akn 6= ∅.

20. Για κάθε A ∈M και για κάθε x ∈ R ορίζουµε

ρ(A, x) = lim
t→0+

λ(A ∩ (x− t, x+ t))

2t
,

αν αυτό το όριο υπάρχει. Ο ρ(A, x) είναι η µετρική πυκνότητα του A στο σηµείο x.

(α) ∆είξτε ότι ρ(Q, x) = 0 και ρ(R \Q, x) = 1 για κάθε x ∈ R.

(ϐ) ΄Εστω 0 < α < 1. Κατασκευάστε σύνολο A ⊆ R µε την ιδιότητα ρ(A, 0) = α.

Οµάδα Β

21. ΄Εστω E και F δύο συµπαγή υποσύνολα του R µε E ⊂ F και λ(E) < λ(F ). ∆είξτε ότι για κάθε
α ∈

(
λ(E), λ(F )

)
µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές σύνολο K ώστε E ⊂ K ⊂ F και λ(K) = α.

22. Κατασκευάστε ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : για κάθε
διάστηµα J ⊆ [0, 1],

λ(J ∩ E) > 0 και λ(J \ E) > 0.

23. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(E) <∞. ∆είξτε ότι, για κάθε k ∈ N,
υπάρχουν x, s ∈ R ώστε

x, x+ s, x+ 2s, . . . , x+ (k − 1)s ∈ E.

24. ΄Εστω A,B ⊆ R µε λ(A) > 0 και λ(B) > 0. ∆είξτε ότι το A+B περιέχει διάστηµα.

25. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε x, y ∈ E ισχύει
1
2 (x+ y) ∈ E. ∆είξτε ότι το E έχει µη κενό εσωτερικό.

26. ∆είξτε ότι το σύνολο των x ∈ [0, 2π) για τα οποία η ακολουθία {sin(2nx)}∞n=1 συγκλίνει έχει
µηδενικό µέτρο Lebesgue.
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27. ΄Εστω A ⊂ R µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι

λ
(
R \ (A+ Q)

)
= 0.

28. ∆είξτε ότι υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα A,B ⊆ R µε λ(A) = λ(B) = 0 και λ(A + B) > 0.
Μπορεί το A+B να περιέχει διάστηµα ;

29. ∆ώστε παράδειγµα ανοικτού υποσυνόλου G του [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : το σύνορο του G
έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue.

30. Γνωρίζουµε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση ξένων ανοικτών διαστηµάτων.
∆είξτε ότι ο δίσκος D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} δεν µπορεί να γραφτεί ως ξένη ένωση ανοικτών
ορθογωνίων.

31. ∆ώστε παράδειγµα συνόλου Borel που δεν είναι Gδ-σύνολο ούτε Fσ-σύνολο.

32. ΄Εστω A και B κλειστά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι το A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} δεν
είναι απαραίτητα κλειστό. ∆είξτε όµως ότι είναι πάντα Fσ-σύνολο.

33. ΄Εστω ε > 0. ΄Εστω A το σύνολο των x ∈ R για τους οποίους υπάρχουν άπειρα ανάγωγα
κλάσµατα p

q που ικανοποιούν την
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ 6 1
q2+ε . ∆είξτε ότι λ(A) = 0.

34. Θέτουµε A = Q ∩ [0, 1]. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία {Rj}∞j=1 ανοικτών διαστηµάτων ώστε : A ⊆ ∪∞j=1Rj και∑∞
j=1 λ(Rj) < ε.

(ϐ) Αν {Rj}mj=1 είναι µια πεπερασµένη οικογένεια ανοικτών διαστηµάτων ώστε A ⊆ ∪mj=1Rj , τότε∑m
j=1 λ(Rj) > 1.

35. (α) ΄Εστω G ϕραγµένο, µη κενό ανοικτό υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει αριθµήσιµη
κάλυψη {Bj} του G από ανοικτές µπάλες ώστε : κάθε σηµείο του G ανήκει σε άπειρες το πλήθος
Bj και

∑∞
j=1 λ(Bj) <∞.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία {Bj} ανοικτών µπαλών ώστε να καλύπτει το G όπως στο (α) και
για κάθε p > 1 να ισχύει

∑∞
j=1(λ(Bj))

p <∞.

36. Εξετάστε αν υπάρχει αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q τέτοια ώστε R 6=
⋃∞
n=1

(
qn − 1

n , qn + 1
n

)
.

37. (α) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι το σύνολο Γ = {(x, f(x)) : a 6 x 6 b}
έχει µέτρο µηδέν.

(ϐ) Υποθέτουµε τώρα ότι η f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο. ∆είξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα: (α)
λ(Γ + Γ) > 0, (ϐ) το Γ + Γ περιέχει κάποιο ανοικτό σύνολο, (γ) η f δεν είναι γραµµική συνάρτηση.

38. ΄Εστω A ⊆ E ⊆ B. Αν τα A,B είναι µετρήσιµα και λ(A) = λ(B) < ∞, δείξτε ότι το E είναι
µετρήσιµο.
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39. ΄Εστω E ⊆ R µε λ(E) < ∞. Υποθέτουµε ότι E = E1 ∪ E2, E1 ∩ E2 = ∅ και λ(E) =

λ∗(E1) + λ∗(E2). ∆είξτε ότι τα E1, E2 είναι µετρήσιµα.

40. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµα υποσύνολα του R2 και έστω T : R2 → R2 γραµµική απεικόνιση.
∆είξτε ότι το T (E) είναι Lebesgue µετρήσιµο.



Κεφάλαιο 2

Ολοκλήρωµα Lebesgue

2.1 Μετρήσιµες συναρτήσεις

Οι συναρτήσεις για τις οποίες ϑα επιχειρήσουµε να ορίσουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue
είναι συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού κάποιο µετρήσιµο υποσύνολο A του Rd και τιµές στην
επεκτεταµένη ευθεία [−∞,+∞] των πραγµατικών αριθµών. Αυτό που Ϲητάµε είναι όλα τα
σύνολα της µορφής f−1((a, b)), όπου a < b στο R, να είναι µετρήσιµα.

2.1.1 Ορισµός και ϐασικές ιδιότητες

Ορισµός 2.1.1 (Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση). ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύ-
νολο του Rd και έστω f : A→ R. Η f λέγεται Lebesgue µετρήσιµη, ή απλά µετρήσιµη,
αν για κάθε a ∈ R το σύνολο

(2.1.1) {x ∈ A : f(x) > a} = f−1((a,+∞))

είναι µετρήσιµο.

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι στη ϑέση των ηµιευθειών (a,+∞) του Ορισµού 2.1.1
ϑα µπορούσαµε να πάρουµε οποιαδήποτε άλλη κλάση ηµιευθειών.

Πρόταση 2.1.2. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A→ R. Τα εξής είναι

ισοδύναµα:

(i) Η f είναι µετρήσιµη.

(ii) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f(x) > a} = f−1([a,+∞)) είναι µετρήσιµο.

(iii) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f(x) < a} = f−1((−∞, a)) είναι µετρήσιµο.

35
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(iv) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f(x) 6 a} = f−1((−∞, a]) είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii) Παρατηρήστε ότι

(2.1.2) {x ∈ A : f(x) > a} =
∞⋂
n=1

{
x ∈ A : f(x) > a− 1

n

}
.

(ii)⇒ (iii) Παρατηρήστε ότι

(2.1.3) {x ∈ A : f(x) < a} = A \ {x ∈ A : f(x) > a}.

(iii)⇒ (iv) Παρατηρήστε ότι

(2.1.4) {x ∈ A : f(x) 6 a} =
∞⋂
n=1

{
x ∈ A : f(x) < a+

1

n

}
.

(iv)⇒ (i) Παρατηρήστε ότι

(2.1.5) {x ∈ A : f(x) > a} = A \ {x ∈ A : f(x) 6 a}.

Αφού αριθµήσιµες τοµές, αριθµήσιµες ενώσεις και συνολοθεωρητικές διαφορές µετρήσι-
µων συνόλων είναι µετρήσιµα σύνολα, η ισοδυναµία των (i)-(iv) προκύπτει άµεσα από τις
παραπάνω σχέσεις. 2

Πρόταση 2.1.3. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → R µετρήσιµη

συνάρτηση. Τότε, όλες οι αντίστροφες εικόνες διαστηµάτων – µέσω της f – είναι µετρήσιµα

σύνολα. Το ίδιο ισχύει για τα σύνολα {x ∈ A : f(x) = a}, a ∈ R.

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός είναι απλή συνέπεια της Πρότασης 2.1.2. Για παράδειγµα, αν
J = [a, b] τότε το σύνολο

(2.1.6) f−1(J) = {x ∈ A : a 6 f(x) 6 b} = {x ∈ A : f(x) > a} ∩ {x ∈ A : f(x) 6 b}

είναι µετρήσιµο. Τελείως ανάλογα, για κάθε a ∈ R, το σύνολο

(2.1.7) {x ∈ A : f(x) = a} =
∞⋂
n=1

{
x ∈ A : a− 1

n
< f(x) < a+

1

n

}
είναι µετρήσιµο. 2

Ορισµός 2.1.4 (Borel µετρήσιµη συνάρτηση). ΄Εστω A σύνολο Borel του Rd και έστω
f : A→ R. Η f λέγεται Borel µετρήσιµη αν, για κάθε a ∈ R, το σύνολο

(2.1.8) {x ∈ A : f(x) > a} = f−1((a,+∞))

είναι σύνολο Borel. Τα ακριβή ανάλογα των Προτάσεων 2.1.2 και 2.1.3 ισχύουν για τις
Borel µετρήσιµες συναρτήσεις (διατυπώστε αντίστοιχες Προτάσεις και αποδείξτε τις).
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Παραδείγµατα 2.1.5. (α) ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → R
συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι µετρήσιµη. Πράγµατι, για κάθε a ∈ R το σύνολο
{x ∈ A : f(x) > a} είναι ανοικτό στο A, δηλαδή είναι της µορφής A ∩ U για κάποιο
ανοικτό υποσύνολο U του R. Συνεπώς, είναι µετρήσιµο σύνολο ως τοµή δύο µετρήσιµων
συνόλων.

(ϐ) Η χαρακτηριστική συνάρτηση χA : Rd → R ενός µετρήσιµου συνόλου A είναι µετρήσι-
µη συνάρτηση. Πράγµατι, έχουµε

(2.1.9) {x ∈ R : χA(x) > a} =


Rd, αν a < 0

A, αν 0 6 a < 1

∅, αν a > 1

δηλαδή, µετρήσιµο σύνολο σε κάθε περίπτωση. Ειδικότερα, η συνάρτηση του Dirichlet
χQ : R→ R είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

(γ) ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R. Κάθε µονότονη συνάρτηση f : A → R είναι
µετρήσιµη. Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f(x) > a} είναι η τοµή του A µε µια
ηµιευθεία, άρα είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα. ΄Εστω a ∈ R. Γράφουµε T = {x ∈ A :

f(x) > a} και t := inf T .

(i) Αν t = −∞ τότε T = A. Πράγµατι, αν x ∈ A τότε υπάρχει y ∈ T ώστε y < x. Αυτό
σηµαίνει ότι y ∈ A και f(y) > a, όµως η f είναι αύξουσα και από την y < x έπεται ότι
f(x) > f(y) > a, δηλαδή x ∈ T . ΄Αρα, σε αυτήν την περίπτωση το T = A είναι µετρήσιµο.

(ii) Αν t ∈ R τότε διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεισ:

• t ∈ T : Αυτό σηµαίνει ότι t ∈ A και f(t) > a. Τότε, ισχύει T = A ∩ [t,+∞).
Πράγµατι, αν x ∈ A και x > t τότε f(x) > f(t) > a, άρα x ∈ T . Αντίστροφα, αν
x ∈ T τότε x ∈ A και x > t γιατί ο t είναι κάτω ϕράγµα του T .

• t /∈ T : Θα δείξουµε ότι T = A ∩ (t,+∞). Πράγµατι, αν x ∈ A και x > t τότε
(χαρακτηρισµός του infimum) υπάρχει y ∈ T ώστε t < y < x και αυτό µας δίνει την
f(x) > f(y) > a, άρα x ∈ T . Αντίστροφα, αν x ∈ T τότε x ∈ A και x > t γιατί ο t
είναι κάτω ϕράγµα του T και δεν ανήκει στο T .

Σε κάθε περίπτωση το T = {x ∈ A : f(x) > a} είναι η τοµή του A µε µια ηµιευθεία. 2

Πρόταση 2.1.6 (πράξεις µεταξύ µετρήσιµων συναρτήσεων). ΄ΕστωA µετρήσιµο υποσύνολο

του Rd και έστω f, g : A→ R µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε,

(i) Η f + g είναι µετρήσιµη.
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(ii) Για κάθε λ ∈ R, η συνάρτηση λf είναι µετρήσιµη.

(iii) Η fg είναι µετρήσιµη.

(iv) Αν f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ A, τότε η 1/f είναι µετρήσιµη.

(v) Οι συναρτήσεις max{f, g}, min{f, g} και |f | είναι µετρήσιµες.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω a ∈ R. Αν f(x) + g(x) < a, τότε f(x) < a− g(x). ΄Αρα, υπάρχει ϱητός
q ώστε

(2.1.10) f(x) < q < a− g(x).

΄Επεται ότι

{x ∈ A : f(x) + g(x) < a} =
⋃
q∈Q
{x ∈ A : f(x) < q και g(x) < a− q}

=
⋃
q∈Q

({x ∈ A : f(x) < q} ∩ {x ∈ A : g(x) < a− q}) ,

δηλαδή είναι µετρήσιµο σύνολο.

(ii) ΄Εστω a ∈ R. Αν λ > 0, τότε

(2.1.11) {x ∈ A : λf(x) > a} = {x ∈ A : f(x) > a/λ},

δηλαδή µετρήσιµο σύνολο. Αν λ < 0, τότε

(2.1.12) {x ∈ A : λf(x) > a} = {x ∈ A : f(x) < a/λ},

δηλαδή µετρήσιµο σύνολο. Σε κάθε περίπτωση, η λf είναι µετρήσιµη (αν λ = 0, τότε δεν
έχουµε να δείξουµε τίποτα).

(iii) ∆είχνουµε πρώτα ότι η f2 είναι µετρήσιµη. Αν a < 0, τότε

(2.1.13) {x ∈ A : f2(x) > a} = A,

ενώ αν a > 0, τότε

(2.1.14) {x ∈ A : f(x)2 > a} = {x ∈ A : f(x) >
√
a} ∪ {x ∈ A : f(x) < −

√
a}.

Σε κάθε περίπτωση, το {x : f2(x) > a} είναι µετρήσιµο. Τώρα, η fg είναι µετρήσιµη, διότι

(2.1.15) fg =
(f + g)2 − (f − g)2

4
.
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(iv) Αν a = 0, τότε {x ∈ A : 1/f(x) > 0} = {x ∈ A : f(x) > 0}. Αν a > 0, τότε

(2.1.16) {x ∈ A : 1/f(x) > a} = {x ∈ A : 0 < f(x) < 1/a}.

Τέλος, αν a < 0 τότε

(2.1.17) {x ∈ A : 1/f(x) > a} = {x ∈ A : f(x) > 0} ∪ {x ∈ A : f(x) < 1/a}.

Σε κάθε περίπτωση, το σύνολο {x ∈ A : 1/f(x) > a} είναι µετρήσιµο.

(v) Για κάθε a ∈ R έχουµε

(2.1.18) {x ∈ A : max{f, g}(x) > a} = {x ∈ A : f(x) > a} ∪ {x ∈ A : g(x) > a}

και

(2.1.19) {x ∈ A : min{f, g}(x) < a} = {x ∈ A : f(x) < a} ∪ {x ∈ A : g(x) < a}.

΄Αρα, οι max{f, g} και min{f, g} είναι µετρήσιµες. Τέλος, η |f | = max{f,−f} είναι
µετρήσιµη. 2

Μετρήσιµες συναρτήσεις µε τιµές στο R

Το επεκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι το R = [−∞,∞] = R ∪ {±∞}.
Επεκτείνουµε την διάταξη του R στο R ορίζοντας −∞ < x < +∞ για κάθε x ∈ R και
επεκτείνουµε την κλάση των διαστηµάτων του R στην κλάση των διαστηµάτων του R προ-
σθέτοντας τα (επεκτεταµένα) διαστήµατα [−∞, a), [−∞, a], (a,+∞], [a,+∞] (όπου a ∈ R)
και [−∞,+∞], [−∞,+∞), (−∞,+∞].

Οι ανοικτές περιοχές του −∞ και του +∞ είναι τα σύνολα [−∞, a) και (a,+∞] αντί-
στοιχα. Οι πράξεις του R επεκτείνονται µε τον γνωστό τρόπο στο R. Μη επιτρεπτές πράξεις
είναι οι (+∞) − (+∞), 0 · (±∞), (±∞)/0, (±∞)/(±∞). Οι συναρτήσεις f : A → R,
όπου A µη κενό υποσύνολο του Rd, λέγονται επεκτεταµένες συναρτήσεις.

Θα επεκτείνουµε τον ορισµό της µετρήσιµης συνάρτησης και στην περίπτωση συναρ-
τήσεων µε τιµές στο R.

Ορισµός 2.1.7. ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → R. Η
f λέγεται Lebesgue µετρήσιµη, ή απλά µετρήσιµη, αν για κάθε a ∈ R το σύνολο

(2.1.20) {x ∈ A : f(x) > a} = f−1((a,+∞))

είναι µετρήσιµο.
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΄Ολες οι Προτάσεις που αποδείξαµε ως τώρα ισχύουν για (επεκτεταµένες) µετρήσιµες
συναρτήσεις (για τις πράξεις µεταξύ συναρτήσεων περιοριζόµαστε στο υποσύνολο του πεδί-
ου ορισµού τους στο οποίο οι πράξεις είναι επιτρεπτές). Παρατηρήστε ότι, αν η f : A→ R
είναι µετρήσιµη, τότε τα σύνολα

(2.1.21) {x ∈ A : f(x) = +∞} =

∞⋂
n=1

{x ∈ A : f(x) > n}

και

(2.1.22) {x ∈ A : f(x) = −∞} =
∞⋂
n=1

{x ∈ A : f(x) < −n}

είναι µετρήσιµα.

Η έννοια του «σχεδόν παντού»

΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Λέµε ότι η P (x) ισχύει σχεδόν παντού στο A

αν το σύνολο Z των x ∈ A για τα οποία δεν ισχύει η P (x) έχει µέτρο µηδέν. Η επόµενη
Πρόταση δείχνει ότι αν αλλάξουµε τις τιµές µιας µετρήσιµης συνάρτησης σε ένα σύνολο
µέτρου µηδέν, τότε προκύπτει µετρήσιµη συνάρτηση.

Πρόταση 2.1.8. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f, g : A→ R συναρτήσεις

µε f(x) = g(x) σχεδόν παντού στο A. Αν η f είναι µετρήσιµη, τότε η g είναι κι αυτή

µετρήσιµη.

Απόδειξη. Θέτουµε B = {x ∈ A : f(x) = g(x)} και Z = {x ∈ A : f(x) 6= g(x)}. Αφού
λ(Z) = 0, το Z είναι µετρήσιµο, άρα και το B = A \ Z είναι µετρήσιµο.

΄Εστω a ∈ R. Τότε,

{x ∈ A : g(x) > a} = {x ∈ B : g(x) > a} ∪ {x ∈ Z : g(x) > a}

= {x ∈ B : f(x) > a} ∪ {x ∈ Z : g(x) > a}

=
(
B ∩ {x ∈ A : f(x) > a}

)
∪ {x ∈ Z : g(x) > a}.

Το B ∩ {x ∈ A : f(x) > a} είναι µετρήσιµο διότι το B είναι µετρήσιµο και το {x ∈
A : f(x) > a} είναι µετρήσιµο λόγω της µετρησιµότητας της f . Το {x ∈ Z : g(x) > a}
είναι µετρήσιµο ως υποσύνολο συνόλου µε µέτρο 0. ΄Αρα, το {x ∈ A : g(x) > a} είναι
µετρήσιµο.

Αφού το a ∈ R ήταν τυχόν, η g είναι µετρήσιµη. 2
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2.1.2 Ακολουθίες µετρήσιµων συναρτήσεων

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι η µετρησιµότητα διατηρείται για το κατά σηµείο όριο µιας
ακολουθίας µετρήσιµων συναρτήσεων.

Πρόταση 2.1.9. ΄ΕστωA µετρήσιµο υποσύνολο τουRd και έστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων fn : A→ [−∞,+∞]. Τότε,

(i) Οι συναρτήσεις sup
n
fn και inf

n
fn είναι µετρήσιµες.

(ii) Αν η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, τότε η συνάρτηση f : A → [−∞,+∞] µε f(x) :=

lim
n→∞

fn(x) είναι µετρήσιµη.

Απόδειξη. (i) Για κάθε a ∈ R έχουµε ότι το

(2.1.23) {x ∈ A : sup
n
fn(x) > a} =

∞⋃
n=1

{x ∈ A : fn(x) > a}

είναι µετρήσιµο σύνολο, και το

(2.1.24) {x ∈ A : inf
n
fn(x) < a} =

∞⋃
n=1

{x ∈ A : fn(x) < a}

είναι µετρήσιµο σύνολο. ΄Αρα, οι sup
n
fn και inf

n
fn είναι µετρήσιµες συναρτήσεις.

(ii) Θυµηθείτε ότι, για κάθε ακολουθία (an) πραγµατικών αριθµών έχουµε

(2.1.25) lim sup
n

an = inf
m∈N

(
sup
k>m

ak

)
και lim inf

n
an = sup

m∈N

(
inf
k>m

ak

)
.

Η ακολουθία bm = supk>m ak είναι ϕθίνουσα και συγκλίνει στο lim sup
n

an, ενώ η γm =

infk>m ak είναι αύξουσα και συγκλίνει στο lim inf
n

an.
Στην περίπτωσή µας, αν ϑέσουµε

(2.1.26) gm(x) = sup
k>m

fk(x) και hm(x) = inf
k>m

fk(x),

τότε, από το (i), κάθε gm, hm είναι µετρήσιµη συνάρτηση, και

(2.1.27) f(x) = inf
m
gm(x) = sup

m
hm(x).

΄Αρα, πάλι από το (i), η f είναι µετρήσιµη. 2

Σηµείωση: Η απόδειξη του (ii) δίνει κάτι γενικότερο : Αν (fn) είναι οποιαδήποτε ακολου-
ϑία µετρήσιµων συναρτήσεων fn : A → [−∞,+∞], τότε οι συναρτήσεις lim supn fn και
lim infn fn που ορίζονται από τις

(2.1.28) lim sup
n

fn(x) = inf
m∈N

(
sup
k>m

fk(x)

)
και lim inf

n
fn = sup

m∈N

(
inf
k>m

fk(x)

)
,
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είναι µετρήσιµες. 2

Κλείνουµε αυτήν την Παράγραφο µε ένα ακόµα τυπικό παράδειγµα Πρότασης που
δείχνει ότι τα σύνολα µέτρου 0 είναι αµελητέα σε σχέση µε την µετρησιµότητα.

Πρόταση 2.1.10. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R και έστω f : A → [−∞,+∞]. Αν

fn : A→ [−∞,+∞] είναι µετρήσιµες συναρτήσεις και fn(x)→ f(x) σχεδόν παντού στο A,

τότε η f είναι µετρήσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω B = {x ∈ A : fn(x) → f(x)}. Αν Z = A \ B, τότε λ(Z) = 0 και το B
είναι µετρήσιµο.

΄Εστω a ∈ R. Τότε, το {x ∈ B : f(x) > a} είναι µετρήσιµο από την Πρόταση 2.1.9 (οι
fn : B → [−∞,+∞] είναι µετρήσιµες, και fn → f στο B) και το {x ∈ Z : f(x) > a} είναι
µετρήσιµο ως υποσύνολο του Z (το οποίο έχει µέτρο 0). ΄Αρα, το

(2.1.29) {x ∈ A : f(x) > a} = {x ∈ B : f(x) > a} ∪ {x ∈ Z : f(x) > a}

είναι µετρήσιµο. Αφού το a ∈ R ήταν τυχόν, η g είναι µετρήσιµη. 2

2.1.3 Η συνάρτηση Cantor–Lebesgue

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι η Borel σ-άλγεβρα B του
R περιέχεται γνήσια στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R.
Εισάγουµε την συνάρτηση Cantor-Lebesgue, και χρησιµοποιώντας την αποδεικνύουµε
την ύπαρξη µετρήσιµων συνόλων τα οποία δεν είναι σύνολα Borel.

Θεωρούµε τα σύνολα Cn που χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή του συνόλου C του
Cantor. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε συνάρτηση fn : [0, 1]→ [0, 1] ως εξής. Αν Jn1 , . . . , J

n
2n−1

είναι τα διαδοχικά ανοικτά διαστήµατα που σχηµατίζουν το [0, 1]\Cn, ορίζουµε fn(0) = 0,
fn(1) = 1, fn(x) = k

2n για κάθε x στο Jnk , και επεκτείνουµε γραµµικά σε καθένα από τα
κλειστά διαστήµατα που σχηµατίζουν το Cn ώστε να προκύψει συνεχής συνάρτηση.

Για παράδειγµα, έχουµε C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1]. Η f1 είναι σταθερή και ίση µε 1/2

στο (1/3, 2/3), γραµµική στο [0, 1/3] µε f(0) = 0 και f(1/3) = 1/2, γραµµική στο [2/3, 1]

µε f(2/3) = 1/2 και f(1) = 1. Στο δεύτερο ϐήµα, το [0, 1] \ C2 αποτελείται από τρία ξένα
ανοικτά διαστήµατα: στο (1/9, 2/9) η f2 είναι σταθερή και ίση µε 1/4, στο (1/3, 2/3) η
f2 είναι σταθερή και ίση µε 1/2, στο (7/9, 8/9) η f2 είναι σταθερή και ίση µε 3/4, ενώ σε
καθένα από τα τέσσερα κλειστά διαστήµατα του C2 την επεκτείνουµε γραµµικά σε συνεχή
συνάρτηση, ορίζοντας πάλι f2(0) = 0 και f2(1) = 1.

Πρόταση 2.1.11 (συνάρτηση Cantor-Lebesgue). Η ακολουθία {fn}∞n=1 συγκλίνει οµοιό-

µορφα σε µια συνεχή συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1]. Η f είναι αύξουσα και επί του [0, 1]. Η

εικόνα του C µέσω της f έχει µέτρο λ(f(C)) = 1.
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Απόδειξη. Από την κατασκευή της η ακολουθία {fn} έχει τις ακόλουθες ιδιότητεσ:

(i) Κάθε fn είναι αύξουσα, συνεχής συνάρτηση µε fn(0) = 0 και fn(1) = 1.

(ii) Αν Jnk είναι κάποιο από τα ανοικτά διαστήµατα που αφαιρούµε στο n-οστό ϐήµα της
κατασκευής του C, τότε η fn είναι σταθερή στο Jnk , και

(2.1.30) fn ≡ fn+1 ≡ fn+2 ≡ · · ·

στο Jnk .

(iii) Ισχύει

(2.1.31) ‖fn+1 − fn‖∞ 6
1

2n
, n = 1, 2, 3, . . . .

Από την τρίτη ιδιότητα ελέγχουµε εύκολα ότι η {fn} είναι ϐασική ακολουθία στον C[0, 1]:
αν m > n τότε

(2.1.32) ‖fm − fn‖∞ 6
m−1∑
k=n

‖fk+1 − fk‖∞ 6
m−1∑
k=n

1

2k
6

1

2n−1
→ 0

ότανm,n→∞. ΟC[0, 1] είναι πλήρης ως προς την ‖·‖∞, άρα υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : [0, 1]→ R ώστε fn → f οµοιόµορφα.

Προφανώς, fn → f κατά σηµείο στο [0, 1]. Αφού κάθε fn είναι αύξουσα συνάρτηση
µε fn(0) = 0 και fn(1) = 1, έπεται ότι η f είναι κι αυτή αύξουσα, συνεχής συνάρτηση µε
f(0) = 0 και f(1) = 1. Ειδικότερα, η f είναι επί του [0, 1].

Τέλος, f(C) = [0, 1]. Πράγµατι, από την δεύτερη ιδιότητα της {fn} ϐλέπουµε ότι η f
είναι σταθερή σε κάθε ανοικτό διάστηµα J του συµπληρώµατος του C, και µάλιστα αυτή
η σταθερή τιµή παίρνεται και στα άκρα του J τα οποία ανήκουν στο C. Αφού η f είναι επί
του [0, 1], κάθε y ∈ [0, 1] είναι ίσο µε f(x) για κάποιο x ∈ C. Από την f(C) = [0, 1] είναι
ϕανερό ότι λ(f(C)) = 1. 2

Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι λ([0, 1] \ C) = 1 και f ′(x) = 0 για κάθε x /∈ C. Πράγµατι,
αν x /∈ C τότε το x ανήκει σε κάποιο ανοικτό διάστηµα J στο οποίο η f είναι σταθερή.
Συνεπώς, η f είναι παραγωγίσιµη στο x και f ′(x) = 0. Με άλλα λόγια, η f ′ είναι σχεδόν
παντού ίση µε µηδέν, παρόλο που η f είναι αύξουσα και απεικονίζει το [0, 1] επί του [0, 1].

Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Cantor–Lebesgue, µπορούµε να αποδείξουµε την
ύπαρξη µετρήσιµων συνόλων τα οποία δεν είναι σύνολα Borel. Θα χρειαστούµε το εξής
Λήµµα.

Λήµµα 2.1.12. ΄Εστω A σύνολο Borel στο R και έστω f : A → R συνεχής συνάρτηση.

Τότε, για κάθε Borel σύνολο B ⊆ R, το f−1(B) = {x ∈ A : f(x) ∈ B} είναι σύνολο Borel.
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Απόδειξη. Θεωρούµε την οικογένεια

(2.1.33) A = {B ⊆ R : το f−1(B) είναι σύνολο Borel}.

Αν B είναι ανοικτό υποσύνολο του R, τότε το f−1(B) είναι ανοικτό στο A, διότι η f είναι
συνεχής. Αφού το A είναι σύνολο Borel, έπεται ότι το f−1(B) είναι σύνολο Borel (εξηγήστε
γιατί).

Εύκολα ελέγχουµε ότι η A είναι σ-άλγεβρα – οι λεπτοµέρειες αφήνονται ως άσκηση.
Αφού η A είναι σ-άλγεβρα και περιέχει τα ανοικτά σύνολα, συµπεραίνουµε ότι η Borel
σ-άλγεβρα B περιέχεται στην A. Από τον ορισµό της A έπεται ότι η αντίστροφη εικόνα
f−1(B) κάθε Borel συνόλου B ⊆ R είναι σύνολο Borel. 2

Πρόταση 2.1.13. Υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του συνόλου του Cantor, το

οποίο δεν είναι σύνολο Borel.

Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση g : [0, 1] → [0, 2] µε g(x) = f(x) + x, όπου f η
συνάρτηση Cantor–Lebesgue. Η g είναι γνησίως αύξουσα, συνεχής και επί (το ίδιο και η
g−1).

Το σύνολο g(C) είναι µετρήσιµο και λ(g(C)) = 1. Πράγµατι, το g(C) είναι κλειστό ως
συνεχής εικόνα του συµπαγούς συνόλου C, άρα είναι µετρήσιµο. Επίσης, η g απεικονίζει
κάθε ανοικτό διάστηµα J του [0, 1] \C στο {f(J)}+ J , δηλαδή σε διάστηµα ίσου µήκους.
΄Αρα λ(g([0, 1] \ C)) =

∑
λ(J) = 1. ΄Επεται ότι λ(g(C)) = 1.

Αφού το g(C) έχει ϑετικό µέτρο, υπάρχει µη µετρήσιµο υποσύνολο M του g(C). Τότε,
το K = g−1(M) είναι Lebesgue µετρήσιµο διότι είναι υποσύνολο του C το οποίο έχει
µηδενικό µέτρο. ΄Οµως, το K δεν είναι σύνολο Borel: αν ήταν, από το Λήµµα 2.1.12
το M = (g−1)−1(K) ϑα ήταν σύνολο Borel ως αντίστροφη εικόνα συνόλου Borel µέσω
συνεχούς συνάρτησης. Συνεπώς, το M ϑα ήταν Lebesgue µετρήσιµο. 2

2.1.4 Προσέγγιση µετρήσιµων συναρτήσεων από απλές συναρτήσεις

Ορισµός 2.1.14 (απλή µετρήσιµη συνάρτηση). Μια συνάρτηση φ : Rd → R λέγεται απλή
µετρήσιµη αν είναι πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός χαρακτηριστικών συναρτήσεων
µετρήσιµων συνόλων. ∆ηλαδή, η φ είναι απλή συνάρτηση αν

(2.1.34) φ =
n∑
i=1

aiχAi

για κάποιον n ∈ N, κάποιους πραγµατικούς αριθµούς a1, . . . , an και κάποια µετρήσιµα
σύνολα A1, . . . , An.
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Παρατηρήστε ότι δεν απαιτούµε από τα σύνολα Ai να είναι ξένα, ούτε από τους αριθ-
µούς ai να είναι διακεκριµένοι. ∆εν είναι όµως δύσκολο να διαπιστώσετε ότι µια συνάρτηση
φ είναι απλή αν και µόνο αν παίρνει πεπερασµένες το πλήθος διακεκριµένες πραγµατι-
κές τιµές (µία από αυτές µπορεί να ισούται µε 0). Πράγµατι, το σύνολο των τιµών της
συνάρτησης φ στην (2.2.2) περιέχεται στο

(2.1.35)

{∑
i∈I

ai : ∅ 6= I ⊆ {1, . . . , n}

}
∪ {0}

(εξηγήστε γιατί). Αν λοιπόν {t1, . . . , tm} είναι το σύνολο τιµών της φ και αν ορίσουµε

(2.1.36) Ei = {φ = ti} = {x ∈ Rd : φ(x) = ti},

τότε τα σύνολα Ei είναι ξένα και µετρήσιµα, η ένωσή τους µας δίνει το Rd, και

(2.1.37) φ =

m∑
i=1

tiχEi .

Η αναπαράσταση (2.2.5) της φ είναι µονοσήµαντα ορισµένη (από την φ) και λέγεται κανο-
νική αναπαράσταση της φ.

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου δείχνει ότι κάθε µη αρνητική µετρή-
σιµη συνάρτηση είναι κατά σηµείο όριο µιας αύξουσας ακολουθίας απλών µετρήσιµων
συναρτήσεων.

Θεώρηµα 2.1.15. ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο και έστω f : A → [0,∞] µη αρνητική µε-

τρήσιµη συνάρτηση. Υπάρχει αύξουσα ακολουθία (φn) µη αρνητικών απλών µετρήσιµων

συναρτήσεων 0 6 φ1 6 φ2 6 · · · 6 f ώστε

(2.1.38) φn(x)↗ f(x)

για κάθε x ∈ A. Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε υποσύνολο του A στο οποίο η f είναι

ϕραγµένη.

Απόδειξη. Για κάθε n = 1, 2, . . . ορίζουµε Cn = {x ∈ A : f(x) > 2n} και

(2.1.39) Bn,k =

{
x ∈ A :

k

2n
6 f(x) <

k + 1

2n

}
, k = 0, 1, . . . , 22n − 1.

Χωρίζουµε δηλαδή το [0, 2n] σε 22n διαστήµατα µήκους 2−n και ϑεωρούµε τις αντίστρο-
ϕες εικόνες τους µέσω της f . Αφού η f είναι µετρήσιµη, τα σύνολα Cn και Bn,k είναι
µετρήσιµα. Τώρα, ορίζουµε µια απλή µετρήσιµη συνάρτηση φn ως εξήσ:

(2.1.40) φn = 2nχCn +
22n−1∑
k=0

k

2n
χBn,k .

Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε φn ικανοποιεί τα εξήσ:
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(i) 0 6 φn 6 f και η φ µηδενίζεται έξω από το A.

(ii) 0 6 f − φn 6 2−n στο σύνολο A \ Cn = {x ∈ A : f(x) < 2n}.

(iii) φn(x) = 2n αν f(x) =∞.

Από τα (ii) και (iii) συµπεραίνουµε ότι φn(x) → f(x) για κάθε x ∈ A. Πράγµατι, αν
f(x) =∞ τότε

(2.1.41) φn(x) = 2n →∞ = f(x).

Αν f(x) < ∞, τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε f(x) < 2n0 6 2n για κάθε n > n0. Τότε,
0 6 f(x) − φn(x) < 2−n για κάθε n > n0, άρα φn(x) → f(x). Παρόµοιος συλλογισµός
δείχνει ότι φn → f οµοιόµορφα σε κάθε σύνολο της µορφής {x ∈ A : f(x) 6M}, M > 0.

Μένει να δείξουµε ότι η (φn) είναι αύξουσα. Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι

Bn,k = {x ∈ A : k/2n 6 f(x) < (k + 1)/2n}

=

{
x ∈ A :

2k

2n+1
6 f(x) <

2k + 1

2n+1

}
∪
{
x ∈ A :

2k + 1

2n+1
6 f(x) <

2k + 2

2n+1

}
= Bn+1,2k ∪Bn+1,2k+1.

Αν x ∈ Bn+1,2k, τότε φn(x) = k/2n = (2k)/2n+1 = φn+1(x), ενώ αν x ∈ Bn+1,2k+1,
τότε φn(x) = k/2n < (2k + 1)/2n+1 = φn+1(x). Τέλος, αν x ∈ Cn έχουµε φn(x) =

2n 6 φn+1(x) (εξηγήστε την τελευταία ανισότητα: ϑα χρειαστεί να χωρίσετε το Cn στα
Bn+1,2n+1 , Bn+1,2n+1+1, . . . , Bn+1,22(n+1)−1 και Cn+1).

Σε κάθε περίπτωση φn(x) 6 φn+1(x), δηλαδή φn 6 φn+1. 2

΄Εστω f : A → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.1.15
για τις f+ και f− χωριστά, παίρνουµε το εξής.

Πόρισµα 2.1.16. ΄Εστω f : A → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Υπάρχει ακολουθία

(φn) απλών µετρήσιµων συναρτήσεων φn : A→ R µε

(2.1.42) 0 6 |φ1| 6 |φ2| 6 · · · 6 |f |

και φn(x)→ f(x) για κάθε x ∈ A. Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε υποσύνολο του A

στο οποίο η f είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες (ψn) και (ζn) µη αρνητικών απλών µετρήσιµων
συναρτήσεων ώστε ψn(x)→ f+(x) και ζn(x)→ f−(x) για κάθε x ∈ A. Τότε, αν ορίσουµε
φn = ψn − ζn, έχουµε φn(x)→ f+(x)− f−(x) = f(x) για κάθε x ∈ A.
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Οι f+ και f− είναι ϕραγµένες σε κάθε υποσύνολο B του A στο οποίο η f είναι ϕραγ-
µένη. Συνεπώς, ψn → f+ και ζn → f− οµοιόµορφα στο B, απ¨ όπου έπεται ότι φn → f

οµοιόµορφα στο B.
Παρατηρήστε επίσης ότι : αν C = {f < 0} τότε ψn ≡ 0 στο C και ζn ≡ 0 στο A \ C για

κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

(2.1.43) |φn| = |ψn − ζn| = max{ψn, ζn} 6 max{f+, f−} = |f |.

Από την σχέση αυτή και από το γεγονός ότι οι (ψn) και (ζn) είναι αύξουσες ακολουθίες
συναρτήσεων, έπεται επίσης ότι

(2.1.44) |φn| = max{ψn, ζn} 6 max{ψn+1, ζn+1} = |φn+1|.

Από τις (2.2.11) και (2.2.12) έπεται η (2.2.10). 2

Παρατηρήστε ότι στην κατασκευή που κάναµε για την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.15,
χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι η f είναι µετρήσιµη µόνο για να εξασφαλίσουµε ότι τα Cn,
Bn,k είναι µετρήσιµα σύνολα, δηλαδή για να συµπεράνουµε ότι οι απλές συναρτήσεις φn
είναι µετρήσιµες. Η σύγκλιση των φn στην f ισχύει τελείως γενικά.

Συνδυάζοντας το Θεώρηµα 2.1.15 µε την Πρόταση 2.1.9 παίρνουµε τον εξής χαρακτη-
ϱισµό των µετρήσιµων συναρτήσεων.

Θεώρηµα 2.1.17. ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο και έστω f : A → [−∞,+∞]. Η f εί-

ναι µετρήσιµη αν και µόνο αν είναι κατά σηµείο όριο µιάς ακολουθίας απλών µετρήσιµων

συναρτήσεων. 2

2.1.5 Οι τρεις «αρχές του Littlewood»

Οι τρεις «αρχές του Littlewood» διατυπώνονται µε κάπως «έντονο τρόπο» ως εξήσ:

(i) Κάθε σύνολο είναι σχεδόν ίσο µε µια πεπερασµένη ένωση διαστηµάτων.

(ii) Κάθε συνάρτηση είναι σχεδόν συνεχής.

(iii) Κάθε ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει κατά σηµείο, συγκλίνει σχεδόν οµοιό-
µορφα.

Φυσικά, πρέπει να δώσει κανείς την ακριβή διατύπωση αυτών των ισχυρισµών (αλλιώς,
είναι προφανώς λανθασµένοι). Τα σύνολα και οι συναρτήσεις στα οποία αναφερόµαστε
πρέπει να είναι µετρήσιµα και το τι εννοούµε λέγοντας «σχεδόν» πρέπει να γίνει σαφές. Η
χρησιµότητα όµως αυτών των προτάσεων είναι µεγάλη.
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Θεώρηµα 2.1.18 (µετρήσιµα σύνολα). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(A) <

+∞. Για κάθε ε > 0 υπάρχουν διαστήµατα I1, . . . , Ik ώστε το σύνολο E = I1 ∪ · · · ∪ Ik να

ικανοποιεί την λ(E4A) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του (εξωτερικού) µέτρου, υπάρχει ακολουθία (In)

διαστηµάτων ώστε A ⊆
∞⋃
n=1

In και

(2.1.45)
∞∑
n=1

λ(In) < λ(A) +
ε

2
.

Αφού η σειρά των λ(In) συγκλίνει, υπάρχει k ∈ N ώστε

(2.1.46)
∞∑

n=k+1

λ(In) <
ε

2
.

Ορίζουµε E = I1 ∪ · · · ∪ Ik. Παρατηρήστε ότι

λ(E \A) 6 λ

( ∞⋃
n=1

In \A

)
= λ

( ∞⋃
n=1

In

)
− λ(A)

6
∞∑
n=1

λ(In)− λ(A) <
ε

2

και

(2.1.47) A \ E = A \ (I1 ∪ · · · ∪ Ik) ⊆
∞⋃

n=k+1

In,

άρα

(2.1.48) λ(A \ E) 6 λ

( ∞⋃
n=k+1

In

)
6

∞∑
n=k+1

λ(In) <
ε

2
.

΄Επεται ότι

(2.1.49) λ(A4E) = λ(A \ E) + λ(E \A) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 2.1.19 (ϑεώρηµα Egorov). ΄ΕστωA µετρήσιµο υποσύνολο τουRd µε λ(A) < +∞
και έστω (fk) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων fk : A → R η οποία συγκλίνει κατά

σηµείο στην µετρήσιµη συνάρτηση f : A → R σχεδόν παντού στο A. Τότε, για κάθε ε > 0

υπάρχει κλειστό σύνολο Fε ⊆ A ώστε λ(A \ Fε) < ε και fk → f οµοιόµορφα στο Fε.
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι fk → f παντού στο A (εξηγήστε γιατί). Για κάθε
n,m ∈ N ορίζουµε το σύνολο

(2.1.50) An,m =

{
x ∈ A : |fk(x)− f(x)| < 1

n
για κάθε k > m

}
=
∞⋂
k=m

{|fk−f | < 1/n}.

Σταθεροποιούµε n ∈ N. Παρατηρήστε ότι

(2.1.51) An,m+1 =
∞⋂

k=m+1

{|fk − f | < 1/n} ⊇
∞⋂
k=m

{|fk − f | < 1/n} = An,m

δηλαδή, η ακολουθία (An,m)∞m=1 είναι αύξουσα. Παρατηρήστε επίσης ότι, για κάθε x ∈ A
υπάρχει m ∈ N ώστε |fk(x)− f(x)| < 1/n για κάθε k > m, διότι fk(x)→ f(x). Συνεπώς,
υπάρχει m ∈ N ώστε x ∈ An,m. Αυτό αποδεικνύει ότι

(2.1.52) A =

∞⋃
m=1

An,m.

Συνεπώς, λ(An,m)→ λ(A). ΄Αρα, µπορούµε να ϐρούµε mn ∈ N ώστε

(2.1.53) λ(A) < λ(An,mn) +
ε

2n+2
.

Ορίζουµε

(2.1.54) Uε =
∞⋂
n=1

An,mn .

Τότε, fn → f οµοιόµορφα στο Uε. Αυτό αιτιολογείται ως εξήσ: έστω δ > 0. Μπορούµε
να ϐρούµε n ∈ N ώστε 1/n < δ. Τότε, για κάθε k > mn και για κάθε x ∈ Uε έχουµε
x ∈ An,mn , άρα

(2.1.55) |fk(x)− f(x)| < 1

n
< δ.

∆ηλαδή, ‖(fk − f) |Uε ‖∞ < δ για κάθε k > mn.
Επίσης, από την (2.1.53) ϐλέπουµε ότι

(2.1.56) λ(A \ Uε) = λ

( ∞⋃
n=1

(A \An,mn)

)
6
∞∑
n=1

λ(A \An,mn) <
∞∑
n=1

ε

2n+2
=
ε

2
.

Το Uε είναι µετρήσιµο, όχι απαραίτητα κλειστό, σύνολο. Μπορούµε όµως να ϐρούµε
κλειστό σύνολο Fε ⊆ Uε ώστε λ(Uε \ Fε) < ε

2 . Τότε,

(2.1.57) λ(A \ Fε) = λ(A \ Uε) + λ(Uε \ Fε) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

και από το γεγονός ότι fk → f οµοιόµορφα στο Uε είναι ϕανερό ότι fk → f οµοιόµορφα
στο Fε. 2
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Παρατήρηση 2.1.20. Η υπόθεση ότι λ(A) < +∞ είναι απαραίτητη. Αν ϑεωρήσουµε την
ακολουθία συναρτήσεων fk : R→ R µε fk = χ[k,∞), τότε fk(x)→ 0 για κάθε x ∈ R, όµως,
για κάθε µετρήσιµο C ⊂ R µε λ(C) < +∞ ισχύει ‖fk |R\C ‖∞ = 1. Αυτό σηµαίνει ότι δεν
µπορούµε να έχουµε οµοιόµορφη σύγκλιση της (fk) στην µηδενική συνάρτηση σε κάποιο
σύνολο Fε για το οποίο λ(R \ Fε) < ε. Εξηγήστε τις λεπτοµέρειες.

Θεώρηµα 2.1.21 (ϑεώρηµα Luzin). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(A) < +∞
και έστω f : A → R µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο

Fε ⊆ A ώστε λ(A \ Fε) < ε και η f |Fε να είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα τον ισχυρισµό του Θεωρήµατος στην περίπτωση που η f είναι
η χαρακτηριστική συνάρτηση f = χE κάποιου µετρήσιµου υποσυνόλου του A. ΄Εστω
ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε F κλειστό υποσύνολο του A και G ανοικτό στο A ώστε
V ⊆ E ⊆ G και λ(G \ F ) < ε/2. Θεωρούµε τον περιορισµό της f στο F1 = V ∪ (A \G).
Τα V,A \G είναι κλειστά στο A και έχουµε f ≡ 1 στο V και f ≡ 0 στο A \G. Μπορούµε
τότε να ελέγξουµε ότι η f |F1 είναι συνεχής (εξηγήστε το, για παράδειγµα, µε την αρχή της
µεταφοράς). Κατόπιν, µπορούµε να ϐρούµε κλειστό F ⊆ F1 µε λ(F1 \ F ) < ε/2. Τότε,
λ(A \ F ) < ε και η f |F είναι συνεχής.

Απο τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις υποσυνόλων τουA µπορούµε τώρα να περάσουµε
σε συναρτήσεις της µορφής

(2.1.58) φ =
m∑
i=1

λiχEi ,

όπου λi ∈ R και Ei µετρήσιµα υποσύνολα του A (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες).
΄Εστω τώρα f : A→ R µετρήσιµη συνάρτηση. Από το Θεώρηµα 2.1.15 (και το Πόρισµα

2.1.16) υπάρχει ακολουθία (φn) συναρτήσεων της µορφής (2.1.58) ώστε φn → f στο A.
Για κάθε n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε An ⊆ A µε λ(A \ An) < ε

2n+3 ώστε η φn|An να
είναι συνεχής. Επίσης, από το ϑεώρηµα του Egorov µπορούµε να ϐρούµε B ⊆ A µε
λ(A \B) < ε/4 ώστε φn → f οµοιόµορφα στο B. Ορίζουµε

(2.1.59) Uε = B ∩

( ∞⋂
n=1

An

)
.

Τότε,

(2.1.60) λ(A \ Uε) 6 λ(A \B) +

∞∑
n=1

λ(A \An) <
ε

4
+
∞∑
n=1

ε

2n+3
=
ε

2
.

Επίσης, όλες οι φn|Uε είναι συνεχείς (διότι Uε ⊆ An για κάθε n) και φn|Uε → f |Uε οµοιό-
µορφα (διότι Uε ⊆ B). ΄Επεται ότι η f |Uε είναι συνεχής.
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Το Uε είναι µετρήσιµο, όχι απαραίτητα κλειστό, σύνολο. Μπορούµε όµως να ϐρούµε
κλειστό σύνολο Fε ⊆ Uε ώστε λ(Uε \ Fε) < ε

2 . Τότε,

(2.1.61) λ(A \ Fε) = λ(A \ Uε) + λ(Uε \ Fε) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

και από το γεγονός ότι η f |Uε είναι συνεχής είναι ϕανερό ότι η f |Fε είναι συνεχής. 2

2.2 Ολοκλήρωµα Lebesgue

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ορίσουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue. Οι ιδιότητες που ϑα
ϑέλαµε να ικανοποιεί είναι οι εξήσ:

(i) Αν το A είναι µετρήσιµο, τότε
∫
A χA dλ = λ(A), όπου χA είναι η χαρακτηριστική

συνάρτηση του A.

(ii) Το ολοκλήρωµα είναι γραµµικό: αν f, g είναι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις (ορισµένες
στο ίδιο σύνολο) και t, s ∈ R, τότε

(2.2.1)
∫

(tf + sg) dλ = t

∫
f dλ+ s

∫
g dλ.

(iii) Το ολοκλήρωµα είναι «ϑετικό»: αν η f είναι ολοκληρώσιµη και f > 0, τότε
∫
f dλ >

0. Αφού απαιτούµε και την γραµµικότητα, η ϑετικότητα είναι ισοδύναµη µε την
µονοτονία : αν οι f, g είναι ολοκληρώσιµες (ορισµένες στο ίδιο σύνολο) και f > g,
τότε

∫
f dλ >

∫
g dλ.

(iv) Το ολοκλήρωµα ορίζεται για µια ευρεία κλάση συναρτήσεων. Οι ϕραγµένες Riemann
ολοκληρώσιµες συναρτήσεις είναι Lebesgue ολοκληρώσιµες, και τα δύο ολοκληρώ-
µατα συµπίπτουν.

Ο ορισµός του ολοκληρώµατος Lebesgue δίνεται σε τρία ϐήµατα. Τελείως σχηµατικά,
η διαδικασία που ϑα ακολουθήσουµε είναι η εξήσ:

(i) Στην §2.2.1 ορίζουµε το ολοκλήρωµα για κάποιες απλές µετρήσιµες συναρτήσεις,
τους γραµµικούς συνδυασµούς χαρακτηριστικών συναρτήσεων µετρήσιµων συνόλων
µε πεπερασµένο µέτρο. Ο ορισµός είναι προφανής από τις ιδιότητες (i) και (ii) που
απαιτούµε για το ολοκλήρωµα.

(ii) Στην §2.2.2 δίνουµε τον ορισµό του
∫
f dλ για κάθε µετρήσιµη f > 0. Η απαίτηση

της µονοτονίας και το γεγονός ότι κάθε µετρήσιµη µη αρνητική συνάρτηση είναι το
όριο µιας αύξουσας ακολουθίας απλών µετρήσιµων συναρτήσεων υποδεικνύουν ότι
το
∫
f dλ ϑα µπορούσε να οριστεί ως το supremum των ολοκληρωµάτων

∫
φdλ πάνω

από όλες τις απλές, µη αρνητικές, ολοκληρώσιµες φ 6 f .
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(iii) Στην §2.2.3 δίνουµε τον γενικό ορισµό:
∫
f dλ =

∫
f+ dλ−

∫
f− dλ, αν το δεξιό µέ-

λος έχει νόηµα. Ο ορισµός αυτός επιβάλλεται από την απαίτηση της γραµµικότητας.

Στην πορεία, ϑα αποδείξουµε τις ϐασικές ιδιότητες του ολοκληρώµατος Lebesgue. Ι-
διαίτερα µας ενδιαφέρουν οι καλές ιδιότητες του ολοκληρώµατος Lebesgue σε σχέση µε τις
συγκλίνουσες ακολουθίες ολοκληρώσιµων συναρτήσεων (ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης
και ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης).

Το ολοκλήρωµα Lebesgue ορίζεται καλά για κάθε ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση που
είναι ορισµένη σε κλειστό διάστηµα. Ειδικότερα, οι Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις
f : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιµες κατά Lebesgue. Στο επόµενο Κεφάλαιο συγκρίνουµε
τα δύο ολοκληρώµατα.

2.2.1 Απλές µετρήσιµες συναρτήσεις

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω φ : Rd → R απλή µετρήσιµη συνάρτηση. Λέµε ότι η φ είναι
Lebesgue ολοκληρώσιµη αν το σύνολο

(2.2.2) {φ 6= 0} = {x ∈ R : φ(x) 6= 0}

έχει πεπερασµένο µέτρο. Αυτό σηµαίνει ότι η κανονική αναπαράσταση της φ είναι

(2.2.3) φ =

n∑
i=0

aiχAi ,

όπου a0 = 0 και A0 = {φ = 0}, οι ai είναι διακεκριµένοι, τα Ai είναι ξένα και µετρήσιµα,
και λ(Ai) < +∞ αν i 6= 0 (αναγκαστικά, λ(A0) =∞). Το ολοκλήρωµα της φ ορίζεται από
την

(2.2.4)
∫
φdλ =

n∑
i=1

aiλ(Ai).

Αν υιοθετήσουµε την σύµβαση 0 · ∞ = 0, µπορούµε να γράψουµε

(2.2.5)
∫
φdλ =

n∑
i=0

aiλ(Ai) =
∑
a∈R

a λ({φ = a}).

Λήµµα 2.2.2. ΄Εστω φ ολοκληρώσιµη απλή συνάρτηση και έστω φ =
∑n

i=1 biχEi τυχούσα

αναπαράσταση της φ ώστε τα Ei να είναι ξένα και µετρήσιµα. Τότε,

(2.2.6)
∫
φdλ =

n∑
i=1

biλ(Ei).
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Απόδειξη. Για κάθε a ∈ R ϑέτουµε Ja = {i 6 n : bi = a}. Τότε,

(2.2.7) {φ = a} =
⋃
i∈Ja

Ei

και

(2.2.8) a λ({φ = a}) =
∑
i∈Ja

biλ(Ei).

΄Αρα,

(2.2.9)
∫
φdλ =

∑
a∈R

a λ({φ = a}) =
∑
a∈R

∑
i∈Ja

biλ(Ei) =
∑

i∈∪λJa

biλ(Ei) =
n∑
i=1

biλ(Ei).

∆ηλαδή, ισχύει η (2.2.6). 2

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 2.2.2 µπορούµε να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα είναι
γραµµικό και µονότονο (στην κλάση των απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων).

Πρόταση 2.2.3. ΄Εστω φ και ψ απλές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.

(i) Αν t, s ∈ R, τότε
∫

(tφ+ sψ) dλ = t
∫
φdλ+ s

∫
ψ dλ.

(ii) Αν φ > ψ, τότε
∫
φdλ >

∫
ψ dλ.

Απόδειξη. (i) Θεωρούµε τις κανονικές µορφές

(2.2.10) φ =

n∑
i=0

aiχAi και ψ =

k∑
j=0

bjχBj ,

των φ και ψ (οι ai είναι διακεκριµένοι, τα Ai ξένα µετρήσιµα µε ένωση το Rd, a0 = 0 και
λ(Ai) < ∞ αν i 6= 0 – αντίστοιχες ιδιότητες έχουν τα bj , Bj ). Παρατηρούµε ότι, από την
n⋃
i=0

Ai =
k⋃
j=0

Bj = Rd έπεται ότι

(2.2.11) Rd =

n⋃
i=0

k⋃
j=0

(Ai ∩Bj).

Τα Ai ∩ Bj είναι ξένα, µετρήσιµα, και έχουν πεπερασµένο µέτρο (µε την εξαίρεση του
A0 ∩B0). Επίσης,

(2.2.12) φ =
n∑
i=0

k∑
j=0

aiχAi∩Bj , ψ =
n∑
i=0

k∑
j=0

bjχAi∩Bj
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και

(2.2.13) tφ+ sψ =

n∑
i=0

k∑
j=0

(tai + sbj)χAi∩Bj .

Από το Λήµµα (2.2.2) παίρνουµε∫
(tφ+ sψ) dλ =

n∑
i=0

k∑
j=0

(tai + sbj)λ(Ai ∩Bj)

= t
n∑
i=0

k∑
j=0

aiλ(Ai ∩Bj) + s
n∑
i=0

k∑
j=0

bjλ(Ai ∩Bj)

= t
n∑
i=0

ai

k∑
j=0

λ(Ai ∩Bj) + s
k∑
j=0

bj

n∑
i=0

λ(Ai ∩Bj)

= t

n∑
i=0

aiλ(Ai) + s
k∑
j=0

bjλ(Bj)

= t

∫
φdλ+ s

∫
ψ dλ.

(ii) Αν φ > ψ, τότε η φ − ψ είναι απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε µη αρνητικές τιµές.
Από το (i),

(2.2.14)
∫
φdλ−

∫
ψ dλ =

∫
(φ− ψ) dλ > 0.

Η τελευταία ανισότητα είναι προφανής από την (2.2.4), αφού φ− ψ > 0. 2

Πόρισµα 2.2.4. ΄Εστω a1, . . . , an ∈ R και E1, . . . , En – όχι αναγκαστικά ξένα – µετρήσιµα

υποσύνολα του Rd µε λ(Ei) <∞, i = 1, . . . , n. Τότε,

(2.2.15)
∫ ( n∑

i=1

aiχEi

)
dλ =

n∑
i=1

aiλ(Ei).

Απόδειξη. Κάθε χEi είναι απλή και ολοκληρώσιµη, διότι λ(Ei) < ∞. Το συµπέρασµα
προκύπτει άµεσα από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος για απλές ολοκληρώσιµες
συναρτήσεις. 2

Ορισµός 2.2.5. ΄Εστω φ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο
E του Rd ορίζουµε

(2.2.16)
∫
E
φdλ :=

∫
φχE dλ.
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Η φχE είναι απλή και ολοκληρώσιµη: αν φ =
∑
aiχAi , τότε φχE =

∑
aiχAiχE =∑

aiχAi∩E και τα σύνολα Ai ∩ E έχουν πεπερασµένο µέτρο, διότι τα σύνολα Ai έχουν
πεπερασµένο µέτρο. Συνεπώς, το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της (2.2.16) ορίζεται καλά.

Στην περίπτωση που E = [a, b], ϑα χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό

(2.2.17)
∫ b

a
φdλ :=

∫
[a,b]

φdλ.

Γενικά, ϑα αποφεύγουµε τον συµβολισµό
∫ b
a φ(x)dx για το ολοκλήρωµα Lebesgue (ώστε

να µην υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης µε το ολοκλήρωµα Riemann).

Παρατήρηση 2.2.6. Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια απλή παρατήρηση. Η συ-
νάρτηση του Dirichlet χQ : [a, b]→ R είναι απλή και ολοκληρώσιµη (τοQ είναι µετρήσιµο).
΄Εχουµε

(2.2.18)
∫ b

a
χQ dλ = 0

για κάθε κλειστό διάστηµα [a, b]. Θυµηθείτε ότι η χQ δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη
στο [a, b].

2.2.2 Μη αρνητικές συναρτήσεις

Ορισµός 2.2.7. ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε το ολοκλήρωµα

Lebesgue της f ως εξήσ:

(2.2.19)
∫
f dλ = sup

{∫
φdλ | 0 6 φ 6 f, φ απλή ολοκληρώσιµη

}
.

Η ποσότητα αυτή είναι καλά ορισµένη (η µηδενική συνάρτηση είναι απλή ολοκληρώσιµη
και 0 6 f ), µη αρνητική και µπορεί να πάρει την τιµή +∞. Θα λέµε ότι η f είναι Lebesgue

ολοκληρώσιµη αν
∫
f dλ < +∞.

Παρατηρήσεις 2.2.8. (α) Το πρώτο πράγµα που πρέπει να εξασφαλίσουµε είναι ότι ο νέος
ορισµός του ολοκληρώµατος συµφωνεί µε τον ορισµό του ολοκληρώµατος της §2.2.1 στην
περίπτωση των µη αρνητικών απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. ∆ηλαδή ότι, αν η φ > 0

είναι απλή ολοκληρώσιµη, τότε

(2.2.20)
∫
φdλ = sup

{∫
ψ dλ | 0 6 ψ 6 φ, ψ απλή ολοκληρώσιµη

}
.

Αυτό είναι άµεσο, από τη µονοτονία του ολοκληρώµατος απλών συναρτήσεων - Πρόταση
(2.2.3) - και από την 0 6 φ 6 φ.
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Παρατηρήστε ότι, µε τον νέο ορισµό, έχουµε τώρα ορίσει το
∫
φ για κάθε µη αρνητική

απλή µετρήσιµη συνάρτηση (δεν απαιτούµε την λ({φ 6= 0}) <∞). Ειδικότερα, αν A είναι
οποιοδήποτε µετρήσιµο σύνολο, τότε

∫
χA dλ = λ(A). Αυτό έπεται από τον ορισµό στην

περίπτωση που λ(A) <∞, ενώ αν λ(A) =∞ έχουµε χA > χA∩[−n,n]d άρα

(2.2.21)
∫
χA dλ > sup

n

∫
χA∩[−n,n]d dλ = sup

n
λ(A ∩ [−n, n]d) = λ(A) =∞.

(ϐ) Από τον ορισµό έπονται άµεσα οι εξής ιδιότητεσ:

(i) Αν 0 6 f 6 g τότε
∫
f dλ 6

∫
g dλ.

(ii) Αν t > 0 και f > 0 τότε
∫

(tf) dλ = t
∫
f dλ.

(γ) ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση και έστω E µετρήσιµο σύνολο. Ορίζουµε

(2.2.22)
∫
E
f dλ =

∫
fχE dλ.

Αν f : E → [0,∞], επεκτείνουµε την f σε µια συνάρτηση f̃ : Rd → [0,∞] ϑέτοντας
f̃(x) = 0 αν x /∈ E, και ορίζουµε

(2.2.23)
∫
E
f dλ =

∫
f̃ dλ.

Παρατηρήστε ότι η f̃ είναι µετρήσιµη και
∫
E f̃ dλ =

∫
f̃ dλ =

∫
E f dλ.

(δ) Μερικές ακόµα χρήσιµες ιδιότητες προκύπτουν εύκολα από τον ορισµό (2.2.22):

(iii) Αν λ(E) = 0 και f > 0, τότε
∫
E f dλ = 0. Πράγµατι, αν η φ είναι απλή ολοκληρώσι-

µη και 0 6 φ 6 fχE , τότε φχE =
∑n

i=1 aiχEi όπου λ(Ei) = 0, άρα

(2.2.24)
∫
φdλ =

∫
φχE dλ = 0.

(iv) Αν E ⊂ F και f > 0, τότε
∫
E f dλ 6

∫
F f dλ. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι fχE 6

fχF .

(v) Αν 0 6 f 6 M στο E, τότε
∫
E f dλ 6 Mλ(E). Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

fχE 6MχE .

Η ανισότητα της επόµενης Πρότασης είναι απλή αλλά, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια,
εξαιρετικά σηµαντική.
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Θεώρηµα 2.2.9 (ανισότητα του Markov). ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση.

Για κάθε a > 0,

(2.2.25)
∫
f dλ >

∫
{f>a}

f dλ > a λ({x : f(x) > a}).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι f > a στο {f > a}. ΄Αρα,

(2.2.26)
∫
f dλ >

∫
{f>a}

dλ >
∫
{f>a}

a dλ = a λ({f > a}).

Πόρισµα 2.2.10. ΄Εστω f : Rd → [0,∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε, η f παίρνει

πεπερασµένη τιµή σχεδόν παντού : λ({f = +∞}) = 0.

Απόδειξη. Γράφουµε

(2.2.27) {f = +∞} =
∞⋂
n=1

{f > n}.

Από την ανισότητα του Markov έχουµε

(2.2.28) 0 6 λ({f = +∞}) 6 λ(En) 6
1

n

∫
f dλ→ 0

όταν n→∞. ΄Αρα,

(2.2.29) λ({f = +∞}) = 0.

2

Το πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα για το ολοκλήρωµα Lebesgue είναι το ϑεώρηµα µονό-

τονης σύγκλισης. Μεταξύ άλλων, ϑα µας εξασφαλίσει τη γραµµικότητα του ολοκληρώ-
µατος Lebesgue για µη αρνητικές συναρτήσεις. Για την απόδειξή του ϑα χρειαστούµε ένα
Λήµµα.

Λήµµα 2.2.11. ΄Εστω φ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν (En) είναι µια αύξουσα

ακολουθία µετρήσιµων συνόλων και E =
⋃∞
n=1En, τότε

(2.2.30)
∫
E
φ = lim

n→∞

∫
En

φ.

Απόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε φ =
∑m

i=1 aiχAi , όπου ai > 0 και τα Ai είναι ξένα
µετρήσιµα σύνολα µε πεπερασµένο µέτρο. Τότε,

(2.2.31)
∫
E
φdλ =

∫
φχE dλ =

m∑
i=1

aiλ(Ai ∩ E).
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Αφού En ↗ E, έχουµε λ(Ai ∩ En)↗ λ(Ai ∩ E) για κάθε i = 1, . . . ,m. ΄Αρα,

∫
φdλ =

m∑
i=1

aiλ(Ai ∩ E) =

k∑
i=1

ai lim
n→∞

λ(Ai ∩ En)

= lim
n→∞

k∑
i=1

aiλ(Ai ∩ En) = lim
n→∞

∫
En

φdλ.

2

Θεώρηµα 2.2.12 (Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης). ΄Εστω (fn) αύξουσα ακολουθία µη

αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Τότε,

(2.2.32)
∫ (

lim
n→∞

fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Αφού η (fn) είναι αύξουσα, η συνάρτηση

(2.2.33) f(x) = lim
n→∞

fn(x) = sup
n
fn(x)

ορίζεται καλά, είναι µη αρνητική και µετρήσιµη. Επίσης,

(2.2.34)
∫
fn dλ 6

∫
fn+1 dλ 6

∫
f dλ

για κάθε n ∈ N, άρα το lim
∫
fn dλ υπάρχει και

(2.2.35) lim
n→∞

∫
fn dλ 6

∫
f dλ.

Για να δείξουµε την αντίστροφη ανισότητα, αρκεί να δείξουµε το εξήσ: Για κάθε ε > 0 και
για κάθε απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση φ µε 0 6 φ 6 f ,

(2.2.36) lim
n→∞

∫
fn dλ > (1− ε)

∫
φdλ.

Στην περίπτωση που
∫
f dλ < ∞, παίρνοντας supremum ως προς φ συµπεραίνουµε ότι

limn→∞
∫
fn dλ > (1− ε)

∫
f dλ για κάθε 0 < ε < 1, απ¨ όπου έπεται το Ϲητούµενο. Στην

περίπτωση που
∫
f dλ = ∞, παίρνοντας πάλι supremum ως προς φ, συµπεραίνουµε ότι

limn→∞
∫
fn dλ = +∞ =

∫
f dλ.

΄Εστω φ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε 0 6 φ 6 f . Θεωρούµε την ακολουθία
µετρήσιµων συνόλων En = {fn > (1 − ε)φ}. Αφού η (fn) είναι αύξουσα, έχουµε En ⊆
En+1 για κάθε n. ∆ηλαδή, η (En) είναι αύξουσα.
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Παρατηρούµε ότι αν f(x) > 0, τότε fn(x) → f(x) > (1 − ε)φ(x), άρα x ∈
⋃∞
n=1En.

Αν πάλι f(x) = 0, τότε φ(x) = 0, άρα x ∈ En για κάθε n. Εποµένως, En ↗ Rd. Από τη
µονοτονία του ολοκληρώµατος,

(2.2.37)
∫
fn dλ >

∫
En

fn dλ >
∫
En

(1− ε)φdλ = (1− ε)
∫
En

φdλ

για κάθε n ∈ N, οπότε εφαρµόζοντας το Λήµµα 2.2.11 παίρνουµε

(2.2.38) lim
n→∞

∫
fn dλ > (1− ε) lim

n→∞

∫
En

φdλ = (1− ε)
∫
φdλ.

΄Ετσι, ολοκληρώνεται η απόδειξη. 2

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης, µπορούµε να δώσουµε µια πληρέ-
στερη διατύπωση του Θεωρήµατος 2.1.15 για την προσέγγιση µιας µετρήσιµης συνάρτησης
από απλές.

Θεώρηµα 2.2.13. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Υπάρχει αύξουσα ακολου-

ϑία (ψn) µη αρνητικών απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων ψn 6 f µε τις εξής ιδιότητεσ:

f = lim
n→∞

ψn και
∫
f dλ = lim

n→∞

∫
ψn dλ.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 2.1.15 υπάρχει αύξουσα ακολουθία (φn) µη αρνητικών απλών
µετρήσιµων συναρτήσεων µε φn ↗ f . Ορίζουµε ψn = φnχ[−n,n]d . Κάθε ψn είναι ολοκλη-
ϱώσιµη, γιατί λ({ψn 6= 0}) 6 λ([−n, n]d) <∞. Αφού χ[−n,n]d ↗ 1, εύκολα ελέγχουµε ότι
ψn ↗ f . Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,

∫
ψn dλ↗

∫
f dλ. 2

΄Εχοντας στην διάθεσή µας το προηγούµενο ϑεώρηµα, και χρησιµοποιώντας την προ-
σθετικότητα του ολοκληρώµατος για απλές συναρτήσεις, µπορούµε να αποδείξουµε την
προσθετικότητα του ολοκληρώµατος για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 2.2.14. ΄Εστω f και g µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε,

(2.2.39)
∫

(f + g) dλ =

∫
f dλ+

∫
g dλ.

Ειδικότερα, αν E και F είναι ξένα µετρήσιµα σύνολα, τότε

(2.2.40)
∫
E∪F

f dλ =

∫
E
f dλ+

∫
F
f dλ.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.13, υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες (φn) και
(ψn) µη αρνητικών, απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε φn ↗ f και ψn ↗ g. Τότε,
φn + ψn ↗ f + g και, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,∫

(f + g) dλ = lim
n→∞

∫
(φn + ψn) dλ = lim

n→∞

(∫
φn dλ+

∫
ψn dλ

)
= lim

n→∞

∫
φn dλ+ lim

n→∞

∫
ψn dλ =

∫
f dλ+

∫
g dλ.
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Για την δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε την προσθετικότητα του ολοκληρώµατος για
απλές συναρτήσεις. Το δεύτερο συµπέρασµα του Θεωρήµατος προκύπτει από το πρώτο αν
ϑεωρήσουµε τις f χE και f χF : αφού τα E και F είναι ξένα, έχουµε f χE+f χF = f χE∪F .
2

Η επόµενη Πρόταση ουσιαστικά δείχνει ότι αν δύο ολοκληρώσιµες συναρτήσεις συ-
µπίπτουν σχεδόν παντού, τότε τα ολοκληρώµατά τους είναι ίσα (το ολοκλήρωµα δεν µετα-
ϐάλλεται αν αλλάξουµε τις τιµές µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης σε ένα σύνολο µέτρου
0).

Πρόταση 2.2.15. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε,
∫
f dλ = 0 αν και

µόνο αν f = 0 σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Αν f = 0 σχεδόν παντού, τότε λ({f > 0}) = 0. Χρησιµοποιώντας την Παρατή-
ϱηση 2.2.8 (γ) ϐλέπουµε ότι

(2.2.41)
∫
f dλ =

∫
{f=0}

f dλ+

∫
{f>0}

f dλ = 0 + 0 = 0.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι
∫
f dλ = 0. Για κάθε n ορίζουµε En = {f > 1/n}. Από την

ανισότητα του Markov,

(2.2.42) λ(En) = λ({f > 1/n}) 6 n

∫
f dλ = 0,

δηλαδή λ(En) = 0. Αφού En ↗ {f > 0}, συµπεραίνουµε ότι

(2.2.43) λ({f > 0}) = lim
n→∞

λ(En) = 0.

∆ηλαδή, f = 0 σχεδόν παντού. 2

Το Θεώρηµα Beppo Levi που ακολουθεί είναι ουσιαστικά αναδιατύπωση του Θεω-
ϱήµατος Μονότονης Σύγκλισησ: το ολοκλήρωµα Lebesgue για µη αρνητικές µετρήσιµες
συναρτήσεις είναι αριθµήσιµα προσθετικό.

Θεώρηµα 2.2.16 (Beppo Levi). ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτή-

σεων. Τότε,

(2.2.44)
∫ ( ∞∑

n=1

fn

)
dλ =

∞∑
n=1

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Οι fn είναι µη αρνητικές, εποµένως η f :=
∑∞

n=1 fn ορίζεται καλά και είναι το
κατά σηµείο όριο της αύξουσας ακολουθίας sN =

∑N
n=1 fn (υπάρχει ϐέβαια το ενδεχόµενο

να έχουµε f(x) =∞ για κάποια x).
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Από την (πεπερασµένη) προσθετικότητα του ολοκληρώµατος για µη αρνητικές µετρή-
σιµες συναρτήσεις, έχουµε

(2.2.45)
∫
sN dλ =

∫ ( N∑
n=1

fn

)
dλ =

N∑
n=1

∫
fn dλ↗

∞∑
n=1

∫
fn dλ.

Από την άλλη πλευρά, το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης µας εξασφαλίζει ότι

(2.2.46)
∫
sN dλ↗

∫
f dλ =

∫ ( ∞∑
n=1

fn

)
dλ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πόρισµα 2.2.17. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση και έστω (En) ακολουθία

ξένων µετρήσιµων συνόλων. Τότε,

(2.2.47)
∫
⋃∞
n=1 En

f dλ =

∞∑
n=1

∫
En

f dλ.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις fn = fχEn , n = 1, 2, . . .. Αφού τα En είναι ξένα, έχουµε∑∞
n=1 fn = f χ⋃∞

n=1 En
. 2

Ορισµός 2.2.18. ΄Εστω A µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του R. Μια συνολοσυνάρτηση
Φ : A → [0,+∞] λέγεται µέτρο στην A αν ικανοποιεί τα εξήσ:

• Φ(∅) = 0.

• Αν (En) είναι µια ακολουθία ξένων συνόλων στηνA, τότε Φ (
⋃∞
n=1En) =

∑∞
n=1 Φ(En).

Το µέτρο Lebesgue λ στην σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R
είναι ένα παράδειγµα µέτρου.

Σύµφωνα µε αυτόν τον γενικό ορισµό, τα αποτελέσµατά µας για το ολοκλήρωµα Lebe-
sgue µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων δείχνουν το εξήσ:

Θεώρηµα 2.2.19. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε συνολοσυνάρτηση

Φf :M→ [0,+∞] ως εξήσ: αν E ∈M, ϑέτουµε

(2.2.48) Φf (E) =

∫
E
f dλ.

Τότε, η Φf είναι µέτρο. 2
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Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι το µέτρο Lebesgue λ αντιστοιχεί στην συνολοσυνάρτηση Φ που
ορίζεται από την σταθερή συνάρτηση f ≡ 1.

Το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης µας λέει ότι αν µια ακολουθία µη αρνητικών µετρή-
σιµων συναρτήσεων fn αυξάνει κατά σηµείο στην f , τότε µπορούµε να «εναλλάξουµε τα
όρια»: το ολοκλήρωµα του ορίου είναι το όριο των ολοκληρωµάτων. Το Λήµµα του Fatou
που ακολουθεί µας δίνει αντίστοιχη πληροφορία στην περίπτωση που έχουµε κατά σηµείο
σύγκλιση αλλά δεν έχουµε την υπόθεση της µονοτονίας για την ακολουθία (fn).

Θεώρηµα 2.2.20 (Λήµµα του Fatou). ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων

συναρτήσεων. Τότε,

(2.2.49)
∫ (

lim inf
n→∞

fn

)
dλ 6 lim inf

n→∞

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων (gn), όπου gn = inf{fk : k > n}. Κάθε
gn είναι µη αρνητική και µετρήσιµη, η (gn) είναι αύξουσα, και

(2.2.50) gn ↗ lim inf
n→∞

fn.

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,

(2.2.51)
∫ (

lim inf
n→∞

fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
gn dλ.

Παρατηρούµε ότι gn 6 fk για κάθε k > n, οπότε η µονοτονία του ολοκληρώµατος µας
δίνει

(2.2.52)
∫
gn dλ 6 bn := inf

k>n

∫
fk dλ.

Η ακολουθία (bn) είναι ϕθίνουσα και συγκλίνει στο lim infn
∫
fn dλ. ΄Αρα,

(2.2.53)
∫ (

lim inf
n→∞

fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
gn dλ 6 lim

n→∞
bn = lim inf

n→∞

∫
fn dλ.

2

Πόρισµα 2.2.21. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Αν fn →
f σ.π. και το limn

∫
fn dλ υπάρχει, τότε

(2.2.54)
∫
f dλ 6 lim

n→∞

∫
fn dλ.
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2.2.3 Η γενική περίπτωση

Ορισµός 2.2.22. (α) ΄Εστω f : Rd → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, οι συναρτή-
σεις f+ = max{f, 0} και f− = −min{f, 0} είναι µετρήσιµες και µη αρνητικές. Επίσης,
ικανοποιούν τις

(2.2.55) f = f+ − f− και |f | = f+ + f−.

Τα ολοκληρώµατα
∫
f+ dλ και

∫
f− dλ ορίζονται καλά και αν τουλάχιστον µία από τις f+

και f− είναι ολοκληρώσιµη, τότε το ολοκλήρωµα της f ορίζεται από την

(2.2.56)
∫
f dλ =

∫
f+ dλ−

∫
f− dλ

(µπορεί ϐέβαια να παίρνει την τιµή +∞ ή −∞). Αν οι f+, f− είναι και οι δύο ολοκλη-
ϱώσιµες, τότε το ολοκλήρωµα της f είναι πραγµατικός αριθµός και λέµε ότι η f είναι

ολοκληρώσιµη.

(ϐ) Αν η f : Rd → [−∞,∞] είναι µετρήσιµη και E είναι ένα µετρήσιµο υποσύνολο του Rd,
τότε λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο E αν

(2.2.57)
∫
E
f+ dλ =

∫
f+χE dλ <∞ και

∫
E
f− dλ =

∫
f−χE dλ <∞,

και ορίζουµε

(2.2.58)
∫
E
f dλ =

∫
E
f+ dλ−

∫
E
f− dλ =

∫
fχE dλ.

(γ) Αν η f : E → [−∞,+∞] είναι µετρήσιµη, τότε επεκτείνουµε την f στον Rd ϑέτοντας
f ≡ 0 στο Ec, συνεπώς,

(2.2.59)
∫
E
f dλ =

∫
f χE dλ =

∫
f dλ.

Παρατηρήσεις 2.2.23. (α) Αν f > 0 τότε f = f+ και f− ≡ 0, συνεπώς ο ορισµός που
δώσαµε συµφωνεί µε αυτόν της Παραγράφου §2.2.

(ϐ) Από τον ορισµό είναι ϕανερό ότι η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν

(2.2.60)
∫
|f | dλ =

∫
f+ dλ+

∫
f− dλ < +∞,

δηλαδή αν και µόνο αν η |f | είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη (ϑυµηθείτε ότι αυτό δεν ισχύει
για το ολοκλήρωµα Riemann). Σε αυτήν την περίπτωση,

(2.2.61)
∣∣∣∣∫ f dλ

∣∣∣∣ 6 ∫ |f | dλ.
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(γ) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη, τότε

(2.2.62) λ({f+ = +∞}) = λ({f− = +∞}) = 0,

άρα

(2.2.63) λ({x : f(x) = +∞} ∪ {x : f(x) = −∞}) = 0.

∆ηλαδή, η f είναι πεπερασµένη σχεδόν παντού.

(δ) Αν λ(E) = 0, τότε
∫
E f dλ = 0, διότι

∫
E f

+ dλ = 0 και
∫
E f
− dλ = 0.

(ε) Αν οι f και g είναι µετρήσιµες, η g είναι ολοκληρώσιµη, και |f | 6 |g| σχεδόν παντού,
τότε η f είναι ολοκληρώσιµη και

∫
|f | dλ 6

∫
|g| dλ.

(στ) Αν f = f1 − f2, όπου f1, f2 µη αρνητικές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, τότε

(2.2.64)
∫
f dλ =

∫
f1 dλ−

∫
f2 dλ.

Πράγµατι, από την f+ − f− = f1 − f2 παίρνουµε f+ + f2 = f− + f1, άρα

(2.2.65)
∫
f+ dλ+

∫
f2 dλ =

∫
f− dλ+

∫
f1 dλ,

δηλαδή

(2.2.66)
∫
f+ dλ−

∫
f− dλ =

∫
f1 dλ−

∫
f2 dλ,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

(Ϲ) Αν λ(E) < ∞ και η f : E → R είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη, τότε η f είναι ολοκλη-
ϱώσιµη. ΄Οπως ϑα δούµε στο επόµενο Κεφάλαιο, κάθε ϕραγµένη Riemann ολοκληρώσιµη
συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Θα δούµε επίσης ότι τα
δύο ολοκληρώµατα (Riemann και Lebesgue) συµπίπτουν.

2.2.4 Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Θεώρηµα 2.2.24 (γραµµικότητα). ΄Εστω f, g : E → [−∞,+∞] ολοκληρώσιµες συναρτή-

σεις. Τότε, η f + g ορίζεται καλά σχεδόν παντού και

(2.2.67)
∫
E

(f + g) dλ =

∫
E
f dλ+

∫
E
g dλ.

Επίσης, αν t ∈ R τότε η tf είναι ολοκληρώσιµη, και

(2.2.68)
∫

(tf) dλ = t

∫
f dλ.
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Απόδειξη. Αφού οι f, g είναι ολοκληρώσιµες, παίρνουν πεπερασµένη τιµή σχεδόν παντού,
άρα η f + g ορίζεται σχεδόν παντού. Επίσης,

(2.2.69) (f + g)+ 6 f+ + g+ και (f + g)− 6 f− + g−,

άρα

(2.2.70)
∫

(f + g)+ dλ < +∞ και
∫

(f + g)− dλ < +∞,

δηλαδή η f + g είναι ολοκληρώσιµη.
Γράφουµε f + g = (f+ + g+)− (f− + g−). Τότε, από την Παρατήρηση (στ) παίρνουµε∫

(f + g) dλ =

∫
(f+ + g+) dλ−

∫
(f− + g−) dλ

=

∫
f+ dλ+

∫
g+ dλ−

∫
f− dλ−

∫
g− dλ

=

∫
f dλ+

∫
g dλ.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι : αν t > 0, τότε (tf)+ = tf+ και (tf)− = tf−,
άρα η tf είναι ολοκληρώσιµη και

(2.2.71)
∫

(tf) dλ =

∫
(tf)+ dλ−

∫
(tf)− dλ = t

∫
f+ dλ− t

∫
f− dλ = t

∫
f dλ.

Αν t < 0, τότε (tf)+ = −tf− και (tf)− = −tf+, άρα η tf είναι ολοκληρώσιµη και

(2.2.72)
∫

(tf) dλ =

∫
(tf)+ dλ−

∫
(tf)− dλ = −t

∫
f− dλ+ t

∫
f+ dλ = t

∫
f dλ.

Αν t = 0, δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. 2

Πόρισµα 2.2.25. ΄ΕστωE µετρήσιµο σύνολο. Το σύνολο των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων

f : E → [−∞,+∞] είναι γραµµικός χώρος. 2

Θεώρηµα 2.2.26 (µονοτονία). Αν οι f, g είναι ολοκληρώσιµες και f 6 g σχεδόν παντού,

τότε
∫
f dλ 6

∫
g dλ. Ειδικότερα, αν f = g σχεδόν παντού, τότε

∫
f dλ =

∫
g dλ.

Απόδειξη. Από την f 6 g έπεται ότι f+ 6 g+ και f− > g− σχεδόν παντού. ΄Αρα,

(2.2.73)
∫
f+ dλ−

∫
f− dλ 6

∫
g+ dλ−

∫
g− dλ,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο. 2
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Θεώρηµα 2.2.27 (προσθετικότητα). ΄Εστω f ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν τα A,B είναι

µετρήσιµα και A ∩B = ∅, τότε

(2.2.74)
∫
A∪B

f dλ =

∫
A
f dλ+

∫
B
f dλ.

Απόδειξη. Γράφουµε∫
A∪B

f dλ =

∫
f χA∪B dλ =

∫
f (χA + χB) dλ(2.2.75)

=

∫
f χA dλ+

∫
f χB dλ =

∫
A
f dλ+

∫
B
f dλ.

2

2.2.5 Θεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης

Το ϐασικό ϑεώρηµα σύγκλισης για ακολουθίες γενικών (όχι αναγκαστικά µη αρνητικών)
ολοκληρώσιµων συναρτήσεων είναι το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

Θεώρηµα 2.2.28 (Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης). ΄Εστω fn : E → [−∞,+∞]

ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι fn → f σχεδόν παντού και ότι υπάρχει

g : E → [0,+∞] ολοκληρώσιµη, ώστε : για κάθε n ∈ N, |fn| 6 g σχεδόν παντού. Τότε, οι

fn και η f είναι ολοκληρώσιµες, και

(2.2.76) lim
n→∞

∫
fn dλ =

∫
f dλ.

Απόδειξη. Αφού |fn| 6 g και η g είναι ολοκληρώσιµη, κάθε fn είναι ολοκληρώσιµη, από την
παρατήρηση (ε). Η f είναι µετρήσιµη ως όριο (σχεδόν παντού) µετρήσιµων συναρτήσεων,
και

(2.2.77) |fn| 6 g =⇒ |f | 6 g.

΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη.
Για να δείξουµε την σύγκλιση της ακολουθίας των ολοκληρωµάτων, ϑα εφαρµόσουµε

το Λήµµα του Fatou για τις ακολουθίες µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων (g + fn)

και (g − fn) (παρατηρήστε ότι |fn| 6 g =⇒ −g 6 fn 6 g).
Αφού g + fn → g + f και g − fn → g − f , παίρνουµε∫

E
g dλ+

∫
E
f dλ =

∫
E

(g + f) dλ 6 lim inf
n

∫
E

(g + fn) dλ(2.2.78)

=

∫
E
g dλ+ lim inf

n

∫
E
fn dλ
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και ∫
E
g dλ−

∫
E
f dλ =

∫
E

(g − f) dλ 6 lim inf
n

∫
E

(g − fn) dλ(2.2.79)

=

∫
E
g dλ− lim sup

n

∫
E
fn dλ.

΄Αρα,

(2.2.80) lim sup
n

∫
E
fn dλ 6

∫
E
f dλ 6 lim inf

n

∫
E
fn dλ,

το οποίο µας δίνει το συµπέρασµα. 2

Πόρισµα 2.2.29 (ϑεώρηµα ϕραγµένης σύγκλισης). ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε λ(E) <

+∞ και έστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E. Υποθέτουµε ότι fn → f και

ότι υπάρχει M > 0 ώστε |fn| 6M στο E για κάθε n ∈ N. Τότε,

(2.2.81) lim
n→∞

∫
fn dλ =

∫
f dλ.

Απόδειξη. Αφού λ(E) < +∞, η σταθερή συνάρτηση g ≡ M είναι ολοκληρώσιµη στο E.
Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης. 2

Πόρισµα 2.2.30. ΄Εστω f : R→ [−∞,+∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε, η συνάρτηση

(2.2.82) F (x) =

∫ x

−∞
f :=

∫
(−∞,x]

f dλ

είναι συνεχής.

Απόδειξη. Γράφουµε F (x) =
∫
f · χ(−∞,x]. Παρατηρούµε ότι αν xn → x τότε

(2.2.83) f(y)χ(−∞,xn](y)→ f(y)χ(−∞,x](y)

για κάθε y 6= x (εξηγήστε γιατί). Επίσης,

(2.2.84) |f · χ(−∞,xn]| 6 |f |

για κάθε n ∈ N. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης, F (xn) → F (x). Αυτό
αποδεικνύει ότι η F είναι συνεχής. 2

Παραδείγµατα 2.2.31. (α) Αν η f : E → [−∞,+∞] είναι ολοκληρώσιµη και (En) είναι
µία αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε En ↗ E, τότε

(2.2.85)
∫
E
f dλ = lim

n→∞

∫
En

f dλ.
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Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι f χEn → f και |f χEn | 6 |f | για κάθε n ∈ N. Κατόπιν,
εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

(ϐ) ΄Εστω f : [0, 1] → [−∞,+∞] ολοκληρώσιµη. Τότε, για κάθε n ∈ N, η fn(x) = xnf(x)

είναι ολοκληρώσιµη, και

(2.2.86)
∫ 1

0
xnf(x)→ 0.

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι |xnf(x)| 6 |f(x)| στο [0, 1] και ότι fn(x) = xnf(x) → 0

σχεδόν παντού (για όλα τα x 6= 1 µε f(x) 6= ±∞), και µετά να χρησιµοποιήσουµε το
ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

2.3 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. Αν η f : (a, b)→ R είναι παραγωγίσιµη, τότε η f ′ είναι µετρήσιµη.

2. (α) Αν A ⊆ Rd µε λ(A) = 0, δείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : A→ [−∞,+∞] είναι µετρήσιµη.

(ϐ) ΄Εστω A,B µετρήσιµα σύνολα µε λ(B) = 0 και έστω f : A ∪ B → [−∞,+∞] µια συνάρτηση
της οποίας ο περιορισµός f |A στο A είναι µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

(γ) Αν το A ⊆ Rd είναι µετρήσιµο σύνολο και η f : A → R είναι συνεχής σχεδόν παντού στο A,
δείξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

3. (α) ∆ώστε παράδειγµα µη µετρήσιµης συνάρτησης f µε την ιδιότητα η f2 να είναι µετρήσιµη.

(ϐ) ΄Εστω A ⊆ Rd µετρήσιµο και έστω f : A → R. Αν η f2 είναι µετρήσιµη και το σύνολο
{x ∈ A : f(x) > 0} είναι µετρήσιµο, δείξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

4. ΄Εστω A ⊆ Rd µετρήσιµο και fn : A→ [−∞,+∞], n ∈ N, ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων.
∆είξτε ότι το σύνολο

L = {x ∈ A : η ακολουθία (fn(x))∞n=1 συγκλίνει }

είναι µετρήσιµο.

5. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → [−∞,+∞] συνάρτηση µε την εξής
ιδιότητα : Για κάθε q ∈ Q, το σύνολο {x ∈ A : f(x) > q} είναι µετρήσιµο. ∆είξτε ότι η f είναι
µετρήσιµη.

6. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι αν το B ⊆ R είναι σύνολο Borel, τότε το
f−1(B) = {x ∈ Rd : f(x) ∈ B} είναι µετρήσιµο.
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7. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(A) < ∞ και έστω f : A → R Lebesgue µετρήσιµη
συνάρτηση. Ορίζουµε ωf : R→ R µε

ωf (t) = λ({x ∈ A : f(x) > t}).

(α) ∆είξτε ότι η ωf είναι ϕθίνουσα και συνεχής από δεξιά. Σε ποιά σηµεία είναι ασυνεχής ;

(ϐ) Αν οι fk, f : A→ R είναι Lebesgue µετρήσιµες και fk ↑ f , δείξτε ότι ωfk ↑ ωf .

8. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R, f : A→ R µετρήσιµη συνάρτηση και g : R→ R αύξουσα
συνάρτηση. ∆είξτε ότι η g ◦ f : A→ R είναι µετρήσιµη.

9. ΄Εστω f : R → [0,∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε F : [0,∞) → [0,∞] µε F (t) =

λ({f > t}). ∆είξτε ότι η F είναι ϕθίνουσα, συνεχής από δεξιά, και limt→+∞ F (t) = 0.

10. Υποθέτουµε ότι f και fn, n ∈ N, είναι µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις, fn ↘ f , και
υπάρχει k ∈ N ώστε

∫
fk dλ <∞. ∆είξτε ότι∫

f dλ = lim
n→∞

∫
fn dλ.

11. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f > 0 σ.π. Αν
∫
E
f dλ = 0 για κάποιο

µετρήσιµο σύνολο E, δείξτε ότι λ(E) = 0.

12. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫ ∞
−∞

f dλ = lim
n→∞

∫ n

−n
f dλ = lim

n→∞

∫
{f>1/n}

f dλ.

13. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫ ∞
−∞

f dλ = lim
n→∞

∫
{f6n}

f dλ.

14. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Είναι σωστό ότι limx→±∞ f(x) = 0;

15. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν

∞∑
k=−∞

2kλ({f > 2k}) <∞.

16. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχει µετρήσιµο
σύνολο E µε λ(E) <∞, ώστε ∫

E

f dλ >

∫
f dλ− ε.
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Επιπλέον, δείξτε ότι το E µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε η f να είναι ϕραγµένη στο E.

17. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η συνάρτηση F (x) =
∫ x
−∞ f dλ

είναι συνεχής.

18. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0

µε την εξής ιδιότητα : αν λ(E) < δ τότε
∫
E
f dλ < ε.

19. Θεωρώντας τις συναρτήσεις fn = χ[n,n+1) δείξτε ότι στο Λήµµα του Fatou η ανισότητα µπορεί
να είναι γνήσια.

20. ΄Εστω (fn) µια ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Είναι σωστό ότι

lim sup
n→∞

∫
fn dλ 6

∫ (
lim sup
n→∞

fn

)
dλ;

Αν προσθέσουµε την υπόθεση ότι η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη ;

21. ΄Εστω f και fn, n ∈ N, µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις µε fn 6 f για κάθε n ∈ N και
fn → f . ∆είξτε ότι ∫

f dλ = lim
n→∞

∫
fn dλ.

22. ΄Εστω f και fn, n ∈ N, µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις µε fn → f και

lim
n→∞

∫
fn dλ =

∫
f dλ <∞.

∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
E

fn dλ =

∫
E

f dλ

για κάθε µετρήσιµο σύνολοE. ∆ώστε παράδειγµα που να δείχνει ότι αυτό δεν ισχύει αν
∫
f dλ =∞.

[Υπόδειξη : Θεωρήστε τα
∫
E
f dλ και

∫
Ec
f dλ.]

23. ΄Εστω (fn) ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο [a, b]. Αν fn → f οµοιόµορ-
ϕα, δείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και ότι

∫ b
a
|fn − f | dλ→ 0.

24. ∆είξτε ότι ∫ ∞
0

e−xdx = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
dx = 1.

25. Υπολογίστε το limn→∞
∫ n
0

(1− (x/n))nex/2dx (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή σας).

26. ΄Εστω ότι οι f, fn είναι ολοκληρώσιµες και fn ↗ f . Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι
∫
fn dλ→∫

f dλ;
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27. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιµες. Αν
∫
|fn − f | dλ→ 0, δείξτε ότι

∫
fn dλ→

∫
f dλ και

∫
|fn| dλ→∫

|f | dλ.

28. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιµες. Αν
∫
|fn − f | dλ → 0, δείξτε ότι

∫
E
fn dλ →

∫
E
f dλ για κάθε

µετρήσιµο σύνολο E, και
∫
f+n dλ→

∫
f+ dλ.

29. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν
∑∞
k=−∞ 2kλ({|f | >

2k}) <∞.

30. ΄Εστω (fn), (gn) και g ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι |fn| 6 gn, fn → f , gn → g

(όλα αυτά σχεδόν παντού) και ότι
∫
gn dλ →

∫
g dλ. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και ότι∫

fn dλ→
∫
f dλ.

31. ΄Εστω (fn), f ολοκληρώσιµες και έστω ότι fn → f σχεδόν παντού. ∆είξτε ότι
∫
|fn − f | dλ→ 0

αν και µόνο αν
∫
|fn| dλ→

∫
|f | dλ.

32. ΄Εστω (fn) ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ολοκληρώσιµη
συνάρτηση g ώστε |fn| 6 g σχεδόν παντού για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι∫ (

lim inf
n

fn

)
dλ 6 lim inf

n

∫
fn dλ 6 lim sup

n

∫
fn dλ 6

∫ (
lim sup

n
fn

)
dλ.

33. ΄Εστω f µετρήσιµη και σχεδόν παντού πεπερασµένη στο [0, 1].

(α) Αν
∫
E
f dλ = 0 για κάθε µετρήσιµο E ⊂ [0, 1] µε λ(E) = 1/2, δείξτε ότι f = 0 σχεδόν παντού

στο [0, 1].

(ϐ) Αν f > 0 σχεδόν παντού, δείξτε ότι

inf

{∫
E

f dλ : λ(E) >
1

2

}
> 0.

34. ΄Εστω fn : E → R ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε
∑∞
n=1

∫
E
|fn| dλ < +∞. ∆είξτε

ότι :

(α) Η σειρά
∑∞
n=1 fn(x) συγκλίνει σχεδόν για κάθε x ∈ E.

(ϐ) Η συνάρτηση
∑∞
n=1 fn είναι ολοκληρώσιµη και∫ ( ∞∑

n=1

fn

)
dλ =

∞∑
n=1

∫
fn dλ.

35. (α) Αν f > 0 σχεδόν παντού στο E και αν fn = min{f, n}, δείξτε ότι
∫
E
fn dλ→

∫
E
f dλ.

(ϐ) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη στο E και fn = max{min{n, f},−n}, δείξτε ότι
∫
E
fn dλ→

∫
E
f dλ.
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36. ΄Εστω k, n ∈ N µε k 6 n και E1, . . . , En µετρήσιµα υποσύνολα του [0, 1] µε την εξής ιδιότητα :
κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε τουλάχιστον k από τα E1, E2, . . . , En. ∆είξτε ότι υπάρχει i 6 n ώστε
λ(Ei) > k/n.

Οµάδα Β΄

37. (α) ∆είξτε ότι αν η g : R → R είναι συνεχής και η h : R → R είναι Borel µετρήσιµη, τότε η
h ◦ g : R→ R είναι Borel µετρήσιµη.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Cantor–Lebesgue ϐρείτε µια συνεχή συνάρτηση g : R → R
και µια Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση h : R → R ώστε η h ◦ g : R → R να µην είναι Lebesgue
µετρήσιµη.

38. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι η f απεικονίζει Fσ-σύνολα σε Fσ-σύνολα.

(ϐ) ∆είξτε ότι η f απεικονίζει µετρήσιµα σύνολα σε µετρήσιµα σύνολα αν και µόνο αν για κάθε
A ⊂ [a, b] µε λ(A) = 0 ισχύει λ(f(A)) = 0.

39. (α) ΄Εστω fn : R → R Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω α ∈ R. ∆είξτε ότι : αν∑∞
n=1 λ({x : fn(x) > α}) <∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε lim sup

n→∞
fn(x) 6 α για κάθε

x /∈ Z.

(ϐ) ΄Εστω fn : R → R+ Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω εn → 0+. ∆είξτε ότι : αν∑∞
n=1 λ({x : fn(x) > εn}) <∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε fn(x)→ 0 για κάθε x /∈ Z.

40. ΄Εστω fn : [0, 1] → R Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία (αn)

ϑετικών πραγµατικών αριθµών και υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε lim
n→∞

fn(x)
αn

= 0 για κάθε

x /∈ Z.

41. ΄Εστω f : R→ R µετρήσιµη συνάρτηση. Αν η f είναι t-περιοδική και s-περιοδική για κάποιους
t, s > 0 µε t/s /∈ Q, δείξτε ότι η f είναι σχεδόν παντού σταθερή.

42. ΄Εστω E ⊆ R µετρήσιµο. ∆είξτε ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι κατά σηµείο
όριο µιας ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων fn : E → R.

43. ΄Εστω f : R2 → R χωριστά συνεχής συνάρτηση: για κάθε x ∈ R η fx(y) := f(x, y) είναι
συνεχής και για κάθε y ∈ R η fy(x) := f(x, y) είναι συνεχής. ∆είξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

44. ∆είξτε ότι υπάρχει µετρήσιµη συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε την εξής ιδιότητα : αν η g : [0, 1]→ R
είναι σχεδόν παντού ίση µε την f τότε η g είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ [0, 1].

45. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε την εξής ιδιότητα : για κάθε
x ∈ [0, 1] ισχύει supn |fn(x)| dλ < ∞. ∆είξτε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχουν A ⊆ [0, 1] µετρήσιµο
και M > 0 ώστε λ([0, 1] \A) < ε και, για κάθε x ∈ A, supn |fn(x)| 6M .
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46. ΄Εστω {In} ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In ⊆ [0, 1]. Συµβολίζουµε µε fn την χαρακτηρι-
στική συνάρτηση του In.

(α) Αν λ(In) 6 1
n2 για κάθε n ∈ N, δείξτε ότι fn(x)→ 0 σχεδόν παντού.

(ϐ) Εξετάστε αν ισχύει το ίδιο µε την υπόθεση ότι λ(In) 6 1
n για κάθε n ∈ N.

47. Σταθεροποιούµε 0 < a < b και ορίζουµε fn(x) = ae−nax − ne−nbx. ∆είξτε ότι

∞∑
n=1

∫ ∞
0

|fn| dλ =∞

και ∫ ∞
0

( ∞∑
n=1

fn

)
dλ 6=

∞∑
n=1

∫ ∞
0

fn dλ.

48. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x−1/2 αν 0 < x < 1 και f(x) = 0 αλλιώς.
Θεωρούµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} των ϱητών, και ϑέτουµε g(x) =

∑∞
n=1

f(x−qn)
2n .

(α) ∆είξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιµη. Ειδικότερα, |g| <∞ σχεδόν παντού.
(ϐ) ∆είξτε ότι η g είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο και δεν είναι ϕραγµένη σε κανένα διάστηµα.

Τα παραπάνω ισχύουν ακόµα κι αν µεταβάλλουµε τις τιµές της g σε οποιοδήποτε σύνολο µηδενικού
µέτρου Lebesgue.

(γ) ∆είξτε ότι g2 <∞ σχεδόν παντού, αλλά η g2 δεν είναι ολοκληρώσιµη σε κανένα διάστηµα.

49. ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(A) < ∞. Αν f : A → R είναι µια
γνησίως ϑετική µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι : για κάθε t > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε, αν E είναι
Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του A µε λ(E) > t τότε

∫
E
f dλ > δ.

50. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής στο 0. Αν η f είναι ολοκληρώσιµη, δείξτε ότι, για κάθε n ∈ N η
συνάρτηση fn(x) = f(xn) είναι ολοκληρώσιµη.

51. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [0, 1]. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

n
√
f(x) dλ(x) = λ({x : f(x) > 0}).

52. ΄Εστω f : [0, 1] → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, η οποία είναι γνήσια ϑετική σχεδόν
παντού. ΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε την ιδιότητα

lim
n→∞

∫
An

f(x) dλ(x) = 0.

∆είξτε ότι limn→∞ λ(An) = 0.

53. ΄Εστω f : [0,∞)→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για x > 0 ορίζουµε g(x) =
∫∞
0
f(t)e−xt dλ(t).

∆είξτε ότι η g είναι συνεχής και ότι limx→+∞ g(x) = 0.
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54. ΄Εστω f : [0, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για κάθε 0 < x 6 b ορίζουµε g(x) =∫ b
x
f(t)
t dλ(t). ∆είξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιµη στο [0, b] και

∫ b
0
g(x) dλ(x) =

∫ b
0
f(t) dλ(t).

55. ΄Εστω E ⊂ Rd µε λ(E) <∞ και έστω f, g : E → R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις µε∫
E

f dλ =

∫
E

g dλ.

∆είξτε ότι είτε (α) f = g σχεδόν παντού στο E είτε (ϐ) υπάρχει µετρήσιµο A ⊂ E τέτοιο ώστε∫
A

f dλ <

∫
A

g dλ.

56. ΄Εστω f : [0, 1] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάποιο κλειστό σύνολο
A ⊂ R ισχύει το εξήσ: για κάθε E ⊂ [0, 1] µε λ(E) > 0 ισχύει

tE :=
1

λ(E)

∫
E

f dλ ∈ A.

∆είξτε ότι το σύνολο Z = {x ∈ [0, 1] : f(x) /∈ A} έχει µέτρο µηδέν.

57. ΄Εστω f, fn : R→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε, για κάθε n ∈ N,∫
R
|f(t)− fn(t)| dλ(t) 6

1

n2
.

∆είξτε ότι fn → f σχεδόν παντού.

58. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις που ικανοποιούν τα εξήσ:

(α) Υπάρχει µη αρνητική ολοκληρώσιµη h : [0, 1]→ R ώστε : για κάθε n ισχύει |fn| 6 h σχεδόν
παντού.

(ϐ) Για κάθε συνεχή συνάρτηση g : [0, 1]→ R ισχύει∫
[0,1]

fng dλ→ 0.

∆είξτε ότι : για κάθε Borel σύνολο A ⊂ [0, 1],∫
A

fn dλ→ 0.

59. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R µετρήσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε fn → 0 σχεδόν παντού, και∫
[0,1]

|f(x)|2dλ(x) 6 10

για κάθε n. ∆είξτε ότι ∫
[0,1]

|f(x)| dλ(x)→ 0.
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60. ΄Εστω f : R→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υπολογίστε το

lim
n→∞

n

∫
R

ln

(
1 +
|f(x)|2

n2

)
dλ(x).

61. ΄Εστω f : [0, 1]→ [1,∞) ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫
[0,1]

f ln f dλ >
∫
[0,1]

f dλ ·
∫
[0,1]

ln f dλ.





Κεφάλαιο 3

Ολοκλήρωµα Riemann και

Ολοκλήρωµα Lebesgue

3.1 Σύγκριση του ολοκληρώµατος Lebesgue µε το ολοκλήρω-

µα Riemann

΄Εστω f : [a, b] → R. Θα γράφουµε (R)
∫ b
a f για το ολοκλήρωµα Riemann και (L)

∫ b
a f

για το ολοκλήρωµα Lebesgue της f (αν αυτά υπάρχουν). ΄Οπως δείχνει το ϑεώρηµα που
ακολουθεί, το ολοκλήρωµα Lebesgue επεκτείνει το ολοκλήρωµα Riemann.

Θεώρηµα 3.1.1. ΄Εστω f : [a, b]→ R Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε,

(i) Η f είναι µετρήσιµη.

(ii) Η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και

(3.1.1) (L)

∫ b

a
f = (R)

∫ b

a
f.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε τα εξήσ:

(i) Το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

(ii) Αν h > 0 µετρήσιµη και
∫
E h = 0, τότε h = 0 σχεδόν παντού στο E. Εποµένως, αν

f 6 g και
∫
E f =

∫
E g, τότε f = g σχεδόν παντού στο E.

(iii) Αν s =
m∑
i=1

tiχ[ai,bi] είναι µια κλιµακωτή συνάρτηση, τότε

(3.1.2) (L)

∫ b

a
f = (R)

∫ b

a
f.

77
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Υποθέτουµε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. Τότε, υπάρχει ακολουθία (Pn) δια-
µερίσεων του [a, b] µε τις εξής ιδιότητεσ: Pn ⊂ Pn+1 (η Pn+1 είναι εκλέπτυνση της Pn),
‖Pn‖ → 0 (τα πλάτη των διαµερίσεων Pn τείνουν στο 0), και

(3.1.3) L(f, Pn)→ (R)

∫ b

a
f , U(f, Pn)→ (R)

∫ b

a
f.

΄Εστω `n η κλιµακωτή συνάρτηση µε
∫ b
a `n = L(f, Pn) (δηλαδή, ανL(f, Pn) =

∑k−1
i=0 mi(xi+1−

xi) τότε `n =
∑k−1

i=0 miχ[xi,xi+1)) και un η αντίστοιχη κλιµακωτή συνάρτηση µε
∫ b
a un =

U(f, Pn). Τότε,

(3.1.4) `n 6 f 6 un.

Από την Pn ⊂ Pn+1 έπεται ότι η (`n) είναι αύξουσα και η (un) ϕθίνουσα, οπότε ορίζονται
οι συναρτήσεις ` = limn `n και u = limn un, και ` 6 f 6 u. Από το ϑεώρηµα ϕραγµένης
σύγκλισης,

(3.1.5) (L)

∫ b

a
u = lim

n

∫ b

a
un = lim

n
U(f, Pn) = (R)

∫ b

a
f

και

(3.1.6) (L)

∫ b

a
` = lim

n

∫ b

a
`n = lim

n
L(f, Pn) = (R)

∫ b

a
f.

Αφού ` 6 u και
∫ b
a ` =

∫ b
a u, συµπεραίνουµε ότι ` = u σχεδόν παντού. Αφού ` 6 f 6 u,

προκύπτει ότι

(3.1.7) ` = f = u σ.π.

΄Αρα, η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση ως όριο (σχεδόν παντού) ακολουθίας µετρήσιµων
συναρτήσεων. Αυτό αποδεικνύει το (i).

Αφού η f είναι µετρήσιµη και ϕραγµένη, η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. Τέλος,

(3.1.8) (L)

∫ b

a
f = (L)

∫ b

a
u = (R)

∫ b

a
f,

δηλαδή έχουµε αποδείξει το (ii). 2

Σηµείωση. ΄Οπως έχουµε ήδη δεί, η κλάση των ϕραγµένων Lebesgue ολοκληρώσιµων
f : [a, b] → R είναι γνήσια µεγαλύτερη από την κλάση των Riemann ολοκληρώσιµων
f : [a, b]→ R.

Τα παραδείγµατα που ακολουθούν δείχνουν ότι η περίπτωση του γενικευµένου ολο-
κληρώµατος Riemann είναι διαφορετική:
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Παράδειγµα 1. Το γενικευµένο ολοκλήρωµα (IR)
∫∞
0 (sinx/x)dx υπάρχει, αλλά το ολο-

κλήρωµα Lebesgue (L)
∫∞
0 (sinx/x)dx δεν υπάρχει.

Απόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε το γενικευµένο ολοκλήρωµα Riemann σαν µια εναλ-
λάσσουσα σειρά:

(IR)

∫ ∞
0

sinx

x
dx =

∞∑
n=1

∫ nπ

(n−1)π

sinx

x
dx

=
∞∑
n=1

(−1)n−1
∫ nπ

(n−1)π

| sinx|
x

dx

=

∞∑
n=1

(−1)n−1
∫ π

0

| sinx|
x+ (n− 1)π

dx.

Από το κριτήριο του Dirichlet, για να δείξουµε ότι αυτή η σειρά συγκλίνει αρκεί να δείξου-
µε ότι τα ολοκληρώµατα ϕθίνουν στο 0 όταν n → ∞. ΄Οµως, για σταθερό x, η ακολουθία
| sinx|/(x+ (n− 1)π) είναι προφανώς ϕθίνουσα, άρα η αντίστοιχη ακολουθία των ολοκλη-
ϱωµάτων είναι ϕθίνουσα και, για κάθε n > 2,

(3.1.9)
∫ π

0

| sinx|
x+ (n− 1)π

dx 6
1

n− 1
→ 0.

Αυτό αποδεικνύει ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα (IR)
∫∞
0 (sinx/x)dx υπάρχει.

Αν το ολοκλήρωµα Lebesgue υπήρχε, ϑα έπρεπε να ισχύει ότι

(3.1.10) (L)

∫ ∞
0

| sinx|
x

dx < +∞.

΄Οµως, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϐλέπουµε ότι

(L)

∫ ∞
0

| sinx|
x

dx =
∞∑
n=1

∫ nπ

(n−1)π

| sinx|
x

dx

>
∞∑
n=1

1

nπ

∫ π

0
| sinx|dx =∞.

΄Αρα, η sinx/x δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [0,+∞). 2

Παράδειγµα 2. Θεωρούµε την συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = 0 αν x < 0, και

(3.1.11) f(x) =
(−1)n

n+ 1
αν x ∈ [n, n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . .

Το γενικευµένο ολοκλήρωµα Riemann της f

(3.1.12) (IR)

∫ ∞
0

f(x)dx := lim
b→+∞

∫ b

0
f(x)dx
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υπάρχει : είναι ίσο µε

(3.1.13) (IR)

∫ ∞
0

f(x)dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1

(η τελευταία σειρά συγκλίνει). ΄Οµως,

(3.1.14) (L)

∫ ∞
0
|f | =

∞∑
n=0

1

n+ 1
= +∞,

άρα η f δεν είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. 2

Τέτοια προβλήµατα δεν εµφανίζονται αν η συνάρτηση που µελετάµε είναι µη αρνητική.

Θεώρηµα 3.1.2. Αν f > 0 και το γενικευµένο ολοκλήρωµα (IR)
∫∞
−∞ f υπάρχει, τότε η f

είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη, και

(3.1.15) (IR)

∫
f = (L)

∫
f.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn = f χ[−n,n] αυξάνει προς την f .
Κάθε fn είναι Riemann ολοκληρώσιµη (στο [−n, n]), εποµένως µετρήσιµη. ΄Αρα, η f είναι
µετρήσιµη. Επίσης,

(3.1.16) (L)

∫
fn = (R)

∫ n

−n
f(x)dx

για κάθε n ∈ N, δηλαδή κάθε fn είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη. Από την υπόθεση,
υπάρχει το όριο

(3.1.17) lim
n→∞

(R)

∫ n

−n
f(x)dx = (IR)

∫ ∞
−∞

f(x)dx.

Από την άλλη πλευρά, το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείχνει ότι

(3.1.18) lim
n→∞

(L)

∫
fn = (L)

∫
f.

΄Αρα, η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη και

(3.1.19) (IR)

∫
f = (L)

∫
f.

2

Σηµείωση. Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν για γενικευµένα ολοκληρώµατα κάθε είδους
(για παράδειγµα, σε ανοικτό ϕραγµένο διάστηµα).
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Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε έναν χαρακτηρισµό των Riemann ολοκληρώσιµων
f : [a, b]→ R: είναι εκείνες οι ϕραγµένες συναρτήσεις που είναι συνεχείς σχεδόν παντού.
Πριν δώσουµε την ακριβή διατύπωση και την απόδειξη, πρέπει να τονίσουµε ότι η συνθήκη
«συνεχής σχεδόν παντού» είναι τελείως διαφορετική από την «σχεδόν παντού ίση µε συνεχή
συνάρτηση». Για παράδειγµα, η χαρακτηριστική συνάρτηση χQ : [a, b] → R είναι σχεδόν
παντού ίση µε την συνεχή (σταθερή) µηδενική συνάρτηση, αλλά δεν είναι συνεχής σε
κανένα σηµείο του [a, b]. Από την άλλη πλευρά, η χ[0,1/2] : [0, 1]→ R είναι συνεχής σχεδόν
παντού (παντού εκτός από το σηµείο 1/2) αλλά δεν είναι σχεδόν παντού ίση µε καµµία
συνεχή g : [0, 1]→ R (εξηγήστε γιατί). Αυτά τα παραδείγµατα δείχνουν ότι οι δύο συνθήκες
δεν συγκρίνονται.

Θεώρηµα 3.1.3. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f είναι Riemann ολοκλη-

ϱώσιµη αν και µόνο αν

(3.1.20) λ({x ∈ [a, b] : η f είναι ασυνεχής στο x}) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι συνεχής σχεδόν παντού. Επιλέγουµε ακολουθία
(Pn) διαµερίσεων του [a, b] µε Pn ⊂ Pn+1, ‖Pn‖ → 0, και ϑα δείξουµε ότι U(f, Pn) −
L(f, Pn)→ 0.

Θεωρούµε τις συναρτήσεις `n, un που αντιστοιχούν στην Pn, µε `n 6 f 6 un,
∫ b
a `n =

L(f, Pn) και
∫ b
a un = U(f, Pn). ∆ηλαδή, αν Pn = {a = x0 < · · · < xk = b} ορίζουµε

(3.1.21) `n =

k−1∑
i=0

miχ[xi,xi+1) και un =

k−1∑
i=0

Miχ[xi,xi+1).

Τότε, `n ↗ ` και un ↘ u, όπου ` 6 f 6 u.
Οι `n, un είναι µετρήσιµες και οµοιόµορφα ϕραγµένες (από το supremum και το infi-

mum της f στο [a, b]). Από το ϑεώρηµα ϕραγµένης σύγκλισης ϐλέπουµε ότι

(3.1.22)
∫ b

a
`n →

∫ b

a
` και

∫ b

a
un →

∫ b

a
u.

∆ηλαδή,

(3.1.23) L(f, Pn)→
∫ b

a
` και U(f, Pn)→

∫ b

a
u.

Αρκεί να δείξουµε ότι

(3.1.24)
∫ b

a
` =

∫ b

a
u.
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Αυτό ισχύει για τον εξής λόγο: αν P =
⋃∞
n=1 Pn και αν A είναι το σύνολο των σηµείων

ασυνέχειας της f στο [a, b], τότε για κάθε x ∈ [a, b]\(A∪P ) έχουµε `(x) = u(x). Πράγµατι :
έστω x ∈ [a, b]\(A∪P ) και έστω ε > 0. Αφού η f είναι συνεχής στο x, υπάρχει δ > 0 ώστε :
αν y, z ∈ (x− δ, x+ δ) τότε |f(y)− f(z)| < ε. Επιλέγουµε n0 για το οποίο ‖Pn0‖ < δ. Αν
[xi, xi+1] είναι το υποδιάστηµα της Pn0 στο οποίο ανήκει το x, τότε [xi, xi+1] ⊆ (x−δ, x+δ),
άρα

(3.1.25) Mi −mi = sup{f(y) : y ∈ [xi, xi+1]} − inf{f(z) : z ∈ [xi, xi+1]} 6 ε,

δηλαδή 0 6 un0(x)− `n0(x) 6 ε. Ακόµα,

(3.1.26) 0 6 u(x)− `(x) 6 un0(x)− `n0(x) 6 ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι u(x) = `(x). ΄Αρα, ` = u σχεδόν παντού, το οποίο
δείχνει ότι

∫ b
a ` =

∫ b
a u.

Αντίστροφα: Υποθέτουµε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Επιλέγουµε
ακολουθία διαµερίσεων (Pn)n µε Pn ⊆ Pn+1 για κάθε n και

(3.1.27) L(f, Pn)→
∫ b

a
f , U(f, Pn)→

∫ b

a
f.

Για κάθε n ∈ N, ϑεωρούµε τις κλιµακωτές συναρτήσεις `n και un που αντιστοιχούν στην
Pn, µε `n 6 f 6 un και

(3.1.28)
∫ b

a
`n = L(f, Pn) ,

∫ b

a
un = U(f, Pn).

Η ακολουθία (`n) είναι αύξουσα και η (un) είναι ϕθίνουσα. ΄Εστω ` = limn `n και u =

limn un. Τότε ` 6 f 6 u και από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης

(3.1.29)
∫ b

a
` = lim

n→∞

∫ b

a
`n = lim

n→∞
L(f, Pn) =

∫ b

a
f

και

(3.1.30)
∫ b

a
u = lim

n→∞

∫ b

a
un = lim

n→∞
U(f, Pn) =

∫ b

a
f.

΄Αρα,

(3.1.31)
∫ b

a
` =

∫ b

a
u.

Αφού ` 6 u, έπεται ότι ` = u σχεδόν παντού.
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΄Εστω C = {x ∈ [a, b] : `(x) = u(x)} και έστω P =
⋃∞
n=1 Pn. Θα δείξουµε ότι για κάθε

x ∈ C \ P η f είναι συνεχής στο x. Πράγµατι : ΄Εστω x ∈ C \ P και έστω ε > 0. Τότε
`(x) = u(x), άρα υπάρχει n0 µε 0 6 un0(x)− `n0(x) < ε. Αυτό σηµαίνει ότι αν (xi, xi+1)

είναι το υποδιάστηµα της Pn0 στο οποίο ανήκει το x, τότε

(3.1.32) sup{f(y) : y ∈ [xi, xi+1]} − inf{f(z) : z ∈ [xi, xi+1]} < ε.

΄Επεται ότι η f είναι συνεχής στο x (εξηγήστε γιατί).
Συµπεραίνουµε ότι αν A είναι το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f , τότε A ⊆

([a, b] \ C) ∪ P , άρα λ(A) = 0. 2

3.2 Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue

΄Εστω f : [a, b] → R µια Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Θεωρούµε το αόριστο
ολοκλήρωµα της f :

(3.2.1) F (x) =

∫ x

a
f(y)dy, a 6 x 6 b.

Γνωρίζουµε ότι αν x ∈ [a, b] και η f είναι συνεχής στο x τότε η F είναι παραγωγίσιµη στο
x και F ′(x) = f(x). Γνωρίζουµε επίσης ότι το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f έχει
µηδενικό µέτρο Lebesgue.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της παραγώγου, η F είναι παραγωγίσιµη στο x αν υπάρχει το
όριο

(3.2.2) lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
,

το οποίο, στην περίπτωσή µας, παίρνει την µορφή

(3.2.3) lim
h→0

1

h

∫ x+h

x
f(y)dy = lim

|I|→0

1

|I|

∫
I
f(y)dy

αν χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό I = (x, x + h) και γράψουµε |I| για το µήκος του
διαστήµατος I. Θα αλλάξουµε λίγο το πλαίσιο, ϑεωρώντας το όριο

(3.2.4) lim
|I|→0
x∈I

1

|I|

∫
I
f(y)dy,

όπου, πλέον, ϑεωρούµε όλα τα ανοικτά διαστήµατα I τα οποία περιέχουν το x και αφήνουµε
το µήκος τους να πάει στο µηδέν. Παρατηρήστε ότι η ποσότητα 1

|I|
∫
I f(y)dy είναι η µέση
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τιµή της f στο διάστηµα I. Πάλι, είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι, αν η f είναι ολοκληρώσιµη
στο [a, b], τότε

(3.2.5) lim
|I|→0
x∈I

1

|I|

∫
I
f(y)dy = f(x)

σε κάθε σηµείο συνέχειας της f (άρα, σχεδόν παντού στο [a, b]).
Το ερώτηµα που ϑα µας απασχολήσει είναι το εξήσ: δίνεται µια ολοκληρώσιµη συνάρ-

τηση f : Rd → R (ϑα γράφουµε f ∈ L1(Rd)). Είναι σωστό ότι

(3.2.6) lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y)dλ(y) = f(x)

σχεδόν παντού στον Rd; Με B συµβολίζουµε ανοικτές µπάλες του Rd: για δοθέν x ϑεω-
ϱούµε εκείνες τις µπάλες που περιέχουν το x και αφήνουµε τον όγκο τους (ισοδύναµα, την
ακτίνα τους) να πάει στο µηδέν.

Παρατηρήστε ότι η (3.2.6) ισχύει σε κάθε σηµείο συνέχειας της f . Αν υποθέσουµε ότι
η f είναι συνεχής στο x και αν ϑεωρήσουµε τυχόν ε > 0 τότε υπάρχει δ > 0 ώστε : αν
|y − x| < δ τότε |f(x) − f(y)| < ε/2. Τότε, για κάθε µπάλα B που περιέχει το x και έχει
ακτίνα µικρότερη από δ/2, όλα τα y ∈ B ικανοποιούν την |y−x| < δ, απ¨ όπου παίρνουµε∣∣∣∣f(x)− 1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B

(f(x)− f(y)) dλ(y)

∣∣∣∣
6

1

λ(B)

∫
B
|f(x)− f(y)| dλ(y) 6

ε

2
< ε.

΄Επεται η (3.2.6).
Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου είναι το ϑεώρηµα παραγώγισης του

Lebesgue, το οποίο δίνει κάτι πολύ ισχυρότερο.

Θεώρηµα 3.2.1 (ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue). Αν f ∈ L1(Rd) τότε

(3.2.7) lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y)dλ(y) = f(x)

σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Lebesgue λ στον Rd.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστεί να κάνουµε ϐαθύτερη µελέτη της συµπεριφοράς των
µέσων τιµών µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης σε µπάλες. Στην επόµενη παράγραφο εισά-
γουµε τη µεγιστική συνάρτηση των Hardy και Littlewood και µελετάµε την συνάρτηση
κατανοµής της µε τη ϐοήθεια του λήµµατος κάλυψης του Vitali.
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3.2.1 Η µεγιστική συνάρτηση των Hardy και Littlewood

Ορισµός 3.2.2 (µεγιστική συνάρτηση). ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Ορίζουµε τη µεγιστική συνάρ-
τηση f∗ της f ως εξήσ:

(3.2.8) f∗(x) = sup
x∈B

1

λ(B)

∫
B
|f(y)| dλ(y), x ∈ Rd

όπου το supremum παίρνεται πάνω από όλες τις ανοικτές µπάλες που περιέχουν το x. Με
λίγα λόγια, αντικαθιστούµε το (Ϲητούµενο) όριο των µέσων τιµών του Θεωρήµατος 3.2.1 µε
το supremum τους, και την f µε την |f |.

Οι ϐασικές ιδιότητες της f∗ δίνονται στο επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Τότε :

(i) Η f∗ είναι µετρήσιµη.

(ii) Ισχύει f∗(x) <∞ σχεδόν παντού.

(iii) Για κάθε α > 0 ισχύει

(3.2.9) λ({x ∈ Rd : f∗(x) > α}) 6 Cd
α
‖f‖1,

όπου ‖f‖1 =
∫
|f |dλ και Cd = 3d.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η f∗ είναι µετρήσιµη συνάρτηση. Παρατηρούµε ότι, για
κάθε α > 0 το σύνολο Eα = {x ∈ Rd : f∗(x) > α} είναι ανοικτό. Πράγµατι, αν f∗(x) > α

τότε υπάρχει µπάλα Bx η οποία περιέχει το x και για την οποία

(3.2.10)
1

λ(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dλ(y) > α,

και τότε, για κάθε z ∈ Bx έχουµε

(3.2.11) f∗(z) >
1

λ(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dλ(y) > α,

δηλαδή Bx ⊆ Eα.
Ο ισχυρισµός (ii) είναι συνέπεια του ισχυρισµού (iii). Παρατηρούµε ότι, για κάθε α > 0

ισχύει

(3.2.12) {x : f∗(x) =∞} ⊆ {x : f∗(x) > α},

άρα

(3.2.13) λ({x : f∗(x) =∞}) 6 λ({x : f∗(x) > α}) 6 Cd
α
‖f‖1.

Αφήνοντας το α→∞ συµπεραίνουµε ότι λ({x : f∗(x) =∞}) = 0.
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Παρατήρηση 3.2.4. Η ϐασική ανισότητα (3.2.9) είναι µια ασθενούς τύπου ανισότητα,
µε την έννοια ότι υπολείπεται του ισχυρισµού ότι ‖f∗‖1 6 Cd‖f‖1. Πράγµατι, αν είχαµε
κάτι τέτοιο τότε, από την ανισότητα Markov, για κάθε α > 0 ϑα γράφαµε

(3.2.14) λ({x : f∗(x) > α}) 6 1

α
‖f∗‖1 6

Cd
α
‖f‖1.

Στην πραγµατικότητα, η f∗ δεν είναι (σχεδόν ποτέ) ολοκληρώσιµη, και η (3.2.9) είναι η
καλύτερη πληροφορία που ϑα µπορούσαµε να πάρουµε για την κατανοµή της συναρτήσει
της ‖f‖1.

Για την απόδειξη του ισχυρισµού (iii) ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα λήµµα κάλυψης του
Vitali.

Λήµµα 3.2.5. ΄Εστω B = {B1, B2, . . . , BN} µια πεπερασµένη οικογένεια από ανοικτές

µπάλες στον Rd. Μπορούµε να ϐρούµε 1 6 i1, . . . , ik 6 N ώστε οι µπάλες Bi1 , . . . , Bik να

είναι ξένες ανά δύο και να ισχύει

(3.2.15) λ

(
N⋃
`=1

B`

)
6 3d

k∑
j=1

λ(Bij ).

Απόδειξη. Η επιλογή των Bij γίνεται µε τον πιο ϕυσιολογικό τρόπο. Στο πρώτο ϐήµα,
επιλέγουµε µία από τις µπάλες, την Bi1 , έτσι ώστε να έχει την µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα.
Κατόπιν, την αφαιρούµε από την B µαζί µε όλες τις µπάλες της B που την τέµνουν. Οι
υπόλοιπες µπάλες σχηµατίζουν µια υποοικογένεια B′ της B στην οποία επαναλαµβάνουµε
την ίδια διαδικασία. Επιλέγουµε µία από τις µπάλες της B′, την Bi2 , έτσι ώστε να έχει την
µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα. Κατόπιν, την αφαιρούµε από την B′ µαζί µε όλες τις µπάλες
της B′ που την τέµνουν. Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, µετά από N το πολύ ϐήµατα,
έχουµε επιλέξει κάποιες (ξένες) µπάλες Bi1 , . . . , Bik και η διαδικασία τερµατίζεται.

Για την απόδειξη της (3.2.15) ϑα χρησιµοποιήσουµε την εξής παρατήρηση: αν B και
B′ είναι δύο ανοικτές µπάλες µε B ∩B′ 6= ∅ και αν η ακτίνα r(B) της B είναι µεγαλύτερη
ή ίση από την ακτίνα r(B′) της B′, τότε η B′ περιέχεται στην µπάλα B̃ που έχει το ίδιο
κέντρο µε την B και ακτίνα r(B̃) = 3r(B). Η απόδειξη είναι απλή συνέπεια της τριγωνικής
ανισότητας.

Συµβολίζοντας µε B̃ij τη µπάλα που έχει το ίδιο κέντρο µε την Bij και ακτίνα r(B̃ij ) =

3r(Bij ), και παρατηρώντας ότι κάθε B` ∈ B τέµνει κάποια Bij για την οποία r(B`) 6

r(Bij ), συµπεραίνουµε ότι

(3.2.16)
N⋃
`=1

B` ⊆
k⋃
j=1

B̃ij .
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΄Αρα,

(3.2.17) λ

(
N⋃
`=1

B`

)
6 λ

 k⋃
j=1

B̃ij

 6
k∑
j=1

λ(B̃ij ) = 3d
k∑
j=1

λ(Bij ).

΄Ετσι, έχουµε αποδείξει την (3.2.15).

Απόδειξη του ισχυρισµού (iii). ΄Εστω α > 0. Ορίζουµε Eα = {x : f∗(x) > α} και για
κάθε x ∈ Eα επιλέγουµε ανοικτή µπάλα Bx µε x ∈ Bx και

(3.2.18)
1

λ(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dλ(y) > α.

Ισοδύναµα,

(3.2.19) λ(Bx) <
1

α

∫
Bx

|f(y)| dλ(y).

Θεωρούµε τυχόν συµπαγές K ⊆ Eα. ΄Εχουµε K ⊆
⋃
x∈K Bx, άρα υπάρχει πεπερασµένη

οικογένεια B = {Bx1 , . . . , BxN } ώστε

(3.2.20) K ⊆
N⋃
`=1

Bx` .

Από το λήµµα του Vitali µπορούµε να ϐρούµε 1 6 i1, . . . , ik 6 N ώστε οι µπάλες Bxij ,
j = 1, . . . , k, να είναι ξένες, και

(3.2.21) λ

(
N⋃
`=1

Bx`

)
6 3d

k∑
j=1

λ(Bxij ).

Αφού οι Bxi1 , . . . , Bxik είναι ξένες, συνδυάζοντας τις (3.2.19) και (3.2.21) γράφουµε

λ(K) 6 λ

(
N⋃
`=1

Bx`

)
6 3d

k∑
j=1

λ(Bxij )

6
3d

α

k∑
j=1

∫
Bxij

|f(y)| dλ(y) =
3d

α

∫
⋃k
j=1Bxij

|f(y)| dλ(y)

6
3d

α

∫
Rd
|f(y)| dλ(y) =

3d

α
‖f‖1.

Αφού λ(Eα) = sup{λ(K) : K συµπαγές υποσύνολο του Eα}, έπεται το Ϲητούµενο. 2
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3.2.2 Το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε το Θεώρηµα 3.2.1 και παρουσιάζουµε κάποιες
παραλλαγές και κάποιες σηµαντικές εφαρµογές του.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.2.1. ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος
αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε α > 0, το σύνολο

(3.2.22) Eα =

x ∈ Rd : lim sup
λ(B)→0
x∈B

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ > 2α


έχει µέτρο λ(Eα) = 0. Τότε, το σύνολο E =

⋃∞
n=1E1/n έχει µέτρο λ(E) = 0, και για κάθε

x /∈ E ισχύει

(3.2.23) lim sup
λ(B)→0
x∈B

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ = 0,

δηλαδή,

(3.2.24) lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y) = f(x).

Σταθεροποιούµε α > 0 και για τυχόν ε > 0 επιλέγουµε συνεχή συνάρτηση g µε συµπαγή
ϕορέα, η οποία ικανοποιεί την

(3.2.25) ‖f − g‖1 < ε.

(Το γεγονός ότι µια τέτοια προσέγγιση είναι πάντα δυνατή ϑα αποδειχθεί στο επόµενο
κεφάλαιο). Αφού η g είναι συνεχής, για κάθε x ∈ Rd έχουµε

(3.2.26) lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
g(y) dλ(y) = g(x).

Γράφουµε

1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)− f(x) =

1

λ(B)

∫
B

(f(y)− g(y)) dλ(y) +
1

λ(B)

∫
B
g(y) dλ(y)− g(x)

+ g(x)− f(x),

οπότε∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ 6 1

λ(B)

∫
B
|f(y)− g(y)| dλ(y) +

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
g(y) dλ(y)− g(x)

∣∣∣∣
+ |g(x)− f(x)|

6 (f − g)∗(x) +

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
g(y) dλ(y)− g(x)

∣∣∣∣+ |g(x)− f(x)|,
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άρα

lim sup
λ(B)→0
x∈B

∣∣∣∣ 1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y)− f(x)

∣∣∣∣ 6 (f − g)∗(x) + |g(x)− f(x)|.

Αν λοιπόν ορίσουµε

(3.2.27) Fα = {x : (f − g)∗(x) > α} και Gα = {x : |f(x)− g(x)| > α},

έχουµε Eα ⊆ Fα ∪Gα (αν u+ v > 2α τότε είτε u > α ή v > α).
Τώρα, χρησιµοποιώντας την

(3.2.28) λ(Fα) = λ({x : (f − g)∗(x) > α}) 6 3d

α
‖f − g‖1

(ϐλέπε Θεώρηµα 3.2.3 (iii)) και την

(3.2.29) λ(Gα) = λ({x : |f(x)− g(x)| > α}) 6 1

α
‖f − g‖1

που είναι άµεση από την ανισότητα του Markov, παίρνουµε

(3.2.30) λ(Eα) 6 λ(Fα) + λ(Gα) 6
3d + 1

α
‖f − g‖1 =

C ′d
α
ε,

όπου C ′d = 3d + 1. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι λ(Eα) = 0, και η
απόδειξη είναι πλήρης. 2

Παρατήρηση 3.2.6. ΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 3.2.1 είναι το γεγονός ότι : αν
f ∈ L1(Rd) τότε |f(x)| 6 f∗(x) σχεδόν παντού (εξηγήστε γιατί).

Ορισµός 3.2.7. Μια µετρήσιµη συνάρτηση f στον Rd λέγεται τοπικά ολοκληρώσιµη αν
για κάθε µπάλα B ⊂ Rd η συνάρτηση f(x)χB(x) είναι ολοκληρώσιµη. Συµβολίζουµε µε
Lloc(Rd) την κλάση των τοπικά ολοκληρώσιµων συναρτήσεων.

Παρατηρούµε ότι αν f ∈ Lloc(Rd) και αν σταθεροποιήσουµε µια ανοικτή µπάλα B0

(π.χ. την B(0, k) για κάποιον k ∈ N) τότε για κάθε x ∈ B0 έχουµε

(3.2.31)
1

λ(B)

∫
B
f(y) dλ(y) =

1

λ(B)

∫
B
f(y)χB0(y) dλ(y)

αν ϑεωρήσουµε B που περιέχει το x και είναι αρκετά µικρή ώστε να περιέχεται στην B0.
Εφαρµόζοντας λοιπόν το ϑεώρηµα παραγώγισης για την ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ·χB0

ϐλέπουµε ότι

lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y)dλ(y) = f(x)

σχεδόν παντού στην B0. Κάνοντας την ίδια δουλειά µε B0 = B(0, k), k = 1, 2, . . . , έχουµε
την ακόλουθη επέκταση του Θεωρήµατος 3.2.1:
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Θεώρηµα 3.2.8. Αν f ∈ Lloc(Rd) τότε

(3.2.32) lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y)dλ(y) = f(x)

σχεδόν παντού ως προς το µέτρο Lebesgue λ στον Rd. 2

Μπορούµε µάλιστα να δείξουµε κάτι ισχυρότερο. ∆ίνουµε πρώτα έναν ορισµό.

Ορισµός 3.2.9. ΄Εστω f ∈ Lloc(Rd). Το σύνολο Lebesgue Leb(f) της f αποτελείται από
όλα τα x ∈ Rd για τα οποία |f(x)| <∞ και

lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
|f(y)− f(x)| dλ(y) = 0.

Στην Παράγραφο 3.2.1 είδαµε ότι αν η f είναι συνεχής στο x τότε x ∈ Leb(f). Επίσης,
είναι ϕανερό ότι αν x ∈ Leb(f) τότε

lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
f(y)dλ(y) = f(x).

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι αν f ∈ Lloc(Rd) τότε σχεδόν κάθε x ∈ Rd ανήκει στο
σύνολο Lebesgue της f .

Θεώρηµα 3.2.10. ΄Εστω f ∈ Lloc(Rd). Τότε,

(3.2.33) λ(Rd \ Leb(f)) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω q ∈ Q. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.2.8 για την τοπικά ολοκληρώσιµη
συνάρτηση |f(y)− q| ϐλέπουµε ότι υπάρχει Eq ⊂ Rd µε λ(Eq) = 0 ώστε : αν x /∈ Eq τότε

lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
|f(y)− q| dλ(y) = |f(x)− q|.

Θέτουµε E =
⋃
q∈Q

Eq. Τότε, λ(E) = 0 και ϑα δείξουµε ότι : αν x /∈ E και |f(x)| <∞ τότε

x ∈ Leb(f).
Θεωρούµε τυχόν ε > 0 και επιλέγουµε ϱητό q µε |f(x)− q| < ε. Γράφουµε

(3.2.34)
1

λ(B)

∫
B
|f(y)− f(x)| dλ(y) 6

1

λ(B)

∫
B
|f(y)− q| dλ(y) + |f(x)− q|

για κάθε µπάλα B µε x ∈ B, και αφήνοντας το λ(B)→ 0 παίρνουµε

(3.2.35) lim sup
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
|f(y)− f(x)| dλ(y) 6 |f(x)− q|+ |f(x)− q| < 2ε,
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διότι x /∈ Eq. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι

lim
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B
|f(y)− f(x)| dλ(y) = 0,

δηλαδή x ∈ Leb(f).

Μία ενδιαφέρουσα και χρήσιµη εφαρµογή του ϑεωρήµατος παραγώγισης του Lebesgue
αφορά την δοµή των µετρήσιµων υποσυνόλων του Rd.

Ορισµός 3.2.11. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Λέµε ότι το x ∈ Rd είναι σηµείο
πυκνότητας του E αν

(3.2.36) lim
λ(B)→0
x∈B

λ(E ∩B)

λ(B)
= 1.

Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε ε ∈ (0, 1) και για κάθε ανοικτή µπάλα B που περιέχει το x και
έχει αρκετά µικρή ακτίνα, ισχύει

(3.2.37) λ(E ∩B) > (1− ε)λ(B).

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.2.8 στην τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση χE παίρνουµε
αµέσως το εξήσ:

Θεώρηµα 3.2.12. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Τότε, σχεδόν κάθε σηµείο του E

είναι σηµείο πυκνότητας του E και σχεδόν κάθε x /∈ E δεν είναι σηµείο πυκνότητας του E

– ακριβέστερα, σχεδόν όλα τα x /∈ E είναι σηµεία πυκνότητας του Rd \ E, άρα ικανοποιούν

την

(3.2.38) lim
λ(B)→0
x∈B

λ(E ∩B)

λ(B)
= 0.

3.3 Συναρτήσεις ϕραγµένης κύµανσης

3.3.1 Ορισµός και παραδείγµατα

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω φ : [a, b]→ R µια συνάρτηση. Αν P = {a = x0 < x1 < · · · < xn =

b} είναι µια διαµέριση του [a, b], ονοµάζουµε κύµανση της φ ως προς την P τον αριθµό

(3.3.1) V (φ, P ) =

n−1∑
k=0

|φ(xk+1)− φ(xk)|.
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Μια πρώτη ϐασική παρατήρηση είναι ότι «η κύµανση της φ µεγαλώνει αν εκλεπτύνουµε
τη διαµέριση».

Λήµµα 3.3.2. ΄Εστω φ : [a, b]→ R και P,Q δύο διαµερίσεις του [a, b]. Αν P ⊆ Q, τότε

(3.3.2) V (φ, P ) 6 V (φ,Q).

Απόδειξη. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} και έστω xk < y < xk+1 για κάποιο
k = 0, 1, . . . , n− 1. Αν ϑεωρήσουµε τη διαµέριση P1 = P ∪ {y}, τότε απλή εφαρµογή της
τριγωνικής ανισότητας δίνει

V (φ, P ) =
n−1∑
j=0

|φ(xj+1)− φ(xj)|

=
k−1∑
j=0

|φ(xj+1)− φ(xj)|+ |φ(xk+1)− φ(xk)|+
n−1∑
j=k+1

|φ(xj+1)− φ(xj)|

6
k−1∑
j=0

|φ(xj+1)− φ(xj)|+ |φ(y)− φ(xk)|+ |φ(xk+1)− φ(y)|

+
n−1∑
j=k+1

|φ(xj+1)− φ(xj)|

= V (φ, P1).

Στη γενική περίπτωση ηQ προκύπτει από την P µε την προσθήκη πεπερασµένων το πλήθος
σηµείων y1, . . . , ym, οπότε

(3.3.3) V (φ, P ) 6 V (φ, P ∪ {y1}) 6 · · · 6 V (φ, P ∪ {y1, . . . , ym}) = V (φ,Q).

2

Ορισµός 3.3.3. ΄Εστω φ : [a, b]→ R. Η κύµανση της φ στο [a, b] είναι η ποσότητα

(3.3.4) V (φ) = sup{V (φ, P ) | P διαµέριση του [a, b]}.

Αν V (φ) < +∞ τότε λέµε ότι η φ έχει ϕραγµένη κύµανση (αν V (φ) = +∞, λέµε ότι η φ
έχει άπειρη κύµανση). ΄Οταν ϑέλουµε να τονίσουµε το διάστηµα στο οποίο υπολογίζεται η
κύµανση της φ ϑα γράφουµε V (φ | a, b).

Μια τεχνική παρατήρηση η οποία συχνά απλουστεύει τον υπολογισµό της κύµανσης
είναι η εξής (η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση).
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Λήµµα 3.3.4. ΄Εστω φ : [a, b]→ R και έστω Q διαµέριση του [a, b]. Τότε,

(3.3.5) V (φ) = sup{V (φ, P ) | P διαµέριση του [a, b] , P ⊇ Q}.

Μία από τις συνέπειες του Λήµµατος 3.3.4 είναι η «προσθετικότητα της κύµανσης ως
προς διαδοχικά υποδιαστήµατα»:

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω φ : [a, b]→ R και έστω γ ∈ (a, b). Τότε,

(3.3.6) V (φ | a, b) = V (φ | a, γ) + V (φ | γ, b).

Ειδικότερα,

(3.3.7) V (φ | γ, δ) 6 V (φ | a, b)

για κάθε [γ, δ] ⊂ [a, b].

Απόδειξη. Θεωρούµε την διαµέριση Q = {a < γ < b} του [a, b]. Από το Λήµµα 3.3.4
έχουµε

V (φ | a, b) = sup{V (φ, P ) | P διαµέριση του [a, b] , P ⊇ Q}

= sup{V (φ, P ) | P διαµέριση του [a, b] , γ ∈ P}.

Παρατηρούµε ότι κάθε διαµέριση P του [a, b] που περιέχει το γ είναι της µορφής P =

P1 ∪ P2 όπου P1 διαµέριση του [a, γ] και P2 διαµέριση του [γ, b]. Επιπλέον, από τον
ορισµό της κύµανσης ως προς διαµέριση, ισχύει

(3.3.8) V (φ, P | a, b) = V (φ, P1 | a, γ) + V (φ, P2 | γ, b).

Αντίστροφα, κάθε Ϲευγάρι διαµερίσεων P1, P2 των [a, γ] και [γ, b] αντίστοιχα, δίνει µια
διαµέριση P = P1 ∪ P2 του [a, b] η οποία περιέχει το γ. Χρησιµοποιώντας και την (3.3.8)
ϐλέπουµε ότι

(3.3.9)
{
V (φ, P | a, b) | γ ∈ P

}
=
{
V (φ, P1 | a, γ) + V (φ, P2 | γ, b)

}
(το πρώτο σύνολο είναι πάνω από όλες τις διαµερίσεις P του [a, b] που περιέχουν το γ

ενώ το δεύτερο πάνω από όλα τα Ϲευγάρια διαµερίσεων των [a, γ] και [γ, b]). Παίρνοντας
supremum και στα δύο µέλη έχουµε

V (φ | a, b) = sup
γ∈P

V (φ, P | a, b) = sup
P1

V (φ, P1 | a, γ) + sup
P2

V (φ, P2 | γ, b)

= V (φ | a, γ) + V (φ | γ, b).
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Με επαγωγή µπορούµε να δείξουµε ότι αν γράψουµε το [a, b] σαν ένωση [a, a1] ∪ [a1, a2] ∪
· · · ∪ [as−1, as] οσωνδήποτε διαδοχικών διαστηµάτων, τότε

(3.3.10) V (φ | a, b) =

s−1∑
i=0

V (φ | ai, ai+1)

όπου a0 = a και as = b. Από την (3.3.10) έπεται αµέσως η (3.3.7). 2

Τα παραδείγµατα που ακολουθούν εξηγούν τον ορισµό της κύµανσησ: είναι ένα µέτρο
της ολικής µεταβολής των τιµών της φ στο [a, b]. Λίγη σκέψη δείχνει ότι οι συναρτήσεις που
έχουν ϕραγµένη κύµανση είναι υποχρεωτικά ϕραγµένεσ:

Λήµµα 3.3.6. ΄Εστω φ : [a, b]→ R. Αν V (φ) < +∞ τότε η φ είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ (a, b). Θεωρούµε τη διαµέριση Px = {a < x < b} του [a, b]. Τότε,

(3.3.11) |φ(x)− φ(a)| 6 |φ(x)− φ(a)|+ |φ(b)− φ(x)| = V (φ, Px) 6 V (φ),

άρα

(3.3.12) |φ(x)| 6 V (φ) + |φ(a)|.

΄Επεται ότι |φ(x)| 6M για κάθε x ∈ [a, b], όπου M = max{V (φ) + |φ(a)|, |φ(b)|}. 2

Παραδείγµατα 3.3.7. (α) Αν η φ : [a, b]→ R είναι µονότονη, τότε

(3.3.13) V (φ) = |φ(b)− φ(a)|.

Για παράδειγµα, αν η φ είναι αύξουσα τότε για κάθε διαµέριση P = {a = x0 < x1 < · · · <
xn = b} του [a, b] έχουµε

(3.3.14) V (φ, P ) =

n−1∑
k=0

|φ(xk+1)− φ(xk)| =
n−1∑
k=0

(
φ(xk+1)− φ(xk)

)
= φ(b)− φ(a).

΄Αρα,

(3.3.15) V (φ) = sup
P
V (φ, P ) = φ(b)− φ(a).

(ϐ) Λέµε ότι η φ : [a, b] → R είναι κατά τµήµατα µονότονη αν υπάρχουν πεπερασµένα
το πλήθος σηµεία a = a0 < a1 < · · · < as = b στο [a, b] ώστε η φ να είναι µονότονη σε
καθένα από τα διαστήµατα [ai, ai+1], i = 0, 1, . . . , s − 1. Από την Πρόταση 3.3.5 και το
Παράδειγµα (α),

(3.3.16) V (φ | a, b) =

s−1∑
i=0

V (φ | ai, ai+1) =

s−1∑
i=0

|φ(ai+1)− φ(ai)|.
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Ειδικότερα, η φ έχει ϕραγµένη κύµανση.

(γ) ΄Εστω γ ∈ (a, b) και έστω φ : [a, b]→ R η συνάρτηση µε φ(γ) = 1 και φ(x) = 0 αλλιώς.
Η φ είναι αύξουσα στο [a, γ] και ϕθίνουσα στο [γ, b]. ΄Αρα,

(3.3.17) V (φ) = |φ(γ)− φ(a)|+ |φ(b)− φ(γ)| = 2

από το Παράδειγµα (ϐ).

(δ) Υπάρχουν ϕραγµένες συναρτήσεις που δεν έχουν ϕραγµένη κύµανση. ΄Ενα παράδειγµα
µας δίνει η συνάρτηση g του Dirichlet στο [0, 1]. Για κάθε n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε
ϱητούς qk και άρρητους αk µε 0 < q1 < α1 < · · · < qn < αn < 1. Αν P είναι η διαµέριση
του [0, 1] που σχηµατίζουν όλα αυτά τα σηµεία,

(3.3.18) V (g) > V (g, P ) >
n∑
k=1

|g(αk)− g(qk)| = n.

Αφού V (g) > n για κάθε n, η g έχει άπειρη κύµανση.

(ε) Υπάρχουν συνεχείς φ : [a, b]→ R που δεν έχουν ϕραγµένη κύµανση. ΄Ενα παράδειγµα
είναι το εξήσ: Γράφουµε το [0, 1] στη µορφή

(3.3.19) [0, 1] = {0} ∪
∞⋃
n=1

[ 1

2n
,

1

2n−1
]
.

Σε κάθε διάστηµα [1/2n, 1/2n−1] ορίζουµε µια «τριγωνική συνάρτηση» ως εξήσ: ϑέτουµε
φ(1/2n) = 0 = φ(1/2n−1), φ(3/2n+1) = 1/n (ο 3/2n+1 είναι το µέσο του διαστήµατος) και
επεκτείνουµε γραµµικά στα [1/2n, 3/2n+1] και [3/2n+1, 1/2n−1]. Με αυτόν τον τρόπο η φ
έχει οριστεί και είναι συνεχής στο (0, 1].

Θέτουµε φ(0) = 0. Τότε, η φ είναι συνεχής και στο 0: παρατηρήστε ότι

(3.3.20) 0 6 x <
1

2n−1
=⇒ 0 6 φ(x) 6

1

n
.

Θεωρούµε την διαµέριση

(3.3.21) Pn =

{
0 <

1

2n
<

3

2n+1
<

1

2n−1
<

3

2n
< · · · < 1

2
<

3

4
< 1

}
.

Τότε,

(3.3.22) V (φ, Pn) =

n∑
k=1

2

k
.

Αφού η σειρά
∑∞

k=1
1
k αποκλίνει, συµπεραίνουµε ότι η φ έχει άπειρη κύµανση.
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(Ϲ) ΄Εστω φ : [a, b]→ R Lipschitz συνεχής συνάρτηση µε σταθερά M . ∆ηλαδή,

(3.3.23) |φ(x)− φ(y)| 6M · |x− y|

για κάθε x, y ∈ [a, b]. Τότε, η φ έχει ϕραγµένη κύµανση: Αν P = {a = x0 < x1 < · · · <
xn = b}, τότε

(3.3.24) V (φ, P ) =

n−1∑
k=0

|φ(xk+1)− φ(xk)| 6M

n−1∑
k=0

(xk+1 − xk) = M · (b− a).

΄Επεται ότι

(3.3.25) V (φ) 6M · (b− a) < +∞.

Ειδικότερα, αν η φ είναι παραγωγίσιµη και η φ′ είναι ϕραγµένη στο [a, b] τότε η φ έχει
ϕραγµένη κύµανση. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής ϐλέπουµε ότι η
φ είναι Lipschitz συνεχής µε σταθερά

(3.3.26) M = sup{|φ′(x)| | a 6 x 6 b}.

3.3.2 Ο χώρος των συναρτήσεων ϕραγµένης κύµανσης

΄Εστω [a, b] ένα κλειστό διάστηµα. Γράφουµε BV [a, b] για το σύνολο όλων των συναρτήσεων
φ : [a, b] → R που έχουν ϕραγµένη κύµανση. Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι το σύνολο
BV [a, b] είναι άλγεβρα συναρτήσεων: είναι γραµµικός χώρος και αν φ, ψ ∈ BV [a, b] τότε
το γινόµενο φ · ψ ∈ BV [a, b].

Πρόταση 3.3.8. ΄Εστω φ, ψ ∈ BV [a, b] και έστω t ∈ R. Τότε,

(i) φ+ ψ ∈ BV [a, b] και V (φ+ ψ) 6 V (φ) + V (ψ).

(ii) t · φ ∈ BV [a, b] και V (t · φ) = |t| · V (φ).

(iii) φ · ψ ∈ BV [a, b] και V (φ · ψ) 6 ‖φ‖∞V (ψ) + ‖ψ‖∞V (φ), όπου ‖φ‖∞ = sup{|φ(x)| :
a 6 x 6 b} και ‖ψ‖∞ = sup{|ψ(x)| : a 6 x 6 b}. Το Λήµµα 3.3.6 δείχνει ότι οι

‖φ‖∞, ‖ψ‖∞ ορίζονται καλά.

Απόδειξη. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} διαµέριση του [a, b]. Από την

V (φ+ ψ, P ) =

n−1∑
k=0

|φ(xk+1) + ψ(xk+1)− φ(xk)− ψ(xk)|

6
n−1∑
k=0

|φ(xk+1)− φ(xk)|+
n−1∑
k=0

|ψ(xk+1)− ψ(xk)|

= V (φ, P ) + V (ψ, P )
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έπεται ότι

(3.3.27) V (φ+ ψ) 6 V (φ) + V (ψ) < +∞.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό αρκεί να παρατηρήσετε ότι

V (t · φ, P ) =

n−1∑
k=0

|t · φ(xk+1)− t · φ(xk)|

= |t| ·
n−1∑
k=0

|φ(xk+1)− φ(xk)|

= |t| · V (φ, P ).

Τέλος, µε κατάλληλες προσθαφαιρέσεις και εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας ϐλέπουµε
ότι

V (φ · ψ, P ) =

n−1∑
k=0

|φ(xk+1)ψ(xk+1)− φ(xk)ψ(xk)|

6
n−1∑
k=0

|φ(xk+1)| · |ψ(xk+1)− ψ(xk)|+
n−1∑
k=0

|ψ(xk)| · |φ(xk+1)− φ(xk)|

6 ‖φ‖∞V (ψ, P ) + ‖ψ‖∞V (φ, P ),

απ¨ όπου προκύπτει η

(3.3.28) V (φ · ψ) 6 ‖φ‖∞V (ψ) + ‖ψ‖∞V (φ).

2

Στην περίπτωση που η φ : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη και η φ′ είναι Riemann
ολοκληρώσιµη, η κύµανση της φ δίνεται από το ολοκλήρωµα Riemann της |φ′|:

Θεώρηµα 3.3.9. ΄Εστω φ : [a, b] → R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Αν η φ′ είναι Riemann

ολοκληρώσιµη, τότε φ ∈ BV [a, b] και

(3.3.29) V (φ) =

∫ b

a
|φ′(t)| dt.

Απόδειξη. Η φ′ έχει υποτεθεί Riemann ολοκληρώσιµη, άρα είναι ϕραγµένη συνάρτηση.
Αυτό αποδεικνύει ότι φ ∈ BV [a, b] (η φ είναι Lipschitz συνεχής). Επιπλέον η |φ′| είναι
Riemann ολοκληρώσιµη, άρα το δεξιό µέλος της (3.3.29) ορίζεται καλά.

΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε διαµερίσεις P1 και P2 του [a, b] τέτοιες ώστε

(3.3.30) V (φ)− ε < V (φ, P1) 6 V (φ)
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και

(3.3.31) U(|φ′|, P2)− L(|φ′|, P2) < ε.

Αν P = P1 ∪ P2 = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}, τότε οι (3.3.30) και (3.3.31) ισχύουν µε
την P στη ϑέση των P1 και P2 αντίστοιχα. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής σε κάθε
[xk, xk+1] ϐρίσκουµε tk ∈ (xk, xk+1) µε

(3.3.32) |φ(xk+1)− φ(xk)| = |φ′(tk)| · (xk+1 − xk).

΄Αρα,

(3.3.33) V (φ, P ) =
n−1∑
k=0

|φ′(tk)| · (xk+1 − xk).

Από την (3.3.31) έχουµε

(3.3.34)
∣∣∣∣ ∫ b

a
|φ′(t)|dt−

n−1∑
k=0

|φ′(tk)|(xk+1 − xk)
∣∣∣∣ < ε.

Συνδυάζοντας τις (3.3.33) και (3.3.34) παίρνουµε

(3.3.35)
∣∣∣∣ ∫ b

a
|φ′(t)|dt− V (φ, P )

∣∣∣∣ < ε,

και από την (3.3.30) έπεται ότι

(3.3.36)
∣∣∣∣ ∫ b

a
|φ′(t)|dt− V (φ)

∣∣∣∣ < 2ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έχουµε αποδείξει το Ϲητούµενο. 2

3.3.3 Χαρακτηρισµός των συναρτήσεων ϕραγµένης κύµανσης

΄Εστω φ : [a, b] → R συνάρτηση µε ϕραγµένη κύµανση. Από την Πρόταση 3.3.5 η φ έχει
ϕραγµένη κύµανση σε κάθε διάστηµα [a, x] όπου x ∈ [a, b] (στην περίπτωση που x = a, η
κύµανση της φ στο [a, x] ορίζεται να είναι ίση µε µηδέν). Μπορούµε εποµένως να ορίσουµε
µια συνάρτηση vφ : [a, b]→ R µε

(3.3.37) vφ(x) = V (φ | a, x).

Η vφ λέγεται συνάρτηση ολικής κύµανσης της φ. Από την Πρόταση 3.3.5 έχουµε

(3.3.38) vφ(y)− vφ(x) = V (φ | a, y)− V (φ | a, x) = V (φ | x, y) > 0
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αν x < y στο [a, b]. ΄Αρα, η vφ είναι αύξουσα συνάρτηση.
Επίσης, ϑεωρώντας τη διαµέριση Pxy = {x < y} του [x, y] έχουµε

(3.3.39) φ(y)− φ(x) 6 |φ(y)− φ(x)| 6 V (φ | x, y) = vφ(y)− vφ(x),

δηλαδή

(3.3.40) vφ(x)− φ(x) 6 vφ(y)− φ(y)

αν x < y στο [a, b]. ΄Αρα, η vφ − φ είναι αύξουσα συνάρτηση.
Από τις (3.3.38) και (3.3.40) προκύπτει εύκολα ο εξής χαρακτηρισµός των συναρτήσεων

µε ϕραγµένη κύµανση.

Θεώρηµα 3.3.10. ΄Εστω φ : [a, b] → R. Η φ έχει ϕραγµένη κύµανση αν και µόνο αν

γράφεται σαν διαφορά φ = φ1 − φ2 δύο αυξουσών συναρτήσεων.

Απόδειξη. ΄Εστω φ ∈ BV [a, b]. Είδαµε ότι οι συναρτήσεις vφ και vφ − φ είναι αύξουσες.
Γράφοντας

(3.3.41) φ = vφ −
(
vφ − φ

)
έχουµε περιγράψει την φ σαν διαφορά δύο αυξουσών συναρτήσεων.

Αντίστροφα, αν φ1, φ2 : [a, b] → R είναι δυο αύξουσες συναρτήσεις, τότε φ1, φ2 ∈
BV [a, b] και, αφού ο BV [a, b] είναι γραµµικός χωρος, έχουµε φ1 − φ2 ∈ BV [a, b]. 2

Παρατήρηση 3.3.11. Η ανάλυση φ = φ1− φ2 δεν είναι µοναδική. Αν f : [a, b]→ R είναι
οποιαδήποτε αύξουσα συνάρτηση, τότε φ = (φ1 + f)− (φ2 + f) και οι φ1 + f , φ2 + f είναι
προφανώς αύξουσες.

Αν η φ είναι συνεχής συνάρτηση µε ϕραγµένη κύµανση, τότε οι φ1, φ2 του Θεωρήµατος
3.3.10 µπορούν να υποτεθούν συνεχείς. Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί στο εξής Λήµµα.

Λήµµα 3.3.12. ΄Εστω φ ∈ BV [a, b] και έστω γ ∈ [a, b]. Η φ είναι συνεχής στο γ αν και

µόνο αν η vφ είναι συνεχής στο γ.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι τα πλευρικά όρια των φ και vφ καθώς y → x+ ή y →
x− υπάρχουν: οι µονότονες συναρτήσεις έχουν αυτήν την ιδιότητα, άρα και οι διαφορές
µονότονων συναρτήσεων. Θα δείξουµε ότι η φ είναι συνεχής από δεξιά στο γ ∈ [a, b) αν και
µόνο αν η vφ είναι συνεχής από δεξιά στο γ (δουλεύοντας όµοια µε τα όρια από αριστερά,
παίρνουµε το συµπέρασµα).
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Η µία κατεύθυνση είναι απλή: είδαµε ότι αν x < y στο [a, b] τότε |φ(y) − φ(x)| 6
vφ(y)− vφ(x). Παίρνοντας όρια καθώς y → x+ έχουµε

(3.3.42) vφ(x+)− vφ(x) > |φ(x+)− φ(x)|.

Αν η vφ είναι συνεχής από δεξιά, η (3.3.42) δείχνει ότι φ(x+) = φ(x). ∆ηλαδή, η φ είναι
συνεχής από δεξιά.

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι η φ είναι συνεχής από δεξιά στο γ ∈ [a, b). ΄Εστω ε > 0.
Υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |φ(γ) − φ(x)| < ε/2 αν γ 6 x < γ + δ. Θεωρούµε διαµέριση
P = {γ = x0 < x1 < · · · < xn = b} του [γ, b] µε την ιδιότητα

(3.3.43) V (φ | γ, b) < V (φ, P | γ, b) +
ε

2
.

Η (3.3.43) εξακολουθεί να ισχύει αν στη ϑέση της P πάρουµε οποιαδήποτε εκλέπτυνσή
της. Αν λοιπόν γ < t < min{γ + δ, x1} και Pt = {t < x1 < x2 < · · · < xn = b} έχουµε

V (φ | γ, b)− ε

2
< V (φ, P ∪ {t} | γ, b)

= |φ(t)− φ(γ)|+ V (φ, Pt | t, b)

<
ε

2
+ V (φ | t, b).

∆ηλαδή,

vφ(t)− vφ(γ) =
(
V (φ | a, b)− V (φ | t, b)

)
−
(
V (φ | a, b)− V (φ | γ, b)

)
= V (φ | γ, b)− V (φ | t, b)

< ε.

∆είξαµε ότι 0 6 vφ(t)− vφ(γ) < ε αν γ < t < min{γ + δ, x1}. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,
η vφ είναι συνεχής από δεξιά στο γ. 2

΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος 3.3.12 είναι το εξής.

Θεώρηµα 3.3.13. ΄Εστω φ : [a, b]→ R συνεχής. Η φ έχει ϕραγµένη κύµανση αν και µόνο

αν γράφεται σαν διαφορά δύο συνεχών και αυξουσών συναρτήσεων. 2

3.4 Παραγωγισιµότητα µονότονων συναρτήσεων

Αφετηρία αυτής της παραγράφου είναι το ερώτηµα να ϐρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη
που να εξασφαλίζει ότι κάποια συνάρτηση g : [a, b]→ R ικανοποιεί την

(3.4.1) g(x)− g(a) =

∫ x

a
g′(t) dλ(t), για κάθε x ∈ [a, b].
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Από τον Απειροστικό Λογισµό γνωρίζουµε ότι αν η g είναι παραγωγίσιµη και η g′ είναι ολο-
κληρώσιµη κατά Riemann τότε η (3.4.1) ισχύει. Για να επεκτείνουµε αυτό το αποτέλεσµα,
απαραίτητη προϋπόθεση είναι η g να είναι (τουλάχιστον) σχεδόν παντού παραγωγίσιµη.
Κατόπιν, ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος ως ολοκλήρωµα
Lebesgue και να προσπαθήσουµε να δούµε ποιές είναι οι συνθήκες που εξασφαλίζουν (και
είναι απαραίτητες για) την ισότητα.

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι οι συναρτησεις ϕραγµένης κύµασης είναι σχεδόν πα-
ντού παραγωγίσιµες.

Θεώρηµα 3.4.1. ΄Εστω φ : [a, b] → R συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης. Τότε, η φ είναι

παραγωγίσιµη σχεδόν παντού.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3.10, η φ γράφεται στη µορφή φ = g1 − g2, όπου g1, g2 :

[a, b] → R είναι αύξουσες συναρτήσεις. ΄Επεται ότι, για την απόδειξη του Θεωρήµατος
3.4.1 µπορούµε να ϑεωρήσουµε µια αύξουσα συνάρτηση g : [a, b]→ R και να αποδείξου-
µε ότι η g είναι παραγωγίσιµη σχεδόν παντού. Θα δώσουµε την απόδειξη κάνοντας την
πρόσθετη υπόθεση ότι η g είναι συνεχής (η απόδειξη στη γενική περίπτωση έχει περισσό-
τερες τεχνικές λεπτοµέρειες αλλά χρησιµοποιεί παρόµοιες ιδέες, και την παραλείπουµε).
Θα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο λήµµα του F. Riesz.

Λήµµα 3.4.2 (το λήµµα του ανατέλλοντος ηλίου, F. Riesz). ΄Εστω g : R → R συνεχής

συνάρτηση. ΄Εστω E το σύνολο των x ∈ R για τα οποία υπάρχει h = hx > 0 ώστε

(3.4.2) g(x+ h) > g(x).

Αν τοE είναι µη κενό, τότε είναι ανοικτό σύνολο, άρα γράφεται ως ξένη ένωσηE =
⋃
k

(ak, bk),

όπου κάθε (ak, bk) είναι ανοικτό διάστηµα ή ηµιευθεία. Για κάθε ϕραγµένο διάστηµα (ak, bk)

αυτής της ένωσης, ισχύει

(3.4.3) g(bk)− g(ak) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι το E είναι µη κενό. Παρατηρούµε ότι είναι ανοικτό : αν x ∈ E
τότε υπάρχει h > 0 ώστε g(x + h) > g(x), και λόγω της συνέχειας της g στο x µπορούµε
να ϐρούµε δ > 0 ώστε x + δ < x + h και g(y) < g(x + h) για κάθε y ∈ (x − δ, x + δ).
Τότε, (x− δ, x+ δ) ⊆ E: πράγµατι, αν y ∈ (x− δ, x+ δ), τότε x+ h = y+ (x+ h− y) και
h1 : x+h−y > x+h−(x+δ) > 0 (άρα, για το y+h1 έχουµε g(y) < g(x+h) = g(y+h1)).
Τότε, γνωρίζουµε ότι το E γράφεται στη µορφή E =

⋃
k

(ak, bk), όπου κάθε (ak, bk) είναι

ανοικτό διάστηµα ή ηµιευθεία και τα (ak, bk) είναι ξένα ανά δύο.
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Θεωρούµε ένα ϕραγµένο διάστηµα (ak, bk) από αυτήν την ένωση. Τότε, ak /∈ E και
από τον ορισµό του E δεν µπορούµε να έχουµε g(bk) > g(ak). ∆ηλαδή, g(bk) 6 g(ak).

Ας υποθέσουµε ότι g(bk) < g(ak). Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει γ ∈
(ak, bk) ώστε g(γ) = g(ak)+g(bk)

2 . Μπορούµε µάλιστα να επιλέξουµε το γ να είναι το µέγιστο
σηµείο του (ak, bk) µε αυτήν την ιδιότητα. Αφού γ ∈ E, υπάρχει u > γ µε g(u) > g(γ).
Επίσης, αφού bk /∈ E έχουµε g(x) 6 g(bk) για κάθε x > bk. ΄Οµως, g(u) > g(γ) > g(bk).
΄Αρα, u < bk. Εφαρµόζοντας ξανά το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής ϐρίσκουµε γ1 ∈ (u, bk) µε
g(γ1) = g(γ). Αυτό είναι άτοπο, γιατί γ1 > γ και είχαµε υποθέσει ότι το γ είναι το µέγιστο
σηµείο του (ak, bk) στο οποίο η g παίρνει την τιµή g(ak)+g(bk)

2 . 2

Τροποποιώντας ελαφρά το επιχείρηµα της προηγούµενης απόδειξης παίρνουµε επίσης
το εξής.

Πόρισµα 3.4.3. ΄Εστω g : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. ΄ΕστωE το σύνολο των x ∈ (a, b)

για τα οποία υπάρχει h = hx > 0 ώστε

(3.4.4) g(x+ h) > g(x).

Τότε, το E είναι είτε κενό ή ανοικτό σύνολο, και στην δεύτερη περίπτωση γράφεται στη µορφή

E =
⋃
k

(ak, bk), όπου κάθε (ak, bk) είναι ϕραγµένο ανοικτό διάστηµα και g(ak) = g(bk), µε

µόνη πιθανή εξαίρεση την περίπτωση όπου ak = a, οπότε έχουµε µόνο την g(ak) 6 g(bk).

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4.1 δίνουµε πρώτα κάποιους ορισµούσ:

Ορισµός 3.4.4. Για κάθε x ∈ [a, b] και h 6= 0 µε x+ h ∈ [a, b] ορίζουµε

(3.4.5) ∆h(f)(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
.

Οι αριθµοί Dini της f στο x ορίζονται ως εξήσ:

D+(f)(x) = lim sup
h→0+

∆h(f)(x)

D+(f)(x) = lim inf
h→0+

∆h(f)(x)

D−(f)(x) = lim sup
h→0−

∆h(f)(x)

D−(f)(x) = lim inf
h→0−

∆h(f)(x).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4.1. ΄Εστω g : [a, b] → R συνεχής αύξουσα συνάρτηση.
Παρατηρούµε ότι D+(g)(x) 6 D+(g)(x) και D−(g)(x) 6 D−(g)(x) για κάθε x ∈ [a, b].
Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αρκεί να δείξουµε τα εξήσ:
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(α) D+(g)(x) <∞ σχεδόν παντού στο [a, b], και

(ϐ) D+(g)(x) 6 D−(g)(x) σχεδόν παντού στο [a, b].

΄Εχοντας αποδείξει τα παραπάνω, εφαρµόζοντας το (ϐ) για την αύξουσα συνάρτηση h(x) =

−g(−x) ϐλέπουµε ότι D−(g)(x) 6 D+(g)(x) σχεδόν παντού. ΄Αρα, σχεδόν παντού στο
[a, b] έχουµε

(3.4.6) D+(g)(x) 6 D−(g)(x) 6 D−(g)(x) 6 D+(g)(x) 6 D+(g)(x) <∞

και έπεται ότι η g′(x) υπάρχει σχεδόν παντού.
Σταθεροποιούµε s > 0 και ορίζουµε

(3.4.7) Es := {x ∈ [a, b] : D+(g)(x) > s}.

Αποδεικνύουµε αρχικά ότι το Es είναι µετρήσιµο σύνολο (οι λεπτοµέρειες αφήνονται για
την ΄Ασκηση 12). Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 3.4.3 για την συνάρτηση w(x) = g(x) − sx
ϐλέπουµε ότι Es ⊆

⋃
k(ak, bk), όπου g(bk)− g(ak) > s(bk − ak). ΄Αρα,

(3.4.8) λ(Es) 6
∑
k

(bk − ak) 6
1

s

∑
k

(g(bk)− g(ak)) 6
1

s
(g(b)− g(a)).

΄Επεται ότι lim
s→∞

λ(Es) = 0. Αφού {x : D+(g)(x) = ∞} ⊆ Es για κάθε s > 0, συµπεραί-

νουµε ότι D+(g)(x) <∞ σχεδόν παντού.
Στη συνέχεια σταθεροποιούµε R > r και ορίζουµε

(3.4.9) Er,R = {x ∈ [a, b] : D+(g)(x) > R και D−(g)(x) < r}.

Θα δείξουµε ότι λ(Er,R) = 0. Παρατηρώντας ότι

(3.4.10) {x : D−(g)(x) < D+(g)(x)} =
⋃

r,R∈Q,r<R
Er,R

ϐλέπουµε µετά ότι λ({x : D−(g)(x) < D+(g)(x)}) = 0, δηλαδή D+(g)(x) 6 D−(g)(x)

σχεδόν παντού, και αυτό αποδεικνύει το (ϐ).
Υποθέτουµε ότι λ(Er,R) > 0. ΑφούR > r, µπορούµε να ϐρούµε ανοικτό σύνολοU ώστε

Er,R ⊂ U ⊂ (a, b) και λ(U) < (R/r)λ(Er,R). Γράφουµε το U σαν ένωση ξένων ανοικτών
διαστηµάτων, U =

⋃
n In. Σταθεροποιούµε κάποιο n και εφαρµόζουµε το Πόρισµα 3.4.3

για την συνάρτηση `(x) = −g(−x) + rx στο διάστηµα −In. Γυρίζοντας πίσω στο (a, b)

παίρνουµε µια ξένη ένωση διαστηµάτων
⋃
k(ak, bk), η οποία περιέχεται στο In, τέτοια ώστε

(3.4.11) g(bk)− g(ak) 6 r(bk − ak).
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Εφαρµόζοντας όµως το Πόρισµα 3.4.3 για την m(x) = g(x)− Rx στο (ak, bk), ϐρίσκουµε
µια νέα ξένη ένωση διαστηµάτων Un =

⋃
k,j(ak,j , bk,j) µε (ak,j , bk,j) ⊂ (ak, bk) για κάθε k

και j, ώστε

(3.4.12) g(bk,j)− g(ak,j) > R(bk,j − ak,j).

Από τα παραπάνω έπεται ότι

λ(Un) =
∑
k,j

(bk,j − ak,j) 6
1

R

∑
k

∑
j

(g(bk,j)− g(ak,j))


6

1

R

∑
k

(g(bk)− g(ak)) 6
r

R

∑
k

(bk − ak)

6
r

R
λ(In).

Αφού D+(g)(x) > R και D−(g)(x) < r για κάθε x ∈ Er,R, έχουµε Er,R ∩ In ⊆ Un ⊆ In.
΄Αρα,

λ(Er,R) =
∑
n

λ(Er,R ∩ In) 6
∑
n

λ(Un)

6
r

R

∑
n

λ(In) =
r

R
λ(U) < λ(Er,R).

Αυτό είναι άτοπο, άρα λ(Er,R) = 0 και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Είδαµε ότι οι αύξουσες συνεχείς συναρτήσεις g : [a, b]→ R είναι παραγωγίσιµες σχεδόν
παντού. Αυτό που µπορούµε να πούµε σχετικά µε την (3.4.1) είναι το εξής.

Πρόταση 3.4.5. ΄Εστω g : [a, b] → R αύξουσα και συνεχής. Τότε, η g′ ορίζεται σχεδόν

παντού στο [a, b] και είναι µετρήσιµη και µη αρνητική. Τέλος,

(3.4.13)
∫ b

a
g′(x)dλ(x) 6 g(b)− g(a).

Απόδειξη. Επεκτείνουµε την g σε συνεχή αύξουσα συνάρτηση, ϑέτοντας g ≡ g(b) στο
[b,∞) και g ≡ g(a) στο (−∞, a]. Η g′ ορίζεται σχεδόν παντού από το Θεώρηµα 3.4.1.
Είναι µετρήσιµη, διότι οι συναρτήσεις

(3.4.14) un(x) =
g
(
x+ 1

n

)
− g(x)

1/n

είναι µετρήσιµες και un(x) → g′(x) σχεδόν παντού στο [a, b]. Επίσης, αφού η g είναι
αύξουσα, έχουµε un > 0 άρα και g′ = lim

n→∞
un > 0.
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Από το λήµµα του Fatou έχουµε

(3.4.15)
∫ b

a
g′(x)dλ(x) 6 lim inf

n

∫ b

a
un(x)dλ(x).

΄Οµως, ∫ b

a
un(x)dλ(x) = n

∫ b

a
g(x+ 1/n)dλ(x)− n

∫ b

a
g(x)dλ(x)

= n

∫ b+1/n

a+1/n
g(y)dλ(y)− n

∫ b

a
g(x)dλ(x)

= n

∫ b+1/n

b
g(x)dλ(x)− n

∫ a+1/n

a
g(x)dλ(x).

Αφού η g είναι συνεχής, έχουµε

(3.4.16) lim
n→∞

1

1/n

∫ a+1/n

a
g(x)dλ(x) = g(a) και lim

n→∞

1

1/n

∫ b+1/n

b
g(x)dλ(x) = g(b).

Αυτό αποδεικνύει την (3.4.13). 2

Παρατήρηση 3.4.6. Η συνάρτηση Cantor-Lebesgue f : [0, 1] → R είναι αύξουσα και
συνεχής. ΄Εχουµε δεί ότι f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1] \ C. Αφού λ(C) = 0, έχουµε
f ′(x) = 0 σχεδόν παντού. Θυµηθείτε ότι f(0) = 0 και f(1) = 1. ΄Ετσι, έχουµε

(3.4.17)
∫ 1

0
f ′(x)dλ(x) = 0 < 1 = f(1)− f(0).

Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι η ανισότητα στην (3.4.13) µπορεί να είναι γνήσια.

3.5 Απόλυτα συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός 3.5.1. Μια συνάρτηση f : [a, b] → R λέγεται απολύτως συνεχής αν για κάθε
ε > 0 υπάρχει δ > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν (ak, bk), 1 6 k 6 N είναι ξένα ανά δύο

υποδιαστήµατα του [a, b] µε
n∑
k=1

(bk − ak) < δ τότε
∑N

k=1 |f(bk)− f(ak)| < ε.

Παρατηρήσεις 3.5.2. (α) Από τον ορισµό είναι άµεσο (πάρτε N = 1) ότι κάθε απολύτως
συνεχής συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι οµοιόµορφα συνεχής (ισοδύναµα, συνεχής).

(ϐ) Αν η f : [a, b]→ R είναι απολύτως συνεχής, τότε η f έχει ϕραγµένη κύµανση. Με ϐάση
τα αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου, η f γράφεται ως διαφορά f = φ1 − φ2
δύο συνεχών αυξουσών συναρτήσεων φ1, φ2 : [a, b] → R. Επίσης, η συνάρτηση vφ(x) =

V (φ | a, x) είναι συνεχής, και µάλιστα απολύτως συνεχής στο [a, b].
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(γ) Αν f : [a, b] → R είναι µια Lebesgue ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε η F : [a, b] → R
µε

(3.5.1) F (x) =

∫ x

a
f(x) dλ(x)

είναι απολύτως συνεχής. Αυτό προκύπτει από το εξήσ: Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε,

αν E είναι ένα µετρήσιµο υποσύνολο του [a, b] µε λ(E) < δ τότε

(3.5.2)
∫
E
f dλ < ε.

Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε την συνάρτηση gn(x) = min{|f(x)|, n}. Παρατηρήστε
ότι gn 6 n. Η {gn} είναι αύξουσα και gn → |f |. Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης
έχουµε

(3.5.3) lim
n→∞

∫
gn dλ =

∫
|f | dλ.

΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε n ∈ N ώστε

(3.5.4)
∫

(|f | − gn) dλ =

∫
|f | dλ−

∫
gn dλ <

ε

2
.

Επιλέγουµε δ = ε
2n . ΄Εστω E ⊆ R µε λ(E) < δ. Γράφουµε∫

E
|f | dλ =

∫
E
gn dλ+

∫
E

(|f | − gn) dλ 6
∫
E
gn dλ+

∫
(|f | − gn) dλ

6 nλ(E) +
ε

2
< n

ε

2n
+
ε

2
= ε.

΄Εστω τώρα (ak, bk), 1 6 k 6 N ξένα ανά δύο υποδιαστήµατα του [a, b] µε
n∑
k=1

(bk−ak) < δ.

Γράφουµε

N∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| =
N∑
k=1

∣∣∣∣∫ bk

ak

f dλ

∣∣∣∣ 6 N∑
k=1

∫ bk

ak

|f | dλ

=

∫
⋃N
k=1(ak,bk)

|f | dλ < ε,

διότι

(3.5.5) λ

(
N⋃
k=1

(ak, bk)

)
=

N∑
k=1

(bk − ak) < δ.

΄Επεται ότι η F είναι απολύτως συνεχής. 2
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Η τελευταία παρατήρηση δείχνει ότι η απόλυτη συνέχεια είναι αναγκαία συνθήκη που
πρέπει να ικανοποιεί µια σχεδόν παντού παραγωγίσιµη συνάρτηση f : [a, , b]→ R ώστε να
έχουµε την

(3.5.6) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f(t) dλ(t)

για κάθε x ∈ [a, b]. ΄Οπως ϑα δούµε, η συνθήκη αυτή είναι και ικανή.

Θεώρηµα 3.5.3. ΄Εστω f : [a, b] → R απολύτως συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι

παραγωγίσιµη σχεδόν παντού στο [a, b]. Επιπλέον, αν f ′(x) = 0 σχεδόν παντού, τότε η f

είναι σταθερή.

Το γεγονός ότι η f είναι παραγωγίσιµη σχεδόν παντού προκύπτει από τα αποτελέσµατα
της προηγούµενης παραγράφου και από την παρατήρηση ότι κάθε απολύτως συνεχής
συνάρτηση είναι συνεχής και έχει ϕραγµένη κύµανση, άρα γράφεται ως διαφορά δύο
συνεχών αυξουσών συναρτήσεων. Για να δείξουµε ότι η υπόθεση «f ′(x) = 0 σχεδόν παντού»
συνεπάγεται ότι η f είναι σταθερή, ϑα χρειαστούµε κάποια λήµµατα κάλυψης του Vitali,
τα οποία περιγράφουµε στο γενικότερο πλαίσιο του Rd.

Ορισµός 3.5.4. Λέµε ότι µια οικογένεια B = {Bj : j ∈ J} από µπάλες είναι Vitali

κάλυψη ενός συνόλου E ⊂ Rd αν για κάθε x ∈ E και για κάθε η > 0 υπάρχει µια µπάλα
Bj ∈ B τέτοια ώστε x ∈ Bj και λ(Bj) < η. ∆ηλαδή, αν κάθε x ∈ E καλύπτεται από µπάλες
της οικογένειας B µε οσοδήποτε µικρό µέτρο.

Λήµµα 3.5.5. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(E) < ∞. Αν B είναι µια Vitali

κάλυψη του E τότε, για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένες το πλήθος µπάλες

B1, . . . , BN στην B οι οποίες είναι ξένες ανά δύο και ικανοποιούν την

(3.5.7)
N∑
i=1

λ(Bi) > λ(E)− δ.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγικά το Λήµµα 3.2.5. Θέτουµε γ = 3−d. Για
δοθέν 0 < δ < λ(E), µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές E′ ⊆ E µε λ(E′) > δ. Τότε,
το E′ καλύπτεται από µια πεπερασµένη υποοικογένεια της B, και το Λήµµα 3.2.5 µας
εξασφαλίζει ότι υπάρχουν ξένες ανά δύο µπάλες B1, . . . , BN1 ∈ B ώστε

(3.5.8)
N1∑
i=1

λ(Bi) > γλ(E′) > γδ.

Κρατάµε τις B1, . . . , BN1 και διακρίνουµε δύο περιπτώσεισ:
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(i) Αν
∑N1

i=1 λ(Bi) > λ(E)− δ τότε έχουµε ήδη αποδείξει το Ϲητούµενο.

(ii) Αν
∑N1

i=1 λ(Bi) < λ(E) − δ, ορίζουµε E2 = E \
⋃N1
i=1Bi και, αφού λ(E2) >

λ(E) −
∑N1

i=1 λ(Bi) > δ, ϐρίσκουµε συµπαγές E′2 ⊆ E2 µε λ(E′2) > δ. Αφού η
B είναι Vitali κάλυψη του E, εύκολα ελέγχουµε ότι οι µπάλες της B που είναι ξέ-
νες προς την

⋃N1
i=1Bi εξακολουθούν να καλύπτουν το E′2. ΄Αρα, το E′2 καλύπτεται

από µια πεπερασµένη υποοικογένεια της B, και το Λήµµα 3.2.5 µας εξασφαλίζει ότι
υπάρχουν ξένες ανά δύο µπάλες BN1+1, . . . , BN2 ∈ B ώστε

(3.5.9)
N2∑

i=N1+1

λ(Bi) > γλ(E′2) > γδ.

∆ηλαδή,

(3.5.10)
N2∑
i=1

λ(Bi) > 2γδ.

Κρατάµε τις B1, . . . , BN2 και συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο. Αν
∑N2

i=1 λ(Bi) > λ(E) − δ
τότε έχουµε ήδη αποδείξει το Ϲητούµενο. Αν

∑N2
i=1 λ(Bi) < λ(E) − δ, ϐρίσκουµε ξένες

µπάλες BN2+1, . . . , BN3 ∈ B ώστε

(3.5.11)
N3∑
i=1

λ(Bi) > 3γδ.

Αν συνεχίσουµε έτσι, και αν έχουµε κάνει k ϐήµατα, έχουµε επιλέξει ξένες µπάλες από
την B ώστε το άθροισµα των µέτρων τους να είναι µεγαλύτερο ή ίσο από kγδ. ΄Ετσι, είτε
ϑα πετύχουµε το Ϲητούµενο διότι

∑Ns
i=1 λ(Bi) > λ(E) − δ στο s-ϐήµα της διαδικασίας, ή

κάποια στιγµή ϑα ϕτάσουµε στο k-ϐήµα για τον µικρότερο k που ικανοποιεί την kγδ >

λ(E)− δ, οπότε ϑα έχουµε πάλι το Ϲητούµενο, διότι

(3.5.12)
Nk∑
i=1

λ(Bi) > kγδ > λ(E)− δ.

Πόρισµα του Λήµµατος 3.5.5 είναι το εξής.

Λήµµα 3.5.6. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(E) < ∞. Αν B είναι µια Vitali

κάλυψη του E τότε, για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένες το πλήθος µπάλες

B1, . . . , BN στην B οι οποίες είναι ξένες ανά δύο και ικανοποιούν την

(3.5.13) λ

(
E \

N⋃
i=1

Bi

)
< 2δ.
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Απόδειξη. Θεωρούµε ανοικτλο σύνολο G ⊇ E µε λ(G \ E) < δ. Οι µπάλες από την B
που, επιπλέον, περιέχονται στο G εξακολουθούν να σχηµατίζουν Vitali κάλυψη B′ του E.
Εφαρµόζοντας το Λήµµα 3.5.5 ϐρίσκουµε πεπερασµένες το πλήθος µπάλες B1, . . . , BN

στην B′ οι οποίες είναι ξένες ανά δύο και ικανοποιούν την

(3.5.14)
N∑
i=1

λ(Bi) > λ(E)− δ.

Τότε,

(3.5.15)

(
E \

N⋃
i=1

Bi

)
∪

(
N⋃
i=1

Bi

)
⊆ G,

και τα δύο σύνολα στο αριστερό µέλος είναι ξένα. Συνεπώς,

λ

(
E \

N⋃
i=1

Bi

)
6 λ(G)− λ

(
N⋃
i=1

Bi

)
< λ(E) + δ − (λ(E)− δ) = 2δ.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.5.3. Υποθέτουµε ότι η f είναι απολύτως συνεχής και ότι
f ′(x) = 0 σχεδόν παντού, και ϑα δείξουµε ότι η f είναι σταθερή. Αρκεί να δείξουµε ότι
f(b) = f(a), διότι µετά µπορούµε να επαναλάβουµε το ίδιο επιχείρηµα στο διάστηµα [a, x]

και να συµπεράνουµε ότι f(x) = f(a) για κάθε a < x 6 b. Θεωρούµε το σύνολο E των
x ∈ (a, b) για τα οποία υπάρχει η f ′(x) και είναι ίση µε µηδέν. Από την υπόθεση έχουµε
λ(E) = b− a.

΄Εστω ε > 0. Για κάθε x ∈ E έχουµε

(3.5.16) lim
h→0

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ = 0,

άρα, για κάθε η > 0 µπορούµε να ϐρούµε Ix = (ax, bx) ⊂ [a, b] τέτοιο ώστε

(3.5.17) x ∈ Ix, bx − ax < η, και |f(bx)− f(ax)| < ε(bx − ax).

Η οικογένεια όλων αυτών των διαστηµάτων είναι κάλυψη του E κατά Vitali. Από το Λήµµα
3.5.6, για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένα το πλήθος τέτοια διαστήµατα
Ii = (ai, bi), i = 1, . . . , N , τα οποία είναι ξένα ανά δύο και ικανοποιούν την

(3.5.18)
N∑
i=1

λ(Ii) > λ(E)− δ = (b− a)− δ.
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Ταυτόχρονα έχουµε |f(bi)− f(ai)| 6 ε(bi − ai), άρα

(3.5.19)
N∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| 6 ε
N∑
i=1

(bi − ai) 6 ε(b− a),

διότι τα (ai, bi) είναι ξένα ανά δύο και περιέχονται στο [a, b].
Το συµπλήρωµα της ένωσης

⋃N
i=1 Ii στο [a, b] είναι µια πεπερασµένη ένωση κλειστών

διαστηµάτων
⋃N
j=1[uj , vj ], και από την (3.5.19) έχουµε

(3.5.20)
M∑
j=1

(vj − uj) 6 δ.

Χρησιµοποιώντας την απόλυτη συνέχεια της f µπορούµε να επιλέξουµε το δ αρκετά µικρό
ώστε να έχουµε

(3.5.21)
M∑
j=1

|f(vj)− f(uj)| 6 ε.

Τότε,

|f(b)− f(a)| 6
N∑
i=1

|f(bi)− f(ai)|+
M∑
j=1

|f(vj)− f(uj)|

6 ε(b− a) + ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι f(b)− f(a) = 0. 2

Είµαστε τώρα σε ϑέση να δείξουµε ότι οι απολύτως συνεχείς συναρτήσεις είναι ακριβώς
εκείνες οι συναρτήσεις που ικανοποιούν την (3.4.1).

Θεώρηµα 3.5.7. ΄Εστω f : [a, b]→ R απολύτως συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f ′(x) όρίζεται

σχεδόν παντού, και η f ′ είναι ολοκληρώσιµη. Επιπλέον, για κάθε x ∈ [a, b],

(3.5.22) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′(t)dλ(t).

Ειδικότερα,

(3.5.23) f(b)− f(a) =

∫ b

a
f ′(t)dλ(t).

Αντίστροφα, αν η h : [a, b] → R είναι ολοκληρώσιµη, τότε υπάρχει απολύτως συνεχής

συνάρτηση g : [a, b] → R τέτοια ώστε g′(x) = h(x) σχεδόν παντού. Μπορούµε µάλιστα να

πάρουµε την g(x) =
∫ x
a h(x)dλ(x).
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Απόδειξη. Η f είναι συνεχής συνάρτηση µε ϕραγµένη κύµανση, άρα είναι παραγώγίσιµη
σχεδόν παντού, από το Θεώρηµα 3.4.1. Επίσης, η f ′ είναι ολοκληρώσιµη, από την Πρόταση
3.4.5. Ορίζουµε g : [a, b]→ R µε

(3.5.24) g(x) =

∫ x

a
f ′(x)dλ(x).

Τότε, η g είναι απολύτως συνεχής από την Παρατήρηση 3.5.2 (γ). ΄Αρα, η g − f είναι
απολύτως συνεχής. Από το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue έχουµε ότι

(3.5.25) g′(x) = f ′(x) σχεδόν παντού.

Τώρα, το Θεώρηµα 3.5.3 δείχνει ότι η g−f είναι σταθερή. Από την g(x)−f(x) = g(a)−f(a)

έπεται ότι

(3.5.26) f(x)− f(a) = g(x)− g(a) = g(x) =

∫ x

a
f ′(t)dλ(t)

για κάθε x ∈ [a, b].

Το αντίστροφο προκύπτει άµεσα από το γεγονός ότι αν η h : [a, b]→ R είναι ολοκληρώ-
σιµη τότε η g(x) =

∫ x
a h(x)dλ(x), x ∈ [a, b], είναι απολύτως συνεχής και, από το ϑεώρηµα

παραγώγισης του Lebesgue, g′(x) = h(x) σχεδόν παντού.

Μια κλάση απολύτως συνεχών συναρτήσεων µας δίνουν οι Lipschitz συνεχείς συναρ-
τήσεις. Αν η f : [a, b] → R ικανοποιεί την |f(x) − f(y)| 6 L|x − y| για κάποια σταθερά
L > 0 και για κάθε x, y ∈ [a, b] τότε είναι ϕανερό ότι για κάθε ε > 0 και για κάθε πε-
περασµένη οικογένεια ξένων ανά δύο υποδιαστηµάτων (ak, bk), 1 6 k 6 N του [a, b] µε
n∑
k=1

(bk − ak) < ε/L ισχύει

(3.5.27)
N∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| 6 L
N∑
k=1

(bk − ak) < ε.

Από το Θεώρηµα 3.5.7 έπεται άµεσα το εξής.

Πόρισµα 3.5.8. ΄Εστω f : [a, b]→ R Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f ′(x) όρίζεται

σχεδόν παντού, και η f ′ είναι ολοκληρώσιµη. Επιπλέον, για κάθε x ∈ [a, b],

(3.5.28) f(x)− f(a) =

∫ x

a
f ′(t)dλ(t).
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3.6 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. Αποδείξτε το Λήµµα 3.3.4.

2. (α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση φ : [0, 1]→ R µε φ(x) = x sin 1
x αν x 6= 0 και φ(0) = 0 είναι συνεχής

αλλά έχει άπειρη κύµανση.

(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ψ : [0, 1]→ R µε ψ(x) = x2 sin 1
x αν x 6= 0 και ψ(0) = 0 έχει ϕραγµένη

κύµανση.

3. (α) ΄Εστω (φn) ακολουθία συναρτήσεων που ορίζονται στο [a, b]. Υποθέτουµε ότι κάθε φn έχει
ϕραγµένη κύµανση και ότι υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε V (φn | a, b) ≤ M για κάθε n ∈ N. Αν
φn → φ κατά σηµείο, δείξτε ότι η φ έχει ϕραγµένη κύµανση και V (φ | a, b) ≤M .

(ϐ) Η υπόθεση V (φn | a, b) ≤ M για κάθε n ∈ N στο (α) είναι ουσιαστική. ∆είξτε ότι η ακολουθία
συναρτήσεων

φn(x) =

{
x sin 1

x , x > 1
2nπ

0, 0 6 x < 1
2nπ

συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση φ της ΄Ασκησης 2(α) και ότι κάθε φn έχει ϕραγµένη κύµανση
(ενώ η φ όχι).

4. ΄Εστω (φn) ακολουθία συναρτήσεων που ορίζονται στο [a, b] και έχουν ϕραγµένη κύµανση. Αν
φn → φ κατά σηµείο, δείξτε ότι

V (φ | a, b) ≤ lim inf
n→∞

V (φn | a, b).

[Υπόδειξη για τις Ασκήσεις 3 και 4: ∆είξτε ότι V (φn, P )→ V (φ, P ) για κάθε διαµέριση P του [a, b].]

5. ΄Εστω φ : [a, b] → R. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε : για κάθε ε > 0, V (φ |
a+ ε, b) ≤M .

(α) ∆είξτε ότι V (φ | a, b) < +∞.

(ϐ) Ποιά επιπλέον υπόθεση για την φ µας εξασφαλίζει ότι V (φ | a, b) ≤M ;

6. Θεωρούµε τη συνάρτηση I(x) = 0 αν x < 0 και I(x) = 1 αν x > 0. ΄Εστω (cn) µια ακολου-
ϑία πραγµατικών αριθµών µε

∑∞
n=1 |cn| < +∞ και έστω (xn) ακολουθία διαφορετικών ανά δύο

σηµείων του (a, b]. Αν

φ(x) =

∞∑
n=1

cnI(x− xn), x ∈ [a, b]

δείξτε ότι φ ∈ BV [a, b] και

V (φ | a, b) =

∞∑
n=1

|cn|.
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7. ΄Εστω φ : [a, b]→ R συνεχής και κατά τµήµατα µονότονη συνάρτηση. Για κάθε y ∈ R ορίζουµε
N(y) το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης φ(x) = y στο [a, b]. Αν m = min{φ(x) : a ≤ x ≤ b} και
M = max{φ(x) : a ≤ x ≤ b}, δείξτε ότι

V (φ | a, b) =

∫ M

m

N(y)dλ(y).

8. Βρείτε, αν υπάρχει, συνεχή συνάρτηση φ ∈ BV [a, b] η οποία δεν είναι Lipschitz συνεχής.

9. ΄Εστω a, b > 0. Ορίζουµε

f(x) =

{
xa sin(x−b), 0 < x 6 1

0, x = 0

∆είξτε ότι η f έχει ϕραγµένη κύµανση στο [0, 1] αν και µόνο αν a > b. Παίρνοντας a = b,
κατασκευάστε (για κάθε 0 < α < 1) µια συνάρτηση που ικανοποιεί την Lipschitz συνθήκη τάξης α

|f(x)− f(y)| 6 A|x− y|α

για κάποια σταθερά A > 0, αλλά δεν έχει ϕραγµένη κύµανση.

10. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x) = x2 sin(1/x2), x 6= 0, και f(0) = 0. ∆είξτε ότι η f ′(x) υπάρχει
για κάθε x, αλλά η f ′ δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [−1, 1].

11. ∆είξτε (µε ϐάση τον ορισµό) ότι η συνάρτηση Cantor-Lebesgue δεν είναι απολύτως συνεχής.

12. ΄Εστω g : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η

D+(g)(x) = lim sup
h→0+

g(x+ h)− g(x)

h

είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

13. ΄Εστω f : R→ R απολύτως συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι :

(α) Η f απεικονίζει σύνολα µέτρου µηδέν σε σύνολα µέτρου µηδέν.

(ϐ) Η f απεικονίζει µετρήσιµα σύνολα σε µετρήσιµα σύνολα.

14. ΄Εστω f : [a, b]→ R απολύτως συνεχής, αύξουσα συνάρτηση µε f(a) = A και f(b) = B. ΄Εστω
g : [A,B]→ R µετρήσιµη συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι η g(f(x))f ′(x) είναι µετρήσιµη στο [a, b].

(ϐ) ∆είξτε ότι αν η g είναι ολοκληρώσιµη στο [A,B] τότε η g(f(x))f ′(x) είναι ολοκληρώσιµη στο
[a, b] και ∫ B

A

g(y)dλ(y) =

∫ b

a

g(f(x))f ′(x)dλ(x).



114 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ LEBESGUE

15. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R απολύτως συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι η fg είναι απολύτως συνεχής,
και ∫ b

a

f ′(x)g(x)dλ(x) = −
∫ b

a

f(x)g′(x)dλ(x) + f(b)g(b)− f(a)g(a).

Οµάδα Β΄

16. ΄Εστω f : Rd → R µη µηδενική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει c > 0 ώστε

f∗(x) >
c

|x|d
για κάθε |x| > 1,

και συµπεράνατε ότι η f∗ δεν είναι ολοκληρώσιµη.

17. Θεωρούµε την συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =
1

|x|(log 1/|x|)2
αν |x| 6 1/2

και f(x) = 0 αλλιώς. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη. ∆είξτε επίσης ότι υπάρχει c > 0 ώστε

f∗(x) >
c

|x|(log 1/|x|)
για κάθε |x| 6 1/2,

και συµπεράνατε ότι η f∗ δεν είναι τοπικά ολοκληρώσιµη.

18. ΄Εστω f : R→ R µη µηδενική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε

f∗+(x) = sup
h>0

∫ x+h

x

|f(y)| dλ(y).

Για κάθε α > 0 ϑέτουµε E+
α = {x ∈ R : f∗+(x) > α}. ∆είξτε ότι

λ(E+
α ) =

1

α

∫
Eα+

|f(y)|dλ(y).

[Υπόδειξη. Εφαρµόστε το λήµµα του ανατέλλοντος ηλίου για την F (x) =
∫ x
a
|f(y)|dλ(y)− αx.]

19. ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του R. Θεωρούµε την συνάρτηση

δ(x) = d(x, F ) = inf{|x− y| : y ∈ F}.

Ελέγξτε ότι δ(x + y) 6 |y| για κάθε x ∈ F και για κάθε y ∈ R. ∆είξτε ότι, ισχυρότερα, ισχύει το
εξήσ:

lim
y→0

δ(x+ y)

|y|
= 0 σχεδόν για κάθε x ∈ F.

20. Κατασκευάστε µια αύξουσα συνάρτηση f : R → R µε την εξής ιδιότητα : η f είναι ασυνεχής
στο x αν και µόνο αν x ∈ Q.
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21. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση µε D+(f)(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι η f
είναι αύξουσα.

22. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Αν η f ′(x) υπάρχει για κάθε x ∈ (a, b) και
|f ′(x)| 6 M , δείξτε ότι |f(x) − f(y)| 6 M |x − y| για κάθε x, y ∈ [a, b] και ότι η f είναι απολύτως
συνεχής.

23. ΄Εστω E ⊂ Rd µε λ(E) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει µη αρνητική ολοκληρώσιµη f : Rd → R µε

lim inf
λ(B)→0
x∈B

1

λ(B)

∫
B

f(y)dλ(y) =∞

για κάθε x ∈ E.

23. ΄Εστω E ⊂ R µε λ(E) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει αύξουσα, απολύτως συνεχής f : R → R µε
D+(f)(x) = D−(f)(x) =∞ για κάθε x ∈ E.

24. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι η f ικανοποιεί την συνθήκη Lipschitz

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|

για κάποια σταθερά M > 0 και για κάθε x, y ∈ R αν και µόνο αν η f είναι απολύτως συνεχής και
|f ′(x)| 6M σχεδόν για κάθε x.

25. ΄Εστω f : (a, b)→ R κυρτή συνάρτηση. Αποδείξτε τα εξήσ:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Η f είναι Lipschitz συνεχής, άρα και απολύτως συνεχής, σε κάθε κλειστό διάστηµα [γ, δ] ⊂
(a, b).

(γ) Η f ′(x) υπάρχει σε όλα, εκτός από αριθµήσιµα το πλήθος, τα x ∈ (a, b), η f ′ = D+(f) είναι
ολοκληρώσιµη, και

f(y)− f(x) =

∫ y

x

f ′(t)dλ(t)

για κάθε x < y στο (a, b).

(δ) Αντίστροφα, αν η g : (a, b)→ R είναι αύξουσα, τότε για κάθε γ ∈ (a, b) η f(x) =
∫ x
γ
g(t)dλ(t)

είναι κυρτή συνάρτηση στο (a, b).

26. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η f ′(x) υπάρχει για κάθε x ∈ (a, b)

και η f ′ είναι ολοκληρώσιµη. ∆είξτε ότι η f είναι απολύτως συνεχής και

f(b)− f(a) =

∫ b

a

f ′(x)dλ(x).





Κεφάλαιο 4

Χώροι Lp

4.1 Χώροι Lp

΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω 1 6 p <∞. Θεωρούµε τον γραµµικό χώρο
Lp(E) όλων των µετρήσιµων συναρτήσεων f : E → [−∞,∞] για τις οποίες

(4.1.1)
∫
E
|f |pdλ <∞.

Παρατηρήστε ότι αν f ∈ Lp(E) τότε |f(x)| < ∞ σχεδόν παντού στο E. Ορίζουµε σχέση
ισοδυναµίας στον Lp(E) ϑέτοντας f ∼ g αν f = g λ-σχεδόν παντού. Το σύνολο Lp(E) των
κλάσεων ισοδυναµίας [f ], f ∈ Lp(E) γίνεται γραµµικός χώρος µε πράξεις τις

(4.1.2) [f ] + [g] = [f + g] και a[f ] = [af ].

Θα συνεχίσουµε να χρησιµοποιούµε το σύµβολο f για την κλάση [f ], εννοώντας ότι η [f ] ∈
Lp(E) αντιπροσωπεύεται από οποιαδήποτε συνάρτηση στοιχείο της. Αν λοιπόν f ∈ Lp(E),
ορίζουµε

(4.1.3) ‖f‖p =

(∫
E
|f |pdλ

)1/p

.

Η ταύτιση συναρτήσεων που συµπίπτουν σχεδόν παντού γίνεται για να ικανοποιείται η
‖f‖p = 0 =⇒ f = 0. Πράγµατι, αν

∫
E |f |

pdλ = 0 τότε f = 0 σχεδόν παντού, δηλαδή
[f ] = [0].

Θα δείξουµε ότι η ‖·‖p είναι νόρµα. Παρατηρούµε αρχικά ότι ο Lp(E) είναι γραµµικός
χώροσ: Πράγµατι, έστω f, g ∈ Lp(E). Τότε, για κάθε x ∈ E έχουµε

|f(x) + g(x)|p 6 (|f(x)|+ |g(x)|)p 6
(
2 max{|f(x)|, |g(x)|}

)p
= 2p max{|f(x)|p, |g(x)|p} 6 2p(|f(x)|p + |g(x)|p),
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άρα

(4.1.4)
∫
E
|f + g|p dλ 6 2p

(∫
E
|f |p dλ+

∫
E
|g|p dλ

)
<∞,

δηλαδή f + g ∈ Lp(E).

Πρόταση 4.1.1. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω 1 6 p < ∞. Ο χώρος

(Lp(E), ‖ · ‖p) είναι χώρος µε νόρµα.

Απόδειξη. Προφανώς, ‖f‖p > 0 για κάθε f ∈ Lp(E), και είδαµε ότι αν ‖f‖p = 0 τότε
f = 0. Είναι επίσης άµεσο ότι αν f ∈ Lp(E) και a ∈ R, τότε

‖af‖p = |a|‖f‖p.

Μένει λοιπόν να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα. Αυτή προκύπτει άµεσα από την ανισό-
τητα του Minkowski, την οποία δείχνουµε παρακάτω.

Λήµµα 4.1.2 (ανισότητα Young). Αν x, y > 0 και p, q > 1 µε 1
p + 1

q = 1, τότε

(4.1.5) xy 6
xp

p
+
yq

q

µε ισότητα µόνο αν xp = yq.

Απόδειξη. Η συνάρτηση f : (0,+∞) → R µε f(x) = lnx είναι γνησίως κοίλη. Αν λοιπόν
a1, . . . , am > 0 και tj ∈ (0, 1) µε t1 + · · ·+ tm = 1, τότε

(4.1.6)
m∑
j=1

tj ln aj 6 ln(t1a1 + · · ·+ tmam),

από την ανισότητα Jensen. ΄Επεται ότι

(4.1.7) at11 a
t2
2 · · · a

tm
m 6 t1a1 + · · ·+ tmam

µε ισότητα µόνο αν a1 = · · · = am. Η ανισότητα αυτή γενικεύει την ανισότητα αριθµητικού-
γεωµετρικού µέσου. Αν t1 = · · · = tm = 1/m, παίρνουµε

(4.1.8) m
√
a1 · · · am 6

a1 + · · ·+ am
m

.

Ειδική περίπτωση της (4.1.7) είναι η

(4.1.9) atb1−t 6 ta+ (1− t)b.

Εφαρµόζουµε την ανισότητα (4.1.9) µε a = xp, b = yq. Αφού 1
p + 1

q = 1, επιλέγοντας t = 1
p ,

συµπεραίνουµε ότι

(4.1.10) xy = a1/pb1/q 6
a

p
+
b

q
=
xp

p
+
yq

q

µε ισότητα µόνο αν xp = a = b = yq.
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Ορισµός 4.1.3 (συζυγείς εκθέτες). Αν p, q > 1 και 1
p + 1

q = 1, λέµε ότι οι p και q είναι
συζυγείς εκθέτες. Συµφωνούµε ότι ο συζυγής εκθέτης του p = 1 είναι ο q =∞.

Πρόταση 4.1.4 (ανισότητα Holder). ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd, f ∈ Lp(E) και

g ∈ Lq(E), όπου p, q > 1 συζυγείς εκθέτες. Τότε, fg ∈ L1(E) και

(4.1.11)
∫
E
|fg| dλ 6

(∫
E
|f |p dλ

)1/p(∫
E
|g|q dλ

)1/q

,

δηλαδή

(4.1.12) ‖fg‖1 6 ‖f‖p‖g‖q.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι

(4.1.13) ‖f‖pp =

∫
E
|f |p dλ = 1 και ‖g‖qq =

∫
E
|g|q dλ = 1.

Από την ανισότητα του Young, για κάθε x ∈ X ισχύει

(4.1.14) |f(x)g(x)| 6 1

p
|f(x)|p +

1

q
|g(x)|q.

Ολοκληρώνοντας την τελευταία ανισότητα παίρνουµε

(4.1.15)
∫
E
|fg| dλ 6

1

p

∫
E
|f |p dλ+

1

q

∫
E
|g|q dλ =

1

p
+

1

q
= 1 = ‖f‖p‖g‖q.

Στην γενική περίπτωση: µπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖f‖p 6= 0 και ‖g‖q 6= 0 (αλλιώς f ≡
0 ή g ≡ 0 λ−σχεδόν παντού και το αριστερό µέλος της Ϲητούµενης ανισότητας µηδενίζεται,
οπότε δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε). Θεωρούµε τις συναρτήσεις

(4.1.16) f1 =
f

‖f‖p
και g1 =

g

‖g‖q
.

Παρατηρούµε ότι

(4.1.17)
∫
E
|f1|p dλ =

1

‖f‖pp

∫
E
|f |p dλ = 1 και

∫
E
|g1|q dλ =

1

‖g‖qq

∫
E
|g|q dλ = 1.

Από την ειδική περίπτωση της ανισότητας που δείξαµε παραπάνω, έχουµε

(4.1.18)
∫
E
|f1g1| dλ 6 1, δηλαδή,

∫
E
|fg| dλ 6 ‖f‖p‖g‖q.
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Πρόταση 4.1.5 (ανισότητα Minkowski). ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και 1 6

p <∞. Αν f, g ∈ Lp(E), τότε

(4.1.19)
(∫

E
|f + g|p dλ

)1/p

6

(∫
E
|f |p dλ

)1/p

+

(∫
E
|g|p dλ

)1/p

,

δηλαδή

(4.1.20) ‖f + g‖p 6 ‖f‖p + ‖g‖p.

Απόδειξη. Η ανισότητα είναι απλή στην περίπτωση p = 1. Στη συνέχεια ϑεωρούµε την
περίπτωση 1 < p <∞. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖f + g‖p > 0. Γράφουµε

‖f + g‖pp =

∫
E
|f + g|p dλ =

∫
E
|f + g|p−1|f + g| dλ

6
∫
E
|f + g|p−1|f | dλ+

∫
E
|f + g|p−1|g| dλ

6

(∫
E
|f + g|(p−1)q dλ

)1/q

‖f‖p +

(∫
E
|f + g|(p−1)q dλ

)1/q

‖g‖p,

όπου, στο τελευταίο ϐήµα, εφαρµόσαµε την ανισότητα Holder για τα Ϲευγάρια |f+g|p−1, |f |
και |f + g|p−1, |g|. Παρατηρούµε ότι (p − 1)q = p (οι p και q είναι συζυγείς εκθέτες).
Συνεπώς,

(4.1.21)
(∫

E
|f + g|(p−1)q dλ

)1/q

=

(∫
E
|f + g|p dλ

)1/q

= ‖f + g‖p/qp .

΄Επεται ότι

(4.1.22) ‖f + g‖pp 6 ‖f + g‖p/qp

(
‖f‖p + ‖g‖p

)
.

Χρησιµοποιώντας την p− p
q = 1 συµπεραίνουµε ότι

(4.1.23) ‖f + g‖p =
‖f + g‖pp
‖f + g‖p/qp

6 ‖f‖p + ‖g‖p.

4.2 Θεώρηµα Riesz-Fischer

Σε αυτήν την παράγραφο δείχνουµε την πληρότητα του Lp(E), 1 6 p < ∞. Ορίζουµε
επίσης τον χώρο L∞(E) και αποδεικνύουµε ότι είναι πλήρης. Τέλος, δείχνουµε ότι αν
1 6 p < ∞ τότε οι απλές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις και οι συνεχείς συναρτήσεις µε
συµπαγή ϕορέα είναι πυκνές στον Lp(E).
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4.2.1 Θεώρηµα Riesz-Fischer

Θεώρηµα 4.2.1 (Riesz-Fischer). ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και 1 6 p <∞. Ο

Lp(E) είναι χώρος Banach.

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα γενικό κριτήριο. ∆ίνουµε πρώτα κάποιους
ορισµούς.

Ορισµός 4.2.2. ΄Εστω (xn) ακολουθία σε έναν χώρο X µε νόρµα. Λέµε ότι η σειρά∑∞
n=1 xn συγκλίνει αν υπάρχει x ∈ X ώστε

(4.2.1) Sn :=
n∑
k=1

xk → x.

Λέµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 xk συγκλίνει απολύτως αν
∑∞

k=1 ‖xk‖ < +∞.

Λήµµα 4.2.3. ΄Εστω X ένας χώρος µε νόρµα. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι πλήρης.

(ϐ) Αν (xk) είναι ακολουθία στονX µε
∑∞

k=1 ‖xk‖ < +∞, τότε η σειρά
∑∞

k=1 xk συγκλί-

νει.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο X είναι πλήρης. ΄Εστω (xk) ακολουθία στον X, µε την
ιδιότητα

∑∞
k=1 ‖xk‖ <∞. Για τυχόν ε > 0, υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε, για κάθε n > m > n0,

(4.2.2) ‖xm+1‖+ · · ·+ ‖xn‖ < ε.

Τότε, αν n > m > n0,

(4.2.3) ‖sn − sm‖ = ‖xm+1 + · · ·+ xn‖ 6 ‖xm+1‖+ · · ·+ ‖xn‖ < ε.

Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα η (sn) είναι Cauchy. Ο X είναι πλήρης, άρα η sn συγκλίνει σε
κάποιο x ∈ X.

Αντίστροφα, έστω (xk) ακολουθία Cauchy στον X. Για ε = 1
2k

, k = 1, 2, . . ., µπορούµε
να ϐρούµε s1 < s2 < · · · < sk < · · · ώστε, για κάθε n > m > sk,

(4.2.4) ‖xn − xm‖ <
1

2k
.

Ειδικότερα,

(4.2.5) sk+1 > sk > sk =⇒ ‖xsk+1
− xnk‖ <

1

2k
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για κάθε k ∈ N. ΄Αρα,

(4.2.6)
∞∑
k=1

‖xsk+1
− xsk‖ < 1 < +∞.

Η
∑∞

k=1(xsk+1
−xsk) συγκλίνει απολύτως, οπότε (από την υπόθεσή µας) συγκλίνει : υπάρ-

χει x ∈ X ώστε

(4.2.7)
m∑
k=1

(xsk+1
− xsk)→ x,

δηλαδή, xsm+1 − xs1 → x. ΄Αρα, xsk → x + xs1 . ∆είξαµε ότι η (xk) έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία. Είναι όµως και ακολουθία Cauchy, άρα συγκλίνει στον X. ΄Επεται ότι ο X
είναι πλήρης.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.1. ΄Εστω (fk) ακολουθία στον Lp(E) µε την ιδιότητα

(4.2.8)
∞∑
k=1

‖fk‖p = M < +∞.

Για κάθε n ∈ N ορίζουµε gn(x) =
∑n

k=1 |fk(x)|, x ∈ X. Τότε,

(4.2.9) ‖gn‖p 6
n∑
k=1

‖fk‖p 6M,

δηλαδή gn ∈ Lp(E) και
∫
E g

p
ndλ 6 Mp. Η (gn) είναι αύξουσα, άρα ορίζεται η g(x) =

lim gn(x) ∈ [0,∞]. Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,

(4.2.10)
∫
E
gpdλ = lim

n→∞

∫
E
gpndλ 6Mp.

Συνεπώς, η gp είναι ολοκληρώσιµη. ΄Επεται ότι g(x) =
∑∞

k=1 |fk(x)| < +∞ σχεδόν
παντού.

Ορίζουµε sn(x) =
∑n

k=1 fk(x). Από την g(x) < +∞ έχουµε ότι η s(x) = lim sn(x) =∑∞
k=1 fk(x) ορίζεται και παίρνει πεπερασµένη τιµή σχεδόν παντού. Η s είναι µετρήσιµη

και από την |sn(x)| 6 gn(x) 6 g(x) συµπεραίνουµε ότι |s(x)| 6 g(x) σχεδόν παντού.
΄Επεται ότι

(4.2.11)
∫
E
|s|pdλ 6

∫
E
gpdλ 6Mp <∞,

δηλαδή s ∈ Lp(E). Τέλος, παρατηρούµε ότι

(4.2.12) |sn(x)− s(x)|p 6 2p max{|sn(x)|p, |s(x)|p} 6 2p|g(x)|p
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σχεδόν παντού. Αφού |sn(x) − s(x)|p → 0 σχεδόν παντού, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης ϐλέπουµε ότι

(4.2.13)
∫
E
|sn − s|pdλ→ 0.

Αυτό δείχνει ότι ‖sn − s‖p → 0. Από το Λήµµα 4.2.3 έπεται ότι ο Lp(E) είναι χώρος
Banach. 2

4.2.2 Ο χώρος L∞(E)

Στην περίπτωση p = ∞, ο χώρος L∞(E) αποτελείται από τις µετρήσιµες f που είναι
«ϕραγµένες σχεδόν παντού». Ο ακριβής ορισµός είναι ο εξής.

Ορισµός 4.2.4. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Η κλάση L∞(E) αποτελείται από
όλες τις µετρήσιµες συναρτήσεις f : E → [−∞,∞] για τις οποίες υπάρχει β > 0 ώστε

(4.2.14) λ ({x ∈ E : |f(x)| > β}) = 0.

Για µια τέτοια f , ϑέτουµε ‖f‖∞ το infimum όλων αυτών των β. Παρατηρήστε ότι το infimum
είναι minimum: αν (βn) είναι µία γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία µε βn → ‖f‖∞, τότε

(4.2.15) λ ({x ∈ E : |f(x)| > βn}) = 0

για κάθε n και {x ∈ E : |f(x)| > ‖f‖∞} =
⋃∞
n=1{x ∈ E : |f(x)| > βn}, άρα

(4.2.16) λ ({x ∈ E : |f(x)| > ‖f‖∞}) = 0.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο L∞(E) είναι γραµµικός χώρος. Αν για κάποια f ∈ L∞(E)

ισχύει ‖f‖∞ = 0, τότε συµπεραίνουµε ότι f = 0 σχεδόν παντού. ΄Ετσι, για f, g ∈ L∞(E),
ϑέτουµε f ∼ g αν f = g σχεδόν παντού στο E.

Ορισµός 4.2.5. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Τότε, το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας του χώρου L∞(E) ως προς τη σχέση ∼ συµβολίζεται µε L∞(E). Ο L∞(E)

γίνεται γραµµικός χώρος µε τις προφανείς πράξεις.

Θα γράφουµε, όπως και πριν, f ∈ L∞(E) αντί για [f ] ∈ L∞(E). Τέλος, για µια
f ∈ L∞(E) ϑέτουµε

(4.2.17) ‖f‖∞ = min {β > 0 : λ ({x ∈ E : |f(x)| > β})} .

Λέµε ότι ο ‖f‖∞ είναι το ουσιώδες supremum της f .
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Πρόταση 4.2.6. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Ο χώρος (L∞(E), ‖ · ‖∞) είναι

χώρος µε νόρµα.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Θεώρηµα 4.2.7. ΄ΕστωE µετρήσιµο υποσύνολο τουRd. Ο χώρος µε νόρµα (L∞(E), ‖·‖∞)

είναι χώρος Banach.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα

(4.2.18) An,m = {x ∈ E : |fn(x)− fm(x)| 6 ‖fn − fm‖∞} , n,m ∈ N

για τα οποία ισχύει λ(E\An,m) = 0. ΄Ετσι, αν ορίσουµεA =
⋂
n,mAn,m έχουµε λ(E\A) =

0 και

(4.2.19) sup
x∈A
|fn(x)− fm(x)| 6 ‖fn − fm‖∞

για κάθε n,m ∈ N, άρα η {fn} είναι οµοιόµορφα Cauchy στο A και συνεπώς οµοιόµορ-
ϕα συγκλίνουσα. Υπάρχει λοιπόν µια µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R ώστε fn → f

οµοιόµορφα στο A. ∆ηλαδή,

(4.2.20) ‖fn − f‖∞ = ‖(fn − f)χA‖∞ 6 sup
x∈A
|fn(x)− f(x)| → 0.

Αυτό δείχνει ότι f ∈ L∞(E) και fn → f στον L∞(E).

4.2.3 Προσέγγιση συναρτήσεων στον Lp

Σε αυτήν την παράγραφο παρουσιάζουµε δύο ϐασικά αποτελέσµατα προσέγγισης των συ-
ναρτήσεων που ανήκουν σε χώρους Lp.

Θεώρηµα 4.2.8. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω 1 6 p < ∞. Θεωρούµε

την οικογένεια S που αποτελείται από όλες τις απλές µετρήσιµες συναρτήσεις φ : E → R για

τις οποίες ισχύει

(4.2.21) λ({x ∈ E : φ(x) 6= 0}) <∞.

Η S είναι πυκνή στον Lp(E).

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι αν φ ∈ S είναι µια απλή συνάρτηση µε κανονική
µορφή

φ =
n∑
j=1

ajχAj ,
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όπου τα Aj ∈M είναι ξένα και αν aj 6= 0 τότε λ(Aj) <∞, έχουµε∫
E
|φ|p dλ =

n∑
j=1

|aj |pλ(Aj) <∞.

∆ηλαδή S ⊆ Lp(E).
΄Εστω f ∈ Lp(E), f > 0. Τότε, υπάρχει αύξουσα ακολουθία απλών συναρτήσεων {φn}

µε 0 6 φn 6 f και φn ↗ f . Αφού 0 6 φn 6 f , έχουµε φn ∈ Lp(E) για κάθε n, άρα φn ∈ S
(άσκηση). Επιπλέον, |f − φn|p 6 fp και αφού f ∈ Lp(E), το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης δείχνει ότι ∫

E
|φn − f |p dλ→ 0,

δηλαδή ότι ‖φn − f‖p → 0. ΄Αρα, οι µη αρνητικές συναρτήσεις στον Lp(E) προσεγγίζονται
από απλές ως προς την ‖ · ‖p. Για την γενική περίπτωση, αν f ∈ Lp(E), γράφουµε
f = f+ − f− και ϐρίσκουµε φn, ψn ∈ S µε ‖φn − f+‖p → 0 και ‖ψn − f−‖p → 0. Τότε,
οι ζn := φn − ψn ανήκουν στην S και

‖ζn − f‖p = ‖(φn − ψn)− (f+ − f−)‖p 6 ‖φn − f+‖p + ‖ψn − f−‖p → 0,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

Ορισµός 4.2.9 (ϕορέας). ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : E → R. Το

κλειστό σύνολο

(4.2.22) supp(f) = {x ∈ E : f(x) 6= 0}

λέγεται ϕορέας της f .

Θεωρούµε τον υπόχωρο Cc(Rd) του χώρου C(Rd) των συνεχών συναρτήσεων f : Rd →
R που αποτελείται από όλες τις συνεχείς f που έχουν συµπαγή ϕορέα, δηλαδή µηδενίζονται
έξω από κάποιο συµπαγές σύνολο K = K(f) ⊆ Rd. Θα δείξουµε ότι κάθε f ∈ Lp(Rd),
όπου 1 6 p <∞, προσεγγίζεται από συνεχείς συναρτήσεις µε συµπαγή ϕορέα.

Θεώρηµα 4.2.10. ΄Εστω 1 6 p < ∞. Το σύνολο Cc(Rd) των συνεχών συναρτήσεων µε

συµπαγή ϕορέα του Rd είναι πυκνό στον Lp(Rd).

Απόδειξη. Λογω του Θεωρήµατος 4.2.8, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε απλή συνάρτηση φ ∈ S,
που επιπλέον έχει συµπαγή ϕορέα (άσκηση), προσεγγίζεται από συνεχείς συναρτήσεις µε
συµπαγή ϕορέα. Λόγω γραµµικότητας του ολοκληρώµατος, µπορούµε εύκολα να ανα-
χθούµε στην περίπτωση που φ = χA για κάποιο A ⊆ Rd µε λ(A) < ∞. Από την κανο-
νικότητα του µέτρου Lebesgue, για το τυχόν ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές Kε
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και ανοικτό Uε ώστε Kε ⊆ A ⊆ Uε και λ(Uε \Kε) < εp. Χρησιµοποιώντας το λήµµα του
Urysohn µπορούµε να ορίσουµε f ∈ Cc(Rd) που ικανοποιεί τις 0 6 f 6 1, f ≡ 0 στο U cε
και f ≡ 1 στο Kε. Τότε, |f − χA| 6 1 και f = χA στο Kε ∪ U cε , άρα

‖f − χA‖p 6 [λ(Uε \Kε)]
1/p < ε.

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια Πρόταση που ϑα µας ϕανεί χρήσιµη αρκετές
ϕορές.

Πρόταση 4.2.11. ΄Εστω f ∈ Lp(Rd), 1 6 p <∞. Τότε,

lim
|z|→0

‖f(x+ z)− f(x)‖p := lim
|z|→0

(∫
Rd
|f(x+ z)− f(x)|pdλ(x)

)1/p

= 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε πρώτα g συνεχή, η οποία µηδενίζεται έξω από κάποια µπάλα B̂(r) =

{x ∈ Rd : |x| 6 r}. Η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, άρα για το τυχόν ε > 0 µπορούµε να
ϐρούµε δ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε : αν u, v ∈ Rd και |u − v| 6 δ τότε |f(u) − f(v)| 6 ε. Τότε,
αν |z| < δ έχουµε f(x+ z) = 0 έξω από τη µπάλα B̂(r + 1) και∫

Rd
|f(x+ z)− f(x)|pdλ(x) =

∫
B̂(r+1)

|f(x+ z)− f(x)|pdλ(x) 6 εpλ(B̂(r + 1)),

δηλαδή
‖f(x+ z)− f(x)‖p 6 [λ(B̂(r + 1))]1/pε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι lim|z|→0 ‖f(x+ z)− f(x)‖p = 0.
΄Εστω τώρα f ∈ Lp(Rd) και έστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε g συνεχή, η οποία

µηδενίζεται έξω από κάποια µπάλα B(r), µε την ιδιότητα ‖f(x) − g(x)‖p 6 ε. Τότε, για
κάθε z ∈ Rd έχουµε ‖f(x+ z)− g(x+ z)‖p 6 ε. Γράφουµε

‖f(x+ z)− f(x)‖p 6 ‖f(x+ z)− g(x+ z)‖p + ‖g(x+ z)− g(x)‖p + ‖g(x)− f(x)‖p
6 2ε+ ‖g(x+ z)− g(x)‖p

για κάθε z ∈ Rd, και αφήνοντας το z → 0 έχουµε

lim sup
z→0

‖f(x+ z)− f(x)‖p 6 2ε

διότι lim|z|→0 ‖g(x+ z)− g(x)‖p = 0.
Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι lim|z|→0 ‖f(x+ z)− f(x)‖p = 0.
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4.3 Θεώρηµα Fubini

΄Εστω d1, d2 ϑετικοί ακέραιοι και d = d1+d2. Γράφουµε τον Rd στη µορφή Rd = Rd1×Rd2

και συµβολίζουµε τα σηµεία του Rd µε (x, y), όπου x ∈ Rd1 και y ∈ Rd2 . Για κάθε
συνάρτηση f : Rd = Rd1 × Rd2 → R ορίζουµε :

(i) Για κάθε x ∈ Rd1 την συνάρτηση fx : Rd2 → R µε fx(y) := f(x, y).

(ii) Για κάθε y ∈ Rd2 την συνάρτηση fy : Rd1 → R µε fy(x) := f(x, y).

Τελείως ανάλογα, για κάθε σύνολο E ⊆ Rd1 × Rd2 ορίζουµε :

(i) Για κάθε x ∈ Rd1 το σύνολο Ex := {y ∈ Rd2 : (x, y) ∈ E}.

(ii) Για κάθε y ∈ Rd2 το σύνολο Ey := {x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E}.

Το ϑεώρηµα του Fubini µας επιτρέπει να υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης
f : Rd = Rd1 ×Rd2 → R ολοκληρώνοντας «πρώτα ως προς x και µετά ως προς y» ή «πρώτα
ως προς y και µετά ως προς x».

Θεώρηµα 4.3.1 (Fubini). ΄Εστω f : Rd1 × Rd2 → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε,

σχεδόν για κάθε y ∈ Rd2 η συνάρτηση fy είναι ολοκληρώσιµη στον Rd1 και η συνάρτηση

(4.3.1) y 7→
∫
Rd1

fy(x)dλd1(x)

είναι ολοκληρώσιµη στον Rd2 . Επιπλέον,

(4.3.2)
∫
Rd
fdλd =

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y).

Το Θεώρηµα 4.3.1 είναι ϕυσικά συµµετρικό ως προς x και y. ∆ηλαδή, αν f : Rd1 ×
Rd2 → R είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο µπορούµε
να δείξουµε ότι σχεδόν για κάθε x ∈ Rd1 η συνάρτηση fx είναι ολοκληρώσιµη στον Rd2 και
η συνάρτηση

(4.3.3) x 7→
∫
Rd2

fx(y)dλd2(y)

είναι ολοκληρώσιµη στον Rd1 , και ότι

(4.3.4)
∫
Rd
fdλd =

∫
Rd1

(∫
Rd2

f(x, y)dλd2(y)

)
dλd1(x).
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∆ηλαδή, µπορούµε να κάνουµε εναλλαγή στη σειρά ολοκλήρωσησ:
(4.3.5)∫

Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y) =

∫
Rd1

(∫
Rd2

f(x, y)dλd2(y)

)
dλd1(x) =

∫
Rd
fdλd.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.1 έχει αρκετά λεπτά σηµεία. Αν γνωρίζουµε ότι η f :

Rd → R είναι µετρήσιµη, δεν είναι απαραίτητα σωστό ότι για κάθε y ∈ Rd2 η συνάρτηση
fy είναι µετρήσιµη. Παροµοίως, αν το E ⊂ Rd είναι µετρήσιµο, δεν είναι απαραίτητα
σωστό ότι για κάθε y ∈ Rd2 το σύνολο Ey είναι µετρήσιµο (για παράδειγµα, ϑεωρήστε
το E = N × {0} στο R2, όπου N είναι ένα µη µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1] – τότε,
λ2(E) = 0 αλλά το E0 = N δεν είναι µετρήσιµο).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.1. Ορίζουµε F την κλάση των συναρτήσεων f : Rd → R
που ικανοποιούν τα τρία συµπεράσµατα του ϑεωρήµατος, και ϑα αποδείξουµε ότι L1(Rd) ⊆
F . Η απόδειξη ϑα γίνει σε έξι ϐήµατα.

Βήµα 1. Κάθε πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων από την F ανήκει κι

αυτός στην F .

Πράγµατι, έστω f1, . . . , fk ∈ F και έστω a1, . . . , ak ∈ R. Για κάθε i = 1, . . . , k υπάρχει
σύνολο Zi ⊂ Rd2 µε λd2(Zi) = 0 ώστε για κάθε y /∈ Zi η fyi να είναι ολοκληρώσιµη. Αν
ϑέσουµε Z = Z1 ∪ · · · ∪ Zk, τότε λd2(Z) = 0 και για κάθε y /∈ Z έχουµε ότι οι fyi είναι
ολοκληρώσιµες. ΄Επεται ότι η

(a1f1 + · · ·+ akfk)
y = a1f

y
1 + · · ·+ akf

y
k

είναι ολοκληρώσιµη για κάθε y /∈ Z. Από την γραµµικότητα του ολοκληρώµατος συµπε-
ϱαίνουµε τώρα ότι η

y 7→
∫
Rd1

(a1f1 + · · ·+ akfk)
y(x)dλd1(x) =

k∑
i=1

ai

∫
Rd1

fyi (x)dλd1(x)

είναι ολοκληρώσιµη, και∫
Rd2

(∫
Rd1

(a1f1 + · · ·+ akfk)(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y)

=

∫
Rd2

(
k∑
i=1

ai

∫
Rd1

fi(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y)

=

k∑
i=1

ai

∫
Rd2

(∫
Rd1

fi(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y)

=
k∑
i=1

ai

∫
Rd
fidλd =

∫
Rd

(a1f1 + · · ·+ akfk)dλd.
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΄Αρα, a1f1 + · · ·+ akfk ∈ F .

Βήµα 2. ΄Εστω (fk) µια αύξουσα ή ϕθίνουσα ακολουθία συναρτήσεων στην F , η οποία

συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια ολοκληρώσιµη f : Rd → R. Τότε, f ∈ F .

Παίρνοντας τις −fk στην ϑέση των fk αν χρειαστεί, µπορούµε να υποθέσουµε ότι fk ↗
f . Μπορούµε επίσης (χρησιµοποιώντας και το Βήµα 1) να αντικαταστήσουµε τις fk µε
τις fk − f1 και να υποθέσουµε ότι οι fk είναι µη αρνητικές. Από το ϑεώρηµα µονότονης
σύγκλισης έχουµε

(4.3.6) lim
k→∞

∫
Rd
fkdλd =

∫
Rd
fdλd.

Αφού fk ∈ F , για κάθε k υπάρχει Ak ⊂ Rd2 µε λd2(Ak) = 0 ώστε : αν y /∈ Ak τότε
η fyk είναι ολοκληρώσιµη στον Rd1 . Θέτουµε A =

⋃∞
k=1Ak. Τότε, λd2(A) = 0 και αν

y /∈ A έχουµε ότι η fyk είναι ολοκληρώσιµη στον Rd1 για κάθε k. Επίσης, από το ϑεώρηµα
µονότονης σύγκλισης έχουµε

gk(y) :=

∫
Rd1

fyk (x)dλd1(x)→ g(y) :=

∫
Rd1

fy(x)dλd1(x).

Αφού fk ∈ F έχουµε επίσης ότι κάθε gk είναι ολοκληρώσιµη και, πάλι από το ϑεώρηµα
µονότονης σύγκλισης,

(4.3.7)
∫
Rd2

gk(y)dλd2(y)→
∫
Rd2

g(y)dλd2(y).

Αφού fk ∈ F , έχουµε ∫
Rd2

gk(y)dλd2(y) =

∫
Rd
fkdλd.

συνδυάζοντας αυτήν την σχέση µε τις (4.3.6) και (4.3.7) παίρνουµε∫
Rd2

g(y)dλd2(y) =

∫
Rd
fdλd.

Η f είναι ολοκληρώσιµη, άρα το δεξιό µέλος είναι πεπερασµένο. Συνεπώς, η g είναι
ολοκληρώσιµη. ΄Επεται ότι g(y) < ∞ σχεδόν παντού, δηλαδή η fy είναι ολοκληρώσιµη
σχεδόν για κάθε y, και∫

Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y) =

∫
Rd
fdλd.

Αυτό αποδεικνύει ότι f ∈ F .

Βήµα 3. Αν το E είναι Gδ-σύνολο και λd(E) <∞, τότε η χE ανήκει στην F .

(α) Υποθέτουµε πρώτα ότι το E είναι ένας ϕραγµένος ανοικτός κύβος, δηλαδή E =

Q1 × Q2 όπου Q1 και Q2 είναι ανοικτοί κύβοι στον Rd1 και τον Rd2 αντίστοιχα. Τότε, η
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(χE)y είναι ολοκληρώσιµη για κάθε y, µε ολοκλήρωµα λd1(Q1) αν y ∈ Q2 και ολοκλήρωµα
ίσο µε µηδέν αν y /∈ Q2. ΄Αρα, η g = λd1(Q1)χQ2 είναι επίσης ολοκληρώσιµη, και∫

Rd2
g(y)dλd2(y) = λd1(Q1)λd2(Q2).

Αφού ∫
Rd
χEdλd = λd(E) = λd1(Q1)λd2(Q2),

έχουµε ότι χE ∈ F .

(ϐ) Υποθέτουµε τώρα ότι το E περιέχεται στο σύνορο κάποιου κλειστού κύβου. Αφού το
σύνορο του κύβου έχει µέτρο µηδέν στον Rd, έχουµε

∫
Rd χEdλd = 0. Παρατηρούµε τώρα,

διακρίνοντας περιπτώσεις, ότι σχεδόν για κάθε y, το σύνολο Ey έχει µέτρο µηδέν στον Rd1 ,
άρα αν ορίσουµε g(y) =

∫
Rd1 χE(x, y)dλd1(x) τότε g(y) = 0 σχεδόν για κάθε y. ΄Επεται ότι∫

Rd1 g(y)dλd2(y) = 0, το οποίο δείχνει ότι χE ∈ F .

(γ) Υποθέτουµε τώρα ότι το E είναι πεπερασµένη ένωση κλειστών κύβων µε ξένα εσω-
τερικά. ΄Εστω E =

⋃k
i=1Qi. Αν γράψουµε Q̃i για το εσωτερικό του Qk, τότε µπορούµε

να γράψουµε την χE σαν γραµµικό συνδυασµό των χQ̃i και των χAi , όπου κάθε Ai είναι
υποσύνολο του συνόρου του Qi. Από τα (α) και (ϐ) έχουµε ότι χQ̃i ∈ F , χAi ∈ F , και από
το Βήµα 1 συµπεραίνουµε ότι χE ∈ F .

(δ) Υποθέτουµε τώρα ότι το E είναι ανοικτό και έχει πεπερασµένο µέτρο. Μπορούµε να
γράψουµε το E στη µορφή

E =
∞⋃
k=1

Qk,

όπου Qk είναι κύβοι µε ξένα εσωτερικά. Αν ϑέσουµε fm =
∑m

k=1 χQk , τότε fk ↗ χE

σχεδόν παντού. Αφού fk ∈ F (από το (γ)) και η χE είναι ολοκληρώσιµη (διότι λd(E) <∞)
συµπεραίνουµε ότι χE ∈ F χρησιµοποιώντας το Βήµα 2.

(ε) Τέλος, έστω E ένα Gδ-σύνολο µε λd(E) < ∞. Μπορούµε να γράψουµε το E στη
µορφή

E =
∞⋂
k=1

Gk,

όπου (Gk) είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία ανοικτών συνόλων, και λd(G1) < ∞ (άσκηση).
Τότε, οι συναρτήσεις χGk ανήκουν στην F από το (δ) και σχηµατίζουν µια ϕθίνουσα ακο-
λουθία που συγκλίνει κατά σηµείο στην χE . Από το Βήµα 2 συµπεραίνουµε ότι χE ∈ F ,
και το Βήµα 3 έχει ολοκληρωθεί.

Βήµα 4. Αν λd(E) = 0 τότε χE ∈ F .
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Πράγµατι, αφού το E είναι µετρήσιµο και λd(E) = 0, µπορούµε να ϐρούµε Gδ-σύνολο
G ⊇ E µε λd(G) = 0. Από το Βήµα 3 έχουµε ότι χG ∈ F , άρα∫

Rd2

(∫
Rd1

χG(x, y)dλ1(x)

)
dλ2(y) =

∫
Rd
χGdλd = 0.

΄Αρα, ∫
Rd1

χG(x, y)dλd1(x) = 0 σχεδόν για κάθε y.

΄Επεται ότι λd1(Gy) = 0 σχεδόν για κάθε y. Αφού Ey ⊆ Gy για κάθε y, συµπεραίνουµε
ότι λd1(Ey) = 0 σχεδόν για κάθε y, δηλαδή

∫
Rd1 χE(x, y)dλd1(x) = 0 σχεδόν για κάθε y.

Συνεπώς, ∫
Rd2

(∫
Rd1

χE(x, y)dλ1(x)

)
dλ2(y) = 0 =

∫
Rd
χEdλd.

Αυτό αποδεικνύει ότι χE ∈ F .

Βήµα 5. Αν το E είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και λd(E) <∞, τότε η χE ανήκει στην

F .

Πράγµατι, ϑεωρούµε ένα Gδ-σύνολο G ⊇ E µε λd(G \ E) = 0, γράφουµε

χE = χG − χG\E ,

και χρησιµοποιώντας το Βήµα 3, το Βήµα 4 και το γεγονός ότι η F είναι κλειστή ως προς
πεπερασµένους γραµµικούς συνδυασµούς, συµπεραίνουµε ότι χE ∈ F .

Βήµα 6. Κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση ανήκει στην F .

Παρατηρούµε πρώτα ότι, αφού η f γράφεται στη µορφή f = f+ − f− και οι f+, f−

είναι ολοκληρώσιµες, και αφού η F είναι κλειστή ως προς πεπερασµένους γραµµικούς
συνδυασµούς, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι µη αρνητική. Γνωρίζουµε τώρα
ότι υπάρχει αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων φk
ώστε φk ↗ f . Κάθε φk είναι πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός χαρακτηριστικών
συναρτήσεων συνόλων πεπερασµένου µέτρου, άρα κάθε φk ∈ F από το Βήµα 5 και το
Βήµα 1. ΄Επεται ότι f ∈ F , από το Βήµα 2. 2

Στο υπόλοιπο αυτής της παραγράφου δίνουµε κάποιες χρήσιµες εφαρµογές του ϑεω-
ϱήµατος Fubini, ξεκινώντας από το ϑεώρηµα Tonelli.

Θεώρηµα 4.3.2 (Tonelli). ΄Εστω f : Rd1 × Rd2 → R µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση.

Τότε, σχεδόν για κάθε y ∈ Rd2 η συνάρτηση fy είναι µετρήσιµη στον Rd1 και η συνάρτηση

(4.3.8) y 7→
∫
Rd1

fy(x)dλd1(x)
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είναι µετρήσιµη στον Rd2 . Επιπλέον,

(4.3.9)
∫
Rd
fdλd =

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y).

Απόδειξη. Για κάθε k ∈ N ορίζουµε fk : Rd → R ϑέτοντας

fk(x, y) =

{
f(x, y), αν |(x, y)| < k και f(x, y) < k

0, αλλιώς

Κάθε fk είναι ολοκληρώσιµη. Από το ϑεώρηµα Fubini, υπάρχει Ek ⊂ Rd2 µε λd2(Ek) = 0

ώστε : αν y /∈ Ek τότε η fyk είναι ολοκληρώσιµη. Αν ϑέσουµε E =
⋃∞
k=1Ek, ϐλέπουµε ότι

λd2(E) = 0 και αν y /∈ E τότε η fyk είναι µετρήσιµη για κάθε k. Αφού fyk ↗ fy, από το
ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης ϐλέπουµε ότι∫

Rd1
fk(x, y)dλd1(x)→

∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

για κάθε y /∈ E. Πάλι από το ϑεώρηµα Fubini, η y 7→
∫
Rd1 fk(x, y)dλd1(x) είναι µετρήσιµη

στο Ec, άρα και η y 7→
∫
Rd1 f(x, y)dλd1(x). Εφαρµόζοντας και πάλι το ϑεώρηµα µονότονης

σύγκλισης, παίρνουµε

(4.3.10)
∫
Rd2

(∫
Rd1

fk(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y)→

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y).

΄Οµως, από το ϑεώρηµα Fubini γνωρίζουµε ότι

(4.3.11)
∫
Rd2

(∫
Rd1

fk(x, y)dλd1(x)

)
dλd2(y) =

∫
Rd
fkdλd.

Εφαρµόζοντας απευθείας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για τις fk έχουµε επίσης

(4.3.12)
∫
Rd
fkdλd →

∫
Rd
fdλd.

Συνδυάζοντας τις (4.3.10), (4.3.11) και (4.3.12) έχουµε το συµπέρασµα.

Παρατήρηση 4.3.3. Πολύ συχνά, το ϑεώρηµα Tonelli χρησιµοποιείται σε συνδυασµό µε
το ϑεώρηµα Fubini. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια µετρήσιµη συνάρτηση f : Rd → R και
ϑέλουµε να εξετάσουµε αν είναι ολοκληρώσιµη και, αν ναι, να υπολογίσουµε το ολοκλή-
ϱωµά της κάνοντας διαδοχική ολοκλήρωση (πρώτα ως προς x και µετά ως προς y). Για να
αιτιολογήσουµε την χρήση της διαδοχικής ολοκλήρωσης, εφαρµόζουµε πρώτα το ϑεώρηµα
Tonelli για την |f |: αυτό µας επιτρέπει να υπολογίσουµε ή να εκτιµήσουµε τα διαδοχικά
ολοκληρώµατα της |f |, διότι η |f | είναι µη αρνητική. Αν αυτά είναι πεπερασµένα, από το
Θεώρηµα 4.3.2 έχουµε ότι η |f | είναι ολοκληρώσιµη, δηλαδή

∫
Rd |f | dλd <∞. Τότε όµως,

ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 4.3.1 και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
εκείνο το ϑεώρηµα για να υπολογίσουµε το

∫
Rd fdλd.



4.3. ΘΕΩΡΗΜΑ FUBINI 133

Πόρισµα 4.3.4. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd1 × Rd2 . Τότε, σχεδόν για κάθε

y ∈ Rd2 το σύνολο

Ey = {x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E}

είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd1 . Επιπλέον, η y 7→ λd1(Ey) είναι µετρήσιµη συνάρτηση,

και

λd(E) =

∫
Rd2

λd1(Ey)dλd2(y).

Απόδειξη. ΄Αµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος 4.3.2. Επιλέγουµε σαν f την χE και παρα-
τηρούµε ότι (χE)y = χEy . Πράγµατι, (χE)y(x) = 1 αν και µόνο αν χE(x, y) = 1 δηλαδή
αν και και µόνο αν (x, y) ∈ E. Αυτό όµως είναι ισοδύναµο µε την x ∈ Ey, δηλαδή την
χEy(x) = 1. Από το Θεώρηµα 4.3.2 η (χE)y είναι µετρήσιµη σχεδόν για κάθε y, δηλαδή
η χEy είναι µετρήσιµη σχεδόν για κάθε y. Ισοδύναµα, το Ey είναι µετρήσιµο σχεδόν για
κάθε y. Τέλος, πάλι από το Θεώρηµα 4.3.2, έχουµε

λd(E) =

∫
Rd
χEdλd =

∫
Rd2

(∫
Rd1

(χE)y(x)dλd1(x)

)
dλd2(y)

=

∫
Rd2

(∫
Rd1

χEy(x)dλd1(x)

)
dλd2(y) =

∫
Rd2

λd1(Ey)dλd2(y).

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω E1 ⊂ Rd1 και E2 ⊂ Rd2 µετρήσιµα σύνολα. Τότε, το E = E1 × E2

είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Επιπλέον,

λd(E) = λd1(E1)λd2(E2),

µε την σύµβαση ότι αν κάποιο από τα λdi(Ei) είναι ίσο µε µηδέν, τότε λd(E) = 0.

Για την απόδειξη της Πρότασης 4.3.5 ϑα χρειαστούµε ένα λήµµα:

Λήµµα 4.3.6. ΄Εστω E1 ⊂ Rd1 και E2 ⊂ Rd2 . Τότε,

λ∗d(E1 × E2) 6 λ∗d1(E1)λ
∗
d2(E2),

µε την σύµβαση ότι αν κάποιο από τα λ∗di(Ei) είναι ίσο µε µηδέν, τότε λ∗d(E) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου, υπάρχουν ακολουθίες
ανοικτών ορθογωνίων (Ik) και (Js) στον Rd1 και τον Rd2 αντίστοιχα, ώστε

E1 ⊆
∞⋃
k=1

Ik, E2 ⊆
∞⋃
s=1

Js,
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και
∞∑
k=1

`(Ik) < λ∗d1(E1) + ε,
∞∑
s=1

`(Js) < λ∗d2(E2) + ε.

Παρατηρούµε ότι

E1 × E2 ⊆
∞⋃

k,s=1

Ik × Js,

και χρησιµοποιώντας την υποπροσθετικότητα του εξωτερικού µέτρου γράφουµε

λ∗d(E1 × E2) 6
∞∑

k,s=1

`(Ik × Js) =
∞∑

k,s=1

`(Ik)`(Js)

=

( ∞∑
k=1

`(Ik)

)( ∞∑
s=1

`(Js)

)
6 (λ∗d1(E1) + ε)(λ∗d2(E2) + ε).

Αν λ∗d1(E1) > 0 και λ∗d2(E2) > 0, τότε

λ∗2d(E1 × E2) 6 λ∗d1(E1)λ
∗
d2(E2) +Aε+ ε2

όπου A = λ∗d1(E1) + λ∗d2(E2), και αφήνοντας το ε → 0+ παίρνουµε το Ϲητούµενο (αν
κάποιο από τα Ei έχει άπειρο εξωτερικό µέτρο και το άλλο ϑετικό εξωτερικό µέτρο, τότε
δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε).

Μένει η περίπτωση όπου, για παράδειγµα, λ∗d1(E1) = 0. Για κάθε m ∈ N ορίζουµε
Em2 = E2 ∩ {y ∈ Rd2 : |y| 6 m}. Το προηγούµενο επιχείρηµα δείχνει ότι, για κάθε ε > 0,

λ∗d(E1 × Em2 ) 6 ε(λ∗d2(Em2 ) + ε)

και αφήνοντας το ε→ 0+ παίρνουµε λ∗d(E1×Em2 ) = 0. Αφού E1×Em2 ↗ E1×E2 καθώς
το m→∞, συµπεραίνουµε ότι λ∗d(E1 × E2) = 0.

Απόδειξη της Πρότασης 4.3.5. Αρκεί να δείξουµε ότι το E είναι µετρήσιµο. Κατόπιν,
αφού Ey = E1 για κάθε y ∈ E2 και Ey = ∅ αλλιώς, από το Πόρισµα 4.3.4 παίρνουµε

λ(E) =

∫
Rd2

λd1(Ey)dλd2(y) =

∫
E2

λd1(E1)dλd2(y) = λd1(E1)λd2(E2).

Για την µετρησιµότητα του E, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι, αφού τα E1 και E2 είναι
µετρήσιµα, µπορούµε να ϐρούµε Gδ-σύνολα Gi µε Ei ⊆ Gi και λdi(Gi \ Ei) = 0. Το
σύνολο G = G1 ×G2 είναι µετρήσιµο στον Rd1 × Rd2 , και

((G1 ×G2) \ (E1 × E2)) ⊆ ((G1 \ E1)×G2) ∪ (G1 × (G2 \ E2)).
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Από το Λήµµα 4.3.6 ϐλέπουµε ότι

λ∗d((G1 \ E1)×G2) 6 λd1(G1 \ E1)λd2(G2) = 0

και
λ∗d(G1 × (G2 \ E2)) 6 λd1(G1)λd2(G2 \ E2) = 0.

΄Αρα, λ∗d(G \ E) = 0. ΄Επεται ότι το E = G \ (G \ E) είναι µετρήσιµο. 2

Πόρισµα 4.3.7. ΄Εστω f : Rd1 → R µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, η f̃ : Rd1 ×Rd2 → R που

ορίζεται από την

f̃(x, y) = f(x)

είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Απόδειξη. Αφού η f είναι µετρήσιµη, για κάθε a ∈ R το σύνολοEa = {x ∈ Rd1 : f(x) < a}
είναι µετρήσιµο. Αφού

{(x, y) ∈ Rd1 × Rd2 : f̃(x, y) < a} = Ea × Rd2 ,

από την Πρόταση 4.3.5 ϐλέπουµε ότι το {f̃ < a} είναι µετρήσιµο για κάθε a ∈ R. Με
ϐάση τον ορισµό, η f̃ είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Πόρισµα 4.3.8. ΄Εστω f : Rd → R µη αρνητική συνάρτηση. Ορίζουµε

A = {(x, y) ∈ Rd × R : 0 6 y 6 f(x)}.

Τότε, η f είναι µετρήσιµη αν και µόνο αν το A είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd+1, και αν

αυτό συµβαίνει τότε

λd+1(A) =

∫
Rd
f(x)dλd(x).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι µετρήσιµη. Από το Πόρισµα 4.3.7 ϐλέπουµε
εύκολα ότι η συνάρτηση

F (x, y) = f(x)− y

είναι µετρήσιµη συνάρτηση (διότι οι F1(x, y) = f(x) και F2(x, y) = y είναι µετρήσιµες).
΄Επεται ότι το

A = {(x, y) : y > 0} ∩ {(x, y) : F (x, y) 6 0}

είναι µετρήσιµο σύνολο.
Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι το A είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd+1. Για κάθε

x ∈ Rd1 έχουµε
Ax = {y ∈ R : (x, y) ∈ A} = [0, f(x)].
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Από το Πόρισµα 4.3.4 (µε εναλλαγή των ϱόλων των x και y) η συνάρτηση f(x) = λ1(Ax)

είναι µετρήσιµη. Επιπλέον,

λd+1(A) =

∫
Rd+1

χAdλd+1 =

∫
Rd
λ1(Ax)dλd(x) =

∫
Rd
f(x)dλd(x),

και έχουµε το Ϲητούµενο.

Πρόταση 4.3.9. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, η συνάρτηση f̃ : Rd×Rd →
R που ορίζεται από την

f̃(x, y) = f(x− y)

είναι µετρήσιµη.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι : αν a ∈ R και αν Ea = {z ∈ Rd : f(z) < a}, τότε το
σύνολο

Ẽ = {(x, y) ∈ Rd × Rd : x− y ∈ Ea}

είναι µετρήσιµο υποσύνολο του Rd × Rd. Θα δείξουµε, γενικότερα, ότι αν A είναι ένα
µετρήσιµο υποσύνολο του Rd τότε το Ã = {(x, y) : x− y ∈ A} είναι µετρήσιµο υποσύνολο
του Rd × Rd.

Παρατηρούµε αρχικά ότι αν τοG είναι ανοικτό υποσύνολο του Rd τότε το G̃ είναι επίσης
ανοικτό. Παίρνοντας αριθµήσιµες τοµές ϐλέπουµε ότι αν το A είναι Gδ-σύνολο τότε το Ã
είναι επίσης Gδ-σύνολο.

Θεωρούµε τώρα ένα σύνολο Z µε λd(Z) = 0. Υπάρχει ακολουθία (Gn) ανοικτών
συνόλων στον Rd µε Z ⊂ Gn και λd(Gn)→ 0. Ορίζουµε Bk = {(x, y) ∈ R2d : |y| 6 k} και
ϑεωρούµε το G̃n ∩Bk. Παρατηρούµε ότι χG̃n∩Bk = χGn(x− y)χBk(y), άρα

λ2d(G̃n ∩Bk) =

∫
R2d

χGn(x− y)χBk(y)dλ2d(x, y)

=

∫
Rd

(∫
Rd
χGn(x− y)dλd(x)

)
χBk(y)dλd(y)

=

∫
Rd
λd(Gn)χBk(y)dλd(y) = λd(Gn)λd(Bk)

(χρησιµοποιήσαµε την
∫
Rd χGn(x− y)dλd(x) = λd(y+Gn) = λd(Gn) για κάθε y, η οποία

ισχύει γιατί το λd είναι αναλλοίωτο ως προς µεταφορές). ΄Επεται ότι, για κάθε k,

0 6 λ2d(Z̃ ∩Bk) 6 λ2d(G̃n ∩Bk)→ 0

καθώς το n→∞, άρα λ2d(Z̃∩Bk) = 0. Αφού Z̃∩Bk ↗ Z̃, συµπεραίνουµε ότι λ2d(Z̃) = 0.
Τώρα, αφού κάθε µετρήσιµο E ⊆ Rd γράφεται στη µορφή E = A \ Z, όπου το A είναι

Gδ-σύνολο και το Z έχει µέτρο µηδέν, παρατηρώντας ότι Ẽ = Ã \ Z̃ και χρησιµοποιώντας
τα παραπάνω, ϐλέπουµε ότι το Ẽ είναι µετρήσιµο.
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4.4 Συνέλιξη

΄Εστω f, g ∈ L1(Rd). Θεωρούµε τη συνάρτηση φ : Rd × Rd → R µε

(4.4.1) φ(x, y) = f(x− y)g(y),

η οποία είναι µετρήσιµη (ϐλέπε Πρόταση 4.3.9 και Πόρισµα 4.3.7). Ανήκει επίσης στον
L1(R2d): ∫

Rd
|φ(x, y)| dλ(x) = |g(y)|

∫
Rd
|f(x− y)| dλ(x) = |g(y)|‖f‖1

(ϐλέπε ΄Ασκηση 15 για την τελευταία ισότητα). Εποµένως,∫
Rd

(∫
Rd
|φ(x, y)| dλ(x)

)
dλ(y) =

∫
Rd
|g(y)|‖f‖1 dλ(y) = ‖f‖1‖g‖1 <∞.

Από το ϑεώρηµα Tonelli έπεται ότι φ ∈ L1(R2d) και από από το ϑεώρηµα Fubini έχουµε
ότι το ολοκλήρωµα ∫

Rd
f(x− y)g(y) dλ(y)

ορίζεται σχεδόν για κάθε x ∈ Rd και επιπλέον (αν ϑέσουµε την τιµή του ίση µε µηδέν εκεί
που δεν ορίζεται) σαν συνάρτηση του x ορίζει ένα στοιχείο του L1(Rd).

Ορισµός 4.4.1 (συνέλιξη). ΄Εστω f, g ∈ L1(Rd). Τότε, η συνάρτηση f ∗ g που ορίζεται
σχεδόν παντού από την

(4.4.2) (f ∗ g)(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dλ(y)

ανήκει στον L1(Rd) και λέγεται συνέλιξη των f και g.

Οι επόµενες προτάσεις περιγράφουν κάποιες ϐασικές ιδιότητες της συνέλιξης.

Πρόταση 4.4.2. Αν f, g ∈ L1(Rd), τότε

(4.4.3) ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1‖g‖1.

Επιπλέον, η απεικόνιση (f, g) 7→ f ∗ g είναι συνεχής (ως προς την ‖ · ‖1).

Απόδειξη. Για τη συνάρτηση φ(x, y) = f(x− y)g(y) έχουµε ότι

‖f ∗ g‖1 =

∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd
f(x− y)g(y) dλ(y)

∣∣∣∣ dλ(x) 6
∫
Rd

(∫
Rd
|φ(x, y)| dλ(x)

)
dλ(y)

= ‖f‖1‖g‖1.
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Για τη συνέχεια της f ∗ g ϑα δείξουµε ότι αν οι fk, f, gk, g ∈ L1(Rd) ικανοποιούν τις
‖fk − f‖1 → 0 και ‖gk − g‖1 → 0, τότε ‖fk ∗ gk − f ∗ g‖1 → 0. Πράγµατι,

‖fk ∗ gk − f ∗ g‖1 = ‖fk ∗ (gk − g) + (fk − f) ∗ g‖1 6 ‖fk ∗ (gk − g)‖1 + ‖(fk − f) ∗ g‖1
6 ‖fk‖1‖gk − g‖1 + ‖fk − f‖1‖g‖1 → 0,

αν συνδυάσουµε τις υποθέσεις µε το γεγονός ότι supk ‖fk‖1 < ∞ (αφού η (fk) είναι
συγκλίνουσα στον L1(Rd)).

Πρόταση 4.4.3. ΄Εστω f, g, h ∈ L1(Rd). Η συνέλιξη έχει τις εξής ιδιότητεσ:

(i) Είναι διγραµµική, δηλαδή

(4.4.4) (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h και f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.

(ii) Είναι µεταθετική, δηλαδή

(4.4.5) f ∗ g = g ∗ f.

(iii) Είναι προσεταιριστική, δηλαδή

(4.4.6) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Απόδειξη. Το (α) είναι άµεσο. Λόγω της συνέχειας της (f, g) 7→ f ∗ g, για να αποδείξουµε
τα (ϐ) και (γ) σε πλήρη γενικότητα αρκεί να τα αποδείξουµε για τις συνεχείς συναρτήσεις
µε συµπαγή ϕορέα, λόγω του Θεωρήµατος 4.2.10.

(ϐ) Για τη µεταθετικότητα, γράφουµε

(f ∗ g)(x) =

∫
Rd
f(x− y)g(y) dλ(y) =

∫
Rd
f(z)g(x− z) dλ(z) = (g ∗ f)(x),

όπου κάναµε την αλλαγή µεταβλητής z = x− y.
(γ) Για την προσεταιριστικότητα, έχουµε:(

f ∗ (g ∗ h)
)
(x) =

∫
Rd
f(x− y)(g ∗ h)(y) dλ(y)

=

∫
Rd
f(x− y)

(∫
Rd
g(y − z)h(z) dλ(z)

)
dλ(y)

=

∫
Rd

(∫
Rd
f(x− y)g(y − z) dλ(y)

)
h(z) dλ(z)

=

∫
Rd

(∫
Rd
f(x− z − u)g(u) du

)
h(z) dλ(z)

=

∫
Rd

(f ∗ g)(x− z)h(z) dλ(z)

=
(
(f ∗ g) ∗ h)(x),
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όπου κάναµε την αλλαγή µεταβλητής u = y − z.

Η τελευταία Πρόταση δίνει κάποιες ϐασικές ιδιότητες της συνέλιξης συναρτήσεων στον
Lp(E), p > 1. Θα χρειαστούµε την ακόλουθη παρατήρηση.

Παρατήρηση 4.4.4. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω 1 < p <∞. Για κάθε
f ∈ Lp(E) ισχύει

‖f‖p = max

{∫
E
fhdλ : ‖h‖q 6 1

}
,

όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p. Για την απόδειξη, παρατηρούµε αρχικά ότι αν
h ∈ Lq(E) και ‖h‖q 6 1, τότε∣∣∣∣∫

E
fhdλ

∣∣∣∣ 6 ‖f‖p‖h‖q 6 ‖f‖p,
από την ανισότητα Holder. ΄Αρα,

‖f‖p > sup

{∫
E
fhdλ : ‖h‖q 6 1

}
.

Από την άλλη πλευρά, αν ‖f‖p 6= 0 και αν ορίσουµε h = 1

‖f‖p/qp

|f(x)|p−1sign(f(x)) (όπου

sign(a) = 1 αν a > 0, sign(a) = −1 αν a < 0 και sign(0) = 0) τότε

‖h‖qq =
1

‖f‖pp

∫
E
|f(x)|(p−1)qdλ(x) =

1

‖f‖pp

∫
E
|f(x)|pdλ(x) = 1

και ∫
E
f(x)h(x)dλ(x) =

1

‖f‖p/qp

∫
E
|f(x)|pdλ(x)

=
1

‖f‖p/qp

‖f‖pp = ‖f‖p−p/qp = ‖f‖p.

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

Πρόταση 4.4.5. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω 1 < p <∞.

(i) Αν f ∈ Lp(E) και g ∈ L1(E), τότε σχεδόν για κάθε x η συνάρτηση y 7→ f(x− y)g(y)

είναι ολοκληρώσιµη ως προς y, άρα η f ∗ g είναι καλά ορισµένη. Επιπλέον, f ∗ g ∈
Lp(E) και

‖f ∗ g‖p 6 ‖f‖p‖g‖1.

(ii) Αν f ∈ Lp(E) και g ∈ Lq(E), όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p, τότε f ∗g ∈ L∞(E)

και

‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖p‖g‖q.

Επίσης, η f ∗ g είναι οµοιόµορφα συνεχής και lim
|x|→∞

(f ∗ g)(x) = 0.
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω q ο συζυγής εκθέτης του p και έστω h ∈ Lq(E) µε ‖h‖q 6 1. ΄Εχουµε∫
Rd
|(f ∗ g)(x)| |h(x)| dλ(x) 6

∫
Rd

(∫
Rd
|f(x− y)| |g(y)| dλ(y)

)
|h(x)| dλ(x)

=

∫
Rd
|g(y)|

(∫
Rd
|f(x− y)| |h(x)| dλ(x)

)
dλ(y)

6
∫
Rd
|g(y)| ‖f‖p‖h‖q dλ(y)

= ‖f‖p‖h‖q‖g‖1 6 ‖f‖p‖g‖1.

Με ϐάση την Παρατήρηση 4.4.4, η f ∗ g ανήκει στον Lp(E) και ‖f ∗ g‖p 6 ‖f‖p‖g‖1. Από
την απόδειξη ϕαίνεται ότι∫

Rd

(∫
Rd
|f(x− y)| |g(y)| dλ(y)

)p
dλ(x) <∞,

άρα σχεδόν για κάθε x έχουµε∫
Rd
|f(x− y)| |g(y)| dλ(y) <∞,

δηλαδή η συνάρτηση y 7→ f(x− y)g(y) είναι ολοκληρώσιµη ως προς y.

(ii) Από την ανισότητα Holder, για κάθε x έχουµε

|(f ∗ g)(x)| 6
∫
Rd
|f(x− y)| |g(y)| dλ(y) 6 ‖f‖p‖g‖q,

άρα

‖f ∗ g‖∞ = sup{|(f ∗ g)(x)| : x ∈ Rd} 6 ‖f‖p‖g‖q.

Για τον τελευταίο ισχυρισµό, ϑεωρούµε τυχόν ε ∈ (0, 1) και ϐρίσκουµε u, v ∈ Cc(Rd) µε
‖f − u‖p 6 ε και ‖g − v‖q 6 ε. Τότε,

‖u ∗ v − f ∗ g‖∞ 6 ‖u ∗ (v − g)‖∞ + ‖(u− f) ∗ g‖∞
6 ‖u‖p‖v − g‖q + ‖u− f‖p‖g‖q 6 (‖f‖p + 1) ε+ ‖g‖q ε.

Επιπλέον, η u ∗ v έχει συµπαγή ϕορέα, δηλαδή υπάρχει M > 0 ώστε : αν |x| > M τότε
(u ∗ v)(x) = 0. ΄Αρα, αν |x| > M έχουµε

|(f ∗ g)(x)| = |(f ∗ g)(x)− (u ∗ v)(x)| 6 ‖f ∗ g − u ∗ v‖∞ 6 Cε,

όπου C = ‖f‖p + ‖g‖q + 1. Αυτό αποδεικνύει ότι lim|x|→∞(f ∗ g)(x) = 0.
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4.5 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p <∞. Αν f ∈ Lp(E) δείξτε ότι : για κάθε α > 0 ισχύει

λ({|f | > α}) 6
(
‖f‖p
α

)p
.

2. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω 1 6 p < ∞. Αν f : E → R είναι
µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι f ∈ Lp(E) αν και µόνο αν

∞∑
n=1

npλ({n− 1 6 |f | < n}) <∞.

3. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < ∞. Αν fn, f ∈ Lp(E) και fn → f σχεδόν παντού
στο E, δείξτε ότι

‖fn − f‖p → 0 αν και µόνο αν ‖fn‖p → ‖f‖p.

4. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 < p <∞ και q ο συζυγής εκθέτης του p. Αν fn → f στον
Lp(E) και gn → g στον Lq(E), δείξτε ότι fngn → fg στον L1(E).

5. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(E) <∞ και έστω 1 6 p < q <∞.

(α) Αν f : E → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι

‖f‖q 6 ‖f‖p[λ(E)]
1
p−

1
q .

(ϐ) ∆είξτε ότι Lq(E) ⊆ Lp(E).

(γ) ∆είξτε ότι Lq(E) 6= Lp(E).

6. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < q < r < ∞. ∆είξτε ότι κάθε f ∈ Lq(E) γράφεται
στην µορφή f = g + h για κάποιες g ∈ Lp(E) και h ∈ Lr(E).

Υπόδειξη. Θεωρήστε το B = {|f | > 1} και τις g = fχB, h = f − g.

7. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < r < ∞. ∆είξτε ότι : αν f ∈ Lp(E) ∩ Lr(E) τότε
f ∈ Lq(E) για κάθε p 6 q 6 r.

8. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε λ(E) = 1 και έστω f ∈ Lp(E) για κάποιον p > 1. ∆είξτε ότι

log ‖f‖p >
∫
E

log |f |.
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9. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω c1, . . . , cm > 0 µε c1 + · · · + cm = 1. ∆είξτε ότι : αν
f1, . . . , fm : E → R είναι µετρήσιµες συναρτήσεις, τότε∫

E

(
m∏
i=1

|fi|ci
)

6
m∏
i=1

(∫
E

|fi|
)ci

.

10. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω p, q > 1. Αν t ∈ (0, 1) και r = tp+ (1− t)q δείξτε ότι για
κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R ισχύει

‖f‖rr 6 ‖f‖tpp + ‖f‖(1−t)qq .

11. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε ‖fn‖p 6 1 για
κάθε n ∈ N. Αν fn → f σχεδόν παντού στο E, δείξτε ότι f ∈ Lp(E) και ‖f‖p 6 1.

12. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών συναρτήσεων στον L1(R) µε
∫
fn = 1 για κάθε n ∈ N.

Υποθέτουµε ότι : για κάθε δ > 0,

lim
n→∞

∫
{x:|x|>δ}

fn = 0.

∆είξτε ότι : για κάθε p > 1,
lim
n→∞

‖fn‖p =∞.

13. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(E). ∆είξτε ότι∫
|f |p = p

∫ ∞
0

tp−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dt.

14. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε ‖fn−f‖p → 0.
΄Εστω (gn) οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E µε gn → g σχεδόν
παντού στο E. ∆είξτε ότι ‖fngn − fg‖p → 0.

15. ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Για κάθε t ∈ Rd ορίζουµε ft(x) = f(x+ t), x ∈ Rd. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε t έχουµε ft ∈ L1(Rd) και
∫
ft =

∫
f .

(ϐ) lim
t→0

∫
|f − ft| = 0.

16. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. ∆είξτε ότι limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

17. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 6 ∞. ∆ώστε παραδείγµατα µετρήσιµων συναρτήσεων f : (0,∞) → R που
ικανοποιούν τα εξήσ:

(α) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 < p < p1.
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(ϐ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 6 p 6 p1.

(γ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p = p0.

[Υπόδειξη. ∆οκιµάστε συναρτήσεις της µορφής f(x) = xa| log x|b.]

18. ΄Εστω E,F µετρήσιµα υποσύνολα του Rd µε 0 < λ(E), λ(F ) <∞.

(α) ∆είξτε ότι η χE ∗ χF είναι συνεχής συνάρτηση.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε : αν |x| < ε τότε λ(E ∩ (F + x)) > 0.

Οµάδα Β΄

19. ΄Εστω {fn} ακολουθία µη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων στο R. Υποθέτουµε ότι κάθε fn
µηδενίζεται έξω από το [0, 1/n] και ∫ 1/n

0

fn(t) dt = 1.

΄Εστω g ∈ L1(R). Ορίζουµε gn = fn ∗ g. ∆είξτε ότι ‖gn − g‖1 → 0 καθώς το n→∞.

20. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω p, q, r > 1 µε 1
r = 1

p + 1
q . ∆είξτε ότι : αν f ∈ Lp(E) και

g ∈ Lq(E) τότε fg ∈ Lr(E) και
‖fg‖r 6 ‖f‖p‖g‖q.

21. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν p > 1 και σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

λ ({x ∈ E : |f(x)| > t}) 6 C

tp

για κάθε t > 0. ∆είξτε ότι f ∈ Lr(µ) για κάθε 1 6 r < p.

22. ΄Εστω r > 1 και fn : (0, 1)→ R µετρήσιµες συναρτήσεις µε ‖fn‖r 6M για κάθε n. Υποθέτουµε
ότι fn → f σχεδόν παντού στο (0, 1). ∆είξτε ότι για κάθε 1 6 p < r ισχύει ‖fn − f‖p → 0.

23. ∆ίνεται ϕραγµένη Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R που µηδενίζεται έξω από το
[−1, 1]. Για κάθε h > 0 ορίζουµε τη συνάρτηση φh : R→ R µε

φh(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dλ(t), x ∈ R.

∆είξτε ότι ‖φh‖2 6 ‖f‖2 και ‖φh − f‖2 → 0 όταν h→ 0+.

24. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R, µε 0 < λ(E) < ∞. ∆είξτε ότι n ·
(
χE ∗ χ[0,1/n]

)
→ χE

σχεδόν παντού καθώς n→∞.

25. ΄Εστω g : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε f ∈ L1(Rd) ισχύει
f · g ∈ L1(Rd). ∆είξτε ότι g ∈ L∞(Rd).
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26. ΄Εστω 1 6 p <∞ και f ∈ Lp[0, 1]. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

fn = 2n
2n∑
k=1

an,k(f)χJn,k ,

όπου Jn,k =
[
k−1
2n ,

k
2n

)
και an,k(f) =

∫
Jn,k

f dλ. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.

27. ΄Εστω 1 < p <∞ και έστω f ∈ Lp[0,∞). ∆είξτε ότι∣∣∣∣∫ x

0

f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 ‖f‖px1− 1
p

για κάθε x > 0 και ότι

lim
x→∞

1

x1−
1
p

∫ x

0

f(t) dλ(t) = 0.

28. Υποθέτουµε ότι f ∈ Lp(R) για κάθε 1 6 p < 2 και επιπλέον ότι

sup
16p<2

‖f‖p < +∞.

∆είξτε ότι f ∈ L2(R) και
‖f‖2 = lim

p→2−
‖f‖p.

29. ΄Εστω f ∈ L1[0, 1] µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει C > 0 ώστε∫
A

|f | dλ 6 C
√
λ(A)

για κάθε Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο A ⊆ [0, 1]. ∆είξτε ότι f ∈ Lp[0, 1] για κάθε 1 6 p < 2.
Είναι αναγκαστικά η f στον L2[0, 1];

30. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση, για την οποία ισχύει

(∗)
∫
E

exp (f(x)) dλ(x) = 1.

όπου E = supp(f). Αποδείξτε ότι f ∈ Lp(Rd) για κάθε 1 6 p < ∞ και ‖f‖p 6 Cp, όπου C > 0

µια απόλυτη σταθερά. ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµης συνάρτησης f που ικανοποιεί την (∗) αλλά
f /∈ L∞(Rd).

31. ΄Εστω f ∈ L1((0, 1)). Για x ∈ (0, 1) ορίζουµε

g(x) =

∫ 1

x

f(t)

t
dt.
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∆είξτε ότι g ∈ L1((0, 1)) και ∫ 1

0

g(x) dλ(x) =

∫ 1

0

f(x) dλ(x).

32. ΄Εστω f : (0, 1) → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Αν η g(x, y) = f(x) − f(y) είναι
ολοκληρώσιµη στο (0, 1)× (0, 1), δείξτε ότι f ∈ L1(0, 1).

33. ΄Εστω 0 < p < 1. Ορίζουµε τον (αρνητικό αυτή τη ϕορά) συζυγή εκθέτη q του p από τη σχέση
1
p + 1

q = 1. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Αν f, g : E → [0,∞] δείξτε ότι

∫
fg dµ >

(∫
fp dµ

)1/p(∫
gq dµ

)1/q

και (∫
(f + g)p dµ

)1/p

>

(∫
fp dµ

)1/p

+

(∫
gp dµ

)1/p

.

34. ∆είξτε ότι αν 1 6 p < q 6∞, τότε ο Lq[0, 1] είναι πρώτης κατηγορίας υποσύνολο του Lp[0, 1].





Κεφάλαιο 5

Σειρές Fourier

5.1 Σειρές Fourier ολοκληρώσιµων συναρτήσεων

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑεωρούµε συναρτήσεις µε µιγαδικές τιµές. Αν f : [a, b] → C είναι
οποιαδήποτε συνάρτηση, τότε η f γράφεται στη µορφή f = u+ iv, όπου u(x) = Re(f(x))

και v(x) = Im(f(x)), x ∈ [a, b]. Λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη αν οι u, v είναι ολοκλη-
ϱώσιµες, και ορίζουµε

(5.1.1)
∫ b

a
f(x) dλ(x) =

∫ b

a
u(x) dλ(x) + i

∫ b

a
v(x) dλ(x).

Εύκολα ελέγχουµε ότι εξακολουθεί να ισχύει η γραµµικότητα: αν οι f, g : [a, b]→ C είναι
ολοκληρώσιµες και αν t, s ∈ C τότε

(5.1.2)
∫ b

a
(tf(x) + sg(x)) dλ(x) = t

∫ b

a
f(x) dλ(x) + s

∫ b

a
g(x) dλ(x).

Θα χρησιµοποιούµε συχνά το εξήσ: αν η f : [a, b]→ C είναι ολοκληρώσιµη, τότε

(5.1.3)
∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dλ(x)

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f(x)| dλ(x).

Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισµού, γράφουµε

(5.1.4)
∫ b

a
f(x) dλ(x) = Reix0 , όπου R =

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dλ(x)

∣∣∣∣ και x0 ∈ R,

147
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και παρατηρούµε ότι∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dλ(x)

∣∣∣∣ = e−ix0
∫ b

a
f(x) dλ(x) =

∫ b

a
e−ix0f(x) dλ(x)

=

∫ b

a
Re(e−ix0f(x)) dλ(x) 6

∫ b

a
|e−ix0f(x)| dλ(x)

=

∫ b

a
|f(x)| dλ(x).

Στην τρίτη ισότητα χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι αφού το ολοκλήρωµα της e−ix0f(x)

είναι πραγµατικός αριθµός ϑα ισούται µε το ολοκλήρωµα της Re(e−ix0f(x)).

Ορισµός 5.1.1 (µιγαδικές συναρτήσεις στο µοναδιαίο κύκλο). Συµβολίζουµε µε T το µο-
ναδιαίο κύκλο

(5.1.5) T = {z ∈ C : |z| = 1} = {eix : x ∈ R}.

Αν F : T→ C είναι συνάρτηση µε µιγαδικές τιµές, ορίζουµε f : R→ C µε

(5.1.6) f(x) = F (eix).

Παρατηρήστε ότι η f είναι 2π-περιοδική. Αντίστροφα, αν f : R → C είναι µια 2π-
περιοδική συνάρτηση, τότε η F : T→ C µε F (eix) = f(x) είναι καλά ορισµένη (πράγµατι,
αν eix1 = eix2 για κάποιους x1, x2 ∈ R τότε x2 = x1 + 2kπ για κάποιον ακέραιο k, άρα
f(x1) = f(x2) από την 2π-περιοδικότητα της f ). ΄Εχουµε λοιπόν µια 1 − 1 αντιστοιχία
ανάµεσα στις συναρτήσεις F : T→ C και τις 2π-περιοδικές συναρτήσεις f : R→ C.

Με ϐάση αυτήν την αντιστοιχία, λέµε ότι η F είναι ολοκληρώσιµη αν η f είναι ο-
λοκληρώσιµη σε κάποιο (άρα σε κάθε) διάστηµα µήκους 2π, η F είναι συνεχής αν η f

είναι συνεχής, η F είναι παραγωγίσιµη αν η f είναι παραγωγίσιµη, η F είναι συνεχώς
παραγωγίσιµη αν η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και ούτω καθεξής.

Ορισµός 5.1.2 (ο χώρος Lp(T)). Για κάθε 1 6 p < ∞ ϑεωρούµε το χώρο Lp(T) των
2π-περιοδικών µετρήσιµων συναρτήσεων f : R→ C για τις οποίες

(5.1.7)
∫
T
|f(x)|pdλ(x) <∞,

ταυτίζοντας ως συνήθως συναρτήσεις που είναι ίσες σχεδόν παντού, εφοδιασµένο µε τη
νόρµα

(5.1.8) ‖f‖p =

(
1

2π

∫
T
|f(x)|pdλ(x)

)1/p

.
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Γράφοντας T εννοούµε οποιοδήποτε διάστηµα µήκους 2π, για παράδειγµα το (−π, π]. Ο
(Lp(T), ‖·‖p) είναι χώρος Banach (η απόδειξη είναι όµοια µε αυτήν που δόθηκε στο προη-
γούµενο κεφάλαιο). Θεωρούµε επίσης τον χώρο (L∞(T), ‖·‖∞) των «ουσιωδώς ϕραγµένων»
2π-περιοδικών µετρήσιµων f , ο οποίος είναι χώρος Banach µε νόρµα την

(5.1.9) ‖f‖∞ = min{β > 0 : λ({x ∈ T : |f(x)| > β}) = 0} = lim
p→∞

‖f‖p.

Ορισµός 5.1.3 (τριγωνοµετρικά πολυώνυµα). Πραγµατικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο εί-
ναι κάθε πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός των συναρτήσεων cos kx και sin kx. ∆ηλα-
δή, κάθε συνάρτηση της µορφής

T (x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

όπου n ∈ N και ak, bk ∈ R. Ο ϐαθµός του T είναι ο µικρότερος n > 0 για τον οποίο το
T έχει µια αναπαράσταση αυτής της µορφής. Συµβολίζουµε µε Tn την κλάση όλων των
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων που έχουν ϐαθµό µικρότερο ή ίσο από n. Παρατηρήστε
ότι ο Tn είναι γραµµικός υπόχωρος του χώρου των συνεχών 2π-περιοδικών συναρτήσεων
f : R→ R.

Μιγαδικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο είναι µια συνάρτηση της µορφής

(5.1.10) p(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx

όπου n > 0, ck ∈ C και |cn|+ |c−n| 6= 0. Ο n είναι ο ϐαθµός του p. Θεωρούµε επίσης ότι
η µηδενική συνάρτηση είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο µηδενικού ϐαθµού.

Χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα του ολοκληρώµατος και το γεγονός ότι, αν k ∈ Z,

(5.1.11)
1

2π

∫
T
eiktdt =

{
0, αν k 6= 0

1, αν k = 0
,

ελέγχουµε εύκολα ότι

(5.1.12) ck =
1

2π

∫
T
p(x)e−ikxdλ(x) για κάθε |k| 6 n.

Ορισµός 5.1.4 (τριγωνοµετρική σειρά). Τριγωνοµετρική σειρά είναι µια σειρά της µορφής

(5.1.13)
∞∑

k=−∞
cke

ikx.
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Με τον όρο πραγµατική τριγωνοµετρική σειρά αναφερόµαστε σε µια σειρά της µορφής

(5.1.14)
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

όπου ak, bk ∈ R. Το συµµετρικό n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς (5.1.13) είναι το
τριγωνοµετρικό πολυώνυµο

(5.1.15) sn(x) =

n∑
k=−n

cke
ikx,

ενώ το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς (5.1.14) είναι το πραγµατικό τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο

(5.1.16)
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Ορισµός 5.1.5 (σειρά Fourier). ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε k ∈ Z ορίζουµε τον k-οστό
συντελεστή Fourier της f µέσω της

(5.1.17) f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x).

Από την (5.1.3) έχουµε

(5.1.18) |f̂(k)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x)

∣∣∣∣ 6 1

2π

∫ π

−π
|f(x)| dλ(x) = ‖f‖1,

χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι |e−ikx| = 1. Συνεπώς, η ακολουθία {f̂(k)}k∈Z είναι
ϕραγµένη.

Η σειρά Fourier της f είναι η σειρά συναρτήσεων

(5.1.19) S(f, x) =
∞∑

k=−∞
f̂(k)eikx.

Το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς Fourier της f είναι το µιγαδικό τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο

(5.1.20) sn(f, x) =
n∑

k=−n
f̂(k)eikx.

Αν F : T→ C είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση, ϑεωρούµε την f(x) = F (eix) και ορίζουµε
τους συντελεστές Fourier της f µέσω του περιορισµού της f στο (−π, π], χρησιµοποιώντας
την (5.1.17).



5.1. ΣΕΙΡΕΣ FOURIER ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 151

Παρατήρηση 5.1.6. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε k > 0 ορίζουµε

(5.1.21) ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dλ(x)

και για κάθε k > 1 ορίζουµε

(5.1.22) bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x).

Αν η f είναι άρτια, δηλαδή f(−x) = f(x) για κάθε x, τότε όλοι οι συντελεστές bk µηδενί-
Ϲονται, και

(5.1.23) ak(f) =
2

π

∫ π

0
f(x) cos kx dλ(x).

Αν η f είναι περιττή, δηλαδή f(−x) = −f(x) για κάθε x, τότε όλοι οι συντελεστές ak
µηδενίζονται, και

(5.1.24) bk(f) =
2

π

∫ π

0
f(x) sin kx dλ(x).

Παρατηρήστε ότι : αν k ∈ Z \ {0},

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) cos kx dλ(x)− i 1

2π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x)(5.1.25)

=
ak(f)− ibk(f)

2
,

και

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) cos kx dλ(x) + i

1

2π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x)(5.1.26)

=
ak(f) + ibk(f)

2
.

Επίσης,

(5.1.27) f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

a0(f)

2
.

Παίρνουµε έτσι την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5.1.7. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε k ∈ Z \ {0} ισχύουν οι

(5.1.28) ak(f) = f̂(k) + f̂(−k) και bk(f) = i(f̂(k)− f̂(−k)).

Επίσης, a0(f) = 2f̂(0) και

(5.1.29) sn(f, x) =
n∑

k=−n
f̂(k)eikx =

a0(f)

2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx).
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Απόδειξη. Οι ισότητες a0(f) = 2f̂(0), ak(f) = f̂(k) + f̂(−k) και bk(f) = i(f̂(k)− f̂(−k))

προκύπτουν άµεσα από τις (5.1.25), (5.1.26) και (5.1.27). Για την (5.1.31) γράφουµε

sn(f, x) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx

=
a0(f)

2
+

n∑
k=1

f̂(k)eikx +

−1∑
k=−n

f̂(k)eikx

=
a0(f)

2
+

n∑
k=1

f̂(k)eikx +

−n∑
k=1

f̂(−k)e−ikx

=
a0(f)

2
+

n∑
k=1

f̂(k)(cos kx+ i sin kx) +
−n∑
k=1

f̂(−k)(cos kx− i sin kx)

=
a0(f)

2
+

n∑
k=1

(f̂(k) + f̂(−k)) cos kx+
n∑
k=1

i(f̂(k)− f̂(−k)) sin kx

=
a0(f)

2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx),

χρησιµοποιώντας την (5.1.28). 2

Το ϐασικό πρόβληµα που ϑα µας απασχολήσει είναι το εξήσ: αν F : T → C είναι
ολοκληρώσιµη συνάρτηση, ή ισοδύναµα, αν f : R→ C είναι µια 2π-περιοδική συνάρτηση,
ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα µήκους 2π, ϑα εξετάσουµε αν η ακολουθία sn(f, x) =∑n

k=−n f̂(k)eikx «συγκλίνει» στην f .
Σαν ένα πρώτο παράδειγµα, ϑεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x στο [−π, π) και την

επεκτείνουµε σε 2π-περιοδική συνάρτηση στο R. Η f είναι προφανώς ολοκληρώσιµη στο
[−π, π]. Θα υπολογίσουµε τους συντελεστές Fourier της f . Αφού η f είναι περιττή, έχουµε

(5.1.30) f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
x dλ(x) = 0.

Για κάθε k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
xe−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
x

[
−e
−ikx

ik

]′
dλ(x)

=
1

2π

−xe−ikx

ik

∣∣∣π
−π

+
1

2π

∫ π

−π

e−ikx

ik
dλ(x)

=
1

2π

−πe−ikπ − πeikπ

ik
= − 1

2k

eikπ + e−ikπ

i

=
(−1)k+1

ik
.
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Χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι
∫ π
−π

e−ikx

ik dλ(x) = 0. ΄Επεται ότι

S(f, x) =
∑
k 6=0

(−1)k+1

ik
eikx =

∞∑
k=1

(−1)k+1eikx − (−1)−k+1e−ikx

ik
(5.1.31)

= 2
∞∑
k=1

(−1)k+1 sin kx

k
.

Θα µπορούσε κανείς, εναλλακτικά, να παρατηρήσει πρώτα ότι ak(f) = 0 για κάθε k ∈ Z,
διότι η f είναι περιττή. Αυτό σηµαίνει ότι

(5.1.32) S(f, x) =
∑
k 6=0

bk(f) sin kx.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά µέρη, ακριβώς όπως παραπάνω, µπορείτε να υπολο-
γίσετε τους συντελεστές bk(f) και να καταλήξετε πάλι στην (5.1.31).

5.2 Τριγωνοµετρικά πολυώνυµα

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι η κλάση των τριγωνοµετρικών
πολυωνύµων είναι πυκνή στο χώρο (C(T), ‖·‖∞) των συνεχών 2π-περιοδικών συναρτήσεων
f : R→ C.

Θεώρηµα 5.2.1. ΄Εστω f : R → C συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση. Για κάθε ε > 0

υπάρχει µιγαδικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο p τέτοιο ώστε

(5.2.1) ‖f − p‖∞ = max{|f(x)− p(x)| : x ∈ R} 6 ε.

Ισοδύναµα, υπάρχει ακολουθία {pm} τριγωνοµετρικών πολυωνύµων τέτοια ώστε ‖f−pm‖∞ →
0.

Στη συνέχεια ϑα δούµε και άλλες αποδείξεις του Θεωρήµατος 5.2.1. ∆ίνουµε όµως
πρώτα µία απόδειξη που είναι «ανεξάρτητη» από την ϑεωρία των σειρών Fourier. Ξεκινάµε
µε κάποιες παρατηρήσεις για τα πραγµατικά τριγωνοµετρικά πολυώνυµα.

Πρόταση 5.2.2. Κάθε πραγµατικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T (x) ϐαθµού n είναι πο-

λυώνυµο των cosx και sinx ϐαθµού n. ∆ηλαδή, υπάρχει πολυώνυµο p(t, s) ϐαθµού n ώστε

(5.2.2) T (x) = p(cosx, sinx).

Η Πρόταση 5.2.2 είναι άµεση συνέπεια του ακόλουθου λήµµατος.
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Λήµµα 5.2.3. Για κάθε n > 1, οι συναρτήσεις cosnx και (sin(n+ 1)x)/ sinx είναι πολυώ-

νυµα του cosx ϐαθµού n.

Απόδειξη. ∆είχνουµε µε επαγωγή ότι : για κάθε n > 1 υπάρχουν a0,n, . . . , an−1,n ∈ R ώστε

(5.2.3) cosnx = 2n−1 cosn x+
n−1∑
j=0

aj,n cosj x.

Παρατηρήστε ότι η (5.2.3) ισχύει τετριµµένα για n = 1, ενώ για n = 2 γνωρίζουµε ότι

(5.2.4) cos 2x = 2 cos2 x− 1.

Υποθέτουµε ότι η (5.2.3) ισχύει για το cos kx, k > 2. Από την τριγωνοµετρική ταυτότητα

(5.2.5) cos[(k + 1)x] + cos[(k − 1)x] = 2 cos kx cosx

παίρνουµε

cos(k + 1)x = 2 cos kx cosx− cos(k − 1)x

= 2 cosx

2k−1 cosk x+

k−1∑
j=0

aj,k cosj x

− 2k−2 cosk−1 x−
k−2∑
j=0

aj,k−1 cosj x

= 2k cosk+1 x+
k∑
j=0

aj,k+1 cosj x

για κατάλληλους aj,k+1 ∈ R. Για τον δεύτερο ισχυρισµό του λήµµατος, χρησιµοποιώντας
την τριγωνοµετρική ταυτότητα

(5.2.6) sin[(k + 1)x]− sin[(k − 1)x] = 2 cos kx sinx

δείχνουµε επαγωγικά ότι, για κάθε n > 1,

(5.2.7)
sin(n+ 1)x

sinx
= 2n cosn x+

n−1∑
j=0

aj,n cosj x

για κατάλληλους aj,n ∈ R (η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση). 2

Παρατήρηση 5.2.4. Θεωρούµε το σύνολο

(5.2.8) Bn = {1, cosx, cos2 x, . . . , cosn x, sinx, sinx cosx, . . . , sinx cosn−1 x}.

Από το Λήµµα 5.2.3 έχουµε

(5.2.9) Tn ⊆ span(Bn),
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όπου span(Bn) είναι ο γραµµικός χώρος που παράγεται από το B. Ειδικότερα, η διάσταση
dim(Tn) του Tn είναι µικρότερη ή ίση από 2n+1, κάτι που είναι ϕανερό και από το γεγονός
ότι

(5.2.10) Tn = span(An),

όπου

(5.2.11) An = {1, cosx, cos 2x, . . . , cosnx, sinx, . . . , sinnx}.

Παρατηρήστε ότι card(An) = card(Bn) = 2n+ 1 (µε card(X) συµβολίζουµε το πλήθος των
στοιχείων ενός πεπερασµένου συνόλου X).

Πρόταση 5.2.5. Για κάθε n > 0 ισχύει

(5.2.12) Tn = span(Bn) = span(An).

Για την απόδειξη της Πρότασης 5.2.5 ϑα δείξουµε πρώτα ότι το An είναι γραµµικά
ανεξάρτητο σύνολο. Θα χρειαστούµε την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 5.2.6 (σχέσεις ορθογωνιότητας). Ισχύουν τα παρακάτω:

(i) Αν m,n = 0, 1, 2, . . . και m 6= n τότε

(5.2.13)
1

2π

∫ π

−π
cosmx cosnx dλ(x) = 0.

(ii) Αν m,n = 1, 2, . . . και m 6= n τότε

(5.2.14)
1

2π

∫ π

−π
sinmx sinnx dλ(x) = 0.

(iii) Αν m = 0, 1, 2, . . . και n = 1, 2, . . . τότε

(5.2.15)
1

2π

∫ π

−π
cosmx sinnx dλ(x) = 0.

(iv) Αν m,n = 1, 2, . . . τότε

(5.2.16)
1

2π

∫ π

−π
cos2mx dλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
sin2 nx dλ(x) =

1

2
.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση. Χρησιµοποιήστε τις ταυτότητες

2 cos θ cosφ = cos(θ − φ) + cos(θ + φ),

2 sin θ cosφ = sin(θ + φ) + sin(θ − φ),

2 sin θ sinφ = cos(θ − φ)− cos(θ + φ),

και τις 2 cos2 θ = cos 2θ + 1, 2 sin2 θ = 1− cos 2θ. 2
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Πρόταση 5.2.7. Το σύνολο A = {1, cosx, cos 2x, . . . , cosnx, sinx, . . . , sinnx} είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητο (πάνω από το R).

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι αν

(5.2.17) T (x) = ν0 +

n∑
k=1

(νk cos kx+ µk sin kx) ≡ 0,

για κάποιους νk, µk ∈ R, τότε

(5.2.18) ν0 = ν1 = · · · = νn = µ1 = · · · = µn = 0.

Αυτό προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 5.2.6. Για παράδειγµα, για κάθε m = 1, . . . , n

έχουµε

0 =

∫ π

−π
T (x) sinmxdλ(x)

= ν0

∫ π

−π
sinmxdλ(x) +

n∑
k=1

(
νk

∫ π

−π
cos kx sinmxdλ(x) + µk

∫ π

−π
sin kx sinmxdλ(x)

)
= µm

∫ π

−π
sinmx sinmxdλ(x) = µm,

διότι
∫ π
−π cos kx sinmxdλ(x) = 0 για κάθε 0 6 k 6 n και

∫ π
−π sin kx sinmxdλ(x) = 0 για

κάθε 1 6 k 6 n, k 6= m. ΄Οµοια δείχνουµε ότι νm = 0 για κάθε m = 0, 1, . . . , n. 2

Απόδειξη της Πρότασης 5.2.5. Από την Πρόταση 5.2.7 γίνεται σαφές ότι dim(Tn) = 2n+

1: το A είναι µία ϐάση του Tn. Επιπλέον, αφού span(B) ⊇ Tn και dim(span(B)) 6 2n+1,
συµπεραίνουµε ότι, τελικά,

(5.2.19) Tn = span(B) = span(A).

Ειδικότερα, κάθε πολυώνυµο του cosx, ϐαθµού µικρότερου ή ίσου από n, ανήκει στην
κλάση Tn. 2

Θα χρησιµοποιήσουµε το προσεγγιστικό ϑεώρηµα του Weierstrass (µια απόδειξη δίνε-
ται στο Παράρτηµα).

Θεώρηµα 5.2.8. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Για κάθε ε > 0 υπάρχει

πολυώνυµο p ώστε

(5.2.20) ‖f − p‖∞ = max{|f(x)− p(x)| : x ∈ [a, b]} 6 ε.

Ισοδύναµα, υπάρχει ακολουθία {pm} πολυωνύµων ώστε ‖f − pm‖∞ → 0.
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Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.2.8 ϑα δείξουµε ότι η κλάση T των πραγµατικών
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων είναι «πυκνή» στον χώρο των συνεχών 2π-περιοδικών πραγ-
µατικών συναρτήσεων:

Θεώρηµα 5.2.9. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση. Για κάθε ε > 0

υπάρχει πραγµατικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T ώστε

(5.2.21) ‖f − T‖∞ = max{|f(x)− T (x)| : x ∈ R} 6 ε.

Ισοδύναµα, υπάρχει ακολουθία {Tm} πραγµατικών τριγωνοµετρικών πολυωνύµων ώστε ‖f−
Tm‖∞ → 0.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα τον ισχυρισµό του ϑεωρήµατος, κάνοντας την επιπλέον υπόθε-
ση ότι η f είναι άρτια : δηλαδή, f(−x) = f(x) για κάθε x ∈ R. Ορίζουµε g : [−1, 1]→ R
µε

(5.2.22) g(y) = f(arccos y).

Η g είναι καλά ορισµένη, διότι arccos y ∈ [0, π] για κάθε y ∈ [−1, 1], και συνεχής, ως
σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. Από το Θεώρηµα 5.2.8 υπάρχει πολυώνυµο p ώστε ‖g −
p‖∞ < ε. ∆ηλαδή,

(5.2.23) |f(arccos y)− p(y)| < ε

για κάθε y ∈ [−1, 1]. Ορίζουµε T (x) = p(cosx). Το T είναι πολυώνυµο του cosx, άρα
T ∈ T . Παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ [0, π] υπάρχει y ∈ [−1, 1] ώστε y = cosx, και τότε,

(5.2.24) |f(x)− T (x)| = |f(x)− p(cosx)| = |f(arccos y)− p(y)| < ε.

Αφού οι f και T είναι άρτιες συναρτήσεις, έπεται ότι

(5.2.25) ‖f − T‖∞ = max{|f(x)− T (x)| : −π 6 x 6 π} < ε,

το οποίο είναι το Ϲητούµενο.
Για τη γενική περίπτωση, ϑεωρούµε τυχούσα συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→

R και ορίζουµε

(5.2.26) f1(x) = f(x) + f(−x) και f2(x) = [f(x)− f(−x)] sinx.

Παρατηρήστε ότι οι f1 και f2 είναι άρτιες, συνεχείς και 2π-περιοδικές. ΄Αρα, µπορούµε να
ϐρούµε τριγωνοµετρικά πολυώνυµα T1 και T2 ώστε

(5.2.27) ‖f1 − T1‖∞ <
ε

2
και ‖f2 − T2‖∞ <

ε

2
.
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Αν ϑέσουµε

(5.2.28) T3(x) =
1

2
(T1(x) sin2 x+ T2(x) sinx),

τότε T3 ∈ T και, για κάθε x ∈ [−π, π],

|2f(x) sin2 x− 2T3(x)| = |f1(x) sin2 x+ f2(x) sinx− T1(x) sin2 x− T2(x) sinx|

6 |(f1(x)− T1(x)) sin2 x|+ |(f2(x)− T2(x)) sinx|

6 |f1(x)− T1(x)|+ |f2(x)− T2(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Με άλλα λόγια, αν ορίσουµε f3(x) = f(x) sin2 x τότε

(5.2.29) ‖f3 − T3‖∞ <
ε

2
.

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση g(x) := f
(
x− π

2

)
. Η g είναι συνεχής και 2π-περιοδική.

Συνεπώς, ο ίδιος συλλογισµός δείχνει ότι υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T4 ώστε,
για τη συνάρτηση f4(x) = g(x) sin2 x να ισχύει ‖f4 − T4‖∞ < ε

2 . Αν ορίσουµε T5(x) =

T4(x + π/2), τότε το T5 είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο (εξηγήστε γιατί) και για κάθε
x ∈ R, αν ϑέσουµε y = x+ π/2 έχουµε

|f(x) cos2 x− T5(x)| = |f(x) cos2 x− T4(x+ π/2)|(5.2.30)

= |f(y − π/2) sin2 y − T4(y)| < ε

2
.

Συνεπώς,

(5.2.31) ‖f5 − T5‖∞ <
ε

2
,

όπου f5(x) = f(x) cos2 x.
Παρατηρήστε ότι f = f3 + f5, διότι f(x) = f(x) sin2 x + f(x) cos2 x. Ορίζουµε T =

T3 + T5. Τότε, T ∈ T και

‖f − T‖∞ = ‖(f3 + f5)− (T3 + T5)‖∞(5.2.32)

6 ‖f3 − T3‖∞ + ‖f5 − T5‖∞ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα. 2

Πόρισµα 5.2.10. ΄Εστω f : R→ R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση µε την ιδιότητα

(5.2.33) ak(f) = bk(f) = 0

για κάθε k. Τότε, f ≡ 0.
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Απόδειξη. Από την υπόθεση και από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος είναι ϕανερό
ότι

(5.2.34)
∫ π

−π
f(x)T (x) dλ(x) = 0

για κάθε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο T . Από το Θεώρηµα 5.2.9 υπάρχει ακολουθία {Tm}
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων ώστε ‖f − Tm‖∞ → 0. Τότε, για κάθε m έχουµε∫ π

−π
f2(x) dλ(x) =

∫ π

−π
f2(x) dλ(x)−

∫ π

−π
f(x)Tm(x) dλ(x)(5.2.35)

=

∫ π

−π
f(x)(f(x)− Tm(x)) dλ(x).

΄Αρα,

(5.2.36)
∫ π

−π
f2(x) dλ(x) 6

∫ π

−π
‖f‖∞‖f − Tm‖∞dλ(x) = 2π‖f‖∞‖f − Tm‖∞ → 0.

΄Επεται ότι

(5.2.37)
∫ π

−π
f2(x) dλ(x) = 0,

και, αφού η f είναι συνεχής, συµπεραίνουµε ότι f ≡ 0. 2

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.1. ΄Εστω f : R → C συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση
και έστω ε > 0. Γράφουµε f = u + iv και, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.2.9. ΄Εστω
f : R→ R ϐρίσκουµε πραγµατικά τριγωνοµετρικά πολυώνυµα T1, T2 τέτοια ώστε

(5.2.38) ‖u− T1‖∞ 6 ε/
√

2 και ‖v − T2‖∞ 6 ε/
√

2.

Παρατηρήστε ότι αν ορίσουµε p = u+ iv τότε

(5.2.39) |f(x)−p(x)|2 = |u(x)−T1(x)|2+ |v(x)−T2(x)|2 6 ‖u−T1‖2∞+‖v−T2‖2∞ 6 ε2

για κάθε x ∈ R, άρα

(5.2.40) ‖f − p‖∞ = max{|f(x)− p(x)| : x ∈ R} 6 ε.

Μένει να δείξουµε ότι η p = u + iv είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Υπάρχει n ∈ N
τέτοιος ώστε τα T1, T2 να γράφονται στη µορφή

(5.2.41) T1(x) =

n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) και T2(x) =

n∑
k=0

(tk cos kx+ sk sin kx),
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όπου ak, bk, tk, sk ∈ R. Αν ορίσουµε ck = ak−ibk
2 και dk = tk−isk

2 , τότε από τους υπολογι-
σµούς της Παρατήρησης 5.1.6 ϐλέπουµε ότι

(5.2.42) p(x) = T1(x) + iT2(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx + i
n∑

k=−n
dke

ikx =
n∑

k=−n
(ck + idk)e

ikx,

δηλαδή το p είναι (µιγαδικό) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ ίσου µε n. 2

Πόρισµα 5.2.11. Αν η f : R→ C είναι συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση µε

(5.2.43) f̂(k) = 0

για κάθε k ∈ Z, τότε f ≡ 0.

Απόδειξη. Ακριβώς όπως στην απόδειξη του Πορίσµατος 5.2.10, από την υπόθεση και από
τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος είναι ϕανερό ότι

(5.2.44)
∫ π

−π
f(x)p(x) dλ(x) = 0

για κάθε µιγαδικό τριγωνοµετρικό πολυώνυµο p. Από το Θεώρηµα 5.2.1 υπάρχει ακολου-
ϑία {pm} µιγαδικών τριγωνοµετρικών πολυωνύµων ώστε ‖f − pm‖∞ → 0. Τότε, για κάθε
m έχουµε ∫ π

−π
|f(x)|2 dλ(x) =

∫ π

−π
|f(x)|2 dλ(x)−

∫ π

−π
f(x)pm(x) dλ(x)(5.2.45)

=

∫ π

−π
f(x) f(x)− pm(x) dλ(x).

΄Αρα,

(5.2.46)
∫ π

−π
|f(x)|2 dλ(x) 6

∫ π

−π
‖f‖∞‖f − pm‖∞dλ(x) = 2π‖f‖∞‖f − pm‖∞ → 0.

΄Επεται ότι

(5.2.47)
∫ π

−π
|f(x)|2 dλ(x) = 0,

και, αφού η |f |2 είναι συνεχής, συµπεραίνουµε ότι |f | ≡ 0, δηλαδή f ≡ 0. 2

5.3 Βασικές ιδιότητες των σειρών Fourier

Σε αυτήν την παράγραφο συγκεντρώνουµε ϐασικές και χρήσιµες ιδιότητες των σειρών Fou-
rier, τις οποίες ϑα χρησιµοποιούµε συχνά στα επόµενα. Κάποιες πολύ στοιχειώδεις ιδιό-
τητες είναι οι εξήσ:
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(i) Αν f, g ∈ L1(T) και α ∈ C τότε

(5.3.1) f̂ + αg(k) = f̂(k) + α ĝ(k)

για κάθε k ∈ Z.

(ii) Αν g ∈ L1(T) τότε

(5.3.2) ĝ(k) = ĝ(−k)

για κάθε k ∈ Z.

(iii) Αν f ∈ L1(T), α ∈ R και fα(t) = f(t+ α), τότε

(5.3.3) f̂α(k) =
1

2π

∫
T
f(t+ α)e−iktdt = eikαf̂(k)

για κάθε k ∈ Z.

(iv) Αν f ∈ L1(T), n ∈ Z και gn(t) = f(t)eint, τότε

(5.3.4) ĝn(k) =
1

2π

∫
T
f(t)einte−iktdt = f̂(k − n)

για κάθε k ∈ Z.

΄Εστω f ∈ L1(T). ΄Οπως είδαµε, για κάθε k ∈ Z,

(5.3.5) |f̂(k)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(x)e−ikxdλ(x)

∣∣∣∣ 6 1

2π

∫
T
|f(x)| dλ(x) = ‖f‖1.

Με άλλα λόγια, η {f̂(k)}∞k=−∞ είναι ϕραγµένη. Ισχύει όµως κάτι ισχυρότερο :

Θεώρηµα 5.3.1 (Riemann-Lebesgue). ΄Εστω f ∈ L1(T). Τότε,

(5.3.6) lim
|k|→∞

f̂(k) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι τα τριγωνοµετρικά πολυώνυ-
µα είναι πυκνά στον L1(T): υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο pε ώστε

(5.3.7) ‖f − pε‖1 < ε.

Πράγµατι, αυτό είναι άµεσο από το Θεώρηµα 4.2.10 (οι συνεχείς συναρτήσεις είναι πυ-
κνές στον L1(T)) και το Θεώρηµα 5.2.1 (τα τριγωνοµετρικά πολύώνυµα είναι πυκνά στον
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(C(T), ‖ · ‖∞), άρα και στον (C(T)), ‖ · ‖1)). ΄Εστω n0 = n0(ε) ο ϐαθµός του pε. Για κάθε
|k| > n0 ισχύει

(5.3.8) f̂(k) =
1

2π

∫
T
(f(x)− pε(x))e−ikxdλ(x) = f̂ − pε(k)

διότι
∫
T pε(x)e−ikxdλ(x) = 0. Συνεπώς,

(5.3.9) |f̂(k)| = |f̂ − pε(k)| 6 ‖f − pε‖1 < ε

για κάθε |k| > n. ΄Επεται το Ϲητούµενο.

Οι επόµενες προτάσεις δίνουν τους συντελεστές Fourier των συναρτήσεων που προκύ-
πτουν αν ολοκληρώσουµε ή παραγωγίσουµε µια συνάρτηση.

Πρόταση 5.3.2. ΄Εστω f ∈ L1(T) και έστω F το αόριστο ολοκλήρωµα της f :

(5.3.10) F (x) = c+

∫ x

0
f(t) dλ(t), x ∈ T.

Θεωρούµε τη συνάρτηση G(x) = F (x)− f̂(0)x. Τότε,

(5.3.11) Ĝ(k) =
f̂(k)

ik

για κάθε k ∈ Z \ {0}.

Απόδειξη. Παρατηρήστε αρχικά ότι

(5.3.12) F (x+ 2π)− F (x) =

∫ x+2π

x
f(t) dλ(t) =

∫
T
f(t) dλ(t) = 2πf̂(0).

΄Αρα, αν f̂(0) 6= 0 τότε η F δεν είναι 2π-περιοδίκή. Γι¨ αυτό το λόγο ϑεωρούµε τη συνάρτηση
G(x) = F (x)−f̂(0)x. ΗG είναι 2π-περιοδική, απολύτως συνεχής, καιG′(x) = f(x)−f̂(0)

σχεδόν παντού στο T. Για κάθε k 6= 0 έχουµε

Ĝ(k) =
1

2π

∫
T
G(t)e−iktdλ(t) =

1

2π

G(t)e−ikt

−ik

∣∣∣π
−π

+
1

2π(ik)

∫
T
(f(t)− f̂(0))e−iktdλ(t)

=
1

(ik)
f̂(k).
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Παρατήρηση 5.3.3. ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. Για κάθε k 6= 0,
ολοκληρώνοντας κατά µέρη γράφουµε

2πf̂(k) =

∫
T
f(x)e−ikxdλ(x) = f(x)

−e−ikx

ik

∣∣∣π
−π

+
1

ik

∫
T
f ′(x)e−ikxdλ(x)

=
1

ik

∫
T
f ′(x)e−ikxdλ(x),

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι, αφού η f είναι 2π-περιοδική,

f(x)
−e−ikx

ik

∣∣∣π
−π

= 0.

Με άλλα λόγια,

(5.3.13) f̂(k) =
1

ik

1

2π

∫
T
f ′(x)e−ikxdλ(x) =

1

ik
f̂ ′(k)

για κάθε k 6= 0. Από την περιοδικότητα της f είναι ϕανερό ότι

(5.3.14) 2πf̂ ′(0) =

∫
T
f ′(x) = f(π)− f(−π) = 0.

Συνεπώς,

(5.3.15) f̂ ′(k) = ikf̂(k), k ∈ Z.

Οµοίως, αν η f : T→ C είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, τότε

(5.3.16) f̂ ′′(k) = (ik)f̂ ′(k) = (ik)2f̂(k)

για κάθε k ∈ Z, και επαγωγικά έχουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 5.3.4. ΄Εστω f ∈ Cm(T), δηλαδή η f είναι m ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη.

Τότε,

(5.3.17) f̂ (m)(k) = (ik)mf̂(k)

για κάθε k ∈ Z, και

(5.3.18) lim
|k|→∞

[kmf̂(k)] = 0.

Ειδικότερα, υπάρχει C > 0 ώστε, για κάθε k 6= 0,

(5.3.19) |f̂(k)| 6 C

|k|m
.
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Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 5.3.5, την οποία εφαρµόζουµε, διαδοχικά,
m ϕορές. Ο τελευταίος ισχυρισµός προκύπτει από το λήµµα Riemann-Lebesgue (Θεώρηµα
5.3.1) το οποίο εφαρµόζουµε για την f (m).

Γενικότερα, η (5.3.15) ισχύει για τις απολύτως συνεχείς συναρτήσεις.

Πρόταση 5.3.5. ΄Εστω f ∈ L1(T). Αν η f είναι απολύτως συνεχής, τότε

(5.3.20) f̂ ′(k) = (ik)f̂(k)

για κάθε k ∈ Z, και lim|k|→∞[kf̂(k)] = 0.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

(5.3.21) f(x) = f(−π) +

∫ x

−π
f ′(t) dλ(t)

διότι η f είναι απολύτως συνεχής. Κατόπιν, εφαρµόζουµε την Πρόταση 5.3.2.
Για τον τελευταίο ισχυρισµό χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι f̂ ′(k) → 0 όταν |k| → ∞,

το οποίο έπεται από το λήµµα Riemann-Lebesgue αφού f ′ ∈ L1(T).

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι αν τα µερικά αθροίσµατα sn της τριγωνοµετρικής σειράς

(5.3.22)
∞∑

k=−∞
cke

ikx

συγκλίνουν σε µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ως προς την ‖ · ‖1, τότε ck = f̂(k) για κάθε
k.

Πρόταση 5.3.6. ΄Εστω
∑∞

k=−∞ cke
ikt µια τριγωνοµετρική σειρά και έστω f ∈ L1(T). Αν

‖sn − f‖1 → 0 καθώς το n→∞, τότε

(5.3.23) ck = f̂(k) για κάθε k ∈ Z.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε k ∈ Z και γράφουµε

(5.3.24) f̂(k) =
1

2π

∫
T
(f(x)− sn(x))e−ikxdλ(x) +

1

2π

∫
T
sn(x)e−ikxdλ(x).

Παρατηρούµε ότι, αν n > |k| τότε

(5.3.25)
1

2π

∫
T
sn(x)e−ikxdλ(x) = ck.
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΄Αρα, για κάθε n > |k| έχουµε

|f̂(k)− ck| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
(f(x)− sn(x))e−ikxdλ(x)

∣∣∣∣
6

1

2π

∫
T
|f(x)− sn(x)| dλ(x) = ‖f − sn‖1 → 0

καθώς το n→∞. ΄Επεται ότι ck = f̂(k).

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 5.3.6 και το ϑώρηµα µοναδικότητας (Πόρισµα 5.2.11)
µπορούµε να δώσουµε καταφατική απάντηση στο ερώτηµα της σηµειακής σύγκλισης της
sn(f) στην f αν η f είναι συεχής και η σειρά των συντελεστών Fourier της f συγκλίνει
απολύτως.

Θεώρηµα 5.3.7. ΄Εστω f : T→ C συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι

(5.3.26)
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| < +∞.

Τότε, η σειρά Fourier της f συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . ∆ηλαδή,

(5.3.27) sn(f)
οµ−→ f.

Απόδειξη. Από την υπόθεση ότι
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| < +∞ ϐλέπουµε ότι η ακολουθία συναρτήσε-

ων

(5.3.28) sn(f, x) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx

είναι οµοιόµορφα ϐασική: πράγµατι, για κάθε m > n έχουµε

(5.3.29) ‖sm(f)− sn(f)‖∞ = max
x∈T
|sm(f)(x)− sn(f, x)| 6

∑
n<|k|6m

|f̂(k)| → 0

όταν m,n → ∞. Συνεπώς, η {sn(f)} συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνεχή συνάρτηση
g : T→ C. Ειδικότερα,

(5.3.30) ‖sn(f)− g‖1 6 ‖sn(f)− g‖∞ → 0,

οπότε η Πρόταση 5.3.6 µας εξασφαλίζει ότι

(5.3.31) f̂(k) = ĝ(k)
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για κάθε k ∈ Z. Αφού οι συνεχείς συναρτήσεις f και g έχουν τους ίδιους συντελεστές
Fourier, από το Πόρισµα 5.2.11 συµπεραίνουµε ότι g ≡ f . Συνεπώς, sn(f)

οµ−→ f . 2

Η υπόθεση
∑∞

k=−∞ |f̂(k)| < ∞ εξασφαλίζεται, για παράδειγµα, αν η f έχει συνεχή
δεύτερη παράγωγο. Αυτό προκύπτει από την Πρόταση 5.3.4, αφού υπάρχει C > 0 ώστε,
για κάθε k 6= 0,

(5.3.32) |f̂(k)| 6 C

|k|2
.

Συνεπώς, έχουµε το εξήσ:

Πρόταση 5.3.8. ΄Εστω f : T → C δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση και έστω ότι η f ′′

είναι συνεχής. Τότε, η σειρά Fourier της f συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . 2

Παρατήρηση 5.3.9. ΄Εστω f ∈ L1(T). ΄Ενα ϕυσιολογικό ερώτηµα που προκύπτει από το
Θεώρηµα 5.3.7 είναι να δοθούν ικανές συνθήκες ώστε η σειρά

∑∞
k=−∞ |f̂(k)| να συγκλίνει :

αυτό εξασφαλίζει, όπως είδαµε, την οµοιόµορφη σύγκλιση της S(f) στην f . Είδαµε ότι

αρκεί η συνέχεια της f ′′. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, η σύγκλιση της σειράς
∞∑

k=−∞
|f̂(k)|

εξασφαλίζεται και µε ασθενέστερες υποθέσεις για την f . Αρκεί να υποθέσουµε ότι η f

είναι συνεχώς παραγωγίσιµη. Ακόµα ασθενέστερη συνθήκη για την f είναι να ικανοποιεί
συνθήκη Holder τάξης α > 1/2: δηλαδή, να υπάρχει M > 0 ώστε

(5.3.33) |f(x)− f(y)| 6M |x− y|α

για κάθε x, y ∈ R.

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε κάποιες παρατηρήσεις για τους συντελεστές Fou-
rier της συνέλιξης δύο ολοκληρώσιµων συναρτήσεων.

Θεώρηµα 5.3.10. ΄Εστω f, g ∈ L1(T). Αν f ∗ g είναι η συνέλιξη των f και g, η οποία

ορίζεται µέσω της

(5.3.34) (f ∗ g)(x) =
1

2π

∫
T
f(x− t)g(t) dλ(t),

τότε

(5.3.35) f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k)

για κάθε k ∈ Z.
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Απόδειξη. Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι η f ∗ g ορίζεται καλά σχεδόν παντού
στο T, είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση, και ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1‖g‖1. Χρησιµοποιώντας το
ϑεώρηµα Fubini γράφουµε

f̂ ∗ g(k) =
1

2π

∫
T

(
1

2π

∫
T
f(x− t)g(t) dλ(t)

)
e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫
T
g(t)e−ikt

(
1

2π

∫
T
f(x− t)e−k(x−t)dλ(x)

)
dλ(t)

=
1

2π

∫
T
g(t)e−iktf̂(k) dλ(t)

= f̂(k)ĝ(k).

Πόρισµα 5.3.11. ΄Εστω f ∈ L1(T). Αν p(x) =
∑N

k=−N cke
ikx είναι ένα τριγωνοµετρι-

κό πολυώνυµο ϐαθµού N τότε η συνέλιξη f ∗ p είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού

µικρότερου ή ίσου από N , το οποίο δίνεται από την

(5.3.36) (f ∗ p)(x) =

N∑
k=−N

ckf̂(k)eikx.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

(f ∗ p)(x) =
1

2π

∫
T
f(t)p(x− t) dλ(t)

=
1

2π

∫
T
f(t)

N∑
k=−N

cke
ik(x−t) dλ(t)

=
N∑

k=−N
ck

(
1

2π

∫
T
f(t)e−ikt dλ(t)

)
eikx

=
N∑

k=−N
ckf̂(k)eikx,

άρα η f ∗ g είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού µικρότερου ή ίσου από N .

5.3.1 Μοναδικότητα σειρών Fourier

Είδαµε ότι αν µια συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ C έχει όλους τους συντελεστές
Fourier f̂(k) ίσους µε µηδέν, τότε f ≡ 0. Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε το ακόλουθο
ισχυρότερο ϑεώρηµα µοναδικότητας.
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Θεώρηµα 5.3.12. ΄Εστω f ∈ L1(T) µε f̂(k) = 0 για κάθε k ∈ Z. Αν η f είναι συνεχής στο

σηµείο x0 ∈ T τότε f(x0) = 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f παίρνει πραγµατικές τιµές. Μπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι η f ορίζεται στο [−π, π] και ότι x0 = 0. [Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση: αν
η f είναι συνεχής στο x0, τότε η g(x) = f(x + x0) είναι συνεχής στο 0 – υπολογίστε τους
συντελεστές Fourier της g.]

Θα υποθέσουµε ότι f(0) > 0 και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο (τελείως ανάλογα απο-
κλείουµε την περίπτωση f(0) < 0). Η ιδέα είναι να ορίσουµε κατάλληλη ακολουθία {pm}
τριγωνοµετρικών πολυωνύµων τα οποία παρουσιάζουν «κορυφή» στο σηµείο 0 και από αυτή
τους την ιδιότητα να συµπεράνουµε ότι

(5.3.37) lim
k→∞

∫ π

−π
pm(θ)f(θ) dθ = +∞.

Αυτό είναι προφανώς άτοπο, αφού η υπόθεση ότι f̂(k) = 0 για κάθε k ∈ Z δείχνει ότι όλα
τα παραπάνω ολοκληρώµατα είναι ίσα µε 0.

Αρχικά, εφαρµόζοντας τον ορισµό της συνέχειας για την f στο σηµείο 0, ϐρίσκουµε
0 < δ < π/2 ώστε f(x) > f(0)/2 για κάθε x ∈ (−δ, δ).

Παρατηρούµε ότι cosx 6 cos δ < 1 αν δ 6 |x| 6 π. Συνεπώς, υπάρχει ε > 0 ώστε

(5.3.38) |ε+ cosx| < 1− ε/2

για κάθε δ 6 |x| 6 π. Αρκεί να επιλέξουµε 0 < ε < 2(1−cos δ)
3 . Τότε, αν ε + cosx > 0

έχουµε |ε + cosx| = ε + cosx 6 ε + cos δ < 1 − ε/2 από την επιλογή του ε, ενώ αν
ε+ cosx < 0 έχουµε |ε+ cosx| = − cosx− ε 6 1− ε < 1− ε/2.

Ορίζουµε

(5.3.39) p(x) = ε+ cosx, x ∈ [−π, π].

Τότε, p(0) = 1 + ε, συνεπώς υπάρχει 0 < η < δ ώστε

(5.3.40) p(x) > 1 + ε/2, x ∈ (−η, η).

Τώρα, για κάθε m = 1, 2, . . ., ορίζουµε

(5.3.41) pm(x) = [p(x)]m = (ε+ cosx)m.

Παρατηρήστε ότι κάθε pm είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο (εξηγήστε γιατί). Αφού f̂(k) =

0 για κάθε k ∈ Z, συµπεραίνουµε ότι

(5.3.42)
∫ π

−π
pm(x)f(x) dλ(x) = 0, k = 1, 2, . . . .
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Γράφουµε ∫ π

−π
pm(x)f(x) dλ(x) =

∫
δ6|x|6π

pm(x)f(x) dλ(x)(5.3.43)

+

∫
η6|x|<δ

pm(x)f(x) dλ(x) +

∫
|x|<η

pm(x)f(x) dλ(x),

και παρατηρούµε ότι :

(i) Για το πρώτο ολοκλήρωµα έχουµε |pm(x)f(x)| 6 (1 − ε/2)m|f(x)| 6 |f(x)| και η
f είναι ολοκληρώσιµη στο Kδ := {x : δ 6 |x| 6 π}. Αφού |pm(x)f(x)| 6 (1 −
ε/2)m|f(x)| → 0 σε κάθε x ∈ Kδ για το οποίο |f(x)| < ∞, έχουµε pm(x)f(x) → 0

σχεδόν παντού στο Kδ, και εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης
παίρνουµε

(5.3.44)
∫
δ6|x|6π

pm(x)f(x) dλ(x)→ 0

όταν m→∞.

(ii) Για το δεύτερο ολοκλήρωµα έχουµε

(5.3.45)
∫
η6|x|<δ

pm(x)f(x) dλ(x) > 0

διότι p(x) > 0 και f(x) > 0 στο {x : η 6 |x| < δ}.

(iii) Για το τρίτο ολοκλήρωµα ισχύει το κάτω ϕράγµα

(5.3.46)
∫
|x|<η

pm(x)f(x) dλ(x) > 2η
f(0)

2
(1 + ε/2)m.

Αφού

(5.3.47) lim
m→∞

(1 + ε/2)m = +∞,

συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι

(5.3.48) lim
m→∞

∫ π

−π
pm(x)f(x) dλ(x) = +∞.

΄Ετσι, οδηγούµαστε σε άτοπο στην περίπτωση που η f παίρνει πραγµατικές τιµές.
Στη γενική περίπτωση που η f παίρνει τιµές στο C, γράφουµε f(x) = u(x) + iv(x),

όπου οι u και v είναι ολοκληρώσιµες πραγµατικές συναρτήσεις. Αν ϑέσουµε g(x) = f(x),
έχουµε

(5.3.49) u(x) =
f(x) + g(x)

2
και v(x) =

f(x)− g(x)

2i
.
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Παρατηρούµε ότι

(5.3.50) ĝ(k) = f̂(k) = 0, k ∈ Z.

΄Επεται ότι

(5.3.51) û(k) =
f̂(k) + ĝ(k)

2
= 0 και v̂(k) =

f̂(k)− ĝ(k)

2i
= 0

για κάθε k ∈ Z. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο x0. Από τη συνέχεια των u και v
στο x0, από το γεγονός ότι οι συντελεστές Fourier των u και v µηδενίζονται και από το
αποτέλεσµα στην πραγµατική περίπτωση, συµπεραίνουµε ότι u(x0) = v(x0) = 0. ΄Αρα,
f(x0) = u(x0) + iv(x0) = 0. 2

5.4 Ο πυρήνας του Dirichlet

΄Εστω f ∈ L1(T). Ξεκινώντας από την παρατήρηση ότι

sn(f, x) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx =

n∑
k=−n

(
1

2π

∫
T
f(t)e−iktdλ(t)

)
eikx

=
1

2π

∫
T
f(t)

(
n∑

k=−n
eik(x−t)

)
dλ(t),

δίνουµε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 5.4.1. Ο n-οστός πυρήνας του Dirichlet είναι η συνάρτηση

(5.4.1) Dn(y) =
n∑

k=−n
eiky, n > 0.

Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό, ο προηγούµενος υπολογισµός µας δίνει το εξής.

Λήµµα 5.4.2. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε n > 0 ισχύει

(5.4.2) sn(f, x) =
1

2π

∫
T
f(t)Dn(x− t) dλ(t).

Παρατήρηση 5.4.3. Θα χρησιµοποιούµε συχνά τις παρακάτω ϐασικές ιδιότητες του πυ-
ϱήνα Dn.
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(i) Από τον Ορισµό 5.4.1 παίρνουµε: αν 0 < |y| 6 π τότε

Dn(y) = e−iny
n∑

k=−n
ei(k+n)y = e−iny

2n∑
k=0

eiky

= e−iny
ei(2n+1)y − 1

eiy − 1
=
ei(n+1)y − e−iny

eiy − 1

=
eiy/2

(
ei(n+

1
2)y − e−i(n+

1
2)y
)

eiy/2(eiy/2 − e−iy/2)

=
sin
(
n+ 1

2

)
y

sin y
2

.

(ii) Πάλι από τον ορισµό τηςDn, και από την γραµµικότητα του ολοκληρώµατος, έχουµε

(5.4.3)
1

2π

∫
T
Dn(y) dλ(y) = 1,

για κάθε n. Παρατηρήστε ότι η Dn είναι άρτια συνάρτηση. ΄Αρα, µπορούµε επίσης
να γράψουµε την προηγούµενη ισότητα στη µορφή

(5.4.4)
1

π

∫ π

0
Dn(y) dλ(y) = 1.

(iii) Τα δύο ϐασικά άνω ϕράγµατα για την |Dn(y)| είναι :

(5.4.5) |Dn(y)| 6
n∑

k=−n
|eiky| = 2n+ 1

µε ισότητα όταν y = 0, και

(5.4.6) |Dn(y)| =

∣∣∣∣∣sin
(
n+ 1

2

)
y

sin y
2

∣∣∣∣∣ 6 1

sin y
2

6
π

y
, 0 < y < π,

η οποία προκύπτει από το γεγονός ότι sin t > 2t
π για κάθε t ∈ (0, π/2). Αφού η Dn

είναι άρτια, συµπεραίνουµε ότι

(5.4.7) |Dn(y)| 6 π

|y|
, 0 < |y| < π.

Ορισµός 5.4.4. Για κάθε n > 1 ορίζουµε

(5.4.8) D∗n(y) =
Dn−1(y) +Dn(y)

2
, y ∈ T.
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Πρατηρήστε ότι

(5.4.9) D∗n(y) =
1

sin y
2

(
sin
(
n− 1

2

)
y + sin

(
n+

1

2

)
y
)

=
sin(ny)

tan y
2

.

Αν f ∈ L1(T), για κάθε n > 1 και για κάθε t ∈ T ϑέτουµε

(5.4.10) s∗n(f, x) :=
1

2π

∫
T
f(t)D∗n(x− t) dλ(t).

∆εδοµένου ότι

(5.4.11) Dn(y)−D∗n(y) =
Dn(y)−Dn−1(y)

2
=
einy + e−iny

2
= cos(ny),

συµπεραίνουµε ότι

(5.4.12) sn(f, x) = s∗n(f, x) +
1

2π

∫
T
f(t) cosn(x− t) dλ(t).

Λήµµα 5.4.5. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε x ∈ T ισχύει

(5.4.13) sn(f, x)− s∗n(f, x)→ 0 καθώς το n→∞.

Απόδειξη. Λόγω της (5.4.12) αρκεί να ελέγξουµε ότι

1

2π

∫
T
f(t) cosn(x− t) dλ(t) = cos(nx)

1

2π

∫
T
f(t) cos(nt) dλ(t)(5.4.14)

+ sin(nx)
1

2π

∫
T
f(t) sin(nt) dλ(t)→ 0,

το οποίο ισχύει από το λήµµα Riemann-Lebesgue.

Παρατήρηση 5.4.6. Θεωρούµε την συνάρτηση

(5.4.15) φ(y) =
1

tan y
2

− 2

y
.

Εύκολα ελέγχουµε ότι το limy→0 φ(y) υπάρχει, άρα φ ∈ L∞(T). Αν λοιπόν f ∈ L1(T) τότε
fφ ∈ L1(T), και από το λήµµα Riemann-Lebesgue έχουµε

(5.4.16)
1

2π

∫
T
f(t)φ(x− t) sinn(x− t) dλ(t)→ 0.

΄Επεται ότι
(5.4.17)

s∗n(f, x)− 1

2π

∫
T
f(t)

sinn(x− t)
x− t

dλ(t) =
1

2π

∫
T
f(t)φ(x− t) sinn(x− t) dλ(t)→ 0.

Από το Λήµµα 5.4.5 καταλήγουµε στην

(5.4.18) sn(f, x)− 1

π

∫
T
f(t)

sinn(x− t)
x− t

dλ(t)→ 0.



5.5. ΣΕΙΡΕΣ FOURIER ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 173

Παρατήρηση 5.4.7. Αφού D∗n = 1
2(Dn−1 +Dn), οι ϐασικές ιδιότητες της D∗n προκύπτουν

άµεσα από αυτές της Dn. ΄Εχουµε ότι η D∗n είναι άρτια συνάρτηση, και

(5.4.19)
1

2π

∫
T
D∗n(y) dλ(y) =

1

π

∫ π

0
D∗n(y) dλ(y) = 1

για κάθε n > 1. Τα δύο ϐασικά άνω ϕράγµατα για την |D∗n(y)| είναι :

(5.4.20) |D∗n(y)| 6 1

2
(|Dn−1(y)|+ |Dn(y)|) 6 1

2
((2n− 1) + (2n+ 1)) = 2n

µε ισότητα όταν y = 0, και

(5.4.21) |D∗n(y)| 6 π

|y|
, 0 < |y| < π.

5.5 Σειρές Fourier συνεχών συναρτήσεων

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι υπάρχουν συνεχείς 2π-περιοδικές
συναρτήσεις f : R → C που η σειρά Fourier τους αποκλίνει σε κάποιο σηµείο. Θα δώ-
σουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη είναι έµµεση και χρησιµοποιεί την αρχή οµοιόµορφου
ϕράγµατος (ϑεώρηµα Banach-Steinhaus) ενώ η δεύτερη είναι κατασκευαστική.

Ορισµός 5.5.1 (σταθερές Lebesgue). Για κάθε n > 0, η n-οστή σταθερά Lebesgue Ln
ορίζεται ως εξήσ:

(5.5.1) Ln = ‖Dn‖1 =
1

2π

∫
T
|Dn(y)| dλ(y).

Στην επόµενη πρόταση υπολογίζουµε την τάξη µεγέθους της σταθεράς Ln για µεγάλες
τιµές του n.

Πρόταση 5.5.2. Ισχύει

(5.5.2) Ln ∼
4 lnn

π2

καθώς το n→∞.

Σηµείωση. Ο συµβολισµός an ∼ bn σηµαίνει ότι η ακολουθία {an − bn} είναι ϕραγµένη:
υπάρχει σταθερά A > 0 ώστε |an − bn| 6 A για κάθε n. ΄Ενας άλλος τρόπος για να
περιγράψουµε την ίδια ιδιότητα είναι να γράψουµε an − bn = O(1). Γράφοντας an =

bn + o(1) εννοούµε ότι an − bn → 0 καθώς το n→∞.
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Απόδειξη. Αφού η Dn είναι άρτια και sin t
2 > 0 στο (0, π), έχουµε

Ln =
1

π

∫ π

0
|sin((n+ 1/2)t)|

(
1

sin t
2

− 2

t

)
dλ(t)

+
2

π

∫ π

0
|sin((n+ 1/2)t)| 1

t
dλ(t) = An +Bn.

Ο πρώτος όρος είναι ϕραγµένοσ: αφού η φ(t) =
(

1
sin t

2

− 2
t

)
είναι ϕραγµένη, έχουµε An =

O(1). Για τον δεύτερο όρο, κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής s =
(
n+ 1

2

)
t παίρνουµε

Bn =
2

π

∫ nπ+π/2

0
| sin s| dλ(s)

s
=

2

π

∫ nπ

π
| sin s| dλ(s)

s
+O(1)

= Cn +O(1),

αφού, λόγω της lims→0+
sin s
s = 1, έχουµε

(5.5.3)
∫ π

0

sin s

s
dλ(s) = O(1) και

∫ nπ+π/2

nπ

| sin s|
s

dλ(s) 6
π

2

1

nπ
6

1

2
.

Μένει λοιπόν να δείξουµε ότι

(5.5.4) Cn :=
2

π

∫ nπ

π
| sin s| dλ(s)

s
=

4

π2
lnn+O(1).

΄Εχουµε

Cn =
2

π

n−1∑
k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sin s|
s

dλ(s)

=
2

π

n−1∑
k=1

∫ π

0

| sin(kπ + t)|
kπ + t

dλ(t)

=
2

π

∫ π

0
(sin t)

n−1∑
k=1

1

kπ + t
dλ(t).

Παρατηρούµε ότι, για κάθε t ∈ (0, π),

(5.5.5)
1

(k + 1)π
6

1

kπ + t
6

1

kπ
,

άρα

(5.5.6)
1

π

n−1∑
k=1

1

k + 1
6

n−1∑
k=1

1

kπ + t
6

1

π

n−1∑
k=1

1

k
.
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Τα δύο αθροίσµατα
∑n−1

k=1
1

k+1 και
∑n−1

k=1
1
k είναι lnn + O(1). Αφού

∫ π
0 sin t dλ(t) = 2,

καταλήγουµε στην

(5.5.7) Cn =
4

π2
lnn+O(1)

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Πόρισµα 5.5.3. Για κάθε f ∈ L∞(T) και για κάθε x ∈ T και n > 2 ισχύει

(5.5.8) |sn(f, x)| 6 C(lnn) ‖f‖∞,

όπου C > 0 απόλυτη σταθερά.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

|sn(f, x)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
|f(x− t)| |Dn(t)| dλ(t)

∣∣∣∣ 6 1

2π

∫
T
‖f‖∞|Dn(t)| dλ(t)

= ‖Dn‖1‖f‖∞ 6 C · lnn ‖f‖∞

διότι ‖Dn‖1 = Ln 6 C · lnn από την Πρόταση 5.5.2.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι υπάρχει f ∈ C(T) για την οποία η ακολουθία sn(f, 0)

δεν είναι ϕραγµένη (άρα, δεν συγκλίνει). Η επόµενη πρόταση συνδέει το πρόβληµα µε την
συµπεριφορά της ακολουθίας (Ln).

Πρόταση 5.5.4. Για κάθε n ∈ N

(5.5.9) sup
f∈C(T),‖f‖∞61

|sn(f, 0)| = Ln.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι αν g : T → R είναι µια Riemann ολο-
κληρώσιµη συνάρτηση, τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : T → R ώστε
|f(x)| 6 ‖g‖∞ για κάθε x ∈ T και

(5.5.10)
1

2π

∫
T
|f(x)− g(x)| dλ(x) < δ.

Η συνάρτηση g(x) = signDn(x), όπου signu είναι το πρόσηµο του u και sign 0 = 0, είναι
Riemann ολοκληρώσιµη (έχει πεπερασµένα το πλήθος σηµεία ασυνέχειας, όσα είναι τα
σηµεία στα οποία αλλάζει πρόσηµο η Dn) και ‖g‖∞ = 1. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε
συνεχή συνάρτηση f : T→ C ώστε ‖f‖∞ 6 1 και

(5.5.11)
1

2π

∫ π

−π
|f(x)− signDn(x)| dλ(x) <

ε

2n+ 1
.
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Τότε,

|sn(f, 0)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(y)Dn(−y) dλ(y)

∣∣∣∣
>

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T

signDn(y)Dn(−y) dλ(y)

∣∣∣∣− 1

2π

∫
T
|f(y)− g(y)||Dn(−y)| dλ(y)

>

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T

signDn(y)Dn(y) dλ(y)

∣∣∣∣− ε‖Dn‖∞
2n+ 1

>
1

2π

∫
T
|Dn(y)| dλ(y)− ε,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η Dn, άρα και η signDn, είναι άρτια, καθώς και
την ‖Dn‖∞ = 2n+ 1. Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι |sn(f, 0)| > Ln − ε.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε f ∈ C(T) µε ‖f‖∞ 6 1 έχουµε

(5.5.12) |sn(f, 0)| 6 1

2π

∫
T
|f(y)| |Dn(y)| dy 6 ‖Dn‖1‖f‖∞ 6 Ln,

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Από την Πρόταση 5.5.4 και την Πρόταση 5.5.2, για κάθε n υπάρχει fn ∈ C(T) ώστε

(5.5.13) |sn(fn, 0)| ∼ Ln ∼
4

π2
lnn.

Θα δείξουµε ότι υπάρχει µία f ∈ C(T) ώστε

(5.5.14) sup
n
|sn(f, 0)| = +∞.

Ειδικότερα, η f έχει σειρά Fourier η οποία αποκλίνει στο σηµείο 0. Για την απόδειξη ϑα
χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus. Για λόγους πληρότητας δίνουµε την
(σχετικά απλή) απόδειξή του, η οποία ϐασίζεται στο ϑεώρηµα Baire.

Πρόταση 5.5.5. ΄Εστω X πλήρης µετρικός χώρος και έστω {fn} ακολουθία συνεχών συ-

ναρτήσεων fn : X → R µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x ∈ X ισχύει

sup
n
|fn(x)| <∞.

Τότε, υπάρχουν x0 ∈ X και r,M > 0 ώστε |fn(x)| 6M για κάθε x ∈ B(x0, r) και για κάθε

n ∈ N.

Απόδειξη. Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

(5.5.15) Am = {x ∈ X : για κάθε n ∈ N, |fn(x)| 6 m}.
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Κάθε Am είναι κλειστό υποσύνολο του X: αυτό ϕαίνεται αµέσως αν γράψουµε

Am =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : |fn(x)| 6 m} =
∞⋂
n=1

f−1n ([−m,m])

και ϑυµηθούµε ότι για κάθε n ∈ N η αντίστροφη εικόνα του [−m,m] µέσω της fn είναι
κλειστό υποσύνολο του X και ότι η τοµή κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύολο.

Παρατηρήστε ότι X =
⋃∞
m=1Am: ΄Εστω x ∈ X. Από την υπόθεση, η ακολουθία

{fn(x)} είναι ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχει Mx > 0 ώστε, για κάθε n ∈ N, |fn(x)| 6 Mx.
Υπάρχει m = m(x) ∈ N µε m >Mx. Τότε, x ∈ Am.

ΟX είναι πλήρης µετρικός χώρος, οπότε το ϑεώρηµα Baire µας εξασφαλίζει ότι κάποιο
Am0 έχει µη κενό εσωτερικό, δηλαδή υπάρχουν x0 ∈ X και r > 0 ώστε B(x0, r) ⊆ Am0 .
΄Οµως τότε, η {fn} είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη στην B(x0, r): για κάθε x ∈ B(x0, r) και
για κάθε n ∈ N ισχύει |fn(x)| 6 m0.

Ορισµός 5.5.6. ΄Εστω X,Y δύο χώροι µε νόρµα και έστω T : X → Y γραµµικός τελεστής
(γραµµική απεικόνιση). Λέµε ότι ο T είναι ϕραγµένος αν υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια
ώστε

‖Tx‖Y 6M ‖x‖X

για κάθε x ∈ X.

Η αρχή του οµοιόµορφου ϕράγµατος διατυπώνεται για µια ακολουθία {Tn} ϕραγµένων
γραµµικών τελεστών Tn : X → Y για τους οποίους ισχύει

sup
n
‖Tn(x)‖Y <∞

για κάθε x ∈ X. Αν ο X είναι πλήρης, η γραµµικότητα των Tn και η απλή ιδέα της
απόδειξης της Πρότασης 5.5.5 µας δίνουν ότι Tn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι. Η ακριβής
διατύπωση είναι η εξήσ:

Θεώρηµα 5.5.7 (αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος, Banach-Steinhaus). ΄Εστω X χώρος

Banach, Y χώρος µε νόρµα, και έστω {Tn} µια ακολουθία από ϕραγµένους γραµµικούς

τελεστές T : X → Y µε την ιδιότητα : για κάθε x ∈ X,

(5.5.16) sup
n
‖Tx‖Y < +∞.

Τότε, υπάρχει M > 0 ώστε : για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ X,

(5.5.17) ‖Tx‖Y 6M ‖x‖X .
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Απόδειξη. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε fn : X → R µε fn(x) = ‖T (x)‖Y . Κάθε fn είναι
Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Γνωρίζουµε ότι ο Tn είναι ϕραγµένος, άρα υπάρχειMn > 0

τέτοιος ώστε ‖Tn(x)‖Y 6Mn‖x‖X για κάθε x ∈ X. Αν x, y ∈ X, τότε
(5.5.18)
|fn(x)−fn(y)| = | ‖Tn(x)‖Y−‖Tn(y)‖Y | 6 ‖Tn(x)−Tn(y)‖Y = ‖Tn(x−y)‖Y 6Mn‖x−y‖X .

Από την υπόθεσή µας, για κάθε x ∈ X ισχύει

(5.5.19) sup
n
|fn(x)| = sup

n
‖Tn(x)‖Y < +∞.

Από την Πρόταση 5.5.5 υπάρχουν x0 ∈ X και r,M1 > 0 ώστε για κάθε x ∈ B(x0, r) και
για κάθε n ∈ N,

(5.5.20) |fn(x)| = ‖Tn(x)‖Y 6M1.

΄Εστω x ∈ X µε ‖x‖X 6 1. Τότε, για κάθε n ∈ N έχουµε ‖T (x0 + (r/2)x)‖Y 6 M1 και
‖T (x0)‖Y 6M1 (γιατί x0, x0 + (r/2)x ∈ B(x0, r)). ΄Αρα, για κάθε n ∈ N

‖Tn(x)‖Y =
2

r
‖Tn((r/2)x)‖Y =

2

r
‖Tn(x0 + (r/2)x)− Tn(x0)‖Y

6
2

r
(‖Tn(x0 + (r/2)x)‖Y + ‖Tn(x0)‖Y ) 6

4M1

r
.

Τώρα, για κάθε x 6= 0 ϑέτουµε x1 = x/‖x‖X και παρατηρούµε ότι ‖x1‖X = 1, άρα

(5.5.21) ‖Tn(x)‖Y = ‖Tn(‖x‖Xx1)‖X = ‖x‖X‖Tn(x1)‖Y 6
4M1

r
‖x‖X

για κάθε n ∈ N, οπότε το Ϲητούµενο έπεται µε M = 4M1/r.

Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus για τους γραµµικούς τελεστές f 7→
sn(f, 0), f ∈ C(T).

Θεώρηµα 5.5.8. Υπάρχει f ∈ C(T) ώστε

(5.5.22) sup
n
|sn(f, 0)| = +∞.

Απόδειξη. Για κάθε n ϑεωρούµε τον τελεστή Tn : (C(T), ‖ · ‖∞)→ C µε

(5.5.23) Tn(f) = sn(f, 0).

Κάθε Tn είναι ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδέσ: η γραµµικότητα ελέγχεται εύκολα,
και

(5.5.24) ‖Tn‖ = sup{|sn(f, 0)| : f ∈ C(T), ‖f‖∞ 6 1} = Ln.
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Ας υποθέσουµε ότι, για κάθε f ∈ C(T) ισχύει

(5.5.25) sup
n
|Tn(f)| = sup

n
|sn(f, 0)| <∞.

Από το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus υπάρχει M > 0 ώστε

|sn(f, 0)| = |Tn(f)| 6M

για κάθε f ∈ C(T) µε ‖f‖∞ 6 1. Από την Πρόταση 5.5.4 παίρνουµε

(5.5.26) Ln = sup
f∈C(T),‖f‖∞61

|sn(f, 0)| 6M

για κάθε n ∈ N, άρα η (Ln) είναι ϕραγµένη, το οποίο είναι άτοπο από την Πρόταση 5.5.2.
Συνεπώς, υπάρχει f ∈ C(T) τέτοια ώστε lim supn |sn(f, 0)| = +∞. Ειδικότερα, η σειρά

Fourier της f αποκλίνει στο σηµείο 0.

5.5.1 Μια κατασκευή του Lebesgue

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια κατασκευαστική απόδειξη της ύπαρξης συνεχούς
f : T→ R για την οποία

(5.5.27) lim sup
n→∞

|sn(f, 0)| =∞.

Το επιχείρηµα οφείλεται στον Lebesgue. Στην Παρατήρηση 5.4.6 είδαµε ότι, για κάθε
f ∈ L1(T) και για κάθε t ∈ T,

(5.5.28) sn(f, x)− 1

π

∫
T
f(t)

sinn(x− t)
x− t

dλ(t)→ 0.

Θα ορίσουµε µια άρτια συνάρτηση f : T→ R, ϑέτοντας

(5.5.29) f(t) =
∞∑
k=1

ck sin(nkt)χIk(t), 0 < t < π,

όπου {nk}∞k=1 είναι µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών που ϑα επιλεγεί κατάλληλα,
χIk είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του διαστήµατος Ik =

(
π
nk
, π
nk−1

]
, και {ck} είναι µια

ϕθίνουσα µηδενική ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών που ϑα επιλεγεί κατάλληλα.
Παρατηρήστε ότι αν ο nk είναι πολλαπλάσιο του nk−1 τότε η f ϑα είναι συνεχής (και ίση
µε 0) σε όλα τα σηµεία π/nk και ότι η υπόθεση ck → 0 εξασφαλίζει ότι η f είναι συνεχής
στο 0 αν ϑέσουµε f(0) = 0. Κατόπιν, επεκτείνουµε την f στο [−π, 0) ώστε να γίνει άρτια
συνάρτηση, και τέλος, την επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R. Επειδή τα διαστήµατα Ik

έχουν ξένους ϕορείς, αυτό που περιµένουµε από την (5.5.28) είναι ότι, αν επιλέξουµε
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κατάλληλα τις παραµέτρους, ο ϐασικός όρος στο µερικό άθροισµα snk(f, 0) ϑα είναι ο
k-οστός, δηλαδή ο ck sin(nkt)χIk(t).

Αρχικά ορίζουµε c1 = 1, n1 = 2 και I1 = (π/2, π]. Στο I1 έχουµε

(5.5.30) f(t) = c1 sin(n1t).

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ορίσει n1 < n2 < · · · < nk−1, τους c1, . . . , ck−1, και τα διαστή-
µατα Ij , j = 1, . . . , k − 1. Ορίζουµε

(5.5.31) φ(t) =
k−1∑
j=1

cj sin(njt)χIj (t) αν t ∈ (π/nk−1, π]

και φ(t) = 0 αλλιώς. Παρατηρούµε ότι η t 7→ φ(t)/t είναι ϕραγµένη: πράγµατι, η φ

µηδενίζεται στο [0, π/nk−1], άρα

(5.5.32) |φ(t)| 6 c1 6
c1nk−1
π

t.

Από το λήµµα Riemann-Lebesgue έχουµε

(5.5.33) lim
n→∞

∫ π

0

φ(t)

t
sin(nt) dλ(t) = 0.

Ορίζουµε nk = nk−1Nk, όπου ο Nk > 2k είναι αρκετά µεγάλος ώστε να ισχύει

(5.5.34)
∣∣∣∣ 2π
∫ π

0

φ(t)

t
sin(nkt) dλ(t)

∣∣∣∣ < 1.

Στη συνέχεια, ϑέτουµε Ik = (π/nk, π/nk−1] και ορίζουµε f(t) = ck sin(nkt) στο Ik, όπου
0 < ck < ck−1 < 1 τον οποίο ϑα επιλέξουµε. Για να εκτιµήσουµε το µερικό άθροισµα
snk(f, 0) αρκεί, από την (5.5.28), να εκτιµήσουµε το

2

π

∫ π

0
f(t) sin(nkt)

dλ(t)

t
=

2

π

(∫
(0,π/nk]

+

∫
(π/nk,π/nk−1]

+

∫
(π/nk−1,π]

)
=: Ak +Bk + Ck.

Από την (5.5.34) ϐλέπουµε ότι Ck = O(1): στο (π/nk−1, π] έχουµε f(t) = φ(t), άρα

(5.5.35)
∣∣∣∣∫ π

0
f(t) sin(nkt)

dλ(t)

t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

φ(t)

t
sin(nkt) dλ(t)

∣∣∣∣ < π

2
.

Επίσης, ανεξάρτητα από τον τρόπο επιλογής των ck, από την sin y 6 y στο (0, π) και την
0 < ck 6 1 έχουµε

(5.5.36) |Ak| 6
∫
(0,π/nk]

| sin(nkt)|
dλ(t)

t
6 nk

π

nk
= π.
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Τέλος,

Bk = ck

∫
Ik

(sinnkt)
2dλ(t)

t
= ck

∫
Ik

1− cos(2nkt)

2t
dλ(t)

=
ck
2

∫
Ik

dλ(t)

t
− ck

2

∫
Ik

cos(2nkt)
dλ(t)

t

=: B′k −B′′k .

Για τον B′k έχουµε

(5.5.37) B′k =
ck
2

∫
Ik

dλ(t)

t
=
ck
2

ln

(
nk
nk−1

)
=
ck
2

(lnNk).

Επιλέγοντας ck = (lnNk)
−ε, όπου 0 < ε < 1, έχουµε ck → 0 και

(5.5.38) B′k =
1

2
(lnNk)

1−ε →∞

καθώς το k →∞. Το ολοκλήρωµα στον όρο B′′k ισούται µε

(5.5.39)
∫
Ik

cos(2nkt)
dλ(t)

t
=

sin(2nkt)

2nkt

∣∣∣π/nk−1

π/nk
+

∫
Ik

sin(2nkt)

2nk

dλ(t)

t2
.

Από την επιλογή των nk έχουµε ότι

(5.5.40)
sin(2nkt)

2nkt

∣∣∣π/nk−1

π/nk
=

sin(2π)

2π
− sin(2πNk)

2πNk
= 0.

Επίσης,

(5.5.41)
∣∣∣∣∫
Ik

sin(2nkt)

2nk

dλ(t)

t2

∣∣∣∣ 6 1

2nk

∫ ∞
π/nk

dλ(t)

t2
=

1

2nk

nk
π

=
1

2π
= O(1).

Συγκεντρώνοντας όλες τις εκτιµήσεις µας, ϐλέπουµε ότι

(5.5.42) snk(f, 0) =
1

2
(lnNk)

1−ε +O(1),

απ¨ όπου έπεται ότι snk(f, 0)→∞.

5.6 Θεώρηµα Dini και ϑεώρηµα Marcinkiewicz

Το ϑεώρηµα Dini µας δίνει µια ικανή συνθήκη για την σύγκλιση της σειράς Fourier µιας
ολοκληρώσιµης συνάρτησης σε δεδοµένο σηµείο.
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Θεώρηµα 5.6.1 (Dini). ΄Εστω f ∈ L1(T) και έστω x ∈ T µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει

α ∈ C ώστε

(5.6.1)
∫ π

0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− α
∣∣∣∣ dλ(t)

t
<∞.

Τότε,

(5.6.2) lim
n→∞

sn(f, x) = α.

Απόδειξη. Λόγω του Λήµµατος 5.4.5 αρκεί να δείξουµε ότι

(5.6.3) s∗n(f, x)− α→ 0.

Αφού

s∗n(f, x) =
1

2π

∫
T
f(x− t)sin(nt)

tan t
2

dλ(t)(5.6.4)

=
1

π

∫ π

0

f(x+ t) + f(x− t)
2

sin(nt)

tan t
2

dλ(t)

και

(5.6.5) α =
1

π

∫ π

0
αD∗n(t) dλ(t) =

1

π

∫ π

0
α

sin(nt)

tan t
2

dλ(t),

έχουµε

(5.6.6) s∗n(f, x)− α =
1

π

∫ π

0

(
f(x+ t) + f(x− t)

2
− α

)
sin(nt)

tan t
2

dλ(t).

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

(5.6.7) Fx(t) :=

(
f(x+ t) + f(x− t)

2
− α

)
1

tan t
2

γράφεται στη µορφή

Ft(x) = At(x) +Bt(x) :=

(
f(x+ t) + f(x− t)

2
− α

)
1

t
(5.6.8)

+

(
f(x+ t) + f(x− t)

2
− α

)
φ(t),

όπου φ(t) = 1
tan t

2

− 1
t . ΄Εχουµε δει ότι φ ∈ L∞, άρα η Bx είναι ολοκληρώσιµη (εξηγήστε

γιατί). Από την υπόθεση, η Ax είναι επίσης ολοκληρώσιµη. Συνεπώς, Fx ∈ L1 και έπεται
ότι

(5.6.9) s∗n(f, x)− α =
1

π

∫ π

0
Fx(t) sin(nt) dλ(t)→ 0

από το λήµµα Riemann-Lebesgue.
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Παρατηρήσεις 5.6.2. (α) Ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν τα πλευρικά όρια

(5.6.10) f(x+ 0) = lim
t→x+

f(t) και f(x− 0) = lim
t→x−

f(t).

Αν η (5.6.1) ικανοποιείται για κάποιον α, τότε έχουµε αναγκαστικά

(5.6.11) α =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

Πράγµατι, αν είχαµε
∣∣∣f(x+0)+f(x−0)

2 − α
∣∣∣ = r > 0, τότε ϑα υπήρχε δ ∈ (0, π) ώστε : αν

0 < t < δ τότε

(5.6.12)
∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)

2
− α

∣∣∣∣ > r

2
.

΄Οµως τότε ϑα είχαµε

(5.6.13)
∫ δ

0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− α
∣∣∣∣ dλ(t)

t
>
∫ δ

0

r

2t
dλ(t) =∞,

το οποίο είναι άτοπο.
Ειδικότερα, αν η f είναι συνεχής στο x και αν ικανοποιείται η (5.6.1) τότε έχουµε

αναγκαστικά α = f(x).

(ϐ) Ας υποθέσουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο x. Τότε, η συνάρτηση

(5.6.14) t 7→ f(x+ t)− f(x)

t

είναι ϕραγµένη σε µια περιοχή του 0. ΄Αρα, υπάρχουν δ ∈ (0, π) και M > 0 ώστε : αν
0 < |t| < δ τότε |f(x+ t)− f(x)| 6M |t|. ∆ηλαδή, για κάθε 0 < t < δ,

(5.6.15)
∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)

2
− f(x)

∣∣∣∣ 6 1

2

[
|f(x+ t)− f(x)|+ |f(x− t)− f(x)|

]
6Mt.

Συνεπώς,

(5.6.16)
∫ δ

0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− f(x)

∣∣∣∣ dλ(t)

t
6
∫ δ

0
Mt

dλ(t)

t
= Mδ <∞,

και ∫ π

δ

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− f(x)

∣∣∣∣ dλ(t)

t
(5.6.17)

6
1

δ

∫ π

0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− f(x)

∣∣∣∣ dλ(t) <∞

(εξηγήστε γιατί), άρα η (5.6.1) ικανοποιείται µε α = f(x). ΄Ετσι έχουµε το εξήσ:
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Θεώρηµα 5.6.3. ΄Εστω f ∈ L1(T) και έστω x ∈ T στο οποίο η f είναι παραγωγίσιµη. Τότε,

(5.6.18) lim
n→∞

sn(f, x) = f(x).

Μια σηµαντική συνέπεια του Θεωρήµατος 5.6.3 είναι η αρχή τοπικότητας του Riemann:
η σύγκλιση ή µη της ακολουθίας sn(f, x) εξαρτάται µόνο από τη συµπεριφορά της f σε µια

περιοχή του x. Αυτό δεν είναι καθόλου προφανές αν σκεφτούµε ότι τα µερικά αθροίσµατα
sn(f, x) ορίζονται µέσω των συντελεστών Fourier f̂(k), |k| ≤ n, της f και οι συντελεστές
Fourier προκύπτουν µε ολοκλήρωση στο [−π, π], δηλαδή παίρνουν υπόψη τις τιµές της f
σε ολόκληρο το [−π, π].

Θεώρηµα 5.6.4. ΄Εστω f, g : T→ C δύο ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι, για

κάποιο x ∈ T και για κάποιο ανοικτό διάστηµα I ⊂ T ώστε x ∈ I, ισχύει

(5.6.19) f(t) = g(t) για κάθε t ∈ I.

Τότε,

(5.6.20) sn(f, x)− sn(g, x)→ 0.

Ειδικότερα, η {sn(f, x)} συγκλίνει αν και µόνο αν η {sn(g, x)} συγκλίνει.

Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση h = f − g : T → C. Η h είναι ολοκληρώσιµη και
h(t) = 0 για κάθε t ∈ I. Αφού το x είναι εσωτερικό σηµείο του I, η h είναι παραγωγίσιµη
στο x, µε h′(x) = 0.

Από το Θεώρηµα 5.6.3 ϐλέπουµε ότι

(5.6.21) sn(h, x)→ h(x) = 0.

΄Οµως,

(5.6.22) sn(h, x) = sn(f − g, x) = sn(f, x)− sn(g, x).

΄Επεται το Ϲητούµενο.

Το επόµενο ϑεώρηµα µας δίνει ένα απλό κριτήριο που εξασφαλίζει ότι sn(f, x)→ f(x)

σχεδόν παντού.

Θεώρηµα 5.6.5 (Marcinkiewicz). ΄Εστω f ∈ L1(T). Για καθε t ∈ T ορίζουµε

(5.6.23) w1(f, t) =
1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(x)| dλ(x).

Αν

(5.6.24)
∫ π

0
w1(f, t)

dλ(t)

t
<∞,

τότε sn(f, x)→ f(x) σχεδόν παντου στο T.
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Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα Fubini έχουµε

1

2π

∫
T

(∫ π

0
|f(x+ t)− f(x)| dλ(t)

t

)
dλ(x) =

∫ π

0

(
1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(x)| dλ(x)

)
dλ(t)

t

=

∫ π

0
w1(f, t)

dλ(t)

t
<∞.

΄Αρα,

(5.6.25)
∫ π

0
|f(x+ t)− f(x)| dλ(t)

t
<∞

σχεδόν για κάθε x ∈ T. Παρατηρούµε ότι

w1(f,−t) =
1

2π

∫
T
|f(x− t)− f(x)| dλ(x) =

1

2π

∫
T−t
|f(s)− f(s+ x)| dλ(s)

=
1

2π

∫
T−t
|f(s+ t)− f(s)| dλ(s) =

1

2π

∫
T
|f(s+ t)− f(s)| dλ(s)

= w1(f, t).

Επαναλαµβάνοντας τον αρχικό υπολογισµό ϐλέπουµε τώρα ότι

(5.6.26)
1

2π

∫
T

(∫ π

0
|f(x− t)− f(x)| dλ(t)

t

)
dλ(x) =

∫ π

0
w1(f,−t)

dλ(t)

t
<∞,

άρα

(5.6.27)
∫ π

0
|f(x− t)− f(x)| dλ(t)

t
<∞

σχεδόν για κάθε x ∈ T. Τώρα,

(5.6.28)
∫ π

0

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)
2

− f(x)

∣∣∣∣ dλ(t)

t
<∞

σχεδόν για κάθε x ∈ T, και από το ϑεώρηµα Dini έπεται ότι sn(f, x) → f(x) σχεδόν για
κάθε x ∈ T.

5.7 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. ∆είξτε ότι :

(α) Αν το T είναι περιττή συνάρτηση, τότε λk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.

(ϐ) Αν το T είναι άρτια συνάρτηση, τότε µk = 0 για κάθε k = 1, . . . , n.
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2. ∆είξτε ότι : για κάθε k ∈ N υπάρχει πολυώνυµο p(t) ϐαθµού 2k ώστε sin2k x = p(cosx) για κάθε
x ∈ R.

3. (α) ∆είξτε ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.

(ϐ) ∆ίνονται οι πραγµατικοί αριθµοί 0 < µ1 < µ2 < · · · < µn. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις

eiµ1x, eiµ2x, . . . , eiµnx

είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητες. Χρειάζεται η υπόθεση ότι όλοι οι µj είναι ϑετικοί ;

4. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε a < b στο R,∫ b

a

f(x) dλ(x) =

∫ b+2π

a+2π

f(x) dλ(x) =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dλ(x),

και ∫ π

−π
f(x+ a) dλ(x) =

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

∫ π+a

−π+a
f(x) dλ(x).

5. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x) = 0.

6. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι άρτια, τότε f̂(−k) = f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S(f) είναι σειρά συνηµιτόνων.

(ϐ) Αν η f είναι περιττή, τότε f̂(−k) = −f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S(f) είναι σειρά ηµιτόνων.

(γ) Αν f(x+ π) = f(x) για κάθε x ∈ R τότε f̂(k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k.

(δ) Αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z. Αν, επιπλέον, υποθέσουµε
ότι η f είναι συνεχής, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

7. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε a ∈ R ορίζουµε

τa(x) = f(x− a).

Περιγράψτε το γράφηµα της τa σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η τa περιοδική ; Εκφράστε τους
συντελεστές Fourier της τa συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .

8. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

gm(x) = f(mx).

Περιγράψτε το γράφηµα της gm σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η gm περιοδική ; Εκφράστε τους
συντελεστές Fourier της gm συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .
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9. ΄Εστω f, fn ∈ L1(T) (n ∈ N) συναρτήσεις οι οποίες ικανοποιούν την

lim
n→∞

∫ π

−π
|f(x)− fn(x)| dλ(x) = 0.

∆είξτε ότι
f̂n(k)→ f̂(k) όταν n→∞,

οµοιόµορφα ως προς k. ∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 και για
κάθε k ∈ Z,

|f̂n(k)− f̂(k)| < ε.

10. Ορίζουµε f(x) = π − x αν 0 < x < 2π, f(0) = f(2π) = 0, και επεκτείνουµε την f σε µια
2π-περιοδική συνάρτηση στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) = 2

∞∑
k=1

sin kx

k
.

11. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (π−x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια 2π-περιοδική
συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S(f, x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

12. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f : R → R, 2π-περιοδική συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει
M > 0 ώστε

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|α

για κάθε x, y ∈ R. ∆είξτε ότι : υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε k,

|ak(f)| 6 C

kα
και |bk(f)| 6 C

kα
.

13. Θεωρούµε την περιττή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [0, π] ορίζεται από την

f(x) = x(π − x).

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι

f(x) =
8

π

∞∑
k=0

sin[(2k + 1)x]

(2k + 1)3
.
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14. ΄Εστω 0 < δ < π. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε

f(x) =

{
1− |x|δ αν |x| 6 δ

0 αν δ 6 |x| 6 π

Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της f και δείξτε ότι

f(x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos kδ

k2πδ
cos kx.

15. Θεωρούµε την 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [−π, π] ορίζεται από την

f(x) = |x|.

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και δείξτε ότι
f̂(0) = π/2 και

f̂(k) =
−1 + (−1)k

πk2
, k 6= 0.

Γράψτε τη σειρά Fourier S(f) της f σαν σειρά συνηµιτόνων και ηµιτόνων. Θέτοντας x = 0 δείξτε
ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
και

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

16. ΄Εστω f : R→ R µια 2π-περιοδική συνάρτηση, ολοκληρώσιµη στο [0, 2π].

(α) ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ 2π

0

|f(x+ t)− f(x)| dλ(x) = 0.

[Υπόδειξη: εξετάστε πρώτα την περίπτωση που η f είναι συνεχής.]

(ϐ) (Λήµµα Riemann-Lebesgue). ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,∫ 2π

0

f(x) sinnx dλ(x) = −
∫ 2π

0

f
(
x+

π

n

)
sinnx dλ(x).

και συµπεράνατε ότι

lim
n→∞

∫ 2π

0

f(x) sinnx dλ(x) = 0.

17. (α) Θεωρώντας την περιττή επέκταση της cosx από το (0, π) στο (−π, π) \ {0} δείξτε ότι

cosx =
8

π

∞∑
k=1

k sin(2kx)

4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.

(ϐ) Θεωρώντας την άρτια επέκταση της sinx από το (0, π) στο (−π, π) δείξτε ότι

sinx =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2kx)

4k2 − 1
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για κάθε 0 < x < π.

Οµάδα Β΄

18. (α) Για κάθε k ∈ N ϑέτουµε

Ak(x) =

k∑
j=1

sin jx.

∆είξτε ότι : αν k > m τότε

|Ak(x)−Am(x)| 6 1

| sin(x/2)|

για κάθε 0 < x < π.

(ϐ) Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0, δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m+1

λj sin jx

∣∣∣∣∣∣ 6 λm+1

| sin(x/2)|

για κάθε n > k > m > 1 και για κάθε 0 < x < π.

19. ΄Εστω n ∈ N και M > 0. Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 και kλk 6 M για κάθε k = 1, . . . , n,
δείξτε ότι ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ 6 (π + 1)M

για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη : Μπορείτε να υποθέσετε ότι 0 < x < π. Γράψτε, αν ϑέλετε,

n∑
k=1

λk sin kx =

m∑
k=1

λk sin kx+

n∑
k=m+1

λk sin kx,

όπου m = min{N, bπ/xc}.]

20. (Λήµµα του Stečkin). ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό πολυώ-

νυµο και έστω x0 ∈ R µε την ιδιότητα

f(x0) = ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ R}.

∆είξτε ότι : αν |t| 6 π
n τότε

f(x0 + t) > ‖f‖∞ cos(nt).

21. (Ανισότητα του Bernstein). ΄Εστω T (x) = λ0 +
∑n
k=1(λk cos kx + µk sin kx) τριγωνοµετρικό

πολυώνυµο. ∆είξτε ότι

‖f ′‖∞ 6 n‖f‖∞.
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22. ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που περιέχεται στο εσωτερικό του [−π, π]. Θεωρούµε την f(x) =

χ[a,b](x) που ορίζεται στο [−π, π] από τις f(x) = 1 αν x ∈ [a, b] και f(x) = 0 αλλιώς, και την
επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.

∆είξτε ότι η S(f) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Βρείτε τα x ∈ R για τα οποία η S(f, x)

συγκλίνει.

23. ΄Εστω T (x) =
∑n
k=−n cke

ikx τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Υποθέτουµε ότι το T παίρνει ϑετικές
πραγµατικές τιµές. ∆είξτε ότι υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο Q ώστε

T (x) = |Q(x)|2

για κάθε x ∈ R.

24. (α) ΄Εστω 0 < δ < π. ∆είξτε ότι, για κάθε x ∈ [δ, 2π − δ],∣∣∣∣∣12 +

n∑
k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ 6 1

2 sin δ
2

και

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin kx

∣∣∣∣∣ 6 1

sin δ
2

.

(ϐ) ΄Εστω (tk) ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε tk → 0. ∆είξτε ότι οι σειρές∑∞
k=1 tk cos kx και

∑∞
k=1 tk sin kx συγκλίνουν κατά σηµείο στο (0, 2π) και οµοιόµορφα σε κάθε

διάστηµα [δ, 2π − δ], όπου 0 < δ < π. Συµπεράνατε ότι ορίζουν συνεχείς συναρτήσεις στο (0, 2π).

25. ΄Εστω f ∈ L1(T) και g ∈ L∞(T). ∆είξτε ότι

lim
n→∞

1

2π

∫
T
f(x)g(nx) dλ(x) = f̂(0)ĝ(0).



Κεφάλαιο 6

Προσεγγίσεις της µονάδας και

Αθροισιµότητα

6.1 Οικογένειες καλών πυρήνων και προσεγγίσεων της µονά-

δας

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ασχοληθούµε µε µέσες τιµές µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης
f οι οποίες προκύπτουν από την συνέλιξη της f

(6.1.1) (f ∗Kδ)(x) =

∫
R
f(x− y)Kδ(y) dλ(y)

µε µια οικογένεια (Kδ) συναρτήσεων οι οποίες ικανοποιούν κατάλληλες συνθήκες.

Ορισµός 6.1.1 (οικογένεια καλών πυρήνων). Μια οικογένεια (Kδ)δ>0 συναρτήσεων στο R
λέγεται οικογένεια καλών πυρήνων, ή πιο απλά πυρήνας, αν ικανοποιεί τα εξήσ:

(i) Για κάθε δ > 0,

(6.1.2)
∫
R
Kδ(y) dλ(y) = 1.

(ii) Υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε, για κάθε δ > 0,

(6.1.3)
∫
R
|Kδ(y)| dλ(y) 6M.

(iii) Για κάθε η > 0,

(6.1.4) lim
δ→0

∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y) = 0.

191
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Η συνέλιξη f ∗Kδ µιας ϕραγµένης µετρήσιµης συνάρτησης f µε µια οικογένεια καλών
πυρήνων (Kδ)δ>0 συγκλίνει στην f σε κάθε σηµείο στο οποίο η f είναι συνεχήσ:

Θεώρηµα 6.1.2. ΄Εστω {Kδ}δ>0 µια οικογένεια καλών πυρήνων και έστω f : R → C
ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, για κάθε x ∈ R στο οποίο η f είναι συνεχής, έχουµε

(6.1.5) lim
δ→0

(f ∗Kδ)(x) = f(x).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο x και ϑεωρούµε τυχόν ε > 0. Από τη
συνέχεια της f στο x, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν |y| < η τότε |f(x − y) − f(x)| < ε.
Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (i) της (Kδ), γράφουµε

(f ∗Kδ)(x)− f(x) =

∫
Kδ(y)f(x− y) dλ(y)− f(x) =

∫
Kδ(y)[f(x− y)− f(x)] dλ(y).

Συνεπώς,

|(f ∗Kδ)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ Kδ(y)[f(x− y)− f(x)] dλ(y)

∣∣∣∣
6
∫
|y|<η

|Kδ(y)| |f(x− y)− f(x)| dλ(y)

+

∫
|y|>η

|Kδ(y)| |f(x− y)− f(x)| dλ(y).

Για το πρώτο ολοκλήρωµα παρατηρούµε ότι : αν |y| < η τότε |f(x − y) − f(x)| < ε.
Χρησιµοποιώντας και την ιδιότητα (ii) της (Kδ), παίρνουµε∫

|y|<η
|Kδ(y)| |f(x− y)− f(x)| dλ(y) 6 ε

∫
R
|Kδ(y)| dλ(y) 6Mε.

Για το δεύτερο ολοκλήρωµα χρησιµοποιούµε την υπόθεση ότι η f είναι ϕραγµένη και την
ιδιότητα (iii) της (Kδ) για το συγκεκριµένο η: έχουµε∫

|y|>η
|Kδ(y)| |f(x− y)− f(x)| dλ(y) 6

∫
|y|>η

|Kδ(y)| (|f(x− y)|+ |f(x)| dλ(y)

6 2‖f‖∞
∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y)→ 0

καθώς το δ → 0. Συνεπώς,

(6.1.6) lim sup
δ→0

|(f ∗Kδ)(x)− f(x)| 6Mε,

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι (f ∗Kδ)(x)→ f(x) καθώς το δ → 0.
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Ορισµός 6.1.3 (οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας). Μια οικογένεια (Kδ)δ>0 συναρ-
τήσεων στο R λέγεται οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας, ή πιο απλά προσέγγιση

της µονάδας, αν ικανοποιεί τα εξήσ:

(i) Για κάθε δ > 0,

(6.1.7)
∫
R
Kδ(y) dλ(y) = 1.

(ii) Υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε, για κάθε δ > 0 και για κάθε y ∈ R,

(6.1.8) |Kδ(y)| 6 M

δ

και, για κάθε δ > 0 και για κάθε y ∈ R \ {0},

(6.1.9) |Kδ(y)| 6 Mδ

y2
.

Παρατηρήστε ότι η πρώτη ανισότητα στην (ii) είναι ισχυρότερη από την δεύτερη όταν |y| 6 δ.
Τελείως αντίστοιχα, η δεύτερη ανισότητα στην (ii) είναι ισχυρότερη από την πρώτη όταν
|y| > δ.

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι οι υποθέσεις του Ορισµού 6.1.3 είναι ισχυρότερες από
αυτές του Ορισµού 6.1.1.

Πρόταση 6.1.4. Κάθε οικογένεια (Kδ)δ>0 προσεγγίσεων της µονάδας είναι οικογένεια κα-

λών πυρήνων.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι υπάρχει R > 0 ώστε : για κάθε δ > 0,

(6.1.10)
∫
R
|Kδ(y)| dλ(y) 6 R.

΄Εστω δ > 0. Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (ii) των προσεγγίσεων της µονάδας, γράφουµε∫
R
|Kδ(y)| dλ(y) =

∫
|y|<δ

|Kδ(y)| dλ(y) +

∫
|y|>δ
|Kδ(y)| dλ(y)

6
M

δ

∫
|y|<δ

1 dλ(y) +Mδ

∫
|y|>δ

dλ(y)

y2

=
M

δ

∫
|y|<δ

1 dλ(y) +Mδ · 2
∫ ∞
δ

dλ(y)

y2

=
M

δ
· 2δ +Mδ · 2

δ

= 4M.
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΄Αρα, έχουµε το Ϲητούµενο µε R = 4M .
Για την τρίτη ιδιότητα της οικογένειας καλών πυρήνων, σταθεροποιούµε η > 0 και

χρησιµοποιώντας την ιδιότητα (iii) των προσεγγίσεων της µονάδας, γράφουµε

(6.1.11)
∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y) 6Mδ

∫
|y|>η

dλ(y)

|y|2
=

2M

η
δ → 0

καθώς το δ → 0.

Παραδείγµατα 6.1.5. (α) ΄Εστω ϕ : R → R µια µη αρνητική, ϕραγµένη συνάρτηση που
µηδενίζεται έξω από το [−1, 1] και έχει ολοκλήρωµα

(6.1.12)
∫
R
ϕ(y) dλ(y) = 1.

Για κάθε δ > 0 ορίζουµε Kδ(y) = δ−1ϕ(δ−1y). Η (Kδ)δ>0 είναι οικογένεια προσεγγίσεων
της µονάδας.

(ϐ) Ο πυρήνας της ϑερµότητας Ht στο R ορίζεται ως εξήσ:

(6.1.13) Ht(y) =
1

(4πt)1/2
e−|y|

2/4t.

Η οικογένεια (Hδ2)δ>0 είναι οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας.

Το επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα «επεκτείνει» το Θεώρηµα 6.1.2.

Θεώρηµα 6.1.6. ΄Εστω (Kδ)δ>0 οικογένεια προσεγγίσεων της µονάδας. Για κάθε f ∈
L1(R) ισχύει

(6.1.14) lim
δ→0

(f ∗Kδ)(x) = f(x)

σε κάθε σηµείο Lebesgue x της f . Συνεπώς, f ∗Kδ → f σχεδόν παντού καθώς το δ → 0.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.6 ϑα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 6.1.7. ΄Εστω f ∈ L1(R) και έστω f ∈ Leb(f). Ορίζουµε

(6.1.15) A(r) =
1

r

∫
|y|6r
|f(x− y)− f(x)| dλ(y), r > 0.

Τότε, η συνάρτηση A είναι ϕραγµένη, συνεχής, και

(6.1.16) lim
r→0
A(r) = 0.
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Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η A(r) είναι συνεχής. Αρκεί να δείξουµε ότι η συνάρτηση
r 7→ rA(r) είναι συνεχής σε κάθε r > 0. Θα χρησιµοποιήσουµε την απόλυτη συνέχεια του
ολοκληρώµατοσ: αφού f ∈ L1(R), αν ϑεωρήσουµε µια ακολουθία rk → r+ τότε

0 6 rkA(rk)− rA(r) =

∣∣∣∣∣
∫
|y|6rk

|f(x− y)− f(x)| dλ(y)−
∫
|y|6r
|f(x− y)− f(x)| dλ(y)

∣∣∣∣∣
=

∫
r<|y|6rk

|f(x− y)− f(x)| dλ(y)→ 0

καθώς το k →∞, διότι η y 7→ |f(x− y)− f(x)| είναι τοπικά ολοκληρώσιµη και λ({y : r <

|y| 6 rk})→ 0 όταν k →∞. Παρόµοιο επιχείρηµα δείχνει τη συνέχεια από αριστερά.

Αφού x ∈ Leb(f) έχουµε

(6.1.17) lim
λ(I)→0
x∈I

1

`(I)

∫
I
|f(z)− f(x)| dz = 0.

΄Οµως,

(6.1.18) A(r) =
2

`(x− r, x+ r)

∫ x+r

x−r
|f(z)− f(x)| dz,

άρα είναι ϕανερό ότι A(r)→ 0 καθώς το r → 0.

Η A είναι συνεχής και limr→0A(r) = 0. Συνεπώς, υπάρχει M1 > 0 ώστε 0 6 A(r) 6

M1 για κάθε r ∈ [0, 1]. Για r > 1 γράφουµε

A(r) =
1

r

∫
|y|6r
|f(x− y)− f(x)| dλ(y)

6
1

r

∫ x+r

x−r
|f(z)| dz +

1

r

∫
|y|6r
|f(x)| dλ(y)

6
∫ x+r

x−r
|f(z)| dz +

1

r
|f(x)| 2r

6M2 := ‖f‖1 + 2|f(x)|.

΄Επεται ότι 0 6 A(r) 6 max{M1,M2} για κάθε r > 0.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 6.1.6. ΄Εστω ε > 0. Βρίσκουµε πρώτα N ∈ N ώστε

(6.1.19)
∞∑
k=N

1

2k
< ε.
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Στη συνέχεια, για κάθε δ > 0 γράφουµε

|(f ∗Kδ)(x)− f(x)| 6
∫
Rn
|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)| dλ(y)

6
∫
|y|6δ
|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)| dλ(y)

+
∞∑
k=0

∫
2kδ<|y|62k+1δ

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)| dλ(y)

6
M

δ

∫
|y|6δ
|f(x− y)− f(x)| dλ(y)

+

∞∑
k=0

Mδ

∫
2kδ<|y|62k+1δ

|f(x− y)− f(x)| 1

|y|2
dλ(y)

6M A(δ) +
∞∑
k=0

Mδ

(2kδ)2

∫
|y|62k+1δ

|f(x− y)− f(x)| dλ(y)

= M A(δ) +
∞∑
k=0

Mδ

(2kδ)2
(2k+1δ)A(2k+1δ)

= M A(δ) +
∞∑
k=0

2M

2k
A(2k+1δ)

6M1

[
A(δ) +

∞∑
k=0

1

2k
A(2k+1δ)

]
,

όπου M1 = 2M . Τώρα, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι ‖A‖∞ < ∞ και το γεγονός ότι
limδ→0A(δ) = 0. Υπάρχει δ0 > 0 ώστε για κάθε 0 < δ < δ0 να έχουµε

(6.1.20) A(2kδ) <
ε

3
, k = 0, 1, . . . , N.

Τότε, για κάθε 0 < δ < δ0 παίρνουµε

|(f ∗Kδ)(x)− f(x)| 6M1

[
A(δ) +

N−1∑
k=0

1

2k
A(2k+1δ) +

∞∑
k=N

1

2k
A(2k+1δ)

]

6M1

[
ε

3
+

(
N−1∑
k=0

1

2k

)
ε

3
+ ‖A‖∞

∞∑
k=N

1

2k

]

6M1

[
ε

3
+

2ε

3
+ ‖A‖∞ε

]
= M1(1 + ‖A‖∞)ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι limδ→0(f ∗Kδ)(x) = f(x). 2
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Το τελευταίο ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου αναφέρεται στη σύγκλιση της f ∗ Kδ

στην f ως προς την ‖ · ‖1.

Θεώρηµα 6.1.8. ΄Εστω (Kδ)δ>0 οικογένεια καλών πυρήνων. Για κάθε f ∈ L1(R) και για

κάθε δ > 0, η συνέλιξη

(6.1.21) (f ∗Kδ)(x) =

∫
Rn
f(x− y)Kδ(y) dλ(y)

είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση στον Rn, και

(6.1.22) ‖(f ∗Kδ)− f‖1 → 0 καθώς το δ → 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Για κάθε δ > 0 γράφουµε

‖(f ∗Kδ)− f‖1 =

∫
R
|(f ∗Kδ)(x)− f(x)| dλ(x)

6
∫
R

∫
R
|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)| dλ(y) dλ(x)

=

∫
R

(∫
R
|f(x− y)− f(x)| dλ(x)

)
|Kδ(y)| dλ(y)

=

∫
R
‖f−y − f‖1 |Kδ(y)| dλ(y),

όπου f−y(x) = f(x− y). Τώρα, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι

(6.1.23) lim
y→0
‖f−y − f‖1 = 0

(ϐλέπε Κεφάλαιο 4). ∆ηλαδή, υπάρχει η > 0 ώστε

(6.1.24) |y| < η =⇒ ‖f−y − f‖1 < ε.

Τότε, χρησιµοποιώντας και την ‖f−y − f‖1 6 ‖f−y‖1 + ‖f‖1 = 2‖f‖1, έχουµε

‖(f ∗Kδ)− f‖1 6
∫
|y|<η

‖f−y − f‖1|Kδ(y)| dλ(y) +

∫
|y|>η

‖f−y − f‖1|Kδ(y)| dλ(y)

6 ε

∫
Rn
|Kδ(y)| dλ(y) + 2‖f‖1

∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y)

6Mε+ 2‖f‖1
∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y),

όπου M := sup ‖Kδ‖1 < ∞ (αφού η (Kδ) είναι πυρήνας). Αφήνοντας το δ → 0 και
χρησιµοποιώντας την

(6.1.25) lim
δ→0

∫
|y|>η

|Kδ(y)| dλ(y) = 0,
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παίρνουµε

(6.1.26) lim sup
δ→0

‖(f ∗Kδ)− f‖1 6Mε,

και αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι ‖(f ∗Kδ)−f‖1 → 0 καθώς το δ → 0.

6.2 Cesàro αθροισιµότητα

Ορισµός 6.2.1. ΄Εστω {ck} ακολουθία µιγαδικών αριθµών. Λέµε ότι η {ck} συγκλίνει
κατά Cesàro στον ` ∈ C αν η ακολουθία

(6.2.1) Ck :=
c1 + · · ·+ ck

k
→ `

καθώς το k →∞.

Πρόταση 6.2.2. Αν limk→∞ ck = ` τότε η {ck} συγκλίνει κατά Cesàro στον `.

Απόδειξη. Κάνουµε πρώτα την επιπλέον υπόθεση ότι ck → 0 και δείχνουµε ότι Ck → 0.
Θεωρούµε ε > 0 και ϐρίσκουµε k1(ε) ∈ N µε την ιδιότητα : για κάθε k > k1 ισχύει
|ck| < ε/2. Τότε, για κάθε k > k1 έχουµε

(6.2.2) |Ck| 6
|c1 + · · ·+ ck1 |

k
+
k − k1
k

ε

2
<
|c1 + · · ·+ ck1 |

k
+
ε

2
.

Ο A := |c1 + · · ·+ ck1 | εξαρτάται από το ε. Επιλέγουµε k2(A) = k2(ε) ∈ N µε την ιδιότητα :
για κάθε k > k2,

(6.2.3)
|c1 + · · ·+ ck1 |

k
=
A

k
<
ε

2
.

Αν ϑέσουµε k0 = max{k1, k2} τότε, για κάθε k > k0,

(6.2.4) |Ck| 6
A

k
+
ε

2
< ε.

΄Αρα, Ck → 0.
Για τη γενική περίπτωση εφαρµόζουµε το προηγούµενο στην ακολουθία c′k := ck−`.

Παρατήρηση 6.2.3. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Η ακολουθία ck = 1 + (−1)k αποκλίνει,
αλλά συγκλίνει κατά Cesàro στο 1.

Ορισµός 6.2.4. ΄Εστω {ck} ακολουθία µιγαδικών αριθµών. Ορίζουµε

(6.2.5) sn =

n∑
k=1

ck και σn =
1

n

n∑
k=1

sk.

Λέµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 ck συγκλίνει κατά Cesàro στον s ∈ C αν

(6.2.6) lim
n→∞

σn = s.



6.3. Ο ΠΥΡΗΝΑΣ ΤΟΥ FEJÉR 199

Παρατήρηση 6.2.5. Από την Πρόταση 6.2.2 έπεται ότι : αν limn→∞ sn = s τότε limn→∞ σn =

s, άρα η σειρά
∑∞

k=1 ck συγκλίνει κατά Cesàro στον s.
Από την άλλη πλευρά, αν z 6= 1, |z| = 1, και αν ορίσουµε ck = zk, k > 0, τότε η σειρά∑∞
k=0 ck αποκλίνει διότι ck 6→ 0, όµως

(6.2.7) lim
n→∞

σn = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

k∑
s=0

zk =
1

1− z
.

∆ηλαδή, η σειρά
∑∞

k=0 z
k συγκλίνει κατά Cesàro στον 1

1−z .

6.3 Ο πυρήνας του Fejér

Ορισµός 6.3.1 (Cesàro µέσοι). ΄Εστω f ∈ L1(T). Το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
Fourier της f ορίστηκε ως εξήσ:

(6.3.1) sn(f, x) =
n∑

k=−n
f̂(k)eikx.

Ο n-οστός Cesàro µέσος της σειράς Fourier της f ορίζεται από την

(6.3.2) σn(f, x) =
s0(f, x) + s1(f, x) + · · ·+ sn−1(f, x)

n
, n > 1.

Μπορούµε να εκφράσουµε την σn(f, t) σε κλειστή µορφή, γράφοντας

σn(f, x) =
1

n

n−1∑
m=0

sm(f, x)

=
1

n

n−1∑
m=0

m∑
k=−m

f̂(k)eikx

=
1

n

n−1∑
k=−(n−1)

 n−1∑
m=|k|

1

 f̂(k)eikx

=
1

n

n−1∑
k=−(n−1)

(n− |k|)f̂(k)eikx

=
n−1∑

k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
f̂(k)eikx.

∆εδοµένου ότι

(6.3.3) sm(f, x) = (f ∗Dm)(x)
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όπου Dm είναι ο m-οστός πυρήνας του Dirichlet, µπορούµε επίσης να γράψουµε

(6.3.4) σn(f, x) =
1

n

n−1∑
m=0

(f ∗Dm)(x) =

(
f ∗ D0 +D1 + · · ·+Dn−1

n

)
(x).

Ορισµός 6.3.2 (πυρήνας Fejér). Ο n-οστός πυρήνας του Fejér είναι το τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο

(6.3.5) Fn(x) =
1

n

n−1∑
m=0

Dm(x).

Παρατηρήστε ότι

(6.3.6) Fn(x) =
1

n

n−1∑
m=0

m∑
k=−m

eikx =

n−1∑
k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
eikx.

Μπορούµε επίσης να εκφράσουµε τον Fn σε κλειστή µορφή, χρησιµοποιώντας το γε-
γονός ότι

(6.3.7) Dm(x) =
sin
(
m+ 1

2

)
x

sin x
2

.

Γράφουµε

Fn(x) =
1

n

n−1∑
m=0

sin
(
m+ 1

2

)
x

sin x
2

=
1

2n sin2(x/2)

n−1∑
m=0

2 sin
x

2
sin

(
m+

1

2

)
x

=
1

2n sin2(x/2)

n−1∑
m=0

[cos(mx)− cos(m+ 1)x] =
1

2n sin2(x/2)
[1− cos(nx)]

=
1

2n sin2(x/2)
· 2 sin2(nx/2) =

1

n

(
sin2(nx/2)

sin(x/2)

)2

.

Συνεπώς, έχουµε το εξήσ:

Λήµµα 6.3.3. Για κάθε n > 1 και για κάθε x ∈ R,

(6.3.8) Fn(x) =
n−1∑

k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
eikx

και

(6.3.9) Fn(x) =
1

n

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)2

.
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Παρατηρήσεις 6.3.4. Από το Λήµµα 6.3.3 είναι ϕανερό ότι ο πυρήνας του Fejér Fn είναι
µη αρνητική άρτια συνάρτηση. Λόγω της Fn(−x) = Fn(x), έχουµε

(6.3.10)
1

2π

∫
T
Fn(x) dλ(x) =

1

π

∫ π

0
Fn(x) dλ(x) = 1.

Επίσης,

0 6 Fn(x) 6
1

n

n−1∑
m=0

|Dm(x)| 6 1

n

n−1∑
m=0

(2m+ 1)

=
1

n
· [n(n− 1) + n] = n.

Τέλος, για κάθε 0 < |x| < π έχουµε

(6.3.11) 0 6 Fn(x) =
1

n

(
sin(nx/2)

sin(x/2)

)2

6
1

n

1

(x/π)2
=

π2

nx2
.

Για τους Cesàro µέσους σn(f, x) ϑα χρησιµοποιούµε συχνά την αναπαράσταση
(6.3.12)

σn(f, x) =
1

2π

∫
T
f(x− t)Fn(t) dλ(t) =

1

2π

∫
T

(
f(x+ t) + f(x− t)

2

)
Fn(t) dλ(t)

ή την

(6.3.13) σn(f, x) =
1

2π

∫ π

0
(f(x+ t) + f(x− t))Fn(t) dλ(t).

Οι σχέσεις αυτές προκύπτουν άµεσα από το γεγονός ότι η Fn είναι άρτια συνάρτηση (µε
απλές αλλαγές µεταβλητής).

Θεώρηµα 6.3.5 (Fejér). ΄Εστω f ∈ L1(T) και έστω x ∈ T. Αν τα πλευρικά όρια f(x + 0)

και f(x− 0) υπάρχουν, τότε

(6.3.14) σn(f, x)→ f(x+ 0) + f(x− 0)

2

καθώς το n → ∞. Ειδικότερα, αν η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο ενός κλειστού διαστή-

µατος I ⊂ T, τότε σn(f, x)→ f(x) οµοιόµορφα στο I.

Απόδειξη. Γράφουµε

σn(f, x)− f(x) =
1

π

∫ π

0

(
f(x+ t) + f(x− t)

2
− f(x+ 0) + f(x− 0)

2

)
Fn(t)dλ(t)

=
1

π

∫ π

0

(
f(x+ t)− f(x+ 0)

2
+
f(x− t)− f(x− 0)

2

)
Fn(t)dλ(t).
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΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε |f(x + t) − f(x + 0)| < ε και |f(x − t) − f(x − 0)| < ε

για κάθε t ∈ (0, δ). ΄Αρα,∣∣∣∣ 1π
∫ δ

0

(
f(x+ t)− f(x+ 0)

2
+
f(x− t)− f(x− 0)

2

)
Fn(t)dλ(t)

∣∣∣∣
6

1

π

∫ δ

0

(
|f(x+ t)− f(x+ 0)|

2
+
|f(x− t)− f(x− 0)|

2

)
Fn(t)dλ(t)

6
1

π

∫ δ

0
ε Fn(t) dλ(t) 6 ε.

Στο (δ, π) έχουµε

(6.3.15) Fn(t) 6
π2

nδ2
.

Συνεπώς,∣∣∣∣ 1π
∫ π

δ

(
f(x+ t)− f(x+ 0)

2
+
f(x− t)− f(x− 0)

2

)
Fn(t)dλ(t)

∣∣∣∣
6

π2

nδ2
1

π

∫ π

δ

(
|f(x+ t)− f(x+ 0)|

2
+
|f(x− t)− f(x− 0)|

2

)
dλ(t)

6
M(f)

nδ2
→ 0

καθώς το n→∞. ΄Αρα,

(6.3.16) lim sup
n→∞

|σn(f, x)− f(x)| 6 ε

και έπεται το Ϲητούµενο. Στην περίπτωση που η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο ενός
κλειστού διαστήµατος I ⊂ T, από την οµοιόµορφη συνέχεια της f στο I ϐλέπουµε ότι η
επιλογή του δ στο παραπάνω επιχείρηµα είναι ανεξάρτητη από το x ∈ I (εξαρτάται µόνο
από το ε), άρα σn(f, x)→ f(x) = f(x+0)+f(x−0)

2 οµοιόµορφα στο I.

΄Ενα πόρισµα του Θεωρήµατος 6.3.5 είναι η πυκνότητα των τριγωνοµετρικών πολυωνύ-
µων στον (C(T), ‖ · ‖∞) και στον (L1(T), ‖ · ‖1) που είχε χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη
του λήµµατος Riemann-Lebesgue.

Θεώρηµα 6.3.6. Για κάθε g ∈ C(T) και για κάθε ε > 0 υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο

qε ώστε

(6.3.17) ‖g − qε‖∞ < ε.

Επίσης, για κάθε 1 6 p <∞, για κάθε f ∈ Lp(T) και για κάθε ε > 0 υπάρχει τριγωνοµετρικό

πολυώνυµο qε ώστε

(6.3.18) ‖f − qε‖p < ε.
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Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η σn(g) = g ∗ Fn είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο, ως συνέλιξη
µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης µε το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο Fn. Από το προη-
γούµενο ϑεώρηµα έχουµε ότι σn(g) → g οµοιόµορφα, διότι η g είναι συνεχής. ∆ηλαδή,
‖g − σn(g)‖∞ → 0. Για το τυχόν λοιπόν ε > 0 έχουµε

(6.3.19) ‖g − σn(g)‖∞ < ε

αν το n είναι αρκετά µεγάλο. Αυτό αποδεικνύει τον πρώτο ισχυρισµό.
Για τον δεύτερο, έστω f ∈ Lp(T) και ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε g ∈ C(T) ώστε

‖f − g‖p < ε/2. Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο qε ώστε ‖g− qε‖∞ <

ε/2. Αφού

(6.3.20) ‖g − qε‖p =

(
1

2π

∫
T
|g(x)− qε(x)|pdλ(x)

)1/p

6 ‖g − qε‖∞ < ε/2,

ο ισχυρισµός έπεται από την τριγωνική ανισότητα για την ‖ · ‖p.

Παρατήρηση 6.3.7. Για κάθε n ορίζουµε δn = 1
n και Kδn = Fn. Η οικογένεια {Kδn}

είναι προσέγγιση της µονάδας (στο T). Πράγµατι, για κάθε n ισχύει

(6.3.21)
1

2π

∫
T
Kδn(t)dλ(t) =

1

π

∫
T
Fn(t)dλ(t) = 1.

Επίσης,

(6.3.22) |Kδn(t)| = Fn(t) 6 n =
1

δn

και, για κάθε 0 < |t| < π, έχουµε

(6.3.23) |Kδn(t)| = Fn(t) 6
π2

nt2
=
π2δn
t2

.

Από τα αποτελέσµατα της Παραγράφου 6.1 (ή µια απλή παραλλαγή της απόδειξής
τους) έχουµε το εξής ϑεώρηµα που «συµπληρώνει» το Θεώρηµα 6.3.5:

Θεώρηµα 6.3.8. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε x ∈ Leb(f) ισχύει σn(f, x)→ f(x) καθώς το

n→∞. Ειδικότερα, σn(f, x)→ f(x) σχεδόν παντού στο T. 2

Το επόµενο ϑεώρηµα αναφέρεται στην Lp-σύγκλιση των Cesàro µέσων σn(f) στην f .

Θεώρηµα 6.3.9. ΄Εστω 1 6 p <∞. Για κάθε f ∈ L(T) ισχύει

(6.3.24) lim
n→∞

‖σn(f)− f‖p = 0.
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Απόδειξη. Γράφουµε

‖σn(f)− f‖p =

(
1

2π

∫
T
|σn(f, x)− f(x)|pdx

)1/p

=

(
1

2π

∫
T

∣∣∣∣ 1π
∫
T
(f(x+ t)− f(x))Fn(t) dλ(t)

∣∣∣∣p dx)1/p

.

Υπάρχει h ∈ Lq(T), όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p, τέτοια ώστε ‖h‖q = 1 και(
1

2π

∫
T

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
(f(x+ t)− f(x))Fn(t) dλ(t)

∣∣∣∣p dx)1/p

=
1

2π

∫
T
h(x)

(
1

2π

∫
T
(f(x+ t)− f(x))Fn(t) dλ(t)

)
dλ(x)

=
1

2π

∫
T

(
1

2π

∫
T
h(x)(f(x+ t)− f(x)) dλ(x)

)
Fn(t) dλ(t)

6
1

2π

∫
T
‖h‖q

(
1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(x)|p dλ(x)

)1/p

Fn(t) dλ(t)

=
1

2π

∫
T

(
1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(x)|p dλ(x)

)1/p

Fn(t) dλ(t)

όπου χρησιµοποιήσαµε το ϑεώρηµα Fubini και την ανισότητα Holder. Αν ϑέσουµε ft(x) =

f(x+ t), συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε

(6.3.25) ‖σn(f)− f‖p 6
1

2π

∫
T
‖ft − f‖pFn(t) dλ(t).

Ορίζουµε A(t) = ‖ft − f‖p. Γνωρίζουµε ότι η A είναι συνεχής στο 0, άρα

(6.3.26) σn(A, 0)→ A(0) = 0 καθώς το n→∞.

΄Οµως,

σn(A, 0) =
1

2π

∫
T
A(t)Fn(−t) dλ(t) =

1

2π

∫
T
A(t)Fn(t) dλ(t)

=
1

2π

∫
T
‖ft − f‖pFn(t) dλ(t),

άρα

(6.3.27) ‖σn(f)− f‖p 6 σn(A, 0)

και έπεται το συµπέρασµα.
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Παρατηρήστε ότι το Θεώρηµα 6.3.9 έχει ως συνέπεια το δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος
6.3.6. ∆είχνει επίσης ότι η απεικόνιση f 7→ {f̂(k)}∞k=−∞ είναι 1-1.

Θεώρηµα 6.3.10 (µοναδικότητα). ΄Εστω f ∈ L1(T). Αν f̂(k) = 0 για κάθε k ∈ Z, τότε

f ≡ 0.

Απόδειξη. Αφού f̂(k) = 0 για κάθε k, έχουµε

(6.3.28) σn(f, x) =
n−1∑

k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
f̂(k)eikx = 0

για κάθε n, δηλαδή σn(f) ≡ 0. Από το Θεώρηµα 6.3.9 ϐλέπουµε ότι

(6.3.29) ‖f‖p = ‖σn(f)− f‖p → 0.

΄Αρα, ‖f‖p = 0 και αυτό δείχνει ότι f ≡ 0.

6.4 Χαρακτηρισµός των τριγωνοµετρικών σειρών που είναι

σειρές Fourier

Σε αυτήν την παράγραφο εξετάζουµε αν υπάρχουν κάποια απλά κριτήρια τα οποία να
µας επιτρέπουν να δούµε αν κάποια τριγωνοµετρική σειρά είναι η σειρά Fourier µιας
συνάρτησης f ∈ Lp(T). Θεωρούµε λοιπόν µια τριγωνοµετρική σειρά

(6.4.1)
∞∑

k=−∞
cke

ikt

και τους Cesàro µέσους

(6.4.2) σn(t) =
n−1∑

k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
cke

ikt.

της σειράς (6.4.1).

Θεώρηµα 6.4.1. Η (6.4.1) είναι η σειρά Fourier µιας συνεχούς συνάρτησης f ∈ C(T) αν

και µόνο αν η ακολουθία συναρτήσεων {σn} των Cesàro µέσων της συγκλίνει οµοιόµορφα

στο T.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι υπάρχει f ∈ C(T) ώστε f̂(k) = ck για κάθε k ∈ Z. Τότε,

(6.4.3) σn(x) = σn(f, x).
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Από το Θεώρηµα 6.3.5 συµπεραίνουµε ότι σn → f οµοιόµορφα στο T.
Αντίστροφα, έστω ότι η {σn} συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάποια συνάρτηση f στο T. Η f

είναι συνεχής ως οµοιόµορφο όριο τριγωνοµετρικών πολυωνύµων. Παρατηρούµε ότι, για
κάθε k ∈ Z, αν ϑεωρήσουµε n > |k| τότε

(6.4.4)
(

1− |k|
n

)
ck =

1

2π

∫
T
σn(x)e−ikxdλ(x).

Καθώς το n→∞ έχουµε

(6.4.5)
(

1− |k|
n

)
ck → ck

και, αφού σn → f οµοιόµορφα,

(6.4.6)
1

2π

∫
T
σn(x)e−ikxdλ(x)→ 1

2π

∫
T
f(x)e−ikxdλ(x) = f̂(k).

΄Επεται ότι ck = f̂(k) για κάθε k, δηλαδή η (6.4.1) είναι η σειρά Fourier της f .

Στη συνέχεια µελετάµε την περίπτωση 1 < p <∞.

Θεώρηµα 6.4.2. ΄Εστω 1 < p < ∞. Η (6.4.1) είναι η σειρά Fourier µιας συνάρτησης

f ∈ Lp(T) αν και µόνο αν η ακολουθία {σn} των Cesàro µέσων της είναι ϕραγµένη στον

Lp(T). ∆ηλαδή, αν υπάρχει M > 0 ώστε ‖σn‖p 6M για κάθε n.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι

‖σn(f)‖p =

(
1

2π

∫
T
|σn(f, x)|pdλ(x)

)1/p

=

(
1

2π

∫
T

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(x+ t)Fn(t) dλ(t)

∣∣∣∣p dλ(x)

)1/p

6
1

2π

∫
T

(
1

2π

∫
T
|f(x+ t)|p dλ(x)

)1/p

Fn(t) dλ(t)

=
1

2π

∫
T
‖ft‖pFn(t) dλ(t),

όπου ft(x) = f(x + t), χρησιµοποιώντας τον δυϊσµό όπως και στην απόδειξη του Θεωρή-
µατος 6.3.9. Αφού ‖ft‖p = ‖f‖p για κάθε t ∈ T, συµπεραίνουµε ότι

(6.4.7) ‖σn(f)‖p 6 ‖f‖p
1

2π

∫
T
Fn(t) dλ(t) = ‖f‖p

για κάθε n ∈ N.
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Για την αντίστροφη κατεύθυνση ϑα χρησιµοποιήσουµε το εξήσ: αν 1 < p <∞ και {fn}
είναι µια ϕραγµένη ακολουθία στον Lp(T) τότε υπάρχει υπακολουθία {fkn} της {fn} η
οποία συγκλίνει ασθενώς σε κάποια g ∈ Lp(T): αυτό σηµαίνει ότι

(6.4.8)
1

2π

∫
T
fkn(x)h(x) dλ(x)→ 1

2π

∫
T
g(x)h(x) dλ(x)

για κάθε h ∈ Lq(T), όπου q είναι ο συζυγής εκθέτης του p. Μια άµεση απόδειξη αυτού
του ισχυρισµού έχουµε αν σκεφτούµε ότι η µοναδιαία µπάλα Bp του Lp(T) είναι ασθενώς
συµπαγής (διότι ο Lp είναι αυτοπαθής χώρος, άρα ισοδύναµα µιλάµε για τη µοναδιαία
µπάλα του (Lq(T))∗ µε την w∗-τοπολογία). Επίσης, η ασθενής τοπολογία στην Bp είναι
µετρικοποιήσιµη διότι αναφερόµαστε σε διαχωρίσιµους χώρους. Εφαρµόζουµε λοιπόν
αυτό το αποτέλεσµα για την {fn} η οποία περιέχεται σε κάποιο πολλαπλάσιο της Bp.

Υποθέτουµε ότι η {σn(f)} είναι ϕραγµένη στον Lp(T). Τότε, υπάρχει υπακολουθία
{σkn(f)} της {σn(f)} η οποία συγκλίνει ασθενώς σε κάποια g ∈ Lp(T): για κάθε h ∈
Lq(T),

(6.4.9)
1

2π

∫
T
σkn(f, x)h(x) dλ(x)→ 1

2π

∫
T
g(x)h(x) dλ(x).

΄Οπως και στην προηγούµενη απόδειξη, παρατηρούµε ότι, για κάθεm ∈ Z, αν ϑεωρήσουµε
kn > |m| τότε

(6.4.10)
(

1− |m|
kn

)
cm =

1

2π

∫
T
σkn(f, t)e−imtdλ(t).

Καθώς το n→∞ έχουµε

(6.4.11)
(

1− |m|
kn + 1

)
cm → cm

και, αφού η t 7→ e−imt ανήκει στον Lq(T),

(6.4.12)
1

2π

∫
T
σkn(f, t)e−imtdλ(t)→ 1

2π

∫
T
g(t)e−imtdλ(t) = ĝ(m).

΄Επεται ότι cm = ĝ(m) για κάθε m, δηλαδή η (6.4.1) είναι η σειρά Fourier της g.

6.5 Abel αθροισιµότητα και ο πυρήνας του Poisson

Μια σειρά µιγαδικών αριθµών
∑∞

k=0 ck λέγεται Abel αθροίσιµη στον s ∈ C αν για κάθε
0 6 r < 1 η σειρά

(6.5.1) A(r) =

∞∑
k=0

ckr
k
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συγκλίνει, και

(6.5.2) lim
r→1−

A(r) = s.

Οι ποσότητες A(r) λέγονται Abel µέσοι της σειράς
∑∞

k=0 ck. Αποδεικνύεται ότι αν η σειρά∑∞
k=0 ck συγκλίνει στον s τότε είναι και Abel αθροίσιµη στον s. Αποδεικνύεται επίσης ότι

αν η σειρά
∑∞

k=0 ck είναι Cesàro αθροίσιµη στον s τότε είναι και Abel αθροίσιµη στον s.
Το παράδειγµα της σειράς

(6.5.3)
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1) = 1− 2 + 3− 4 + 5− · · ·

δείχνει ότι µια σειρά µπορεί να είναι Abel αθροίσιµη χωρίς να είναι Cesàro αθροίσιµη.
Μπορεί κανείς να ελέγξει ότι

(6.5.4) A(r) =
∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)rk =
1

(1 + r)2

για κάθε 0 6 r < 1, συνεπώς

(6.5.5) lim
r→1−

A(r) =
1

4
.

΄Οµως, η σειρά αυτή δεν είναι Cesàro αθροίσιµη: ϑα έπρεπε να ισχύει lim
n→∞

(sn/n) = 0.
Για αποδείξεις των παραπάνω ισχυρισµών παραπέµπουµε στο Παράρτηµα και τις σχετικές
ασκήσεις.

Ορισµός 6.5.1 (πυρήνας του Poisson). Για κάθε 0 6 r < 1 ϑεωρούµε τη συνάρτηση
Pr : [−π, π]→ C που ορίζεται µέσω της

(6.5.6) Pr(x) =

∞∑
k=−∞

r|k|eikx.

Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Weierstrass ϐλέπουµε ότι η σειρά στο δεξιό µέλος συ-
γκλίνει απολύτως για κάθε x και οµοιόµορφα σαν σειρά συναρτήσεων στο [−π, π]. Η
συνάρτηση Pr λέγεται r-πυρήνας του Poisson. Από την οµοιόµορφη σύγκλιση της σειράς
(6.5.6) έπεται (εξηγήστε γιατί) ότι

(6.5.7) P̂r(k) = r|k|, k ∈ Z.

Μπορούµε να δείξουµε ότι ο πυρήνας Pr παίρνει µη αρνητικές πραγµατικές τιµέσ: δίνεται
µάλιστα από την

(6.5.8) Pr(x) =
1− r2

1− 2r cosx+ r2
.
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Για την απόδειξη της τελευταίας ισότητας ϑέτουµε ω = reix. Τότε,

Pr(x) =

∞∑
k=0

rk(eix)k +

−1∑
k=−∞

r−k(e−ix)−k =

∞∑
k=0

(reix)k +

∞∑
s=1

(re−ix)s

=

∞∑
k=0

ωk +

∞∑
s=1

ωs =
1

1− ω
+

ω

1− ω
=

1− ω + (1− ω)ω

(1− ω)(1− ω)

=
1− |ω|2

|1− ω|2
.

∆εδοµένου ότι |ω| = r και 1− ω = 1− reix = (1− r cosx)− ir sinx, καταλήγουµε στην

(6.5.9) Pr(x) =
1− r2

(1− r cosx)2 + r2 sin2 x
=

1− r2

1− 2r cosx+ r2
.

Θα αποδείξουµε ότι η οικογένεια {Pr}06r61 είναι οικογένεια καλών πυρήνων. ∆εδο-
µένου ότι το σύνολο δεικτών είναι τώρα το διάστηµα [0, 1), αυτό που χρειάζεται να τρο-
ποποιήσουµε είναι η τρίτη συνθήκη του ορισµού. Ουσιαστικά Ϲητάµε το εξήσ: για κάθε
ακολουθία {rn} στο [0, 1) µε rn → 1−, Ϲητάµε η ακολουθία {Prn}∞n=1 να είναι ακολουθία
καλών πυρήνων. Η δεύτερη συνθήκη του ορισµού είναι άµεση συνέπεια της πρώτης συν-
ϑήκης, διότι οι Pr παίρνουν µη αρνητικές πραγµατικές τιµές. Αποδεικνύουµε λοιπόν την
εξής πρόταση.

Πρόταση 6.5.2. Για κάθε 0 6 r < 1 έχουµε

(6.5.10)
1

2π

∫ π

−π
Pr(x) dλ(x) = 1,

και για κάθε 0 < δ < π ισχύει ότι

(6.5.11) lim
r→1−

∫
δ6|x|6π

Pr(x) dλ(x) = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω 0 6 r < 1. Αφού η σειρά συναρτήσεων Pr(x) =
∑∞

k=−∞ r
|k|eikx συγκλίνει

οµοιόµορφα στο [−π, π], έχουµε

(6.5.12)
1

2π

∫ π

−π
Pr(x) dλ(x) =

∞∑
k=−∞

r|k|

2π

∫ π

−π
eikxdλ(x) =

r0

2π

∫ π

−π
e0dλ(x) = 1,

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
∫ π
−π e

ikxdλ(x) = 0 αν k 6= 0. ΄Εστω τώρα 0 < δ < π και
έστω 1/2 6 r < 1. ΄Εχουµε
(6.5.13)
1− 2r cosx+ r2 = (1− r)2 + 2r(1− cosx) > (1− r)2 + 2r(1− cos δ) > cδ = 1− cos δ > 0
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για κάθε δ 6 |x| 6 π (διότι cosx 6 cos δ). Συνεπώς,

(6.5.14) 0 6
∫
δ6|x|6π

Pr(x) dλ(x) 6
∫
δ6|x|6π

1− r2

cδ
dλ(x) 6

2π

cδ
(1− r2)→ 0

όταν r → 1−. ΄Επεται το συµπέρασµα της πρότασης.

Ορισµός 6.5.3 (Abel µέσοι της f ). ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε 0 6 r < 1 ορίζουµε τον
r-Abel µέσο της f µέσω της

(6.5.15) Ar(f)(x) =
∞∑

k=−∞
r|k|f̂(k)eikx.

Αφού η ακολουθία {|f̂(k)|} είναι ϕραγµένη, το κριτήριο του Weierstrass δείχνει ότι η σειρά
συναρτήσεων στο δεξιό µέλος συγκλίνει οµοιόµορφα στον T. Παρατηρήστε ότι Ar(f)(x)

είναι ο r-Abel µέσος της σειράς Fourier S(f) της f .
Λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης της σειράς (6.5.15), µπορούµε να γράψουµε

Ar(f)(x) =

∞∑
k=−∞

r|k|f̂(k)eikx

=

∞∑
k=−∞

r|k|
(

1

2π

∫ π

−π
f(y)e−ikydλ(y)

)
eikx

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)

( ∞∑
k=−∞

r|k|e−ik(y−x)

)
dλ(y)

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)Pr(x− y) dλ(y)

= (f ∗ Pr)(x).

Αφού η {Pr} είναι οικογένεια καλών πυρήνων, παίρνουµε αµέσως το εξής.

Θεώρηµα 6.5.4. ΄Εστω f ∈ L1(T). Τότε, η σειρά Fourier S(f) της f είναι Abel αθροίσιµη

στην f σε κάθε σηµείο συνέχειας της f : αν η f είναι συνεχής στο x ∈ T, τότε

(6.5.16) Ar(f)(x)→ f(x).

Επιπλέον, αν η f είναι συνεχής σε κάθε x ∈ T, τότε η σειρά Fourier S(f) της f είναι

οµοιόµορφα Abel αθροίσιµη στην f : δηλαδή,

(6.5.17) Ar(f)
οµ−→ f.
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6.6 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω
∞∑
k=1

ck σειρά πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε sn = c1 + · · ·+ cn. ∆είξτε ότι :

(α) Αν η σειρά
∞∑
k=1

ck συγκλίνει στον s, τότε είναι Abel αθροίσιµη στον s.

Υπόδειξη. Μπορείτε να υποθέσετε ότι s = 0 (εξηγήστε γιατί). ∆είξτε πρώτα ότι, για κάθε
r ∈ (0, 1),

∞∑
k=1

ckr
k = (1− r)

∞∑
k=1

skr
k.

(ϐ) Αν η σειρά
∞∑
k=1

ck είναι Cesàro αθροίσιµη στον s, τότε είναι Abel αθροίσιµη στον s.

Υπόδειξη. Μπορείτε να υποθέσετε ότι s = 0 (εξηγήστε γιατί). ∆είξτε πρώτα ότι, για κάθε
r ∈ (0, 1),

∞∑
k=1

ckr
k = (1− r)2

∞∑
k=1

kσkr
k.

2. ΄Εστω f, g : T→ C ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,

(sn(f)) ∗ g = sn(f ∗ g) = f ∗ (sn(g)).

3. ΄Εστω {Kδ}δ>0 µια οικογένεια καλών πυρήνων. ∆είξτε ότι : για κάθε p > 1,

lim
δ→0
‖Kδ‖p = lim

δ→0

(
1

2π

∫ π

−π
|Kδ(x)|pdλ(x)

)1/p

= +∞.

4. ΄Εστω f : [−π, π] → R άρτια ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα : ak(f) > 0 για
κάθε k > 0. ∆είξτε ότι

∞∑
k=0

ak < +∞.

5. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί την

f(x) = f(x+ 1) = f(x+
√

2)

για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή. [Υπόδειξη : Θεωρήστε την g(x) = f
(
x
2π

)
και

υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της g.]
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6. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική και ολοκληρώσιµη σε κάθε κλειστό διάστηµα.
Υποθέτουµε ότι, για κάποιο x ∈ R υπάρχουν τα πλευρικά όρια

f(x−) := lim
t→x−

f(t) και f(x+) := lim
t→x+

f(t).

∆είξτε ότι η σειρά Fourier S(f) της f είναι Abel αθροίσιµη στο σηµείο x: πιο συγκεκριµένα,

lim
r→1−

Ar(f)(x) = lim
r→1−

(f ∗ Pr)(x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι

1

2π

∫ 0

−π
Pr(x) dλ(x) =

1

2π

∫ π

0
Pr(x) dλ(x).

7. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

Qn(t) = αn

(
1 + cos t

2

)n
,

όπου η ϑετική σταθερά αn επιλέγεται έτσι ώστε να έχουµε

1

2π

∫ π

−π
Qn(t) dλ(t) = 1.

∆είξτε ότι : αν f : R→ C είναι συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση, τότε

f ∗Qn
οµ−→ f.

Παρατηρήστε ότι αυτό δίνει ακόµα µία απόδειξη του «τριγωνοµετρικού» προσεγγιστικού
ϑεωρήµατος Weierstrass.

8. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε
Gn(x) = Fn(x) sinnx,

όπου Fn είναι ο n-οστός πυρήνας του Fejér. ∆είξτε ότι : αν T ∈ Tn είναι τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο ϐαθµού µικρότερου ή ίσου από n, τότε

T ′(x) = −2n(T ∗Gn)(x)

για κάθε x ∈ R. Συµπεράνατε ότι

|T ′(x)| 6 2n‖T‖∞

για κάθε x ∈ R. Αυτή είναι µια «ασθενής» έκδοση της ανισότητας του Bernstein, η οποία
ισχυρίζεται ότι ‖T ′‖∞ 6 n‖T‖∞ για κάθε T ∈ Tn.
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9. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . Αν

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k
√
a2k + b2k = 0,

δείξτε ότι sn(f)→ f οµοιόµορφα στο R.

10. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι ο τελεστής T : L1(T) → L1(T) που ορίζεται µέσω της
T (g) = f ∗ g έχει νόρµα

‖T‖ = ‖f‖1.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιήστε τον πυρήνα του Fejér Fn, n ∈ N.

11. ΄Εστω f ∈ L∞(T) µε την ιδιότητα |kf̂(k)| 6 A για κάθε k ∈ Z. ∆είξτε ότι, για κάθε n
και για κάθε x ∈ T ισχύει

|sn(f, x)| 6 ‖f‖∞ + 2A.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι

sn(f, x) = σn+1(f, x) +
n∑

k=−n

|k|
n+ 1

f̂(k)eikx.

12. ΄Εστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(T) µε την ιδιότητα

lim
n→∞

n‖σn(f)− f‖p = 0.

∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

13. ΄Εστω (fn) ακολουθία στον L1(T) µε την ιδιότητα : για κάθε g ∈ L1(T),

lim
n→∞

‖g − g ∗ fn‖1 = 0.

∆είξτε ότι limn→∞ f̂n(k) = 1 για κάθε k ∈ Z.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε µετρήσιµο A ⊆ T, η σειρά∑
k

f̂(k)

∫
A
eiktdλ(t)

είναι Cesàro αθροίσιµη στο
∫
A f(t) dλ(t).

Οµάδα Β΄
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15. ΄Εστω f : [−π, π]→ R αύξουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|f̂(k)| 6 M

|k|

για κάθε k ∈ Z \ {0}.

Υπόδειξη. Υπολογίστε αρχικά τους συντελεστές Fourier συναρτήσεων της µορφής h :=

χ[bs,bs+1]. Κατόπιν, δείξτε ότι η f προσεγγίζεται (ως προς την ‖ · ‖1) από κλιµακωτές συναρ-
τήσεις της µορφής

g(x) =

N∑
k=1

tkχ[bs,bs+1](x),

όπου −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π και −‖f‖∞ 6 t1 6 · · · 6 tN 6 ‖f‖∞.

16. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι για κάποιο t ∈ T η f ικανοποιεί
την συνθήκη Lipschitz

|f(t+ x)− f(t)| 6 A|x|α, |x| 6 π.

∆είξτε ότι : αν α < 1 τότε

|σn(f, t)− f(t)| 6 π + 1

1− α
A

nα
,

ενώ αν α = 1 τότε
|σn(f, t)− f(t)| 6 2πA

ln(n+ 1)

n
.

17. ΄Εστω {an}∞n=−∞ ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών µε τις εξής ιδιότητεσ:
(α) a−n = an για κάθε n, (ϐ) limn→∞ an = 0, και (γ) για κάθε n > 0,

2an 6 an−1 + an+1.

∆είξτε ότι υπάρχει µη αρνητική f ∈ L1(T) µε f̂(k) = ak για κάθε k ∈ Z.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι limn→∞ n(an − an+1) = 0 και ϑεωρήστε την συνάρτηση

f(x) =
∞∑
n=1

n(an−1 + an+1 − 2an)Fn(x).

18. (α) ΄Εστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι : για κάθε k > 0 ισχύει f̂(k) = −f̂(−k) > 0.
∆είξτε ότι

∞∑
k=1

f̂(k)

k
< +∞.
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(ϐ) ∆είξτε ότι : αν ak > 0 και
∑∞

k=1
ak
k = +∞, τότε η τριγωνοµετρική σειρά

∑∞
k=1 ak sin kx

δεν είναι σειρά Fourier κάποιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης.

19. ΄Εστω f : [−π, π] → R περιττή ολοκληρώσιµη συνάρτηση ώστε |f(x)| ≤ M για κάθε
x ∈ [−π, π] και bk(f) ≥ 0 για κάθε k ≥ 1. ∆είξτε ότι

|sn(f)(x)| ≤ 5M

για κάθε n ≥ 1 και για κάθε x ∈ [−π, π].





Κεφάλαιο 7

L2-σύγκλιση σειρών Fourier

7.1 Χώροι Hilbert

7.1.1 Χώροι µε εσωτερικό γινόµενο και χώροι Hilbert

Ορισµός 7.1.1. ΄Εστω X γραµµικός χώρος πάνω από το K. Μια συνάρτηση 〈·, ·〉 : X ×
X → K λέγεται εσωτερικό γινόµενο αν ικανοποιεί τα εξήσ:

(α) 〈x, x〉 > 0 για κάθε x ∈ X, µε ισότητα αν και µόνο αν x = 0.
(ϐ) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, για κάθε x, y ∈ X.
(γ) για κάθε y ∈ X η συνάρτηση x 7→ 〈x, y〉 είναι γραµµική.

Πρόταση 7.1.2 (ανισότητα Cauchy-Schwarz). ΄Εστω X χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Αν

x, y ∈ X, τότε

(7.1.1) |〈x, y〉| 6
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉.

Απόδειξη. Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση K = C. ΄Εστω x, y ∈ X και έστωM = |〈x, y〉|.
Υπάρχει θ ∈ R ώστε 〈x, y〉 = Meiθ. Για κάθε µιγαδικό αριθµό λ = reit έχουµε

0 6 〈λx+ y, λx+ y〉 = |λ|2〈x, x〉+ λ〈x, y〉+ λ〈x, y〉+ 〈y, y〉

= |λ|2〈x, x〉+ 2Re(λ〈x, y〉) + 〈y, y〉

= r2〈x, x〉+ 2Re(rMei(θ+t)) + 〈y, y〉.

Επιλέγουµε το t έτσι ώστε ei(θ+t) = −1. Τότε, έχουµε

(7.1.2) r2〈x, x〉 − 2rM + 〈y, y〉 > 0

για κάθε r > 0. Παίρνοντας r =
√
〈y, y〉/

√
〈x, x〉 έχουµε το Ϲητούµενο (η περίπτωση x = 0

ή y = 0 είναι προφανής).

217
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Στην περίπτωση που K = R, παρατηρούµε ότι για κάθε x, y ∈ X και για κάθε t ∈ R
ισχύει

(7.1.3) 0 6 〈tx+ y, tx+ y〉 = t2〈x, x〉+ 2t〈x, y〉+ 〈y, y〉.

Η διακρίνουσα του τριωνύµου ως προς t πρέπει να είναι µικρότερη ή ίση από µηδέν. ΄Αρα,
4〈x, y〉2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 6 0. Αυτό δίνει το Ϲητούµενο.

Ορίζουµε ‖·‖ : X → R µε ‖x‖ =
√
〈x, x〉. Η ανισότητα Cauchy-Schwarz µας επιτρέπει

να δείξουµε ότι η ‖ · ‖ είναι νόρµα:

Πρόταση 7.1.3. ΄Εστω X χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Η συνάρτηση ‖ · ‖ : X → R, µε

‖x‖ =
√
〈x, x〉 είναι νόρµα.

Απόδειξη. Αρκεί να ελέγξουµε την τριγωνική ανισότητα (οι άλλες ιδιότητες είναι απλές).
΄Οµως,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re(〈x, y〉)

6 ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x, y〉|

6 ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2,

από τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου και την ανισότητα Cauchy-Schwarz.

Παρατήρηση 7.1.4. ΄Εστω X χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και έστω ‖ · ‖ η επαγόµενη
νόρµα. Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται εύκολα ότι το εσωτερικό γινόµενο είναι
συνεχές ως προς την ‖ · ‖: Αν xn → x και yn → y ως προς την ‖ · ‖, τότε

(7.1.4) 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉.

Για την απόδειξη γράφουµε

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn − y〉+ 〈xn − x, y〉|

6 |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉| 6 ‖xn‖ ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ ‖y‖.

Η (xn) συγκλίνει άρα είναι ϕραγµένη, και ‖yn − y‖ → 0, ‖xn − x‖ → 0. ΄Αρα,

(7.1.5) 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉.

Ειδικότερα, για κάθε y ∈ X η απεικόνιση x 7→ 〈x, y〉 είναι ϕραγµένο γραµµικό συναρτη-
σοειδές στον X.
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Ορισµός 7.1.5. ΄Ενας χώρος Banach λέγεται χώρος Hilbert αν υπάρχει εσωτερικό γινό-
µενο 〈·, ·〉 στον X ώστε ‖x‖ =

√
〈x, x〉 για κάθε x ∈ X.

Στη συνέχεια συµβολίζουµε τους χώρους Hilbert µε H. Κάθε χώρος Hilbert ικανοποιεί
τον κανόνα του παραλληλογράµµου: για κάθε x, y ∈ H,

(7.1.6) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Αντίστροφα, αν η νόρµα ‖ · ‖ ενός χώρου Banach X ικανοποιεί τον κανόνα του παραλλη-
λογράµµου, τότε προέρχεται από εσωτερικό γινόµενο το οποίο ορίζεται από την

(7.1.7) 〈x, y〉 =
1

4
{‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2}

στην περίπτωση K = R, και από την

(7.1.8) 〈x, y〉 =
1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2)

στην περίπτωση K = C.

7.1.2 Καθετότητα

Ορισµός 7.1.6 (καθετότητα). ΄Εστω X ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Λέµε ότι τα
x, y ∈ X είναι ορθογώνια (ή κάθετα) και γράφουµε x ⊥ y, αν 〈x, y〉 = 0. Αν x ∈ X και
M είναι ένα µη κενό υποσύνολο του X, λέµε ότι το x είναι κάθετο στο M και γράφουµε
x ⊥M αν x ⊥ y για κάθε y ∈M .

Παρατηρήσεις 7.1.7. (α) Το 0 είναι κάθετο σε κάθε x ∈ X, και είναι το µοναδικό στοιχείο
του X που έχει αυτήν την ιδιότητα.

(ϐ) Αν x ⊥ y, ισχύει το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα: ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Ορισµός 7.1.8. ΄Εστω X ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και έστω M γραµµικός υπό-
χωρος του X. Ορίζουµε

(7.1.9) M⊥ = {x ∈ X : ∀y ∈M, 〈x, y〉 = 0}.

Ο M⊥ είναι κλειστός γραµµικός υπόχωρος του X

Πρόταση 7.1.9. ΄Εστω H χώρος Hilbert, M κλειστός γραµµικός υπόχωρος του H , και

x ∈ H. Υπάρχει µοναδικό y0 ∈M ώστε

(7.1.10) ‖x− y0‖ = dist(x,M) = inf{‖x− y‖ : y ∈M}.

Το µοναδικό αυτό y0 ∈ M συµβολίζεται µε PM (x), ονοµάζεται προβολή του x στον M και

ικανοποιεί την x− PM (x) ⊥M .
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Απόδειξη. Θέτουµε δ = dist(x,M). Υπάρχει ακολουθία (yn) στον M ώστε

(7.1.11) ‖x− yn‖ → δ.

Από τον κανόνα του παραλληλογράµµου,

‖yn − ym‖2 = ‖(yn − x) + (x− ym)‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − ‖(yn + ym)− 2x‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − 4

∥∥∥∥yn + ym
2

− x
∥∥∥∥2 .

΄Οµως, yn+ym2 ∈M , άρα ‖yn+ym2 − x‖ > δ. Εποµένως,

(7.1.12) ‖yn − ym‖2 6 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − 4δ2 → 2δ2 + 2δ2 − 4δ2 = 0

όταν m,n → ∞. ΄Αρα, η (yn) είναι ακολουθία Cauchy στον H. Ο H είναι πλήρης, άρα
υπάρχει y0 ∈ H ώστε yn → y0. ΄Επεται ότι y0 ∈ M (ο M είναι κλειστός) και ‖x − y0‖ =

limn ‖x− yn‖ = δ.
Για τη µοναδικότητα, χρησιµοποιούµε και πάλι τον κανόνα του παραλληλογράµµου.

Αν ‖x− y‖ = δ = ‖x− y′‖, τότε

0 6 ‖y − y′‖2 = 2‖x− y′‖2 + 2‖x− y‖2 − 4

∥∥∥∥y + y′

2
− x
∥∥∥∥2

6 2δ2 + 2δ2 − 4δ2 = 0.

΄Αρα, y = y′.
Για τον τελευταίο ισχυρισµό ϑέτουµε w = x − PM (x). ΄Εστω ότι το w δεν είναι κάθετο

στον M . Τότε, υπάρχει z ∈ M ώστε 〈w, z〉 > 0. Για ε > 0 αρκετά µικρό, έχουµε
2〈w, z〉 − ε‖z‖2 > 0. ΄Αρα,

‖x− (PM (x) + εz)‖2 = ‖w − εz‖2 = 〈w − εz, w − εz〉

= ‖w‖2 − 2ε〈w, z〉+ ε‖z‖2

= δ2 − ε(2〈w, z〉 − ε‖z‖2) < δ2,

το οποίο είναι άτοπο γιατί PM (x) + εz ∈M .

Πόρισµα 7.1.10. Αν H χώρος Hilbert και M κλειστός γνήσιος υπόχωρος του H , τότε

υπάρχει z ∈ H , z 6= 0, ώστε z ⊥M .

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ H \M . Παίρνουµε z = x− PM (x) 6= 0.
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7.1.3 Ορθοκανονικές ϐάσεις

Ορισµός 7.1.11. ΄Εστω X χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Μια πεπερασµένη ή άπειρη
ακολουθία (ek) ⊆ X λέγεται ορθοκανονική, αν 〈ei, ej〉 = δij (1 αν i = j και 0 αν i 6= j).
Αν (ek) είναι µια ορθοκανονική ακολουθία στον X, τότε το {ek : k ∈ N} είναι γραµµικά
ανεξάρτητο σύνολο. Πράγµατι, αν

∑n
k=1 λkeik = 0, τότε για κάθε j = 1, . . . , n έχουµε

(7.1.13) 0 =
〈 n∑
k=1

λkeik , eij

〉
=

n∑
k=1

λk〈eik , eij 〉 = λj .

Ορισµός 7.1.12. ΄Εστω H χώρος Hilbert. Μιά ορθοκανονική ακολουθία (ek) λέγεται
ορθοκανονική ϐάση του H αν

(7.1.14) H = span{ek : k ∈ N}.

Πρόταση 7.1.13. ΄Εστω H ένας απειροδιάστατος διαχωρίσιµος χώρος Hilbert. Υπάρχει

ορθοκανονική ϐάση {ek : k ∈ N} του H.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι κάθε ορθοκανονική οικογένεια {ei : i ∈ I} του H

είναι αριθµήσιµο σύνολο: πράγµατι, αν ei 6= ej είναι στοιχεία µιας τέτοιας οικογένειας,
τότε ‖ei − ej‖ =

√
2. Την ίδια στιγµή, αφού ο χώρος είναι διαχωρίσιµος δεν γίνεται να

υπάρχουν υπεραριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του που να απέχουν ανά δύο απόσταση ίση
µε
√

2. Θεωρούµε λοιπόν µια ορθοκανονική ακολουθία {ek : k ∈ N} του H (η διάταξη των
στοιχείων της ϐάσης είναι τυχούσα) η οποία να είναι µεγιστική, δηλαδή να µην περιέχεται
γνήσια σε κάποια άλλη. Αυτό γίνεται µε χρήση του λήµµατος του Zorn. Τότε, ο υπόχωρος
span{ek : k ∈ N} είναι πυκνός στον H (αλλιώς, ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε µοναδιαίο
z ⊥ ek για κάθε k, και η (ek) δεν ϑα ήταν µεγιστική). ΄Αρα, η (ek) είναι ορθοκανονική
ϐάση του H.

Λήµµα 7.1.14. ΄Εστω X χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και έστω (en) ορθοκανονική ακο-

λουθία στον X. Για κάθε x ∈ H και κάθε n ∈ N,

(7.1.15) d(x, span{e1, . . . , en}) =

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥ .
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Απόδειξη. ΄Εστω λ1, . . . , λn ∈ K και y =
∑n

k=1 λkek. Παρατηρούµε ότι∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

λkek

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek +
n∑
k=1

(〈x, ek〉 − λk)ek

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

(〈x, ek〉 − λk)ek

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

+
n∑
k=1

|λk − 〈x, ek〉|2

(χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι το x−
∑n

k=1〈x, ek〉ek είναι κάθετο σε όλα τα ek, άρα και
στο

∑n
k=1(〈x, ek〉 − λk)ek, οπότε εφαρµόσαµε το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα γι¨ αυτά τα δύο

διανύσµατα). ΄Αρα,

(7.1.16)

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

λkek

∥∥∥∥∥
2

>

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

και ισότητα µπορεί να ισχύει µόνο αν λk = 〈x, ek〉 για κάθε k = 1, . . . , n, δηλαδή αν
y =

∑n
k=1〈x, ek〉ek.

Σηµείωση. Παρατηρήστε επίσης ότι

‖x‖2 =

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

+
n∑
k=1

|〈x, ek〉|2.

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει ισοδύναµους χαρακτηρισµούς του ότι η (en) είναι ορθοκα-
νονική ϐάση.

Θεώρηµα 7.1.15. ΄Εστω (ek) ορθοκανονική ακολουθία σε έναν χώρο Hilbert H. Τα εξής

είναι ισοδύναµα:

(α) Η (ek) είναι ορθοκανονική ϐάση του H.

(ϐ) Αν x ∈ H και 〈x, ek〉 = 0 για κάθε k, τότε x = 0.

(γ) Αν x ∈ H και sn(x) =
∑n

k=1〈x, ek〉ek, τότε sn(x)→ x. ∆ηλαδή,

(7.1.17) x =
∑
k

〈x, ek〉ek.



7.1. ΧΩΡΟΙ HILBERT 223

(δ) Ισχύει η ισότητα του Parseval: για κάθε x ∈ H ,

(7.1.18)
∞∑
k=1

|〈x, ek〉|2 = ‖x‖2.

Απόδειξη. (α) =⇒ (ϐ) ΄Εστω x ∈ H. Αφού ο F = span{ek : k ∈ N} είναι πυκνός, υπάρχει
ακολουθία (yn) ∈ F µε yn → x. Από την υπόθεση έχουµε x ⊥ y για κάθε y ∈ F . Τότε,
0 = 〈x, yn〉 → 〈x, x〉. ΄Αρα, 〈x, x〉 = 0, το οποίο σηµαίνει ότι x = 0.

(ϐ) =⇒ (γ) Παρατηρούµε πρώτα ότι x− sn(x) ⊥ sn(x): πράγµατι,

(7.1.19) 〈x, sn(x)〉 =

n∑
k=1

|〈x, ek〉|2 = ‖sn(x)‖2 = 〈sn(x), sn(x)〉.

Από το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα παίρνουµε

(7.1.20) ‖x‖2 = ‖x− sn(x)‖2 + ‖sn(x)‖2 = ‖x− sn(x)‖2 +

n∑
k=1

|〈x, ek〉|2.

Συνεπώς.
∑n

k=1 |〈x, ek〉|2 6 ‖x‖2 για κάθε n, και αφήνοντας το n → ∞ παίρνουµε την
ανισότητα Bessel

(7.1.21)
∞∑
k=1

|〈x, ek〉|2 6 ‖x‖2.

Ειδικότερα, η σειρά
∑∞

k=1 |〈x, ek〉|2 συγκλίνει, και από την

(7.1.22) ‖sm(x)− sn(x)‖2 =

m∑
k=n+1

|〈x, ek〉|2

η οποία ισχύει για κάθε m > n, έπεται ότι η {sn(x)} είναι ακολουθία Cauchy. Αφού ο
H είναι πλήρης, υπάρχει y ∈ H ώστε sn(x) → y. Από την σύγκλιση αυτή ϐλέπουµε ότι
〈x− y, ek]rangle = 0 για κάθε k, και η υπόθεσή µας (το (ϐ)) εξασφαλίζει ότι

(7.1.23) x = y = lim
n→∞

sn(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

〈x, ek〉ek =

∞∑
k=1

〈x, ek〉ek.

(γ) =⇒ (δ) ΄Εστω x ∈ H. Ελέγξαµε ότι ‖x‖2 = ‖x− sn(x)‖2 +
∑n

k=1 |〈x, ek〉|2 για κάθε n.
Αφού ‖x− sn(x)‖ → 0, έπεται ότι

(7.1.24)
∞∑
k=1

|〈x, ek〉|2 = ‖x‖2.
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(δ) =⇒ (α) ΄Εστω x ∈ H. Ελέγξαµε ότι ‖x‖2 = ‖x − sn(x)‖2 +
∑n

k=1 |〈x, ek〉|2 για κάθε
n. Αφού

∑n
k=1 |〈x, ek〉|2 → ‖x‖2, έπεται ότι ‖x− sn(x)‖ → 0. ∆ηλαδή, sn(x)→ x. Αφού

κάθε sn(x) ∈ span{ek : k ∈ N}, έπεται ότι

(7.1.25) H = span{ek : k ∈ N}.

∆ηλαδή, η {ek} είναι ορθοκανονική ϐάση του H.

7.2 Σύγκλιση στον L2(T)

Εφαρµόζουµε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης παραγράφου στην L2-σύγκλιση των
σειρών Fourier. Το ερώτηµα είναι αν για κάθε f ∈ L2(T) ισχύει

(7.2.1) ‖sn(f)− f‖2 → 0 καθώς το n→∞.

Υπενθυµίζουµε ότι ο L2(T) είναι χώρος Hilbert. Η ‖·‖2 επάγεται από το εσωτερικό γινόµενο

(7.2.2) 〈f, g〉 =
1

2π

∫
T
f(x)g(x) dx.

Λήµµα 7.2.1. Η ακολουθία {eikx}∞k=−∞ είναι ορθοκανονική ϐάση στον L2(T).

Απόδειξη. ΄Εχουµε δεί ότι

(7.2.3) 〈eikx, eisx〉 = δk,s

για κάθε k, s ∈ Z, και από το Θεώρηµα 6.3.10 έχουµε ότι αν f ∈ L2(T) και f̂(k) = 0

για κάθε k ∈ Z, τότε f ≡ 0. Ισοδύναµα, αν 〈f, eikx〉 = 0 για κάθε k ∈ Z τότε f = 0. Το
συµπέρασµα έπεται από το Θεώρηµα 7.1.15.

΄Αµεσο πόρισµα της γενικής ϑεωρίας των χώρων Hilbert είναι τώρα το εξής.

Θεώρηµα 7.2.2. ΄Εστω f ∈ L2(T). Τότε,

(7.2.4) ‖sn(f)− f‖2 → 0 καθώς το n→∞

και

(7.2.5) ‖f‖22 =
1

2π

∫
T
|f(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2.
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Παρατήρηση 7.2.3. Στην απόδειξη της ‖f‖22 = ‖f−sn(f)‖22+‖sn(f)‖22 χρησιµοποιήθηκε
µόνο το γεγονός ότι το {eikθ : |k| 6 n} είναι ορθοκανονικό. Με το ίδιο επιχείρηµα µπορείτε
εύκολα να ελέγξετε ότι : αν ϑεωρήσουµε οποιοδήποτε όρθοκανονικό σύνολο E = {ek :

k ∈ Z} συναρτήσεων στον L2(T) και αν, για τυχόν n, ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση fn =∑n
k=−n〈f, ek〉ek, τότε

(7.2.6) ‖f‖22 = ‖f − fn‖22 + ‖fn‖22 =
n∑

k=−n
|〈f, ek〉|2.

Συνεπώς,

(7.2.7)
∞∑

k=−∞
|〈f, ek〉|2 6 ‖f‖22,

για κάθε ορθοκανονικό σύνολο E = {ek : k ∈ Z} ⊂ R. Αυτή είναι η (γενική) ανισότητα
του Bessel. Ισότητα στην ανισότητα του Bessel ισχύει για κάθε f ∈ L2(T), ακριβώς όταν
το E είναι ορθοκανονική ϐάση του L2(T), δηλαδή

(7.2.8) lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=−n
〈f, ek〉ek

∥∥∥∥∥
2

= 0

για κάθε f ∈ L2(T).

Θεώρηµα 7.2.4 (Riesz-Fisher). Ο L2(T) είναι ισοµετρικά ισόµορφος µε τον `2(Z).

Απόδειξη. Ορίζουµε T : L2(T)→ `2(Z µε

(7.2.9) T (f) = {f̂(k)}∞k=−∞.

Ο T είναι καλά ορισµένος, γιατί

(7.2.10)
∞∑

k=−∞
|f̂(k)|2 = ‖f‖22 < +∞

από την ταυτότητα του Parseval, άρα T (f) ∈ `2(Z). Η γραµµικότητα του T ελέγχεται
εύκολα.

Η ταυτότητα του Parseval δείχνει επιπλέον ότι

(7.2.11) ‖T (f)‖`2(Z = ‖f‖2

για κάθε f ∈ L2(T), άρα ο T είναι ισοµετρία (ειδικότερα, είναι ένα προς ένα).
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∆είχνουµε τέλος ότι ο T είναι επί : έστω {ak}∞k=−∞ ∈ `2(Z). Ορίζουµε fN (x) =∑N
k=1 ake

ikx. Τότε, αν N > M έχουµε

(7.2.12) ‖fN − fM‖22 =
N∑

k=M+1

a2k → 0

καθώς N,M → ∞, και αυτό δείχνει ότι η (fN ) είναι ακολουθία Cauchy στον L2(T). Ο
L2(T) είναι πλήρης, άρα υπάρχει f ∈ L2(T) ώστε fN → f . Αφού

(7.2.13) ‖f − fN‖1 6 ‖f − fN‖2 → 0,

είναι εύκολο να δούµε (άσκηση του Κεφαλαίου 5) ότι

(7.2.14) f̂N )(k)→ f̂(k)

(και µάλιστα οµοιόµορφα ως προς k). ΄Οµως, για κάθε N > |k| ισχύει f̂(k) = ak, από τον
ορισµό των fN . Συνεπώς,

(7.2.15) f̂(k) = ak, k ∈ Z

το οποίο αποδεικνύει ότι T (f) = {ak}∞k=−∞.

Παρατήρηση 7.2.5. ΄Αµεση συνέπεια της ταυτότητας του Parseval είναι το Λήµµα Riemann-
Lebesgue για τον L2(T). Για κάθε f ∈ L2(T) έχουµε

(7.2.16)
∞∑

k=−∞
|f̂(k)|2 < +∞,

άρα

(7.2.17) lim
|k|→∞

f̂(k) = 0.

Συχνά, χρησιµοποιούµε το Λήµµα Riemann-Lebesgue στην εξής µορφή: αν η f ∈ L2(T)

είναι ολοκληρώσιµη, τότε

(7.2.18) ak(f) =

∫
T
f(x) cos(kx) dλ(x)→ 0 και bk(f) =

∫
T
f(x) sin(kx) dλ(x)→ 0

όταν k →∞. Από τις σχέσεις που συνδέουν τους f̂(k), ak(f) και bk(f), ελέγχουµε εύκολα
ότι η πρόταση «ak(f) → 0 και bk(f) → 0 όταν k → ∞» είναι ακριβώς ισοδύναµη µε την
«f̂(k)→ 0 όταν |k| → ∞» (εξηγήστε γιατί).

Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια γενίκευση της ταυτότητας του Parseval.
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Πρόταση 7.2.6. ΄Εστω f, g ∈ L2(T). Τότε,

(7.2.19) 〈f, g〉 =
1

2π

∫
T
f(x)g(x) dλ(x) =

∞∑
k=−∞

f̂(k)ĝ(k).

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε την παρατήρηση ότι αν X είναι ένας γραµµικός χώρος πάνω
από το C µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉, τότε

(7.2.20) 〈x, y〉 =
1

4

[
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

]
.

΄Εχουµε

(7.2.21) 〈f, g〉 =
1

4

[
‖f + g‖22 − ‖f − g‖22 + i‖f + ig‖22 − i‖f − ig‖22

]
και
(7.2.22)
∞∑

k=−∞
f̂(k)ĝ(k) =

1

4

[
‖f̂(k)+ ĝ(k)‖2−‖f̂(k)− ĝ(k)‖2+i‖f̂(k)+iĝ(k)‖2−i‖f̂(k)−iĝ(k)‖2

]
.

Το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα, αν εφαρµόσουµε την ταυτότητα του Parseval για τις
f + g, f − g, f + ig και f − ig.

7.3 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. (α) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση f : [−π, π] → R µε f(x) = |x| και την ταυτότητα
του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
και

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90
.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την 2π-περιοδική περιττή συνάρτηση g : [−π, π] → R µε g(x) =

x(π − x) στο [0, π] και την ταυτότητα του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
και

∞∑
k=1

1

k6
=

π6

945
.

2. ∆είξτε ότι : αν α /∈ Z, τότε η σειρά Fourier της συνάρτησης

f(x) =
π

sinπα
ei(π−x)α
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στο [0, 2π], είναι η
∞∑

k=−∞

eikx

k + α
.

Εφαρµόζοντας την ταυτότητα του Parseval, συµπεράνατε ότι

∞∑
k=−∞

1

(k + α)2
=

π2

sin2(πα)
.

3. ΄Εστω 0 < a 6 π. Θεωρούµε την συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε f(x) = χ[−a,a](x).

(α) ∆είξτε ότι f̂(0) = a
π και f̂(k) = sin(ka)

πk αν k 6= 0.

(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ [−π, π] \ {−a, a} ισχύει

f(x) =
a

π
+
∑
k 6=0

sin(ka)

πk
eikx.

(γ) Υπολογίστε τα αθροίσµατα

∞∑
k=1

sin(ka)

k
και

∞∑
k=1

sin2(ka)

k2
.

4. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι

‖f − sn(f)‖∞ 6
∞∑

k=n+1

|ak(f ′)|+ |bk(f ′)|
k

.

(ϐ) ∆είξτε ότι

lim
n→∞

√
n‖f − sn(f)‖∞ = 0.

5. ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι υπάρχει σταθερά C(f) > 0 ώστε |kf̂(k)| 6 C(f) για κάθε k ∈ Z.

(ϐ) Εξετάστε αν lim
|k|→∞

|kf̂(k)| = 0.

(γ) Εξετάστε αν
∑∞

k=−∞ |f̂(k)| < +∞.

6. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση µε∫ π

−π
f(x) dx = 0.
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Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ δείξτε ότι∫ π

−π
|f(x)|2dx 6

∫ π

−π
|f ′(x)|2dx,

µε ισότητα αν και µόνο αν f(x) = a cosx+ b sinx για κάποιους a, b ∈ R.

7. (α) ΄Εστω f, g : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι
∫ 2π
0 g(t) dt =

0. ∆είξτε ότι ∣∣∣∣∫ 2π

0
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣2 6 ∫ 2π

0
|f(t)|2dt

∫ 2π

0
|g′(t)|2dt.

(ϐ) ΄Εστω f : [a, b]→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(a) = f(b) = 0. ∆είξτε ότι∫ b

a
|f(t)|2dt 6 (b− a)2

π2

∫ b

a
|f ′(t)|2dt.

Οµάδα Β΄

8. ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας {fn} ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [0, 2π] → R
ώστε

lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0
|fn(x)|2dx = 0,

αλλά για κάθε x ∈ [0, 2π] η ακολουθία {fn(x)} δεν συγκλίνει.

9. ∆είξτε ότι ∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
.

10. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη Lipshitz

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y|

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά.

(α) Για κάθε t > 0 ορίζουµε gt(x) = f(x+ t)− f(x− t). ∆είξτε ότι

1

2π

∫ 2π

0
|gt(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2

και συµπεράνατε ότι
∞∑

k=−∞
| sin kt|2|f̂(k)|2 6 K2t2.
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(ϐ) ΄Εστω p ∈ N. Επιλέγοντας t = π/2p+1, δείξτε ότι∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 K2π2

22p+1
.

(γ) ∆ώστε άνω ϕράγµα για το ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|

και συµπεράνατε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως, άρα οµοιόµορφα.

11. ΄Εστω α > 1/2 και f : R → C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την
συνθήκη Holder

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y|α

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει
απολύτως, άρα οµοιόµορφα.

12. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . ∆είξτε ότι

1

2π

∫ 2π

0
(π − x)f(x) dx =

∞∑
k=1

bk
k
.

13. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . ∆είξτε ότι

∞∑
k=1

ak
k

= − 1

π

∫ 2π

0
f(x) ln

(
2 sin

x

2

)
dx.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι
∞∑
n=1

[w1(f, π/n)]2 <∞,

όπου
w1(f, x) =

1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(t)| dt.

∆είξτε ότι f ∈ L2(T).

15. ΄Εστω f ∈ L2(T). Ορίζουµε

F (x) =

( ∞∑
n=1

|sn(f, x)− σn(f, x)|2

n

)1/2

.
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∆είξτε ότι F ∈ L2(T) και ‖F‖2 6 ‖f‖2. Ειδικότερα, F (x) <∞ σχεδόν παντού στο T.

16. ΄Εστω xn, ym ∈ C, n,m > 0. ∆είξτε ότι∣∣∣∣∣∣
∞∑

n,m=0

xnym
n+m+ 1

∣∣∣∣∣∣ 6 π

( ∞∑
n=0

|xn|2
)1/2( ∞∑

m=0

|ym|2
)1/2

.

Υπόδειξη. Θεωρήστε την φ(t) = i(π − t)e−it. Παρατηρήστε ότι φ̂(k) = 1
k+1 και ‖φ‖∞ = π.
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