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Θέμα 1.

(α) ΄Εστω A ⊆ R μη κενό και άνω φραγμένο, και α ∈ R. Δείξτε ότι α = sup(A) αν και
μόνο αν: (i) το α είναι άνω φράγμα του A, και (ii) για κάθε ε > 0 υπάρχει x ∈ A
τέτοιο ώστε α− ε < x ≤ α.

(β) ΄Εστω A ⊆ R μη κενό και άνω φραγμένο. Δείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο A
τέτοια ώστε xn → sup(A).

(γ) Βρείτε το supremum, infimum, μέγιστο και ελάχιστο (αν υπάρχουν) του συνόλου
A = {q ∈ Q : −

√
2 ≤ q ≤ 5}. Δικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.

Θέμα 2.

Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω ακολουθίες:
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)
.

Θέμα 3.

Διατυπώστε και αποδείξτε την αρχή μεταφοράς για τη συνέχεια.

Θέμα 4.

(α) ΄Εστω f : [−π, π] → R με f(x) = cosx αν x ∈ Q, και f(x) = 1 αν x /∈ Q. Εξετάστε
την f ως προς τη συνέχεια και την παραγωγισιμότητα.

(β) ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις με f(0) < g(0) και τέτοιες ώστε για
κάθε x ∈ [0, 1] υπάρχει y ∈ [0, 1] με g(x) < f(y). Δείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 1] τέτοιο
ώστε f(ξ) = g(ξ).

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!


