
8 Par�gwgoc

Orismìc 8.1 'Estw a < b, f : (a, b) → R mia sun�rthsh kai c ∈ (a, b).
Lème ìti h f eÐnai paragwgÐsimh sto c an up�rqei to ìrio

lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
∈ R.

To ìrio autì lègetai par�gwgoc thc f sto c kai sumbolÐzetai f ′(c)  
df

dx
(c).

IsodÔnama h f èqei par�gwgo f ′(c) sto c an gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0
¸ste

an x ∈ (a, b) kai 0 < |x− c| < δ tìte

∣∣∣∣f(x)− f(c)

x− c
− f ′(c)

∣∣∣∣ < ε.

Jètontac h = x− c prokÔptei ìti:
H par�gwgoc f ′(c) up�rqei an kai mìnon an to ìrio

lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h

up�rqei kai isoÔtai me f ′(c).

ParadeÐgmata 8.1 (1) An λ ∈ R kai φ : R → R me φ(x) = λ gia k�je x
tìte h φ eÐnai paragwgÐsimh se k�je xo ∈ R kai φ′(xo) = 0.
(2) H sun�rthsh g : R → R me g(x) = x gia k�je x eÐnai paragwgÐsimh se
k�je xo ∈ R kai g′(xo) = 1.
(3) H sun�rthsh h : R → R me h(x) = |x| gia k�je x eÐnai paragwgÐsimh
se k�je x1 > 0 kai h′(x1) = 1. EÐnai paragwgÐsimh se k�je x2 < 0 kai
h′(x2) = −1. 'Omwc h h den eÐnai paragwgÐsimh sto 0.

ApodeiknÔoume to (3): An x1 > 0 tìte sthn perioq  (0, 2x1) tou x1 èqoume

h(x) = x kai epomènwc h(x)−h(x1)
x−x1

= 1 gia k�je x ∈ (0, 2x1) \ {x1} �ra to ìrio

lim
x→x1

h(x)−h(x1)
x−x1

up�rqei kai isoÔtai me 1. Me ton Ðdio trìpo apodeiknÔetai ìti

h′(x2) = −1.

An exet�soume ìmwc ta kl�smata k(x) = h(x)−h(0)
x−0

= |x|
x

se mia perioq 
tou 0, parathroÔme ìti k(x) = 1 ìtan x > 0 en¸ k(x) = −1 ìtan x < 0.

Epomènwc to ìrio lim
x→0

h(x)−h(0)
x−0

den up�rqei (ta pleurik� ìria lim
x→0+

h(x)−h(0)
x−0

kai lim
x→0−

h(x)−h(0)
x−0

up�rqoun kai eÐnai diaforetik�).
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(4) H sun�rthsh w : R → R me w(x) = x2 gia k�je x eÐnai paragwgÐsimh se
k�je xo ∈ R kai w′(xo) = 2xo.

(5) H sun�rthsh u : R → R ìpou u(x) =

{
x an x ≥ 0
x2 an x < 0

eÐnai paragwgÐ-

simh se k�je xo 6= 0, ìqi ìmwc kai sto 0.

Gia na apodeÐxoume to (5), parathroÔme ìti an xo < 0 tìte sthn perioq 
(2xo, 0) tou xo èqoume u(x) = x2 kai epomènwc gia k�je x ∈ (2xo, 0) \ {xo}
èqoume u(x)−u(xo)

x−xo
= x + xo �ra to ìrio lim

x→xo

u(x)−u(xo)
x−xo

up�rqei kai isoÔtai me

2xo. Me ton Ðdio trìpo apodeiknÔetai ìti an xo > 0 tìte u′(xo) = 1.
'Omwc

u(x)− u(0)

x− 0
=

{
1 an x > 0
x an x < 0

epomènwc to ìrio lim
x→0

u(x)−h(0)
x−0

den up�rqei (ta pleurik� ìria lim
x→0+0

u(x)−u(0)
x−0

kai lim
x→0−

u(x)−u(0)
x−0

up�rqoun kai eÐnai diaforetik�).

(6) H sun�rthsh v : R → R ìpou v(x) =

{
x3 an x ≥ 0
x2 an x < 0

eÐnai paragwgÐ-

simh se k�je xo ∈ R.

Gia thn par�gwgo sto 0, èqoume

v(x)− v(0)

x− 0
=

{
x2 an x > 0
x an x < 0

�ra sthn perÐptwsh aut  to ìrio lim
x→0

v(x)−v(0)
x−0

up�rqei kai isoÔtai me 0: Pr�g-

mati1, gia k�je x ∈ [−1, 1] èqoume

∣∣∣∣v(x)− v(0)

x− 0

∣∣∣∣ ≤ |x|. Efìson loipìn to

lim
x→0

|x| up�rqei kai eÐnai 0, to lim
x→0

∣∣∣∣v(x)− v(0)

x− 0

∣∣∣∣ up�rqei kai eÐnai 0.

EÔkola apodeiknÔei kaneÐc ìti v′(x) = 3x2 an x > 0 kai v′(x) = 2x an x < 0.

(7) H sun�rthsh f : R → R me f(x) =
√
|x| eÐnai paragwgÐsimh se k�je

xo ∈ R ektìc tou 0: An xo > 0 tìte f ′(xo) = 1

2
√

|xo|
, an xo < 0 tìte

f ′(xo) = −1

2
√

|xo|
, en¸ h f ′(0) den up�rqei.

1'Allh apìdeixh: ta pleurik� ìria up�rqoun kai eÐnai Ðsa me 0.
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Apìdeixh:

An xo < 0 tìte, gia na broÔme to ìrio lim
x→xo

f(x)−f(xo)
x−xo

arkeÐ na periorÐsoume

to x se mia perioq  tou xo, opìte arkeÐ na jewr soume x < 0 me x 6= xo. Tìte
(
√
−xo −

√
−x)(

√
−xo +

√
−x) = (−xo)− (−x) = x− xo, �ra èqoume

f(x)− f(xo)

x− xo

=

√
−x−

√
−xo

(
√
−xo −

√
−x)(

√
−xo +

√
−x)

=
−1√

−xo +
√
−x

−→
x→xo

−1

2
√
−xo

(to ìrio lim
x→xo

√
−x up�rqei kai isoÔtai me

√
−xo giatÐ, ìpwc èqei apodeiqjeÐ

se prohgoÔmenh par�grafo, h f eÐnai suneq c sto xo.) Epomènwc h f ′(xo)
up�rqei kai isoÔtai me −1

2
√

|xo|
. OmoÐwc, an xo > 0 deÐqnoume ìti f ′(xo) = 1

2
√

|xo|
.

'Omwc, an xo = 0, gia k�je x 6= 0 èqoume

f(x)− f(0)

x− 0
=


√

|x|
|x| an x > 0√
|x|

−|x| an x < 0
=


1√
|x|

an x > 0

− 1√
|x|

an x < 0

epomènwc to ìrio kaj¸c to x teÐnei sto 0 den up�rqei, giatÐ an x ∈ (0, 1) tìte
f(x)−f(0)

x−0
> 1 en¸ an x ∈ (−1, 0) tìte f(x)−f(0)

x−0
< −1.

Prìtash 8.2 (Parat rhsh Karajeodwr ) 'Estw a < b,
f : (a, b) → R mia sun�rthsh kai xo ∈ (a, b). H f eÐnai paragwgÐsimh sto xo

an kai mìnon an up�rqei sun�rthsh φ : (a, b) → R pou eÐnai
(i) suneq c sto xo kai

(ii) ikanopoieÐ φ(x) = f(x)−f(xo)
x−xo

gia k�je x ∈ (a, b)\{xo}.
Tìte èqoume f ′(xo) = φ(xo).

Apìdeixh 'Estw ìti h f eÐnai paragwgÐsimh sto xo. OrÐzoume tìte th su-
n�rthsh φ : (a, b) → R apì ton tÔpo

φ(x) =

{
f(x)−f(xo)

x−xo
an x 6= xo

f ′(xo) an x = xo

H φ eÐnai suneq c sto xo efìson to ìrio lim
x→xo

φ(x) up�rqei kai isoÔtai me

φ(xo).
AntÐstrofa an up�rqei sun�rthsh φ ìpwc sthn ekf¸nhsh tìte, efìson

h φ eÐnai suneq c sto xo, to ìrio lim
x→xo

φ(x) up�rqei kai isoÔtai me φ(xo).
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All� gia k�je x ∈ (a, b), x 6= xo, èqoume φ(x) =
f(x)− f(xo)

x− xo

. Dhlad 

to ìrio lim
x→xo

f(x)− f(xo)

x− xo

up�rqei kai isoÔtai me φ(xo). Epomènwc h f eÐnai

paragwgÐsimh sto xo kai h par�gwgìc thc isoÔtai me thn tim  autoÔ tou orÐou,
dhlad  f ′(xo) = φ(xo). 2

Prìtash 8.3 'Estw a < b, f : (a, b) → R mia sun�rthsh kai xo ∈ (a, b).
An h f eÐnai paragwgÐsimh sto xo tìte h f eÐnai suneq c sto xo.

Apìdeixh Apì thn parat rhsh Karajeodwr  up�rqei sun�rthsh φ : (a, b) →
R pou eÐnai suneq c sto xo ¸ste

f(x)− f(xo) = φ(x)(x− xo)

gia k�je x ∈ (a, b)\{xo}. Efìson h φ eÐnai suneq c sto xo, to ìrio
lim

x→xo

φ(x)(x−xo) up�rqei kai isoÔtai me φ(xo)·0 = 0. Dhlad  to ìrio lim
x→xo

f(x)

up�rqei kai isoÔtai me f(xo). Autì shmaÐnei, ìpwc èqoume apodeÐxei, ìti h f
eÐnai suneq c sto xo. 2

Parat rhsh 8.4 To antÐstrofo den isqÔei: mia suneq c sun�rthsh den
eÐnai p�nta paragwgÐsimh. 'Ena par�deigma eÐnai h h(x) = |x| (par�deigma
8.1(3)).

Je¸rhma 8.5 'Estw a < b, f, g : (a, b) → R dÔo sunart seic kai xo ∈
(a, b). Upojètoume ìti oi f, g eÐnai paragwgÐsimec sto xo. Tìte
(a) H f + g eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai (f + g)′(xo) = f ′(xo) + g′(xo).
(b) An λ ∈ R, h λf eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai (λf)′(xo) = λf ′(xo).
(g) H f · g eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai

(f · g)′(xo) = f ′(xo)g(xo) + f(xo)g
′(xo).

(d) An g(x) 6= 0 gia k�je x ∈ (a, b) tìte h f
g
eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai(

f

g

)′

(xo) =
f ′(xo)g(xo)− f(xo)g

′(xo)

(g(xo))2
.
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Apìdeixh Ta (a) kai (b) èpontai �mesa apì tic idiìthtec twn orÐwn.
Gia to (g), èqoume

(f · g)(x)− (f · g)(xo)

x− xo

= f(x)
g(x)− g(xo)

x− xo

+ g(xo)
f(x)− f(xo)

x− xo

Ta ìria lim
x→xo

g(x)− g(xo)

x− xo

kai lim
x→xo

f(x)− f(xo)

x− xo

up�rqoun ex upojèsewc.

EpÐshc, lim
x→xo

f(x) = f(xo) giatÐ h f eÐnai suneq c sto xo apì thn prohgoÔmenh

prìtash. 'Ara, apì tic idiìthtec twn orÐwn,

lim
x→xo

(f · g)(x)− (f.g)(xo)

x− xo

= f(xo)g
′(xo) + g(xo)f

′(xo).

Tèloc, gia to (d) arkeÐ na deÐxoume ìti h 1
g
eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai èqei

par�gwgo Ðsh me
−g′(xo)

g(xo)2
(kai na efarmìsoume to (g)). 'Eqoume

lim
x→xo

1
g(x)

− 1
g(xo)

x− xo

= lim
x→xo

(
g(xo)− g(x)

x− xo

1

g(x)g(xo)

)
= −g′(xo)

1

g(xo)2

afoÔ lim
x→xo

g(x) = g(xo) giatÐ h g eÐnai suneq c sto xo. 2

To epìmeno Pìrisma belti¸nei to (d) tou Jewr matoc:

Pìrisma 8.6 'Estw a < b, f, g : (a, b) → R dÔo sunart seic kai xo ∈ (a, b).
Upojètoume ìti oi f, g eÐnai paragwgÐsimec sto xo kai ìti g(xo) 6= 0. Tìte h
sun�rthsh f

g
(orÐzetai se mia perioq  tou xo kai) eÐnai paragwgÐsimh sto xo

me (
f

g

)′

(xo) =
f ′(xo)g(xo)− f(xo)g

′(xo)

(g(xo))2
.

Apìdeixh AfoÔ h g eÐnai paragwgÐsimh, eÐnai suneq c sto xo kai epeid 
g(xo) 6= 0, up�rqei mia perioq  tou xo, èstw (a′, b′), ¸ste g(x) 6= 0 gia k�je
x ∈ (a′, b′). Sthn perioq  (a′, b′) h sun�rthsh f

g
orÐzetai kai mporoÔme na

efarmìsoume to (d) tou Jewr matoc.

Pìrisma 8.7 (i) K�je poluwnumik  sun�rthsh eÐnai paragwgÐsimh se k�je
xo ∈ R.
(ii) K�je rht  sun�rthsh eÐnai paragwgÐsimh se k�je shmeÐo tou pedÐou ori-
smoÔ thc.
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Je¸rhma 8.8 (Kanìnac alusÐdac) 'Estw a < b kai f : (a, b) → (c, d),
g : (c, d) → R dÔo sunart seic. An h f eÐnai paragwgÐsimh sto xo ∈ (a, b) kai
h g eÐnai paragwgÐsimh sto f(xo), tìte h g ◦ f eÐnai paragwgÐsimh sto xo kai

(g ◦ f)′(xo) = g′(f(xo)) · f ′(xo).

Apìdeixh Jèloume na deÐxoume ìti to ìrio

lim
x→xo

g(f(x))− g(f(xo)

x− xo

up�rqei kai isoÔtai me g′(f(xo)) · f ′(xo).
An gr�youme y = f(x) kai yo = f(xo), èqoume, me thn proôpìjesh ìti to

y − yo den mhdenÐzetai,

g(f(x))− g(f(xo)

x− xo

=
g(y)− g(yo)

y − yo

f(x)− f(xo)

x− xo

.

An mporoÔsame na exasfalÐsoume ìti h proôpìjesh aut  ja ikanopoieÐtai gia
k�je x 6= xo tìte ja mporoÔsame na p�roume ìria sthn teleutaÐa sqèsh kai
na katal xoume sto epijumhtì apotèlesma. Genik� ìmwc h proôpìjesh aut 
den ikanopoieÐtai. Qrhsimopoi¸ntac thn Parat rhsh Karajeodwr , mporoÔme
na xeper�soume aut  th duskolÐa:

AntÐ gia to {problhmatikì} kl�sma g(y)−g(yo)
y−yo

jewroÔme th sun�rthsh

ψ : (c, d) → R ìpou ψ(y) =

{ g(y)−g(yo)
y−yo

an y 6= yo

g′(yo) an y = yo

pou eÐnai suneq c sto yo, afoÔ h g eÐnai paragwgÐsimh sto yo. To pleonèkthma
eÐnai ìti h ψ orÐzetai pantoÔ sto (c, d) (�ra kai gia y = yo).

'Estw x ∈ (a, b)\{xo}. An f(x) 6= f(xo), tìte ψ(f(x)) = g(f(x))−g(f(xo))
f(x)−f(xo)

,
�ra èqoume

g(f(x))− g(f(xo))

x− xo

= ψ(f(x))
f(x)− f(xo)

x− xo

. (1)

An p�li f(x) = f(xo) tìte kai ta dÔo mèlh thc (1) mhdenÐzontai. Dhlad  h
(1) isqÔei gia k�je x ∈ (a, b)\{xo}.

ParathroÔme t¸ra ìti to ìrio kaj¸c x→ xo sthn (1) up�rqei: Pr�gmati,

to ìrio lim
x→xo

f(x)−f(xo)
x−xo

up�rqei kai isoÔtai me f ′(xo). EpÐshc, h f eÐnai suneq c

sto xo (giatÐ eÐnai paragwgÐsimh) kai h ψ eÐnai suneq c sto yo = f(xo), �ra
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h sÔnjes  touc ψ ◦ f eÐnai suneq c sto xo kai sunep¸c to ìrio lim
x→xo

ψ(f(x))

up�rqei kai isoÔtai me ψ(yo) = g′(yo) = g′(f(xo)). Epomènwc telik�

lim
x→xo

g(f(x))− g(f(xo))

x− xo

= ψ(f(xo))f
′(xo) = g′(f(xo))f

′(xo) . 2

'Askhsh 8.9 Na brejeÐ to l�joc ston akìloujo sullogismì:
{'Estw f : R → R me

f(x) =

{
1 an x rhtìc
−1 an x �rrhtoc

An g = f 2 tìte g(x) = 1 gia k�je x ∈ R kai epomènwc g′(x) = 0 gia k�je
x. Apì ton kanìna thc alusÐdac èqoume g′(x) = 2f(x)f ′(x) kai �ra (afoÔ
f(x) 6= 0 gia k�je x) èqoume f ′(x) = 0 gia k�je x.}

Je¸rhma 8.10 'Estw f : (a, b) → R suneq c kai 1-1 kai èstw xo ∈ (a, b)
sto opoÐo up�rqei h f ′(xo). Jètoume yo = f(xo).

(i) An f ′(xo) 6= 0 tìte h (f−1)′(yo) up�rqei kai (f−1)′(yo) =
1

f ′(xo)
.

(ii) An f ′(xo) = 0 tìte h (f−1)′(yo) den up�rqei.

Apìdeixh (i) ParathroÔme pr¸ta ìti h eikìna f((a, b)) eÐnai di�sthma (Je¸-
rhma endiamèswn tim¸n) kai m�lista anoiktì di�sthma, giatÐ ìpwc èqoume apo-
deÐxei, afoÔ h f eÐnai suneq c kai 1-1, eÐnai gnhsÐwc monìtonh kai epomènwc
den mporeÐ na paÐrnei oÔte mègisth oÔte el�qisth tim  se anoiktì di�sthma.
Jètoume2 (c, d) = f((a, b)) kai

g = f−1 : (c, d) → (a, b)

kai yo = f(x0). 'Estw ε > 0. Jèloume na broÔme δ > 0 ¸ste gia k�je
y ∈ (c, d) me 0 < |y − yo| < δ na isqÔei∣∣∣∣g(y)− g(yo)

y − yo

− 1

f ′(xo)

∣∣∣∣ < ε .

An y ∈ (c, d) jètoume x = g(y) ∈ (a, b) kai parathroÔme ìti an y 6= yo

tìte x 6= xo. 'Eqoume loipìn

g(y)− g(yo)

y − yo

=
x− xo

y − yo

=
1

y−yo

x−xo

.

2den apokleÐontai oi peript¸seic c = −∞   d = +∞
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All�
y − yo

x− xo

=
f(x)− f(xo)

x− xo

−→
x→xo

f ′(xo).

Efìson loipìn f ′(xo) 6= 0, to ìrio lim
x→xo

1
y−yo

x−xo

up�rqei kai isoÔtai me 1
f ′(xo)

.

Epomènwc up�rqei θ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ (a, b) me 0 < |x − xo| < θ na
isqÔei ∣∣∣∣∣ 1

y−yo

x−xo

− 1

f ′(xo)

∣∣∣∣∣ < ε .

'Omwc h g = f−1 eÐnai suneq c, ìpwc èqoume apodeÐxei. Epomènwc up�rqei
δ > 0 ¸ste gia k�je y ∈ (c, d) me |y − yo| < δ na isqÔei |g(y) − g(yo)| < θ,
dhlad  |x− xo| < θ. Sunep¸c gia k�je y ∈ (c, d) me 0 < |y − yo| < δ èqoume
0 < |x− xo| < θ kai epomènwc telik�∣∣∣∣g(y)− g(yo)

y − yo

− 1

f ′(xo)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
f(x)−f(xo)

x−xo

− 1

f ′(xo)

∣∣∣∣∣ < ε .

(ii) An h par�gwgoc g′(f(xo)) up�rqei, tìte (afoÔ h f ′(xo) up�rqei ex upo-
jèsewc) apì ton kanìna thc alusÐdac h par�gwgoc thc sÔnjeshc g ◦ f sto
xo ja up�rqei kai

(g ◦ f)′(xo) = g′(f(xo)).f
′(xo). (2)

All� h g ◦ f eÐnai h tautotik  sun�rthsh (g ◦ f)(x) = x, �ra (g ◦ f)′(xo) = 1,
epomènwc apì thn (2) apokleÐetai na isqÔei f ′(xo) = 0.

Pìrisma 8.11 An f : (a, b) → R kai an f ′(x) 6= 0 gia k�je x ∈ (a, b), tìte
h f−1 eÐnai paragwgÐsimh sto pedÐo orismoÔ thc kai (f−1)′(f(x)) = 1

f ′(x)
.
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Par�gwgoc sun�rthsh.
Par�gwgoi an¸terhc t�xhc

Orismìc 8.2 'Estw f : (a, b) → R paragwgÐsimh se k�je x ∈ (a, b). OrÐze-
tai tìte mia sun�rthsh

f ′ : (a, b) → R : x→ f ′(x).

An h sun�rthsh g = f ′ eÐnai kai aut  paragwgÐsimh sto (a, b), h par�gwgìc
thc g′ : (a, b) → R onom�zetai h deÔterh par�gwgoc thc f sto (a, b) kai
sumbolÐzetai f ′′.

Epagwgik�, an èqei orisjeÐ h n-ost  par�gwgoc f (n) : (a, b) → R thc f kai
eÐnai paragwgÐsimh sun�rthsh sto (a, b), tìte h par�gwgoc thc f (n) orÐzetai
sto (a, b), onom�zetai h (n + 1)-t�xhc par�gwgoc thc f sto (a, b) kai
sumbolÐzetai f (n+1).

Mia sun�rthsh pou èqei par�gwgo t�xhc n lègetai n forèc paragwgÐsimh.
Mia sun�rthsh f : (a, b) → R lègetai aperiìrista paragwgÐsimh sto
xo ∈ (a, b) an up�rqei h f (n)(xo) gia k�je n ∈ N.

Par�deigma 8.12 Mia poluwnumik  sun�rthsh p : R → R eÐnai aperiìri-
sta paragwgÐsimh kai, an p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n tìte

a0 = p(0) kai ak =
p(k)(0)

k!
gia k = 1, . . . , n (bebaÐwc p(k) = 0 ìtan k > n).

Pr�gmati, gia k�je x èqoume

p(x) = a0 +
n∑

m=1

amx
m �ra p′(x) = a1 +

n∑
m=2

mamx
m−1

kai an p(k)(x) = k!ak +
n∑

m=k+1

m(m− 1) . . . (m− k + 1)amx
m−k ìpou 1 ≤ k ≤ n− 1

tìte p(k+1)(x) = 0 +
n∑

m=k+1

m(m− 1) . . . (m− k + 1)(m− k)amx
m−k−1

= (k + 1)!ak+1x
0 +

n∑
m=k+2

m(m− 1) . . . (m− k + 1)(m− k)amx
m−k−1.

DeÐxame loipìn epagwgik� ìti
p(k)(x) = k!ak +

∑n
m=k+1m(m−1) . . . (m−k+1)amx

m−k ìtan 1 ≤ k ≤ n−1

opìte p(n)(x) = n!an.
Jètontac x = 0 prokÔptei p(0) = a0 kai p(k)(0) = k!ak otan 1 ≤ k ≤ n.
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