
7 'Oria sunart sewn

Sthn par�grafo aut  ja orÐsoume austhr� tÐ shmaÐnei {to ìrio thc f(x) kaj¸c
to x teÐnei (plhsi�zei) sto xo}. Gia na èqei ènnoia to ìrio, prèpei na mporoÔme
na plhsi�soume osod pote kont� sto xo, me shmeÐa tou pedÐou orismoÔ X thc
f , diaforetik� apì to xo. Prèpei loipìn pr¸ta na dieukrinÐsoume tÐ shmaÐnei
{to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X}.

7.1 ShmeÐa suss¸reushc sunìlwn

Orismìc 7.1 'Estw X ⊆ R kai èstw xo ∈ R. To xo lègetai shmeÐo
suss¸reushc tou X an k�je perioq  (xo − δ, xo + δ) tou xo perièqei èna
(toul�qiston) shmeÐo tou X ektìc tou xo, dhlad  an gia k�je δ > 0 up�rqei
x ∈ X me 0 < |x− xo| < δ.

Dhlad  to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X an mporeÐ na proseggisjeÐ
osod pote kont� apì shmeÐa tou X \ {xo}. To Ðdio to xo mporeÐ na an kei  
na mhn an kei sto X.

Orismìc 7.2 An X ⊆ R kai xo èna shmeÐo tou X, tìte to xo lègetai me-
monwmèno shmeÐo tou X an den eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X, dhl.
an up�rqei δ > 0 ¸ste (xo − δ, xo + δ) ∩X = {xo}.

Par�deigma 7.1 An X = [a, b], k�je shmeÐo tou X eÐnai shmeÐo suss¸-
reushc. An X = (a, b], k�je shmeÐo tou X eÐnai shmeÐo suss¸reushc, kai
epÐshc to a eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X.

To sÔnolo X = {1, 2, 3, . . .} den èqei kanèna shmeÐo suss¸reushc. Epo-
mènwc ìla ta shmeÐa tou X eÐnai memonwmèna.

An X = {1, 1
2
, 1

3
, . . .} tìte ìla ta shmeÐa tou X eÐnai memonwmèna, kai to

0 eÐnai to mìno shmeÐo suss¸reushc tou X.
An X = {(−1)n + 1

n
: n = 1, 2, . . .} tìte ìla ta shmeÐa tou X eÐnai

memonwmèna, kai ta 1,−1 eÐnai ta mìna shmeÐa suss¸reushc tou X.

An to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X, k�je perioq  tou xo perièqei ìqi
mìnon èna, all� �peira shmeÐa tou X \ {xo}. M�lista, up�rqei akoloujÐa
shmeÐwn tou X \ {xo} pou sugklÐnei sto xo:

Prìtash 7.2 'Estw X ⊆ R kai èstw xo ∈ R. Ta akìlouja eÐnai isodÔnama:
(i) To xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X.
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(ii) K�je perioq  (xo − δ, xo + δ) tou xo perièqei �peira shmeÐa tou X.
(iii) Up�rqei mia akoloujÐa (xn) me xn ∈ X gia k�je n kai xn 6= xm ìtan

n 6= m, ¸ste xn → xo.

Apìdeixh (i)⇒ (ii) K�je perioq  tou xo perièqei shmeÐa tou X diaforetik�
apì to xo. An gia k�poio δ > 0 up rqe mìno peperasmèno pl joc shmeÐwn
tou X sthn perioq  (xo − δ, xo + δ), èna (toul�qiston) apì aut� ja  tan
plhsièstero sto xo. An δ1 > 0  tan h apìstash tou shmeÐou autoÔ apì
to xo, tìte sthn perioq  (xo − δ1, xo + δ1) den ja up rqe kanèna shmeÐo tou
X \ {xo}, opìte to xo den ja  tan shmeÐo suss¸reushc tou X.

(ii)⇒ (iii) Kataskeu�zoume epagwgik� thn akoloujÐa (xn) apì stoiqeÐa
tou X ¸ste xn ∈ (xo− 1

n
, xo + 1

n
) gia k�je n (opìte sÐgoura ja èqoume xn →

xo) kai frontÐzontac ¸ste k�je xn na eÐnai diaforetikì apì ta prohgoÔmena:
AfoÔ sthn perioq  (xo − 1, xo + 1) up�rqoun �peira stoiqeÐa tou X, ja

up�rqei èna, èstw x1, diaforetikì ap'to xo.
AfoÔ sthn perioq  (xo − 1

2
, xo + 1

2
) up�rqoun �peira stoiqeÐa tou X, ja

up�rqei èna, èstw x2, diaforetikì ap'to xo kai apì to x1.
An èqoume kataskeu�sei x1, x2, . . . , xn−1 ∈ X diaforetik� metaxÔ touc

(kai apì to xo) ¸ste xk ∈ (xo − 1
k
, xo + 1

k
) gia k = 1, 2, . . . , n− 1, afoÔ sthn

perioq  (xo − 1
n
, xo + 1

n
) up�rqoun �peira stoiqeÐa tou X, ja up�rqei èna,

èstw xn, diaforetikì ap' ìla ta prohgoÔmena.
'Etsi oloklhr¸jhke h epagwgik  kataskeu  thc akoloujÐac (xn).

(iii)⇒ (i) An up�rqei akoloujÐa (xn) diaforetik¸n an� dÔo shmeÐwn tou
X pou sugklÐnei sto xo, tìte gia k�je δ > 0 ja up�rqei no ∈ N ¸ste
|xn − xo| < δ gia k�je n ≥ no, kai afoÔ oi ìroi thc akoloujÐac eÐnai diafore-
tikoÐ, k�poioc apì autoÔc ja eÐnai diaforetikìc ap'to xo, opìte ja an kei sto
sÔnolo (xo − δ, xo + δ) ∩X \ {xo}. 2

Prìtash 7.3 'Estw X ⊆ R kai f : X → R mia sun�rthsh. An xo ∈ X
eÐnai memonwmèno shmeÐo, tìte h f eÐnai suneq c sto xo.

Apìdeixh 'Estw ε > 0. Ja br¸ δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X me |x− xo| < δ
na isqÔei |f(x)− f(xo)| < ε.

Ma afoÔ to xo eÐnai memonwmèno shmeÐo tou X, up�rqei δ > 0 ¸ste to
mìno x ∈ X pou ikanopoieÐ |x − xo| < δ na eÐnai to Ðdio to xo. Epomènwc an
x ∈ X kai |x− xo| < δ tìte x = xo opìte |f(x)− f(xo)| = 0 < ε. 2
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Prìtash 7.4 'Estw X ⊆ R kai f, g : X → R dÔo suneqeÐc sunart seic.
An xo ∈ X eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X kai f(x) = g(x) gia k�je x ∈
X\{xo}, tìte f(xo) = g(xo).

Apìdeixh 'Estw (xn) akoloujÐa stoiqeÐwn tou X \ {xo} pou sugklÐnei sto
xo (afoÔ to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X, up�rqei tètoia akoloujÐa).
AfoÔ oi f kai g eÐnai suneqeÐc, èqoume f(xn) → f(xo) kai g(xn) → g(xo).
All� xn ∈ X \ {xo}, �ra f(xn) = g(xn) gia k�je n, kai sunep¸c

f(xo) = lim
n

f(xn) = lim
n

g(xn) = g(xo). 2

7.2 'Oria sunart sewn

Orismìc 7.3 'Estw X ⊆ R, èstw f : X → R mia sun�rthsh kai xo ∈ R
shmeÐo suss¸reushc tou X (to xo mporeÐ na an kei   na mhn an kei sto pedÐo
orismoÔ X thc f).

(i) Lème ìti to ìrio thc f kaj¸c to x → xo up�rqei kai isoÔtai
me ton arijmì yo ∈ R an:

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste
an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ tìte |f(x)− yo| < ε.

Gr�foume tìte lim
x→xo

f(x) = yo.

(ii) Lème ìti h f teÐnei sto +∞ kaj¸c to x → xo an:
Gia k�je M > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste

an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ tìte f(x) > M .

(iii) Lème ìti h f teÐnei sto −∞ kaj¸c to x → xo an:
Gia k�je M < 0 up�rqei δ > 0 ¸ste

an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ tìte f(x) < M .

Shmei¸noume ìti h Ôparxh tou orÐou èqei sqèsh me thn sumperifor� thc f
kont� sto xo. Epomènwc, proôpìjesh gia thn Ôparxh tou orÐou eÐnai to xo

na eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou pedÐou orismoÔ X thc sun�rthshc. Sto Ðdio
to xo h f mporeÐ na mhn orÐzetai kajìlou. All� kai an orÐzetai, h tim  f(xo)
den endiafèrei ìson afor� sthn Ôparxh tou orÐou.

ParadeÐgmata 7.5 (i) limx→3 x2 = 9.

(ii) An f : R → R me f(x) =

{
x2 an x 6= 3
0 an x = 3

, to ìrio limx→3 f(x)

up�rqei kai isoÔtai me 9.
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(iii) To ìrio limx→0
1
x
den up�rqei.

(iv) An f : (0, +∞) → R me f(x) = 1
x
, tìte limx→0 f(x) = +∞.

(v) To ìrio limx→0 sin 1
x
den up�rqei.

(vi) An f : [0, 1] → R me f(x) =

{
0 an x �rrhtoc
1
n

an x = m
n
me (m, n) = 1

tìte gia k�je xo ∈ [0, 1] to ìrio limx→xo f(x) up�rqei kai isoÔtai me 0.

Apìdeixh Ta (i), (ii) kai (iv) apoteloÔn aplèc efarmogèc tou orismoÔ. Ta
(iii) kai (v) apodeiknÔontai eukolìtera me qr sh thc arq c thc metafor�c
(bl. parak�tw).
Apìdeixh tou (vi) 'Estw ε > 0. Ja deÐxw ìti, gia k�je x ∈ [0, 1] {arket�
kont�} sto xo, all� me x 6= xo, isqÔei ìti |f(x)− 0| < ε. Ac dialèxoume ènan
fusikì arijmì k ¸ste 1

k
≤ ε. An gia k�poio x ∈ [0, 1] den isqÔei h sqèsh

|f(x)− 0| < ε, tìte isqÔei f(x) ≥ 1
k
, �ra (apì ton orismì thc f) o x ja eÐnai

rhtìc, an�gwgo kl�sma m
n
me paronomast  mikrìtero   Ðso me k. Dhlad  oi

timèc tou x pou prèpei na apokleÐsoume eÐnai

1,
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
, . . . ,

1

k
, . . . ,

k − 1

k
.

To pl joc aut¸n twn arijm¸n eÐnai peperasmèno, epomènwc up�rqei mia perio-
q  (xo − δ, xo + δ) pou den perièqei kanènan ap�autoÔc, ektìc (endeqomènwc)
apì to xo. 'Ara gia k�je x ∈ [0, 1] me 0 < |x−xo| < δ ja èqoume anagkastik�
|f(x)| < 1

k
, �ra |f(x)− 0| < ε. 2

Prìtash 7.6 (Arq  thc metafor�c) 'Estw X ⊆ R, èstw f : X → R
mia sun�rthsh, xo ∈ R èna shmeÐo suss¸reushc tou X kai yo ∈ R. Tìte to
lim

x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo an kai mìnon an gia k�je akoloujÐa

(xn) me xn ∈ X\{xo} gia k�je n tètoia ¸ste lim
n→∞

xn = xo, h akoloujÐa

(f(xn)) sugklÐnei, kai m�lista sto yo.

Apìdeixh Upojètoume pr¸ta ìti to lim
x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo.

Tìte gia k�je ε > 0 ja up�rqei δ > 0 ¸ste an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ na
isqÔei |f(x)− yo| < ε.

'Estw (xn) mia (tuqaÐa) akoloujÐa me xn ∈ X\{xo} gia k�je n, pou sug-
klÐnei sto xo. Ja up�rqei tìte no ∈ N ¸ste |xn − xo| < δ gia k�je n ≥ no.
M�lista efìson xn 6= xo ja èqoume 0 < |xn − xo| < δ. Epomènwc apì thn
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prohgoÔmenh par�grafo èqoume |f(xn) − yo| < ε gia k�je n ≥ no. AfoÔ to
ε eÐnai aujaÐreto, deÐxame ìti h akoloujÐa (f(xn)) sugklÐnei sto yo.

'Estw antÐstrofa ìti, gia k�je akoloujÐa (xn) me xn ∈ X\{xo} pou
sugklÐnei sto xo, h akoloujÐa (f(xn)) sugklÐnei sto yo. Ja deÐxoume tìte ìti
to lim

x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo.

Pr�gmati an autì den isqÔei tìte ja up�rqei k�poioc jetikìc arijmìc ε
¸ste gia kanèna δ > 0 na mhn isqÔei h sunepagwg 

{an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ tìte |f(x)− yo| < ε}.
Tìte gia k�je δ thc morf c δ = 1

n

ja up�rqei xn ∈ X me 0 < |xn − xo| < 1
n
all� |f(xn)− yo| ≥ ε.

SqhmatÐzoume thn akoloujÐa (xn): 'Eqoume xn ∈ X kai xn 6= xo (efìson
0 < |xn − xo|) gia k�je n kai xn → xo (efìson |xn − xo| < 1

n
gia k�je n).

All� |f(xn)−yo| ≥ ε gia k�je n, epomènwc h akoloujÐa (f(xn)) den sugklÐnei
sto yo. 2

Parat rhsh Den arkeÐ gia thn Ôparxh tou orÐou lim
x→xo

f(x) na isqÔei h

sunj kh thc prìtashc gia k�poia akoloujÐa (xn). Prèpei na isqÔei gia ìlec
tic akoloujÐec pou ikanopoioÔn xn ∈ X\{xo} gia k�je n kai lim

n→∞
xn = xo.

Gia par�deigma an f eÐnai h sun�rthsh Dirichlet (f(q) = 1 an q rhtìc,

f(t) = 0 an t �rrhtoc) tìte lim
n→∞

f(
1

n
) = 1, all� to ìrio lim

x→0
f(x) den up�rqei

(giatÐ?). To Ðdio sumbaÐnei kai sthn epìmenh efarmog .

Efarmog  Ta ìria lim
x→0

1

x
kai lim

x→0
sin

1

x
den up�rqoun.

Apìdeixh JewroÔme tic akoloujÐec xn = 1
πn

kai yn = 1
π
2
−2πn

(n = 1, 2, . . .).

ParathroÔme ìti xn 6= 0 6= yn gia k�je n kai ìti limn xn = 0 = limn yn.
'Omwc an f(x) = 1

x
kai g(x) = sin 1

x
(x 6= 0), tìte ta ìria limn f(xn) kai

limn f(yn) eÐnai diaforetik� metaxÔ touc (eÐnai +∞ kai −∞ antÐstoiqa). EpÐ-
shc ta ìria limn g(xn) kai limn g(yn) eÐnai diaforetik� metaxÔ touc (eÐnai 0 kai
1 antÐstoiqa).

Prìtash 7.7 'Estw X ⊆ R, èstw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw
xo ∈ X èna shmeÐo suss¸reushc tou X. Tìte h f eÐnai suneq c sto xo an
kai mìnon an to lim

x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me f(xo).

Apìdeixh An h f eÐnai suneq c sto xo tìte gia k�je ε > 0 ja up�rqei δ > 0
¸ste an x ∈ X kai |x − xo| < δ na isqÔei |f(x) − f(xo)| < ε. Epomènwc, an
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x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ tìte |f(x)− f(xo)| < ε, �ra to lim
x→xo

f(x) up�rqei

kai isoÔtai me f(xo).
An antÐstrofa to lim

x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me f(xo), tìte gia k�je

ε > 0 ja up�rqei δ > 0 ¸ste an x ∈ X kai 0 < |x− xo| < δ na isqÔei |f(x)−
f(xo)| < ε. Epomènwc an x ∈ X kai |x− xo| < δ ja isqÔei |f(x)− f(xo)| < ε
(giatÐ an |x − xo| = 0 tìte x = xo �ra |f(x) − f(xo)| = 0 < ε). 'Ara h f ja
eÐnai suneq c sto xo. 2

ShmeÐwsh TonÐzoume kai p�li ìti h Prìtash èqei efarmog  mìnon ìtan
to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou pedÐou orismoÔ thc sun�rthshc. Se k�-
je memonwmèno shmeÐo so tou pedÐou orismoÔ thc h sun�rthsh eÐnai suneq c
(Prìtash 7.3), all� to ìrio lim

x→so

f(x) den èqei ènnoia.

Parat rhsh 7.8 An efarmìsoume thn Prìtash 7.7 sto Par�deigma 7.5
(vi) prokÔptei ìti se k�je �rrhto xo ∈ [0, 1] h sun�rthsh f eÐnai suneq c
(afoÔ to lim

x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me 0 = f(xo)) en¸ eÐnai asuneq c se

k�je rhtì m
n
∈ (0, 1] (afoÔ to lim

x→m/n
f(x) up�rqei men, all� den isoÔtai me

f(m
n
)).

H epìmenh Parat rhsh bebai¸nei ìti to ìrio lim
x→xo

f(x) up�rqei an kai mìnon an

h f mporeÐ na orisjeÐ sto xo ètsi ¸ste na eÐnai suneq c sto xo. H Parat rhsh
aut  mporeÐ na qrhsimeÔsei wc isodÔnamoc orismìc tou orÐou lim

x→xo

f(x).

Parat rhsh 7.9 'Estw X ⊆ R, èstw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw

xo ∈ R èna shmeÐo suss¸reushc tou X. Tìte to lim
x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me

ènan arijmì yo ∈ R an kai mìnon an h sun�rthsh

f̃ : X ∪ {xo} → R me f̃(x) =
{

f(x), an x ∈ X\{xo}
yo, an x = xo

eÐnai suneq c sto xo.

Apìdeixh OrÐzoume th sun�rthsh f̃ ìpwc sthn ekf¸nhsh. SÔmfwna me thn Prì-

tash 7.7, h f̃ eÐnai suneq c sto xo an kai mìnon an to ìrio lim
x→xo

f̃(x) up�rqei kai

isoÔtai me f̃(xo) = yo. Efìson ìmwc, an x ∈ X\{xo}, èqoume |f̃(x)− yo| < ε an kai

mìnon an |f(x)− yo| < ε, apì ton Orismì 7.3 blèpoume ìti to lim
x→xo

f̃(x) up�rqei kai

isoÔtai me yo an kai mìnon an to lim
x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo. 2
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Prìtash 7.10 'Estw X ⊆ R, èstw xo ∈ R èna shmeÐo suss¸reushc tou
X, èstw f, g : X → R sunart seic kai λ ∈ R. An ta ìria lim

x→xo

f(x) = yo kai

lim
x→xo

g(x) = zo up�rqoun, tìte

1. To ìrio lim
x→xo

(f(x) + g(x)) up�rqei kai isoÔtai me yo + zo.

2. To ìrio lim
x→xo

(λf(x)) up�rqei kai isoÔtai me λyo.

3. To ìrio lim
x→xo

(f(x).g(x)) up�rqei kai isoÔtai me yozo.

4. An f(x) 6= 0 gia k�je x ∈ X kai yo 6= 0, to ìrio lim
x→xo

g(x)

f(x)
up�rqei kai

isoÔtai me zo

yo
.

H apìdeixh eÐnai �mesh sunèpeia twn antÐstoiqwn algebrik¸n idiot twn twn
akolouji¸n, an qrhsimopoi soume thn {arq  thc metafor�c}.

Parathr seic 7.11 'Estw X ⊆ R, xo ∈ R shmeÐo suss¸reushc tou X
kai f : X → R mia sun�rthsh. Upojètoume ìti lim

x→xo

f(x) = yo. Tìte

(a) H f eÐnai topik� fragmènh sto xo, dhlad  up�rqei δ > 0 kai M > 0 ¸ste
gia k�je x ∈ X me |x− xo| < δ na isqÔei |f(x)| ≤ M .
(b) An yo 6= 0, tìte up�rqei δ > 0 ¸ste f(x) 6= 0 gia k�je x ∈ X me 0 <

|x−xo| < δ. Epomènwc h sun�rthsh
1

f
orÐzetai sto (X\{xo})∩(xo−δ, xo+δ).

(g) 'Epetai ìti sto (4) thc prohgoÔmenhc prìtashc, an yo 6= 0 tìte to ìrio

lim
x→xo

g(x)

f(x)
up�rqei kai isoÔtai me zo

yo
.

Apìdeixh 'Estw ε > 0. Up�rqei δ(ε) > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X me
0 < |x− xo| < δ(ε) na isqÔei |f(x)− yo| < ε, �ra

|yo| − ε < |f(x)| < |yo|+ ε.

(a) MporoÔme na p�roume p.q. M = max{|yo|+ ε, |f(xo)|}.
(b) An yo 6= 0, qrhsimopoi¸ntac thn prohgoÔmenh anisìthta me ε = |yo|

2

èqoume, gia k�je x ∈ X me 0 < |x− xo| < δ( |yo|
2

), thn anisìthta

|f(x)| > |yo| − ε = |yo|
2

> 0, �ra f(x) 6= 0.
(g) An yo 6= 0, apì to (b) up�rqei δ > 0 ¸ste h 1

f
na orÐzetai sto sÔnolo

X ′ = X ∩ (xo− δ, xo + δ). Efarmìzoume to (4) thc Prìtashc sto sÔnolo X ′.
2
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Prìtash 7.12 'Estw X ⊆ R, èstw xo ∈ R shmeÐo suss¸reushc tou X
kai f : X → R. Upojètoume ìti to ìrio limx→xo f(x) up�rqei kai isoÔtai me
yo. 'Estw g mia sun�rthsh orismènh sto f(X) kai sto yo (dhlad  g : Y → R
ìpou f(X) ⊆ Y kai yo ∈ Y ). An h g eÐnai suneq c sto yo tìte to ìrio
limx→xo(g ◦ f)(x) up�rqei kai isoÔtai me g(yo).

Apìdeixh Kai aut  h apìdeixh prokÔptei �mesa apì thn arq  thc metafor�c:
An (xn) eÐnai tuqaÐa akoloujÐa me xn ∈ X kai xn 6= xo gia k�je n, ¸ste xn →
xo, isqurÐzomai ìti h akoloujÐa ((g ◦ f)(xn)) sugklÐnei sto g(yo). Pr�gmati,
afoÔ limx→xo f(x) = yo, apì thn arq  thc metafor�c èqoume limn f(xn) = yo,
�ra, apì thn sunèqeia thc g sto yo, èqoume limn g(f(xn)) = g(yo).

Epomènwc, afoÔ h (xn) eÐnai tuqaÐa, apì thn arq  thc metafor�c prokÔptei
ìti to ìrio limx→xo g(f(x)) up�rqei kai isoÔtai me g(yo).

Par�deigma 7.13 An to lim
x→xo

f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo tìte to

lim
x→xo

|f |(x) up�rqei kai isoÔtai me |yo|.

'Oria sto �peiro

Orismìc 7.4 'Estw f : X → R mia sun�rthsh.
An to X den eÐnai �nw fragmèno, lème ìti to ìrio thc f kaj¸c to x

teÐnei sto +∞ up�rqei kai isoÔtai me yo ∈ R an:
Gia k�je ε > 0 up�rqei M ∈ R ¸ste

an x ∈ X kai x > M tìte |f(x)− yo| < ε.
Gr�foume lim

x→+∞
f(x) = yo.

An to X den eÐnai k�tw fragmèno, lème ìti to ìrio thc f kaj¸c to x
teÐnei sto −∞ up�rqei kai isoÔtai me yo ∈ R an:

Gia k�je ε > 0 up�rqei M ∈ R ¸ste
an x ∈ X kai x < M tìte |f(x)− yo| < ε.

Gr�foume lim
x→−∞

f(x) = yo.

(Oi sqèseic lim
x→+∞

f(x) = +∞   −∞ orÐzontai an�loga me touc orismoÔc

7.3 (ii) kai (iii) antÐstoiqa.)

Den eÐnai dÔskolo na apodeÐxei kaneÐc ìti, an to X den eÐnai �nw fragmèno,
to ìrio lim

x→+∞
f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo an kai mìnon an gia k�je ako-

loujÐa (xn) stoiqeÐwn tou X me xn → +∞ isqÔei f(xn) → yo (kai antÐstoiqa
gia to −∞).
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Pleurik� ìria

Orismìc 7.5 'Estw X ⊆ R kai xo ∈ R. To xo lègetai shmeÐo suss¸-
reushc tou X apì ta arister� an gia k�je δ > 0
up�rqei x ∈ (xo − δ, xo) ∩ X (isodÔnama, x ∈ X me xo − δ < x < xo), an
dhlad  (xo − δ, xo) ∩X 6= ∅.

To shmeÐo xo lègetai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta dexi�
an gia k�je δ > 0 up�rqei x ∈ (xo, xo + δ) ∩ X (isodÔnama, x ∈ X me
xo < x < xo + δ), an dhlad  (xo, xo + δ) ∩X 6= ∅.

Parat rhsh 7.14 An èna shmeÐo xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì
ta arister�   apì ta dexi�, tìte eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X. AntÐstro-
fa, an èna shmeÐo xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X, tìte eÐnai   shmeÐo
suss¸reushc apì ta arister�,   apì ta dexi�,   kai ta dÔo.

Orismìc 7.6 (Pleurik� ìria) 'Estw f : X → R mia sun�rthsh kai
èstw xo ∈ R.

An to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta arister�, lème ìti to
ìrio thc f kaj¸c to x teÐnei sto xo apì ta arister� up�rqei kai
isoÔtai me yo ∈ R an:

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste
an x ∈ X kai xo − δ < x < xo tìte |f(x)− yo| < ε.

Gr�foume lim
x↑xo

f(x) = yo   lim
x→xo−

f(x) = yo.

An to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta dexi�, lème ìti to ìrio
thc f kaj¸c to x teÐnei sto xo apì ta dexi� up�rqei kai isoÔtai
me zo ∈ R an:

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste
an x ∈ X kai xo < x < xo + δ tìte |f(x)− zo| < ε.

Gr�foume lim
x↓xo

f(x) = zo   lim
x→xo+

f(x) = zo.

(Pleurik� ìria Ðsa me +∞   −∞ orÐzontai an�loga me touc orismoÔc 7.3
(ii) kai (iii) antÐstoiqa .)
Shmei¸noume ìti eÐnai dunatìn to lim

x→xo+
f(x) na up�rqei kai to lim

x→xo−
f(x) na

mhn up�rqei,   mporeÐ kai ta dÔo pleurik� ìria na up�rqoun kai na eÐnai �nisa.

Parat rhsh 7.15 'Estw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw xo ∈ R.
Jètoume g = f |X∩(−∞,xo] kai h = f |X∩[xo,+∞).
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ParathroÔme ìti to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta arister�
an kai mìnon an eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou sunìlou X ∩ (−∞, xo].

An to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta arister�, tìte to pleurikì
ìrio lim

x→xo−
f(x) up�rqei kai isoÔtai me yo an kai mìnon an to ìrio lim

x→xo

g(x)

up�rqei kai isoÔtai me yo.
AntÐstoiqa, an to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta dexi�, tìte

to pleurikì ìrio lim
x→xo+

f(x) up�rqei kai isoÔtai me zo an kai mìnon an to ìrio

lim
x→xo

h(x) up�rqei kai isoÔtai me zo.

Apìdeixh Upojètoume ìti to xo eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X apì ta
arister� kai jètoume Xo = X ∩ (−∞, xo]. An to lim

x→xo−
f(x) up�rqei kai

isoÔtai me yo, tìte gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ X me
0 < xo − x < δ na isqÔei |f(x) − yo| < ε. Epomènwc, gia k�je x ∈ Xo me
0 < |x−xo| < δ èqoume 0 < xo−x < δ, epomènwc |g(x)−yo| = |f(x)−yo| < ε.
Dhlad  to ìrio lim

x→xo

g(x) up�rqei kai isoÔtai me yo.

An antÐstrofa to ìrio lim
x→xo

g(x) up�rqei kai eÐnai yo, tìte gia k�je ε > 0

up�rqei δ > 0 ¸ste gia k�je x ∈ Xo me 0 < |x−xo| < δ isqÔei |g(x)−yo| < ε.
Epomènwc, gia k�je x ∈ X me 0 < xo − x < δ èqoume x ∈ Xo, epomènwc
|f(x)− yo| = |g(x)− yo| < ε. Dhlad  to ìrio lim

x→xo−
f(x) up�rqei kai eÐnai yo.

O isqurismìc gia to ìrio apì dexi� apodeiknÔetai me ton Ðdio trìpo.

Prìtash 7.16 'Estw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw ìti to xo ∈ R
eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X kai apì ta arister� kai apì ta dexi�. Tìte
to lim

x→xo

f(x) up�rqei an kai mìnon an kai ta dÔo pleurik� ìria up�rqoun kai

eÐnai Ðsa.

Ac tonÐsoume ìti, ìtan to lim
x→xo

f(x) den up�rqei, den èpetai aparait twc ìti

ta pleurik� ìria up�rqoun kai eÐnai diaforetik�: mporeÐ èna apì ta pleurik�
ìria,   kai ta dÔo, na mhn up�rqoun. 'Ena par�deigma eÐnai h sun�rthsh

f : R \ {0} → R me f(x) =

{
x an x < 0
sin 1

x
an x > 0

Pìrisma 7.17 'Estw f : X → R mia sun�rthsh kai èstw ìti to xo ∈ X
eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou X kai apì ta arister� kai apì ta dexi�. Tìte
h f eÐnai suneq c sto xo an kai mìnon an kai ta dÔo pleurik� ìria lim

x→xo+
f(x)

kai lim
x→xo−

f(x) up�rqoun kai eÐnai Ðsa metaxÔ touc kai me to f(xo).
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Epomènwc an ta dÔo pleurik� ìria sto xo up�rqoun kai eÐnai �nisa,   an k�poio
apì aut� den up�rqei, tìte h f eÐnai asuneq c sto xo.

Parat rhsh 7.18 'Estw f : R → R mia sun�rthsh kai xo ∈ R. An ta
pleurik� ìria lim

x→xo−
f(x) kai lim

x→xo+
f(x) up�rqoun kai eÐnai diaforetik� metaxÔ

touc, lème ìti h f parousi�zei �lma asunèqeiac sto xo.
Upojètoume ìti h f eÐnai monìtonh. Tìte ta pleurik� ìria up�rqoun sto R gia
k�je xo ∈ R, kai epomènwc oi asunèqeiec thc f , an up�rqoun, ja eÐnai �lmata.

Apìdeixh MporoÔme na upojèsoume ìti h f eÐnai aÔxousa (alli¸c jewroÔme
thn −f). To sÔnolo

Yo = {f(t) ∈ R : t < xo} = f((−∞, xo))

eÐnai mh kenì kai �nw fragmèno apì to f(xo) kai sunep¸c èqei el�qisto �nw
fr�gma, èstw yo, kai isqÔei yo ≤ f(xo). Ja deÐxw ìti to lim

x→xo−
f(x) up�rqei

kai isoÔtai me yo.
Pr�gmati, an dojeÐ ε > 0, epeid  o arijmìc yo− ε den eÐnai �nw fr�gma tou

sunìlou Xo, up�rqei èna f(to) ∈ Xo me f(to) > yo − ε. Epomènwc gia k�je
x ∈ (to, xo) èqoume, efìson h f eÐnai aÔxousa,

yo − ε < f(to) ≤ f(x) ≤ yo < yo + ε

�ra, an jèsoume δ = xo − to > 0, tìte gia k�je x me 0 < xo − x < δ èqoume
(to < x < xo �ra)

|f(x)− yo| < ε.

Me ton Ðdio trìpo, jewr¸ntac to sÔnolo f((xo, +∞)) (pou eÐnai k�tw frag-
mèno apì to f(xo)) apodeiknÔetai ìti up�rqei to lim

x→xo+
f(x) kai

lim
x→xo+

f(x) = inf f((xo, +∞)) ≥ f(xo).

Epomènwc ta pleurik� ìria p�nta up�rqoun kai

lim
x→xo−

f(x) = sup f((−∞, xo, )) lim
x→xo+

f(x) = inf f((xo, +∞))

kai lim
x→xo−

f(x) ≤f(xo) ≤ lim
x→xo+

f(x).

'Ara, an ta pleurik� ìria diafèroun, èqoume �lma asunèqeiac, en¸ an eÐnai Ðsa,
tìte sumpÐptoun me thn tim  f(xo) opìte h f eÐnai suneq c sto xo.
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