
2 H Plhrìthta tou R

Orismìc 2.1 'Estw A ⊆ R kai a ∈ R.

• O a lègetai èna �nw fr�gma tou A an k�je x ∈ A ikanopoieÐ x ≤ a.

To A lègetai �nw fragmèno an èqei k�poio �nw fr�gma.

• O a lègetai èna k�tw fr�gma tou A an k�je x ∈ A ikanopoieÐ x ≥ a.

To A lègetai k�tw fragmèno an èqei k�poio k�tw fr�gma.

• To A lègetai fragmèno an eÐnai kai �nw fragmèno kai k�tw fragmèno.

Parathr seic 2.1 (i) 'Enac arijmìc m lègetai mègisto1 stoiqeÐo tou A
(gr�foume m = max A) an to m an kei sto A kai eÐnai eÐnai �nw fr�gma tou
A. An to A èqei mègisto stoiqeÐo, tìte eÐnai �nw fragmèno. All� èna sÔnolo
mporeÐ na eÐnai �nw fragmèno qwrÐc na èqei mègisto stoiqeÐo, p.q. to sÔnolo
{x ∈ R : 0 ≤ x < 1}.
(ii) To A eÐnai fragmèno an kai mìnon an up�rqei c ≥ 0 ¸ste |x| ≤ c gia k�je
x ∈ A.

(iii) An o a eÐnai èna �nw fr�gma tou A, tìte k�je b ≥ a eÐnai epÐshc èna �nw
fr�gma tou A.

Orismìc 2.2 'Estw A ⊆ R kai a ∈ R. O a lègetai el�qisto �nw fr�g-
ma (supremum) tou A an eÐnai to mikrìtero apì ta �nw fr�gmata tou A.
Dhlad 

• (i) O a eÐnai èna �nw fr�gma tou A kai

• (ii) K�je �nw fr�gma b tou A ikanopoieÐ b ≥ a.

Gr�foume a = sup A.

Orismìc 2.3 'Estw A ⊆ R kai b ∈ R. O b lègetai mègisto k�tw fr�g-
ma (infimum) tou A an eÐnai to megalÔtero apì ta k�tw fr�gmata tou A.

Gr�foume b = inf A.

1'Enac arijmìc λ lègetai el�qisto stoiqeÐo tou A (gr�foume λ = minA) an λ ∈ A kai
eÐnai k�tw fr�gma tou A.
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Parathr seic 2.2 (a) To el�qisto �nw fr�gma sup A enìc sunìlou A, an
up�rqei, eÐnai monadikì. To Ðdio kai to inf A.

(b) 'Ena mh kenì kai �nw fragmèno sÔnolo A ⊆ R mporeÐ na èqei   na mhn
èqei mègisto stoiqeÐo. An to A èqei mègisto stoiqeÐo, èstw m, tìte bèbaia (to
sup A up�rqei kai) m = sup A. En gènei ìmwc to sup A den an kei kat�an�gkhn
sto A. Gia par�deigma to sÔnolo {x ∈ R : 0 ≤ x < 2} èqei supremum, to 2.

To kenì sÔnolo ∅ den èqei supremum, giatÐ k�je arijmìc eÐnai �nw fr�gma tou.
Pr�gmati, an ènac arijmìc a den  tan �nw fr�gma tou ∅, ja èprepe na up�rqei
x ∈ ∅ ¸ste x > a. All� to ∅ den èqei stoiqeÐa!

To sÔnolo A = {x ∈ R : x2 < 2} eÐnai �nw fragmèno, paradeÐgmatoc q�rin
apì to 3. Pr�gmati, k�je x ∈ A ikanopoieÐ x ≤ 3 (giatÐ, an up rqe x ∈ A me
x > 3 tìte ja eÐqame x2 > 32 = 9 > 2). Gia ton Ðdio lìgo, k�je pragmatikìc
arijmìc b ≥ 0 me b2 > 2 eÐnai �nw fr�gma tou A, paradeÐgmatoc q�rin to 1, 5
(giatÐ (1, 5)2 = 2, 25 > 2, to 1, 42 (giatÐ (1, 42)2 = 2, 0164 > 2), kai oÔtw
kajex c.Up�rqei ìmwc el�qisto �nw fr�gma?

Diaisjhtik�, faÐnetai ìti h ap�nthsh eÐnai katafatik . Autì ìmwc den
mporeÐ na apodeiqjeÐ mìnon apì tic algebrikèc idiìthtec P1 - P13 twn
pragmatik¸n arijm¸n. Prèpei na prostejeÐ mia akìma, kai m�lista krÐsimh,
idiìthta tou sunìlou twn pragmatik¸n arijm¸n:

P 14: Idiìthta plhrìthtac tou sunìlou twn pragmatik¸n arij-
m¸n K�je mh kenì kai �nw fragmèno uposÔnolo tou R èqei el�qisto �nw
fr�gma (supremum).

Prìtash 2.3 Up�rqei monadikìc jetikìc pragmatikìc arijmìc a ¸ste
a2 = 2.

Apìdeixh 'Estw

A = {x ∈ R : x > 0 kai x2 < 2}.

To A den eÐnai kenì (p.q. 1 ∈ A) kai eÐnai �nw fragmèno (p.q. apì to 2).

Apì thn Π14, èqei el�qisto �nw fr�gma, èstw a. AfoÔ 1 ∈ A, èqw a ≥ 1.

Ja deÐxw ìti a2 = 2, apokleÐontac tic peript¸seic a2 > 2 kai a2 < 2 :
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1) Ac upojèsoume ìti a2 > 2. Ja epilèxw v ∈ (0, a) ¸ste (a−v)2 > 2. 'Eqoume

(a− v)2 = a2 − 2av + v2 > a2 − 2av.

Sunep¸c arkeÐ na epilèxw to v ∈ (0, a) ¸ste

a2 − 2av ≥ 2 ⇐⇒ a2 − 2 ≥ 2av
a>0⇐⇒ a2 − 2

2a
≥ v .

Epilègw loipìn v = a2−2
2a

. Efìson a−v < a, o arijmìc a−v den eÐnai �nw fr�gma

tou A. Epomènwc up�rqei x ∈ A me x > a−v. All� a−v = a− a

2
+

2

a
>

a

2
> 0,

opìte x2 > (a− v)2. AfoÔ (a− v)2 > 2, èqoume x2 > 2, �topo, diìti x ∈ A.

2) Ac upojèsoume ìti a2 < 2. Ja br¸ k�poio u > 0 ¸ste (a+u)2 < 2. MporeÐ
m�lista na brejeÐ tètoio me 0 < u < 1. Pr�gmati, èqoume

(a + u)2 = a2 + 2au + u2 = a2 + u(2a + u) < a2 + u(2a + 1)

an u < 1. Sunep¸c arkeÐ na lÔsw thn anisìthta

a2 + u(2a + 1) ≤ 2 ⇐⇒ u(2a + 1) ≤ 2− a2 2a+1>0⇐⇒ u ≤ 2− a2

2a + 1
.

An loipìn epilèxw ènan jetikì arijmì u me u <
2− a2

2a + 1
, tìte ja èqw u < 1

(diìti
2− a2

2a + 1
<

2

2a + 1
≤ 2

3
< 1 afoÔ a ≥ 1) kai epomènwc

(a + u)2 < a2 + u(2a + 1) ≤ 2 .

Epomènwc o arijmìc a + u an kei sto A kai eÐnai megalÔteroc apì to a, pou
ìmwc eÐnai �nw fr�gma tou A, �topo.

ApodeÐxame loipìn thn Ôparxh. H monadikìthta eÐnai eÔkolh. 2

Prìtash 2.4 Den up�rqei rhtìc arijmìc b ¸ste b2 = 2.

Apìdeixh 'Estw b = m
n
ìpou m, n ∈ N. Mpor¸ na upojèsw ìti oi m, n den

eÐnai kai oi dÔo �rtioi (k�nontac tic anagkaÐec aplopoi seic). An b2 = 2, tìte
m2 = 2n2, opìte o m2 eÐnai �rtioc. Tìte ìmwc kai o m eÐnai �rtioc2. Epomènwc

2giatÐ an  tan perittìc, èstw m = 2k + 1, tìte o m2 = 4k2 + 4k + 1 ja  tan perittìc
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m = 2r ìpou r ∈ N. Tìte ìmwc h sqèsh m2 = 2n2 dÐnei 4r2 = 2n2 pr�gma pou
shmaÐnei ìti o n2 = 2r2 eÐnai �rtioc, �ra kai o n eÐnai �rtioc, �topo. 2

Sunep¸c (a) up�rqoun �rrhtoi arijmoÐ

(b) h idiìthta thc plhrìthtac den isqÔei sto sÔnolo Q twn rht¸n.

Me an�logo trìpo apodeiknÔetai ìti

Prìtash 2.5 ('Uparxh n-ost c rÐzac) An ρ ≥ 0 kai n ∈ N, n ≥ 1,
up�rqei monadikìc a ≥ 0 ¸ste an = ρ.

'Askhsh 2.6 An B = {q ∈ Q : q2 < 2} apodeÐxte prosektik� ìti to B èqei
el�qisto �nw fr�gma b me b2 = 2.

Parat rhsh 2.7 'Estw A mh kenì uposÔnolo tou R kai a ∈ R. To a eÐnai
to el�qisto �nw fr�gma tou A an kai mìnon an

gia k�je ε > 0
(i) k�je x ∈ A ikanopoieÐ x < a + ε

kai
(ii) up�rqei toul�qiston èna y ∈ A ¸ste a− ε < y .

Apìdeixh 'Estw ìti a = sup A. Jewr¸ èna ε > 0 (tuqaÐo). To a eÐnai �nw
fr�gma tou A kai sunep¸c gia k�je x ∈ A isqÔei x ≤ a, �ra x < a + ε. EpÐshc
to a − ε den eÐnai �nw fr�gma tou A �ra mporoÔme na broÔme y ∈ A ¸ste
a− ε < y (an den up rqe tètoio y, tìte k�je x ∈ A ja ikanopoioÔse x ≤ a− ε,
opìte to a− ε ja  tan �nw fr�gma tou A).

'Estw antÐstrofa ìti to a ikanopoieÐ tic (i) kai (ii) gia k�je jetikì arijmì ε.
Tìte apì thn (i) sumperaÐnoume ìti to a eÐnai �nw fr�gma tou A, giatÐ an den
 tan ja up rqe x ∈ A ¸ste a < x kai tìte h (i) den ja  tan alhj c p.q. gia
ε = x−a

2
. H (ii) lèei ìti kanènac arijmìc a − ε gn sia mikrìteroc tou a den

mporeÐ na eÐnai �nw fr�gma tou A, epomènwc to a eÐnai to el�qisto �nw fr�gma
tou A. 2

Parat rhsh 2.8 H prohgoÔmenh parat rhsh qrhsimopoieÐtai suqn� me thn
akìloujh aploÔsterh morf :

'Estw A mh kenì uposÔnolo tou R kai a ∈ R èna �nw fr�gma tou. Tìte:

To a eÐnai to el�qisto �nw fr�gma tou A an kai mìnon an
gia k�je ε > 0 up�rqei x ∈ A ¸ste a− ε < x.
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Mia efarmog  thc Parat rhshc aut c eÐnai kai h akìloujh:

Parat rhsh 2.9 K�je mh kenì kai �nw fragmèno sÔnolo akeraÐwn arijm¸n
èqei mègisto stoiqeÐo.

Apìdeixh 'Estw A ⊆ Z mh kenì kai �nw fragmèno. Apì thn idiìthta thc
plhrìthtac tou R, up�rqei to s = sup A ∈ R. Prèpei na deÐxoume ìti s ∈ A.

Efarmìzontac thn Parat rhsh 2.8 gia ε = 1, brÐskoume x ∈ A ¸ste s − 1 <
x ≤ s. An s /∈ A, tìte x < s opìte to x den eÐnai �nw fr�gma tou A, �ra
up�rqei y ∈ A ¸ste x < y < s. Tìte ìmwc ja èqoume s−1 < x < y < s, opìte
0 < y − x < 1, pou eÐnai adÔnato afoÔ oi x kai y eÐnai akèraioi. 2

Parat rhsh 2.10 K�je mh kenì sÔnolo B fusik¸n arijm¸n èqei el�qisto
stoiqeÐo3.

Apìdeixh To sÔnolo −B = {−b : b ∈ B} apoteleÐtai apì akèraiouc arijmoÔc
pou den uperbaÐnoun to 0, dhlad  to 0 eÐnai �nw fr�gma tou −B. Apì thn
prohgoÔmenh Parat rhsh, to −B èqei mègisto stoiqeÐo, �ra to B èqei el�qisto
stoiqeÐo. 2

Prìtash 2.11 (Arqim deia idiìthta tou sunìlou N) To sÔnolo N
twn fusik¸n arijm¸n den eÐnai �nw fragmèno.

Apìdeixh (a) An to N  tan �nw fragmèno, apì thn prohgoÔmenh Parat rhsh
ja eÐqe mègisto stoiqeÐo, èstw no. Autì ìmwc apokleÐetai, kaj¸c no + 1 ∈ N
kai no + 1 > no.

(b) (QwrÐc qr sh thc 2.9) An to N  tan �nw fragmèno, apì thn idiìthta thc
plhrìthtac (!) ja up rqe to el�qisto �nw fr�gma tou, èstw a ∈ R. Epomènwc
gia k�je n ∈ N ja eÐqame n+1 ≤ a (afoÔ to a eÐnai megalÔtero   Ðso apì k�je
fusikì arijmì, �ra kai apì ton n + 1). All� tìte n ≤ a − 1 gia k�je n ∈ N,
opìte o arijmìc a− 1 ja  tan �nw fr�gma tou N, pr�gma pou antibaÐnei sthn
upìjesh ìti to a eÐnai to el�qisto �nw fr�gma tou N. 2

Pìrisma 2.12 To sÔnolo Z twn akeraÐwn arijm¸n den eÐnai k�tw fragmèno
(bebaÐwc oÔte �nw fragmèno).

3H idiìthta aut  tou sunìlou N twn fusik¸n arijm¸n onom�zetai arq  tou elaqÐstou kai
mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ p.q. gia na apodeiqjeÐ h mèjodoc thc epagwg c.
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Apìdeixh An to b  tan èna k�tw fr�gma tou Z, tìte to −b ja  tan èna �nw
fr�gma tou Z, �ra kai tou N.

Pìrisma 2.13 Gia k�je ε > 0 up�rqei n ∈ N ¸ste
1

n
< ε.

Apìdeixh Alli¸c ja up rqe ε > 0 ¸ste 1
n
≥ ε, dhlad  1

ε
≥ n gia k�je n ∈ N,

opìte to N ja  tan �nw fragmèno (apì to 1
ε
).

Pìrisma 2.14 An a, b eÐnai jetikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ, up�rqei n ∈ N ¸ste
na > b.

Apìdeixh O arijmìc b
a
den eÐnai �nw fr�gma tou N. 2

An�mesa se duo rhtoÔc arijmoÔc up�rqei p�nta rhtìc, p.q. o a+b
2
. Ti gÐnetai

an oi a, b den eÐnai kai oi dÔo rhtoÐ?

Prìtash 2.15 (Puknìthta twn rht¸n sto R) An�mesa se duo (dia-
foretikoÔc) pragmatikoÔc arijmoÔc up�rqei p�nta rhtìc: An a, b ∈ R kai a < b
up�rqei c ∈ Q ¸ste a < c < b.

Apìdeixh Upojètw ìti 0 < a < b. (Oi �llec peript¸seic af nontai ston
anagn¸sth). Jèlw na br¸ m, n ∈ N ¸ste a < m

n
< b, isodÔnama na < m < nb.

Epilègw kai stajeropoi¸ n ¸ste 1
n

< b−a (tètoio n up�rqei apì thn Prìtash
2.13).

To sÔnolo {k ∈ N : k
n

< b} den eÐnai kenì (perièqei to 0) kai eÐnai �nw fragmèno
(apì to nb), �ra èqei mègisto stoiqeÐo (Parat rhsh 2.9), èstw m. To m eÐnai
to megalÔtero k pou ikanopoieÐ thn anisìthta k

n
< b, �ra to m + 1 den thn

ikanopoieÐ. 'Eqoume loipìn

m

n
< b ≤ m + 1

n
.

EpÐshc ìmwc, afoÔ 1
n

< b− a,

m

n
=

m + 1

n
− 1

n
≥ b− 1

n
> b− (b− a) = a

�ra
m

n
> a. 2
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Parat rhsh 2.16 An�mesa se duo (diaforetikoÔc) pragmatikoÔc arijmoÔc
up�rqei p�nta �rrhtoc.

Apìdeixh Pr�gmati, an a < b tìte
√

2a <
√

2b. Apì thn Prìtash 2.15
up�rqei q ∈ Q ¸ste

√
2a < q <

√
2b, opìte a < q√

2
< b. Efìson, ìpwc

èqoume deÐxei, o arijmìc
√

2 eÐnai �rrhtoc (Prìtash 2.4) kai o q rhtìc, o q√
2

eÐnai �rrhtoc.4 2

Prìtash 2.17 ('Uparxh akèraiou mèrouc) Gia k�je x ∈ R up�rqei
monadikìc n ∈ Z ¸ste n ≤ x < n + 1. O arijmìc autìc lègetai akèraio
mèroc tou x kai sumbolÐzetai [x].

Apìdeixh 'Uparxh To Z den eÐnai k�tw fragmèno, epomènwc up�rqei y ∈ Z
¸ste y ≤ x. Dhlad  to sÔnolo X = {y ∈ Z : y ≤ x} eÐnai mh kenì. EpÐshc to
X eÐnai �nw fragmèno (apì to x). Apì thn Parat rhsh 2.9 sumperaÐnoume ìti
to X èqei mègisto stoiqeÐo, èstw [x]. AfoÔ [x] ∈ X kai [x] + 1 /∈ X èqoume
[x] ≤ x < [x] + 1.

Monadikìthta An ènac m ∈ Z ikanopoieÐ m ≤ x < m + 1 tìte

[x] ≤ x kai x < m + 1 =⇒ [x] < m + 1

m ≤ x kai x < [x] + 1 =⇒ m < [x] + 1,

�ra − 1 < [x]−m < 1

kai sunep¸c [x]−m = 0, afoÔ o [x]−m eÐnai akèraioc. 2

4An o q√
2

= x  tan rhtìc, tìte (afoÔ q, x ∈ Q) rhtìc ja  tan kai o q
x =

√
2, �topo.
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SumbolismoÐ EÐnai qr simo na epekteÐnoume to sÔnolo R twn pragmatik¸n
arijm¸n me duo akìma stoiqeÐa (pou den eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ) to +∞ kai to
−∞, sqhmatÐzontac ètsi to sÔnolo twn epektetamènwn pragmatik¸n arijm¸n.

EpekteÐnoume th di�taxh apì to R orÐzontac −∞ < a kai a < +∞ gia k�je
a ∈ R.

An α ∈ R, jètoume

α + (+∞) = (+∞) + α = α− (−∞) = +∞
α + (−∞) = (−∞) + α = α− (+∞) = −∞

An α > 0, tìte α(+∞) = (+∞)α = +∞
kai α(−∞) = (−∞)α = −∞

An α < 0, tìte α(+∞) = (+∞)α = −∞
kai α(−∞) = (−∞)α = +∞

(+∞) + (+∞) = +∞ , (−∞) + (−∞) = −∞
(+∞) · (+∞) = +∞ , (−∞) · (−∞) = +∞,

(+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞ .

Den orÐzontai oi parast�seic

(+∞) + (−∞) , (−∞) + (+∞) ,

0 · (+∞) , (+∞) · 0 , 0 · (−∞) , (−∞) · 0
+∞
+∞

,
+∞
−∞

,
−∞
+∞

,
−∞
−∞

.

Me touc sumbolismoÔc autoÔc, an èna mh kenì sÔnolo A ⊆ R den eÐnai �nw
fragmèno (opìte to sup A den up�rqei sto R), gr�foume suqn� sup A = +∞,
ki an den eÐnai k�tw fragmèno, gr�foume inf A = −∞.
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