2 H ITAnpotnta touv R

Oplowog 2.1 Eotw A CR ka1 a € R.
o Oa Aéyetar éva dvw ppdyupa tov A av kdle x € A 1kavonoel < a.

To A Aéyetar dvw ppaypévo av éyva kdmoio dvew gpdyua.

o Oa Aéyetar éva kdtw @pdypua tov A av kdle x € A kavonoel x > a.

To A Aéyetar kdTtw @payuévo av éyel kdnow kdtw ppdyua.

o To A Aéyetar ppaypévo av eivar kai dvw ppaypérvo kar kdtw gpayuévo.

MopatneRoes 2.1 (1) ‘Evoc aprdpdc m Aéyetar péyioto' otoyeio tou A
(Ypdpoupe m = max A) av o m avijkel oto A kar €fvar efvar dvw gpdyua tou
A. Av 10 A €yl péyioto otoyelo, ToTE ebvan dve @payuévo. ANAG éva glvolo
umogel va elvan dve gpaypévo ywelc va €yel yéytoto otolyelo, T.y. 10 oOVOhO
{reR:0<z<1}.

() To A eivon gporyuévo av xon uévov av undpyet ¢ > 0 wote |z| < ¢ yia xdde
xr € A

() Av o a eivon éva dve @pdypa Tou A, t6tE (8 b > a etvor eniong éva dvo
ppdrypa Tou A.

Oplopog 2.2 Eotw A CR kata € R. O a Aéyetar eAdyroto dvw gpdy-
pa (supremum) tov A av efvar to pikpdrepo amd ta dvw gpdyuata tov A.

Anadri
e (1) Oa elvar éva dvo gpdypa tov A kai

o (u) Kdle dvw gpdyua b tov A ikavoroiel b > a.
I'pdpovue a = sup A.

Oplopog 2.3 Fotw A CR karb € R. O b Aéyetar péyroto kdtw gpdy-
pa (infimum) tov A av eivai to peyaditepo and ta kdtw gpdypata tov A.

TI'pdgovne b = inf A.

VEvog aprdpdc A Méyetor eldyroto otoyeio tou A (Ypdgpouue A = min A) av A € A o
elvon %dtw Qedyua tou A.



IMagatneroec 2.2 (o) To ehdyioto dve @pdypo sup A evéc ouvéhou A, av
umdieyet, etvar wovaded. To Blo xou to inf A.

(B) 'Evo pn xevé xan dvew gpoyuévo olvoho A C R umogel va €yel # vo unv
yer uéyioto ototyeio. Av to A éyel uéyoto otowyelo, éotw m, totE BéBona (to
sup A undpyet xou) m = sup A. Ev yével 6uwc 1o sup A dev avrixet xot’ oavdyxny
oto A. T napdderypa 1o ovvoro {x € R : 0 <z < 2} éyel supremum, To 2.

To xev6 olvoho () Sev €yer supremum, yiortl xde aprdude ebvar dve Ppdyuo Tou.
Mpdrypott, av €vag aprdude a dev Hrav dve pedyud Tou 0, Yo ETPETE VO UTIOYEL
z € dote x> a. ANG o () dev éyel ototyeio!

To sivoho A = {& € R : 2? < 2} elvar dvew gpayuévo, Tapadelypatog ydew
and 10 3. Tlpdyuat, xdde z € A wavonoel © < 3 (yutl, av unfpye z € A ue
x> 3 t6te Yu elyope 22 > 32 = 9 > 2). T tov (B0 Mdyo, xdde Tpoypatindc
aprdpoc b > 0 pe b > 2 ebvan dvo gpdypa Tou A, ropadelypartog ydpw to 1,5
(yott (1,5)% = 2,25 > 2, 1o 1,42 (ywtl (1,42)* = 2,0164 > 2), xu oltw
xodedAic. T mdipyel Guwe EA&YLO TO v Ppdryuos;

AroucOnTixd, goufveton 6Tt 1) amdvTnon elvan xatapatixy. AuTtd ouws BEV
propel va anodetydel yovov and g ahyePpuée wiotnteg 11 - 1113 twv
mpoypotixwy apudumy. Ilpénet va mpoctedel wa axdua, xou udiioto xpicwun,
WOTNTA TOU GUVOAOU TWV TEAYUATIXGDY ApLUUOV:

IT 14: IdoTNTA TANEOTNTAC TOU CUVOAOL TWV TEAYUATIXGY AplD-
nov Kdle un kevd kar dvw @paypérvo vrootrodo tov R éyer eAdyroto dvw

ppdypa (supremum,).

ITebtaom 2.3 Trdpye povadikés Jetikds mpaypatikds apidpds a dote
a’ = 2.

Arnédeln Eotww
A={ze€R:2>0 xu 2% <2}

To A Sev eivan xevé (m.y. 1 € A) xou eivon dvo @paypévo (m.y. and 1o 2).
Ané v 1114, éyer eddyioto dvew godypa, éotw a. Agol 1 € A, éyw a > 1.

Ou delfw 6T a® = 2, anoxdelovtac Tic TEpTTMOE a? > 2 xou a? < 2 :



1) Ac unodéooupe 61t a? > 2. Ouemhéiw v € (0,a) bote (a—v)* > 2. Eyouue
(a —v)* = a* - 2av +v* > a* — 2aw.

Yuvenwg apxel va emhéZw 1o v € (0,a) dote

2
a>0 a® —2

a? =20 >2 <— a®>—2>2aw & 5 > 0.
a
Enkéyw howmdv v = “22;2. Egbécov a—v < a, o apriudg a—v dev ebvon v pedryua
a a
tou A. Emoyévec undpyetz € Aye x> a—v. AMda—v = a—§+— > 3 > 0,
a

ondte 2 > (a — v)% Agol (a —v)? > 2, éyoupe 2 > 2, dtomo, ot = € A.

2) Ac urodéooupe 61t a? < 2. Ou Bpd xdmoo u > 0 wote (a+u)? < 2. Mropet
udho o va Bpevel Tétoto e 0 < u < 1. Tlpdyuatt, €youue

(a+u)? =a® + 2au + v = a* + u(2a +u) < a® +u(2a+ 1)

av u < 1. Yuverwg apxel vo Aoow Ty avicdTnTo

a 2_ 2
> +ua+1)<2 <= u2a+1)<2—ad’ S0 < <,
2a +1
/ 4 7’ 7 /4 2 - a/2 7 7
Av howmdy emhélm évay Vetind aptdud u e u < a1 16T Vo €y u < 1
a

2—a2< 2 <
T -
20+1 2a+1 "3

(516 < 1 ool a > 1) xou enouévns

(a+u)?<a®+ul2a+1)<2.

Enopéveg o aprdude a + u avixel oto A xon evon ueyahltepog and 10 a, Tou
ouee etvan ave @edyua tou A, dtoro.

Arnodel€aye hoinoy tnyv Onapln. H yovaduedtnta etvar ebxohy,. O
ITpotaom 2.4 Aecv vndpye pntés aprijds b dote b? = 2.

An6degn Eotw b= " émouv m,n € N. Mnopw va utodéon 6L oL m,n dev
efvan xan ot 800 dptiol (xdvovtag Tic avoyxaiec arhonoioelc). Av b? = 2, t6te

m? = 2n?, ondéte 0 m? ehvan dotiog. Tote duwe xar o m elvou o'(puog2. Ermouévac

2yl av Aoy epttoc, éotw m = 2k + 1, t6te 0 m? = 4k% + 4k + 1 9o Htov mepLtToc
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m = 2r énou r € N. Téte dpwc n oyéon m? = 2n? diver 4r* = 2n* npdypa Tou
oruofvel 6Tt 0 n? = 2r? eivar doTiog, dpa xou o n efvon dpTIog, dToTO. O

Yuvende (o) undpyouv dppntot apriuof

(B) n W6t Tre TANESTNTOC dEV Loy lel 6To aUvoro Q TV pNTY.

Me avdhoyo tpémo anodexvieTo OTL

IMeoétaoy 2.5 ((YTropin n-octhc pillac) Av p > 0 karn € N, n > 1,
undpyer povadikés a > 0 dote a™ = p.

‘Aoxnor 2.6 Av B = {q € Q: ¢* < 2} anodeire mpooextid du to B éyer
eAdyioto dve gpdyua b e b* = 2.

IMapatrenon 2.7 Eotww A un xevo urocivoro tou R xaw a € R. To a eivou
T0 EAGYLOTO dvw @edypo Tou A av kar pévov av
yio xdde € > 0
(1) kdOe v € A wovoroel © < a + €
xo
(u) vrdpyer tovkdyiotor éva y € A wotea—e <y .

AnéderEn 'Eotww 6t a = sup A. Oewpd éva € > 0 (tuyoio). To a eivon dvo
pedryua tou A xou ouverag Y xdie x € Awoylel x < a, doa x < a+ €. Ernifong
10 a — € dev elvon dve gedyua tou A doa uropolue va Beolue y € A dote
a—e€ <y (av dev unrpye tétol0 Y, TOTE xde = € A Yo xavonotoloe © < a — e,
ondte 10 a — € Vo oy dve @pdypa Tou A).

‘Eotww avtiotpoga 61t 10 a wxavorowel tic (1) xa (1) yio xdde detind oprdud e.

Tote and v (1) ouunepaivouye 6Tt To a ebvon dve @edyuo Tou A, yiotl av dev

frav Yo unfpye © € A dote a < z xar téHTE 7 (1) dev Vo Hrav akndic T.y. yio
__ T—a Z 4 z 4 . 7 7 o

€ = 5% H (u) Mer 6t xavévog aprdude a — € yvAouo ixpdTepog Tou a Bev

umogel va ebvon dvew @edryua Tou A, emouévms To a ivon To EALYIOTO dvw Qedyua

Tou A. a

IMopatrenon 2.8 H nponyoluevn nopathenocy yenotuonoteltal cuyvd ue tny
awcOhovln) amhoVGTERY HOP®T:

'‘Eotw A urn xevé unocivoho tou R xaw a € R éva dvw @pdryuo tou. Tore:

To a etvon T0 eAdyloTo dvew pedypa Tou A av kar pévov av
yioe xde € > 0 undpyer v € A wote a — e < .
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M egapuoyt) tne Hapathpnong autrc ebvon xau 1 axdrouvd:

IHopathenon 2.9 Kdle un xevd xar dvew gpaypuévo oivoro axepaimy aprduwy
€yeL u€yioto ortotyelo.

Arnédelr Fotw A C Z un xevéd xar dve @eoyuévo. Ao tnv wBLoTnTa NS
mAnpdTnTag Tou R, undpyet o s = sup A € R. [lpénet va dei€oupe 611 s € A.

Egapuélovtog tny Iopathenon 2.8 yia € = 1, Peloxovye © € A dote s — 1 <
r<s. Avs ¢ A téte x < s ondte 10 & Bev elvon dvew gpdyua tou A, dpa
umdeyety € A wote z <y < 5. Tote duwe Yo éyouye s —1 <z <y < s, ondTE
0 <y—xz <1, mou elvon adOVaTO Aol oL T xou Y efvar axépotol. ]

[Mopatrenon 2.10 Kdade un xevé clvoro B qguoixwv aptiuwy €yel ehdyloTo
GTOLXEio?’.

An6deEn To obvoro —B = {—b: b € B} anotekeiton and oxépatouc aptduoic
mou 0ev umegPatvouv to 0, dnAadrh to 0 elvor dvew @edyua Tou —B. Ané tny
mponyoluevy LlupathApnor, 1o —B €yel yéyioto ototyelo, doa 1o B €yet ehdytoto
ctouyelo. O

ITpoétaoy 2.11 (Apyiwhdela wWiétnta Tov cuvorouv N) To ogivoro N
Ty QUOIKQY apiiuwy dev elval dvw gpayuévo.

Ano6degn (o) Av 1o N oy dvew gpayuévo, and tny nponyoluevr Hogatienon
Yo elye uéyioto otovyelo, £0Tw n,. Autd Suwe amoxieleta, xadde n, +1 € N
xou n, + 1> n,.

(B) (Xwpic yphon e 2.9) Av o N Aoy dvw @payuévo, arnd Ty i6TnTaL Te
minedtntoc (1) Yo unheye To eNdyloTo dvew @edyua Tou, éotw a € R. Enouévec
v xdde n € N do elyope n+1 < a (apol 1o a eivor yeyahitepo ¥ (oo and xde
puotxd aprdud, dpo xou omd tov n+ 1). ANG t6te n < a — 1 yio xdde n € N,
omote o aprude a — 1 Yo frav dvew @edypa Tou N, npdyua tou avtiBalvel oTny
unodeon 6TL 10 a elvon T0 eAdyioto dve gpdyua tou N. O

ITopwopa 2.12 To otvodo Z twv akepaiwy apridudy dev eivar kdtw gpaypévo
(BeBaiws ovte dvo gpayévo).

3H wBiétntar awth Tou cuvehou N TV QuoGY oy ovoudleto apxn Tov edayiotou xou
unopel vo yenowonomnVel m.y. yia va anodeydel n pédodog tne enaywyne.



ATnodegn Av 1o b ftay éva xdtew gedypa Tou Z, 161 10 —b Yo v €va dve
pedryua Tou Z, dea xon tou N.

1
IIopropa 2.13 Ia kdle € > 0 vndpyern € N dote — < e.
n

Arnddedn Alhog Yo unpye € > 0 wote % > €, Onhodt % >nyxaen € N,
ondre to N Yo ity dve gparypévo (omd to ).

IIopwopa 2.14 Av a,b eivar Detikol mpaypatikotl apiipof, vrdpyern € N dote
na > b.

Ano6degn O aprduoe g oev etvon dvew @edyua Tou N. O

Avdueoa o duo pnrots apriuoic undpyel TdvTa ENToG, TY. O “TH’ Tu yiveTtou

o~ 7 7 4
av ot a, b dev elvon xou oL 0G0 ernTof;

ITpértaoy 2.15 (ITuxvétnta Twv ety oto R) Avduesa oe dvo (da-
popetikols) mpayuatikols apiipovs vndpyer ndvea pntés: Av a,b € R kara < b
vrdpyet ¢ € Q dote a < ¢ < b.

A7éderdn Trnodétww o6t 0 < a < b. (O dhhec MEQITTAOEIC APHVOVTOL GTOV
avayvoo ). O€hw va Bed m,n € N dote a < & < b, 10odlvaya na < m < nb.

2 ’. ’, 1 ’ ’ 7 7
Emk)syco xan o TaeponoWd N WoTe - < b—a (étol0 N undpyet and Ty Hpdtaon
2.13).

’ . E N ’ ’ z z ’ .
To avoho {k € N D% < b} dev ebvau XEVO (TEEpLE/XEL 10 0) xat efvos Gve) Qparyuvo
(amd 10 nb), dpa Eyel péyioto ototyelo (Hapathonon 2.9), éotw m. To m eiva
T0 YeyahlTepo kK mou txavoTolel TV avieoTnTo % < b, dpa to m + 1 dev TNV
wavorotel. ‘Eyouue hoimdy

@<b§m+1.
n n

Enfong dpwg, agpou % <b-—a,

1
——>b——>b—(b—a)=a
n n n

m_m—|—1 1
o=



IMagathenon 2.16 Avducoa o duo (BLOCCPOPETLXOL’)Q) Tpaypatxolg apriuoic
uTdpyEL TAVTAL dEETTOG.

Anodelr llpdypat, av a < b tote V2a < V/2b. Axd v IlpbdToocy 2.15
umdeyet ¢ € Q dote V2a < g < V2b, onéte a < \/ii < b. Egboov, 6mwg
éyouue Oellet, o aptiuode V2 eivou dpentoc (Ilpdtaon 2.4) xm o ¢ entée, o \/15

etvar dppnroc.t O

IMpoétaon 2.17 ((Yrapln axéponouv pwépoug) [ kdde x € R vrdpye
povaodikos n € Z doten < x < n+ 1. O apiuds avtds Aéyetar axépaio
Mépog Tou v kar ouuforiletar [x].

Arnodely Trapén To Z Sev elvar xdtw @payUévo, ETopéves Undpyel y € Z
wote y < x. Anhadr 1o obvoro X = {y € Z : y < x} ebvan un xevo. Enfone 1o
X elvor dver gparyuévo (and to z). And tny Iopathenon 2.9 cuunepaivouye bt
0 X éyer yéyioto otoyelo, éotw [r]. Agol [z] € X xou [z] +1 ¢ X €youue
2] <z <[z]+ 1

Movadikétnra Av évac m € Z wavoroet m <z <m+ 1 t61¢

7] <z xuw 2 <m+1 = [zl <m+1
m<az xu rv<z]+l = m<[z]+1,
oo —1l<[z]-m<1

xou oLVET®S [z] —m = 0, agol o [x] — m elvon axépooc. O

‘Avo % = x fray pnTée, 161e (9ol ¢,z € Q) pntéc Yo Aoy xaw 0 € = /2, dromo.
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Yvpporocpol Eivar yerjowo va enexteivouye 1o olvoro R twv mpaypatixdy
apLiuddy Ue duo oxdua ototyeio (tou der eivar tpaypotixof aptiuol) To 400 xa to
—00, oynuatiloviac €10l T0 GUVOAD TWV €MEKTETAUEVWY TPAYUATIKDY aplijdy.

Enextetvouye 1 Sudtoln and o R opiCovtac —oo < a xon a < 400 yio xde
a € R.

Av a € R, ¥¢toupe

a+(+00) = (+oo)+a=a—(—0)=+oc0
a+(—o00) = (—o00)+a=a—(+o00)=—00
Av a >0, t6t1c a(+o00) = (400)a =400
xu a(—0) = (—o0)a=—o0
Av a <0, 16t a(+o00) = (Fo0)a=—00
xu a(—o00) = (—o0)a = —+o0o
(+00) + (+00) = +00, (—0) + (—00) = —c0
(+00) - (+00) = +o0, (—00) - (—00) = 400,
(+00) - (=0o0) = (—00)-(+00) = —00

Aev optlovta oL Tapac TAoELC
(4+00) + (—00), (—00) + (+00),
+o0 400 —00 —00

+o0’ —o0’ 400’ —00

Me Toug ocupfohiouotc autols, av éva un xevéd olvoho A C R dev eivar dve
ppaypévo (ombdte 10 sup A dev undpyet 1o R), ypdpoupe cuyvd sup A = +oo,
a0 oy OeV elvan xdTtw ppaypévo, yedpouue inf A = —oo.



