
P¸c na breÐte mia asun jisth apìdeixh gia to gegonìc ìti k�je
suneq c sun�rthsh orismènh se kleistì di�sthma eÐnai fragmènh

W. T. Gowers

ProapaitoÔmena

O orismìc thc sunèqeiac (mèsw twn ε kai δ) kai o orismìc thc fragmènhc sun�r-
thshc. To axÐwma thc plhrìthtac.

Oi sun jeic apodeÐxeic

Mia apì tic gnwstèc apodeÐxeic èqei san afethrÐa to je¸rhma Heine-Borel: ìpwc
ki an gr�youme to [0, 1] san ènwsh miac oikogèneiac anoikt¸n sunìlwn, mporoÔme
p�nta na to gr�youme kai san ènwsh miac peperasmènhc upooikogèneiac thc. Gia
na apodeÐxoume ìti k�je suneq c sun�rthsh f : [0, 1] → R eÐnai fragmènh, gia
k�je x orÐzoume Ux na eÐnai to sÔnolo ìlwn twn y gia ta opoÐa |f(y)− f(x)| < 1.
Ta sÔnola Ux eÐnai anoikt� kai h ènwsh touc eÐnai profan¸c olìklhro to [0, 1].
Apì to je¸rhma Heine-Borel up�rqoun x1, . . . , xn ¸ste h ènwsh twn sunìlwn Uxi
na eÐnai olìklhro to [0, 1]. 'Omwc, tìte, h f eÐnai �nw fragmènh apì ton M :=
1 + max

1≤i≤n
f(xi).

Mia �llh gnwst  apìdeixh xekin�ei me to je¸rhma Bolzano-Weierstrass: k�je
akoloujÐa sto [0, 1] èqei sugklÐnousa upakoloujÐa. Tìte, an to sumpèrasma tou
jewr matoc den isqÔei gia thn f , mporoÔme na broÔme mia �peirh akoloujÐa (xn)
¸ste f(xn) > n gia k�je n. Epilègoume upakoloujÐa h opoÐa sugklÐnei se k�poio
x kai elègqoume ìti h f den mporeÐ na eÐnai suneq c sto x.

AnakalÔptontac mia apìdeixh qwrÐc na gnwrÐzoume thn ènnoia thc sum-
p�geiac

Oi dÔo apodeÐxeic pou perigr�yame pio p�nw basÐzontai, me ton èna   ton �llo trìpo,
sto gegonìc ìti to kleistì di�sthma [0, 1] eÐnai sumpagèc. (Lème genik� ìti èna
sÔnolo eÐnai sumpagèc an ikanopoieÐ to sumpèrasma tou jewr matoc Heine-Borel.
Gia uposÔnola tou Rn mporoÔme na qrhsimopoi soume san orismì to je¸rhma
Bolzano-Weierstrass). Ti ja mporoÔsame na k�noume an den eÐqame potè sunant sei
thn ènnoia thc sump�geiac se opoiad pote morf  thc?

Ac fantastoÔme ìti prèpei na antimetwpÐsoume mia sun�rthsh orismènh sto
[0, 1] gia thn opoÐa den gnwrÐzoume tÐpota pèra apì to ìti eÐnai suneq c. P¸c mpo-
roÔme na thn strim¸xoume? Mia polÔ mikr  parat rhsh eÐnai ìti h tim  f(x) eÐnai
peperasmènh gia k�je x, afoÔ autì ennooÔme ìtan mil�me gia mia sun�rthsh pou
paÐrnei pragmatikèc timèc. MporoÔme na poÔme k�ti parap�nw? Logik�, ja prè-
pei na qrhsimopoi soume kai ton orismì thc sunèqeiac. Ac ton jumhjoÔme loipìn.
Lème ìti mia sun�rthsh f eÐnai suneq c sto x an

Gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste |y − x| < δ =⇒ |f(y)− f(x)| < ε.
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AfoÔ gnwrÐzoume ìti h f eÐnai suneq c sto x, mporoÔme na epilèxoume opoio-
d pote ε � gia na gÐnoume sugkekrimènoi ac p�roume ε = 1 � kai na broÔme δ ¸ste
f(y) < f(x) + 1 gia k�je y sto di�sthma (x− δ, x+ δ).

Moi�zei san na èqoume k�nei k�poia mikr  prìodo, afoÔ èqoume deÐxei ìti h
f eÐnai fragmènh se èna olìklhro anoiktì di�sthma. Den èqoume ìmwc kanèna
èlegqo p�nw sto m koc tou diast matoc, opìte den ja èprepe na eÐmaste polÔ
enjousiasmènoi.

Up�rqei k�ti �llo pou ja mporoÔsame na k�noume? Ja mporoÔsame Ðswc na
parathr soume ìti an èqoume dÔo epikaluptìmena diast mata se kajèna apì ta
opoÐa h f eÐnai fragmènh, tìte h f eÐnai fragmènh sthn ènwsh touc. Up�rqei k�poioc
trìpoc na broÔme èna di�sthma to opoÐo na epikalÔptetai me to (x − δ, x + δ) kai
sto opoÐo h f eÐnai fragmènh? O mìnoc trìpoc pou gnwrÐzoume, wc t¸ra, gia na
kataskeu�soume èna tètoio di�sthma, eÐnai na epilèxoume èna shmeÐo y kai na broÔme
γ ¸ste |f(z)−f(y)| < 1 gia k�je z sto di�sthma (y−γ, y+γ). P¸c ìmwc mporoÔme
na petÔqoume autì to di�sthma na epikalÔptetai me to (x− δ, x+ δ)? An bèbaia to
Ðdio to y an kei sto (x− δ, x+ δ) tìte ja èqoume k�poia epik�luyh, up�rqei ìmwc
o kÐndunoc to (y− γ, y+ γ) na perièqetai ex olokl rou sto (x− δ, x+ δ), opìte den
èqoume kerdÐsei tÐpota. Apì thn �llh pleur�, an to y den an kei sto [x− δ, x+ δ]
tìte to γ mporeÐ na eÐnai tìso mikrì pou na mhn èqoume kamÐa epik�luyh. Oi
parathr seic autèc upodeiknÔoun ìti ja èprepe na epilèxoume y = x+δ   y = x−δ.
An k�noume thn pr¸th epilog , tìte brÐskoume γ > 0 ¸ste h f na eÐnai fragmènh
sto (x− δ, x+ δ + γ).

Ac prospaj soume t¸ra na gÐnoume lÐgo pio susthmatikoÐ. Ja xekin soume me
x = 0 kai ja prospaj soume na dhmiourg soume èna ìlo kai megalÔtero di�sthma
[0, t) sto opoÐo h f eÐnai fragmènh. Me lÐgh tÔqh, Ðswc katafèroume na spr¸xoume
to t wc to 1.

MporoÔme na upojèsoume ìti f(0) = 0. To pr¸to b ma eÐnai na broÔme t1 ¸ste
f(x) < 1 gia k�je x sto [0, t1) (qrhsimopoi¸ntac fusik� ton orismì thc sunèqeiac).
Katìpin, efarmìzoume ton orismì thc sunèqeiac sto shmeÐo t1 kai brÐskoume, ìpwc
exhg same parap�nw, èna t2 > t1 ¸ste f(x) < 2 gia k�je x sto [0, t2). SuneqÐzoume
me ton Ðdio trìpo. 'Etsi, par�getai mia akoloujÐa t1 < t2 < t3 < · · · me thn idiìthta
f(x) < n gia k�je x sto [0, tn).

Telei¸same? 'Oqi, giatÐ mporeÐ h akoloujÐa (tn) na sugklÐnei se k�poion arijmì
s < 1. Tìte, to mìno pou ja eÐqame katafèrei ja  tan na deÐxoume ìti o periorismìc
thc f sto [0, t) eÐnai fragmènh sun�rthsh gia k�je t < s. Aut  eÐnai mia endiafè-
rousa prìtash, polÔ asjenèsterh ìmwc apì aut n pou elpÐzoume na apodeÐxoume.

'Eqoume koll sei teleÐwc? Nai, me thn ènnoia ìti k�name �peira b mata all�
den ft�same sto stìqo mac. Thn Ðdia ìmwc stigm , Ðswc up�rqoun ki �lla pr�gmata
pou ja mporoÔsame na dokim�soume. 'Eqoume kat� k�poion trìpo {ft�sei} sto s.
MporoÔme na proqwr soume lÐgo pio pèra?

'Ena profanèc pr�gma pou mporoÔme na k�noume eÐnai na suneqÐsoume me thn
Ðdia teqnik , na efarmìsoume dhlad  ton orismì thc sunèqeiac me ε = 1, se k�poio
shmeÐo pou ja epilèxoume prosektik�. Up�rqei k�poio shmeÐo pou ja mac bohjoÔse
aut  th stigm ? Up�rqei ìntwc � to shmeÐo s. Up�rqei δ > 0 ¸ste |f(x)−f(s)| < 1
gia k�je x sto di�sthma (s− δ, s+ δ). Autì to di�sthma prèpei na perièqei k�poio
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tn, sumperaÐnoume loipìn ìti f(s) < n + 1, �ra f(x) < n + 2 gia k�je x < s + δ.
Katafèrame loipìn na suneqÐsoume thn akoloujÐa (tn) {pèra apì to �peiro}.

An k�poioc gnwrÐzei touc diataktikoÔc arijmoÔc, ja dei ìti h parat rhsh pou
k�name odhgeÐ se mia idèa apìdeixhc � mporoÔme na suneqÐsoume me to Ðdio epiqeÐ-
rhma, dhmiourg¸ntac mia uperpeperasmènh akoloujÐa. Aut  h idèa douleÔei, giatÐ
h akoloujÐa pou ja prokÔyei, an kataskeuasteÐ me ton swstì trìpo, eÐnai èna kal�
diatetagmèno sÔnolo. An to je¸rhma den Ðsque, ja katafèrname na kataskeu�sou-
me èna uperarijm simo kal� diatetagmèno uposÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n,
k�ti pou eÔkola mporoÔme na doÔme ìti den gÐnetai.

K�poioc pou den gnwrÐzei touc diataktikoÔc arijmoÔc ja skefteÐ pijanìtata
wc ex c. Mpor¸ na suneqÐzw na fti�qnw ìlo kai megalÔtera diast mata [0, t) sta
opoÐa h f eÐnai fragmènh. An mou dojeÐ èna tètoio di�sthma, mpor¸ p�nta na to
epekteÐnw, kai an mou dojeÐ mia arijm simh akoloujÐa ([0, tn)) tètoiwn diasthm�twn,
mpor¸ p�nta na brw èna �llo di�sthma aut c thc morf c pou ta perièqei. Autì
moi�zei arketì, den mpor¸ ìmwc na skeft¸ p¸c na perigr�yw autì pou sumbaÐnei.
Xekin�w me t1 < t2 < t3 < · · ·, met� brÐskw èna kainoÔrgio s megalÔtero apì ìla
aut�, to opoÐo ja mporoÔsa na onom�sw s1. Ja mporoÔsa met� na suneqÐsw me s1 <
s2 < s3 < · · · kai oÔtw kajex c, met� na brw k�poio r megalÔtero apì ìla aut�,
kai na xekin sw thn kataskeu  miac akìma akoloujÐac apì autì. Ja mporoÔsa
na epanal�bw ìlhn aut  th diadikasÐa �peirec forèc qwrÐc ìmwc anagkastik� na
ft�sw sto 1. Apì thn �llh pleur�, ja mporoÔsa p�li na suneqÐsw.

To prìblhma moi�zei na sqetÐzetai me th duskolÐa thc perigraf c miac ako-
loujÐac pou phgaÐnei pèra apì to �peiro me autì ton trìpo. P¸c mporoÔme na thn
xeper�soume? ('Opwc eÐpa pio prin, up�rqei ènac austhrìc trìpoc perigraf c aut c
thc {uperpeperasmènhc} diadikasÐac, mporoÔme loipìn na d¸soume èna epiqeÐrh-
ma basismèno se aut  thn idèa � den eÐnai ìmwc aparaÐthto). Ac skeftoÔme lÐgo
pio prosektik� ti k�noume. Kataskeu�zoume mia akoloujÐa, arqik� me èna epa-
gwgikì epiqeÐrhma (an èqoume kataskeu�sei to tn, proqwr�me kai kataskeu�zoume
to tn+1), kai met�, me k�ti pou moi�zei me epagwgikì epiqeÐrhma (an èqoume kata-
skeu�sei ìla ta tn, proqwr�me kai kataskeu�zoume to s1). H genikeumènh epagwg 
eÐnai duskolìterh giatÐ den èqoume èna kalì sÔnolo deikt¸n san autì twn fusik¸n
arijm¸n. Up�rqei k�poioc trìpoc na k�noume epagwg  qwrÐc thn upost rixh enìc
kat�llhlou sunìlou deikt¸n? Nai up�rqei: koit�c to mikrìtero antipar�deigma.

MporoÔme na qrhsimopoi soume thn idèa tou mikrìterou antiparadeÐgmatoc sto
prìblhma mac? 'Eqoume mia diadikasÐa bajmiaÐac epèktashc tou diast matoc [0, t)
sto opoÐo gnwrÐzoume ìti h f eÐnai fragmènh. An mporèsoume na spr¸xoume to t
wc to 1, èqoume telei¸sei. An den mporoÔme, tìte prèpei na up�rqei k�poio eÐdoc
fr�gmatoc � dhlad , èna shmeÐo pèra apì to opoÐo den mporoÔme na per�soume.
GiatÐ na mhn koit�xoume to pr¸to tètoio shmeÐo?

Den eÐnai akìma teleÐwc fanerì ìti h idèa mac ja doulèyei. Ac prospaj soume
ìmwc. EÐnai swstì ìti up�rqei k�poio el�qisto t me thn idiìthta ìti h f den eÐnai
fragmènh sto [0, t)? An h f den eÐnai fragmènh, tìte den eÐnai fragmènh sto [0, 1)
(efarmìste th sunèqeia sto 1), up�rqei loipìn toul�qiston èna t ¸ste h f na mhn
eÐnai fragmènh sto [0, t). Tìte, apì to axÐwma tou el�qistou �nw fr�gmatoc (an
kai ed¸ brÐskoume èna mègisto k�tw fr�gma) epilègoume to infimum s ìlwn twn t
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pou èqoun aut  thn idiìthta. An up�rqei k�poio el�qisto t ìpwc to jèloume, autì
prèpei na eÐnai to s.

Xèroume ìti h f den eÐnai fragmènh sto [0, t) gia k�je t > s. 'Epetai apì autì
ìti h f den eÐnai fragmènh sto [0, s)? Nai, giatÐ an h f  tan fragmènh sto [0, s),
tìte apì th sunèqeia sto s (to gnwstì epiqeÐrhma) ja  tan fragmènh sto [0, s+ γ)
gia kat�llhla mikrì γ > 0.

Eqontac brei to el�qisto s gia to opoÐo h f den eÐnai fragmènh sto [0, s),
elpÐzoume t¸ra ìti ja odhghjoÔme se antÐfash. T¸ra ìloi xèroume ìti arkeÐ na
qrhsimopoi soume th sunèqeia sto s. H f eÐnai fragmènh sto (s − γ, s + γ) gia
kat�llhlo γ. EpÐshc, eÐnai fragmènh sto [0, s−γ/2). Sunep¸c, eÐnai fragmènh sto
[0, s) kai èqoume to �topo pou jèlame.

Mia mikr  parallag  autoÔ tou epiqeir matoc

'Ena �llo epiqeÐrhma pou ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume eÐnai to ex c. 'Estw
X to sÔnolo ìlwn twn t gia ta opoÐa h f eÐnai fragmènh sto di�sthma [0, t]. Ti
mporoÔme na poÔme gia to X? SÐgoura, an to s an kei sto X kai r < s tìte to r
an kei sto X. Sunep¸c, to X eÐnai k�poio di�sthma thc morf c [0, u)   thc morf c
[0, u]. Sthn pr¸th perÐptwsh, efarmìzoume th sunèqeia sto u gia na deÐxoume ìti
to [0, u) den mporeÐ telik� na eÐnai ìlo to X. Sthn deÔterh perÐptwsh, efarmìzoume
th sunèqeia sto u gia na deÐxoume ìti to [0, u] den mporeÐ telik� na eÐnai ìlo to X,
ektìc an u = 1.

P¸c odhgoÔmaste se mia pio sumbatik  apìdeixh?

Kat� th gn¸mh mou, h apìdeixh pou periègraya eÐnai fusiologik  me thn ènnoia
ìti h idèa na epekteÐnoume to di�sthma sto opoÐo h f eÐnai fr�gmenh eÐnai m�llon
{to pr¸to pr�gma pou ja prospajoÔse kaneÐc}. Den eÐnai ìmwc tìso komy  (tou-
l�qiston sthn pr¸th ekdoq  thc) ìso oi gnwstèc apodeÐxeic pou qrhsimopoioÔn
to je¸rhma Heine-Borel   to je¸rhma Bolzano-Weierstrass. Ja mporoÔse Ðswc
k�poioc na skefteÐ aut� ta jewr mata qwrÐc prohgoumènwc na per�sei apì touc
sullogismoÔc pou anaptÔxame. 'Otan, sthn arq , efarmìsame ton orismì thc sunè-
qeiac, kataskeu�same, gia tuqìn x, èna anoiktì di�sthma Ux pou perieÐqe to x kai
sto opoÐo h f  tan fragmènh. Parathr same ìti ja mac sunèfere na epikalÔptontai
aut� ta diast mata. 'Iswc na mhn qrei�zetai meg�lh fantasÐa gia na parathr sei
k�poioc ìti, an mporoÔsame na kalÔyoume to [0, 1] qrhsimopoi¸ntac peperasmèna
to pl joc apì aut� ta diast mata, tìte ja eÐqame telei¸sei. 'Oso gia to je¸rh-
ma Bolzano-Weierstrass, autì emfanÐzetai fusiologik� an k�poioc prospaj sei na
apodeÐxei to apotèlesma me apagwg  se �topo. Ti shmaÐnei to na mhn eÐnai frag-
mènh h f ? ShmaÐnei ìti gia k�je n up�rqei xn ¸ste f(xn) > n. Tìte, prospajoÔme
na k�noume k�ti me aut  thn akoloujÐa. Den mporoÔme na odhghjoÔme se antÐfash
apì mÐa mìno meg�lh tim  f(xn) � prèpei me k�poion trìpo na tic qrhsimopoi soume
ìlec mazÐ.

'Enac �lloc trìpoc gia na ft�soume sto je¸rhma Heine-Borel ja  tan na xe-
kin soume apì to {epiqeÐrhma thc epèktashc diasthm�twn} kai na epexergastoÔme
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touc sullogismoÔc pou  dh qrhsimopoi same. To basikì l mma pou qrhsimopoioÔ-
same suneq¸c  tan ìti k�je x perièqetai se k�poio anoiktì di�sthma Ux sto opoÐo
h f eÐnai fragmènh. Prospaj same na koll soume ìla ta diast mata mazÐ, sunan-
t¸ntac probl mata an eÐqame �peira tètoia diast mata, k�ti pou telik� xeper�same
epistrèfontac se peperasmèna apì aut�. EÐnai fanerì ìti autì pou prospajoÔsame
na k�noume  tan na kalÔyoume to [0, 1] me peperasmèna to pl joc Ux. Apì autì to
shmeÐo mèqri na skefteÐc th diatÔpwsh tou jewr matoc Heine-Borel, h apìstash
den eÐnai polÔ meg�lh.
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