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An blèpete ton orismì pou akoloujeÐ gia pr¸th for�, eÐnai m�llon dÔskolo na
ton qwnèyete amèswc:

H f eÐnai suneq c sto shmeÐo x an gia k�je ε > 0 up�rqei δ > 0 ¸ste
|f(z)− f(x)| < ε opoted pote |z − x| < δ.

O orismìc sun jwc parousi�zetai wc o austhrìc trìpoc gia na perigr�youme
thn diaisjhtik  mac idèa ìti suneq c eÐnai mia sun�rthsh pou mporoÔme na sqedi�-
soume thn grafik  thc par�stash qwrÐc na qreiasteÐ na shk¸soume to molÔbi apì
to qartÐ. Thn Ðdia stigm , se èna eisagwgikì m�jhma an�lushc dÐnontai sun jwc
k�poia klasik� paradeÐgmata par�xenwn sunart sewn pou deÐqnoun ìti o austhrìc
kai o diaisjhtikìc orismìc den sumpÐptoun apolÔtwc. Gia par�deigma, up�rqoun su-
nart seic pou eÐnai suneqeÐc se k�je �rrhto x kai asuneqeÐc se k�je rhtì x. EÐnai
entel¸c adÔnato na antilhfjeÐ kaneÐc diaisjhtik� aut n thn prìtash sqedi�zontac
thn grafik  par�stash miac tètoiac sun�rthshc.

EÐnai Ðswc eukolìtero na xeq�soume entel¸c tic grafikèc parast�seic, kai na
xekin soume me èna diaforetikì sÔnolo diaisjhtik¸n ide¸n, pou èqoun wc b�sh touc
ton trìpo me ton opoÐo k�noume metr seic sthn pragmatik  zw . Ac upojèsoume
ìti èqoume k�poia fusik  posìthta y h opoÐa exart�tai me k�poion trìpo apì mia
�llh fusik  posìthta x. Gia par�deigma, ac poÔme ìti x eÐnai o arijmìc twn
deuterolèptwn pou èqoun per�sei apì th stigm  pou af same mia pètra apì thn
koruf  enìc yhloÔ ktirÐou kai y eÐnai ta mètra pou èqei dianÔsei h pètra apì th
stigm  pou thn af same. Ac upojèsoume akìma ìti jèloume na prosdiorÐsoume
thn posìthta y, autì ìmwc pou mporoÔme praktik� na metr soume eÐnai h posìthta
x. Sto par�deigma pou d¸same, fantasteÐte ìti eÐnai nÔqta. Jèloume na xèroume
pìsa mètra èqei k�nei h pètra, all� den mporoÔme na parathr soume thn pètra
giatÐ eÐnai skotein�. Stoiqei¸dhc ìmwc fusik  mac lèei ìti y = 1

2gx
2, ìpou g

eÐnai h epit�qunsh thc barÔthtac (agnooÔme thn antÐstash tou aèra klp.) opìte
ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume èna qronìmetro: na prosdiorÐsoume to x kai
met� na upologÐsoume to y.

'Ena prìblhma me autì eÐnai ìti, ¸spou na k�noume ton upologismì, h pètra
mporeÐ na èqei ft�sei sto èdafoc. An ìmwc eÐmaste polÔ efeuretikoÐ, ja mpo-
roÔsame na programmatÐsoume ston upologist  èna di�gramma tou ktirÐou kai mia
koukÐda pou na deÐqnei th jèsh thc pètrac, kai ja to k�name me tètoion trìpo pou
na mporoÔme pragmatik� na doÔme th jèsh thc pètrac wc th stigm  pou èpese sto
èdafoc.

PolÔ pio shmantik  apì thn �poyh thc sunèqeiac eÐnai h ex c (polÔ basik )
parat rhsh: oi metr seic fusik¸n megej¸n den eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ. Dhla-
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d , h mètrhsh miac fusik c posìthtac den mporeÐ na eÐnai ènac apolÔtwc akrib c
dekadikìc arijmìc me �peira yhfÐa. Sthn pr�xh, ja dÐnetai sth morf  enìc dekadi-
koÔ arijmoÔ me peperasmèna yhfÐa, mazÐ me k�poia ektÐmhsh sf�lmatoc: x = 3.14
(0.02)   k�ti tètoio.

Sto par�deigma thc pètrac, to gegonìc ìti den mporoÔme na eÐmaste apolÔtwc
akribeÐc den mac peir�zei kai tìso. O upologist c mporeÐ na èqei sth di�jesh tou
èna qronìmetro pou na èqei akrÐbeia enìc polÔ mikroÔ kl�smatoc tou deuterolè-
ptou, kai h eukrÐneia thc ojìnhc mporeÐ na eÐnai tìso kal  pou h jèsh thc koukÐdac
na deÐqnei th jèsh thc pètrac me ìsh akrÐbeia epijumoÔme. O orismìc thc sunèqeiac
k�nei thn emf�nish tou ìtan arqÐsoume na anarwtiìmaste giatÐ mikrèc anakrÐbeiec
den dhmiourgoÔn probl mata.

Ed¸ prèpei na prosèxoume kai na diaqwrÐsoume dÔo diaforetikèc ptuqèc tou
erwt matoc. H mÐa eÐnai giatÐ mporoÔme na agno soume mikrèc anakrÐbeiec sto y
(thn jèsh) kai h �llh eÐnai giatÐ mporoÔme na aneqjoÔme mikrèc anakrÐbeiec sto x
(ton qrìno). To pr¸to er¸thma den eÐnai majhmatik c fÔshc. Den mac enoqleÐ na
gnwrÐzoume to y me akrÐbeia {mìno} dekapènte dekadik¸n yhfÐwn giatÐ den èqoume
thn dunatìthta na aniqneÔsoume diaforèc thc t�xhc tou 10−15 sto y. Ja mporoÔ-
same na p�me akìma pio pèra kai na poÔme ìti den eÐnai kan profanèc ti ennooÔme
ìtan mil�me gia thn jèsh miac pètrac (h opoÐa sto k�tw-k�tw katalamb�nei arketì
q¸ro) me akrÐbeia thc t�xhc tou 10−15. Mil�me gia to kèntro b�rouc thc? Autì
den lÔnei ìla mac ta probl mata, giatÐ prèpei sth sunèqeia na apofasÐsoume pou
brÐsketai to sÔnoro thc pètrac - dhlad , ti metr�ei san pètra kai ti ìqi. Sthn
klÐmaka tou 10−15, eÐnai m�llon dÔskolh apìfash.

H deÔterh er¸thsh eÐnai pio endiafèrousa apì majhmatik  �poyh � giatÐ mikrèc
anakrÐbeiec sto x den prokaloÔn probl mata? JumhjeÐte ìti autì pou mac endiafè-
rei pragmatik� eÐnai to y, oi perist�seic ìmwc mac upoqre¸noun na to upologÐsoume
emmèswc, metr¸ntac to x. Briskìmaste loipìn sthn ex c kat�stash:

• Jèloume na xèroume to y.

• Den mac enoqleÐ na xèroume to y me k�poio mikrì sf�lma.

• MporoÔme na metr soume to x me arket  akrÐbeia, ìqi ìmwc tèleia.

• 'Eqoume mia episthmonik  jewrÐa pou mac lèei me poiìn trìpo exart�tai to y
apì to x.

Ac gr�youme y = f(x). H episthmonik  jewrÐa mac lèei poi� eÐnai h f sth sug-
kekrimènh perÐptwsh. Gia thn pètra, h f(x)  tan 1

2gx
2. An eÐmaste anagkasmènoi

na k�noume k�poio mikrì sf�lma sth mètrhsh tou x, mporoÔme ìmwc na aneqjoÔme
k�poio mikrì sf�lma sto y, tìte to epìmeno er¸thma gÐnetai exairetik� shmantikì:
poi� epÐdrash èqei sto y mia mikr  metabol  tou x?

Gia na k�noume autì to er¸thma akìma pio akribèc, ac upojèsoume ìti qreia-
zìmaste na xèroume to y gia k�poion praktikì lìgo, kai mac lène ìti eÐnai zwtik c
shmasÐac na eÐmaste akribeÐc sto y mèqri ta pr¸ta pènte shmantik� yhfÐa. Mpo-
roÔme na to egguhjoÔme (upojètontac bebaÐwc ìti h episthmonik  jewrÐa mac eÐnai
orj ) an eÐmaste se jèsh na metr soume to x me arket  akrÐbeia?
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DÔo paradeÐgmata se antidiastol 

Sthn perÐptwsh thc sun�rthshc f(x) = 1
2gx

2, h ap�nthsh eÐnai katafatik . Ac
doÔme ti ja sumbeÐ an diatar�xoume elafr¸c to x, an dhlad  to antikatast soume
me to x+ h, ìpou to h eÐnai polÔ mikrì (kai Ðswc arnhtikì). Blèpoume ìti

f(x+ h) =
1
2
g(x2 + 2xh+ h2).

An to h eÐnai arket� mikrì, tìte tìso to 2xh ìso kai to h2 ja eÐnai mikrìtera apì
10−7. Me �lla lìgia, an metr soume to x me arket  akrÐbeia, tìte ja petÔqoume
akrÐbeia thc t�xhc tou 10−5 sto f(x). T¸ra, eÐnai entel¸c profanèc ìti den up�rqei
tÐpota to idiaÐtero ston arijmì 10−5. Ja mporoÔsame na ton èqoume antikatast sei
me opoiond pote �llon jetikì arijmì. Epomènwc, èqoume thn ex c prìtash.

An mac zht soun opoiad pote akrÐbeia gia ton y = f(x), mporoÔme na
egguhjoÔme aut n thn akrÐbeia arkeÐ na metr soume ton x me epark 
akrÐbeia.

Ac jewr soume t¸ra èna diaforetikì fusikì prìblhma. FantasteÐte ìti èqoume
mia r�bdo pou to èna thc �kro eÐnai sterewmèno sto èdafoc, me èna mentesè, ètsi
¸ste h r�bdoc na mporeÐ na kineÐtai eleÔjera se k�poio katakìrufo epÐpedo. H
jèsh thc r�bdou prosdiorÐzetai apì th gwnÐa pou sqhmatÐzei me ton katakìrufo
�xona, mporeÐ loipìn na metab�lletai apì −90 (ìtan h r�bdoc eÐnai pesmènh sto
èdafoc deÐqnontac arister� mac) wc 0 (ìtan h r�bdoc eÐnai katakìufh) kai wc 90
(ìtan h r�bdoc eÐnai pesmènh sto èdafoc deÐqnontac dexi� mac). Ac upojèsoume ìti
o mentesèc eÐnai polÔ kal� ladwmènoc, kai ac ektelèsoume to ex c aplì peÐrama.
Arqik�, krat�me th r�bdo akÐnhth se k�poia jèsh, kai met� thn af noume eleÔjerh.
An h r�bdoc kinhjeÐ, perimènoume ¸spou na stamat sei kai katagr�foume th jèsh
thc.

'Estw x h arqik  jèsh thc r�bdou, h opoÐa dÐnetai apì th gwnÐa pou sqhmatÐzei
me ton katakìrufo �xona, kai èstw y h jèsh thc ìtan stamat sei. Parathr ste
ìti to y mporeÐ na p�rei mìno treic timèc (an o mentesèc den èqei trib ): −90, 0
  90. Gia thn akrÐbeia, paÐrnei thn tim  −90 an to x eÐnai arnhtikì (an h r�bdoc
gèrnei arister� tìte pèftei arister�), 0 an x = 0, kai 90 an to x eÐnai jetikì (an
h r�bdoc gèrnei dexi� tìte pèftei dexi�). Gr�fontac y = h(x) èqoume ìti to h(x)
eÐnai −90 an to x eÐnai arnhtikì, 0 an x = 0, kai 90 an to x eÐnai jetikì.

Ac upojèsoume t¸ra ìti den mporoÔme na metr soume th gwnÐa x akrib¸c kai
jèloume na xèroume to y me arket  akrÐbeia. An to x gèrnei eudi�krita, tìte
mporoÔme na to petÔqoume. Gia par�deigma, an x = −10 (dhlad  an to x gèrnei
10 moÐrec arister�) tìte h r�bdoc pèftei arister�, �ra y = −90. Akìma ki an h
mètrhsh mac eÐqe akrÐbeia miac moÐrac, o upologismìc mac ja exakoloujoÔse na
eÐnai swstìc, afoÔ ìloi oi arijmoÐ metaxÔ tou −11 kai tou −9 eÐnai arnhtikoÐ.

Apì thn �llh pleur�, ja èqoume prìblhma an x = 0. An sumbeÐ h r�bdoc na
eÐnai akrib¸c katakìrufh, den mporoÔme na poÔme me bebaiìthta poÔ ja katal xei,
afoÔ, lìgw thc adunamÐac mac na metr soume me �peirh akrÐbeia, den xèroume ìti
h r�bdoc eÐnai katakìrufh. An up�rqei h paramikr  klÐsh proc ta arister�, tìte
ja pèsei (Ðswc met� apì poll  ¸ra) sta arister�, kai ìmoia gia th dexi� pleur�.
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Mil¸ntac apì th skopi� thc fusik c, k�name k�poiec exwpragmatikèc parado-
qèc, ìpwc o mentesèc pou den parousi�zei trib    h apousÐa mikr¸n don sewn pou
mporoÔn na ephrre�soun to peÐrama. Mil¸ntac ìmwc apì th skopi� twn majhmati-
k¸n, mporoÔme na poÔme ìti h sun�rthsh h èqei thn ex c idiìthta (kai h sun�rthsh
pou ja proèkupte apì èna pio realistikì fusikì montèlo ja eÐqe kat� prosèggish
thn Ðdia idiìthta).

An to mìno pou xèroume gia to x eÐnai ìti brÐsketai polÔ kont� sto
mhdèn, tìte den mporoÔme na prosdiorÐsoume to h(x) me akrÐbeia 10
moir¸n. Dhlad , an xèroume ìti to x brÐsketai metaxÔ tou −δ kai tou
δ, tìte, ìso mikrì ki an eÐnai to δ, den mporoÔme na proseggÐsoume thn
tim  tou h(x).

O orismìc thc sunèqeiac

H diafor� an�mesa stic sunart seic f kai h pou suzht same pio p�nw eÐnai
ìti h f eÐnai suneq c en¸ h h eÐnai asuneq c. Se adrèc grammèc, autì shmaÐnei ìti
mikrèc metabolèc sto x mporoÔn na prokalèsoun mikrèc mìno metabolèc sto f(x),
en¸ mporoÔn na prokalèsoun meg�lec metabolèc sto h(x) an to x eÐnai kont� sto
mhdèn. P¸c pern�me apì aut n thn idèa ston gnwstì ε− δ orismì?

'Eqoume  dh peÐ pollèc forèc ìti jèloume na xèroume to f(x) me k�poia -
dedomènh - akrÐbeia. P¸c mporoÔme na to anaparast soume majhmatik�? Prèpei
na epilèxoume to sf�lma to opoÐo eÐmaste proetoimasmènoi na aneqjoÔme. Ac
onom�soume autìn ton arijmì ε. ElpÐzoume tìte ìti prosdiorÐzontac to x me arket 
akrÐbeia, mporoÔme na prosdiorÐsoume to f(x) me sf�lma mikrìtero apì ε. Ti
ennooÔme me th fr�sh {arket  akrÐbeia}? EnnooÔme ìti up�rqei k�poio sf�lma,
ac to poÔme δ, ston prosdiorismì tou x, to opoÐo eÐnai arket� mikrì ¸ste an
gnwrÐzoume to x me sf�lma mikrìtero apì δ na mporoÔme na broÔme to f(x) me
sf�lma mikrìtero apì ε. Dhlad , an z eÐnai k�poioc arijmìc gia ton opoÐo |z−x| <
δ tìte o f(z) proseggÐzei ton f(x) me akrÐbeia thc t�xhc tou ε � me �lla lìgia,
|f(z)− f(x)| < ε.

JumhjeÐte t¸ra ìti autì jèlame na mporoÔme na to petÔqoume gia k�je de-
domèno perij¸rio sf�lmatoc ε sthn posìthta f(x). Me �lla lìgia, jèlame, ìsh
akrÐbeia ε ki an apaithjeÐ gia to f(x), an to δ eÐnai arket� mikrì, gnwrÐzontac to
x me sf�lma mikrìtero apì δ na gnwrÐzoume to f(x) me sf�lma mikrìtero apì ε.
MporoÔme t¸ra na gr�youme ènan akrib  orismì: lème

H f eÐnai suneq c sto x an gia k�je ε > 0 (aut  eÐnai h akrÐbeia pou
zht�me gia to f(x)) up�rqei δ > 0 (to sf�lma pou epitrèpoume gia to
x  , an jèlete, h akrÐbeia pou eÐnai arket  gia to x) ¸ste an |z−x| < δ
tìte |f(z)− f(x)| < ε.

O orismìc exakoloujeÐ Ðswc na sac faÐnetai polÔplokoc. 'Opwc ìmwc èqw  dh peÐ,
eÐnai apl¸c h majhmatik  tupopoÐhsh thc akìloujhc idèac: se ènan kìsmo ìpou h
apìluth akrÐbeia den eÐnai oÔte anagkaÐa oÔte dunat , mporoÔme na prosdiorÐsoume
to f(x) me osod pote meg�lh akrÐbeia mac zht soun, arkeÐ na katafèroume na
prosdiorÐsoume to x me epark  akrÐbeia.
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'Enac �lloc trìpoc je¸rhshc

Ac doÔme t¸ra ènan enallaktikì trìpo gia na skeftìmaste th sunèqeia. Den
eÐnai polÔ diaforetikìc apì autìn pou  dh periègraya, eÐnai ìmwc arket� diafore-
tikìc ¸ste na axÐzei na ton anafèroume. FantasteÐte ìti èqete ènan polÔ isqurì
upologist  pou eÐnai se jèsh na qeiristeÐ polÔ makri� dekadik� anaptÔgmata: an
tou peÐte ìti jèlete na doulèyete me n dekadik� yhfÐa, o upologist c ja antapo-
krijeÐ euqarÐstwc sto aÐthma sac, ìso meg�lo ki an eÐnai to n. To mìno pr�gma
pou den mporeÐ, fusik�, na k�nei eÐnai na qeiristeÐ �peira dekadik� anaptÔgmata.

Ac upojèsoume t¸ra ìti jèlete na gr�yete k�poia progr�mmata gia ton upo-
logismì k�poiwn sunart sewn, kai ìti jèlete na mporeÐte na upologÐsete autèc
tic sunart seic me osod pote meg�lh akrÐbeia. An p�rete mia sun�rthsh san thn
x2, mporeÐte na gr�yete èna prìgramma pou ja eÐnai k�pwc ètsi: dÐnoume to n (to
pl joc twn dekadik¸n yhfÐwn pou mac endiafèrei), dÐnoume ta pr¸ta n shmantik�
yhfÐa tou x, upologÐzoume to tetr�gwno y tou peperasmènou (all� me poll� yh-
fÐa) dekadikoÔ anaptÔgmatoc pou prokÔptei, kai paÐrnoume ton y, perikekommèno
sto n-ostì shmantikì tou yhfÐo. Ed¸, to apotèlesma eÐnai polÔ kont� sthn akrib 
tim  tou x2 giatÐ o dekadikìc arijmìc pou dìjhke ston upologist   tan polÔ kont�
ston x.

Antijètwc, an orÐsoume mia sun�rthsh f(x) jètontac f(x) = 0 an o x eÐnai
mikrìteroc apì π kai f(x) = 1 an o x eÐnai megalÔteroc   Ðsoc apì π, tìte den
mporoÔme na sqedi�soume èna ikanopoihtikì prìgramma pou na upologÐzei thn f .
An o x den eÐnai kont� ston π, tìte mporoÔme fusik� na upologÐsoume ton f(x)
eÔkola. Thn tim  ìmwc f(π) den mporoÔme oÔte kan na thn proseggÐsoume an den
diajètoume �peirh akrÐbeia. GiatÐ autì? Diìti, ìsa shmantik� yhfÐa tou π ki an
d¸sete ston upologist  sac, den ja mporèsete na tou prosdiorÐsete an o arijmìc
gia ton opoÐo mil�te eÐnai mikrìteroc apì ton π   megalÔteroc   Ðsoc apì ton π,
opìte to mìno pou ja mporeÐ na sac peÐ eÐnai ìti eÐte f(x) = 0   f(x) = 1, ki
aut  den mporeÐ na jewrhjeÐ kal  prosèggish. Autì den mac ekpl ssei kajìlou �
ekfr�zei apl¸c to gegonìc ìti h f eÐnai asuneq c sto shmeÐo π.
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